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“Que tristes os caminhos, se não fora
A mágica presença das estrelas!”.

Mário Quintana
em “Espelho mágico”, 1951
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RESUMO

Estrelas de nêutrons não-axissimétricas e em rápida rotação são candidatas propícias
a serem observadas pelos detectores Einstein Telescope (ET) e Cosmic Explorer (CE)
considerando limites superiores de produção de ondas gravitacionais contínuas por
essas fontes. Entretanto, é possível obter previsões para a possibilidade de detecção
levando em conta outros mecanismos de perda de energia em pulsares. Desde o final
da década de 1960, temos conhecimento de que, embora os pulsares tenham seus
períodos de rotação muito estáveis, eles não são constantes e apresentam variações
entre ∼ (10−20−10−9) s s−1. No âmbito da pesquisa de spindown dos pulsares, vários
esforços têm sido feitos para se entender o que leva esses objetos a desacelerarem,
bem como os índices de frenagem medidos. É nesse contexto que o presente trabalho
traz uma análise de combinações entre os modelos de perda de energia por radiação
de dipolo magnético (RDM), por ondas gravitacionais (OGs), por Quantum Vacuum
Friction (QVF) e por vento de partículas (VP) e a consequência dessas combinações
na evolução do ângulo de inclinação magnética (φ) do pulsar, na sua velocidade
angular (Ω) e no índice de frenagem (n). Mostramos que tanto QVF como VP
combinados à RDM são capazes de explicar o menor índice de frenagem já medido
n = 0, 9 ± 0, 2, para o pulsar PSR J1734-3333. Além disso, mostramos como é a
evolução acoplada entre rotação e o ângulo de inclinação magnética e concluímos
que o QVF é responsável por atrasar o alinhamento do pulsar. Adicionalmente,
investigamos como diferentes valores de massa em pulsares alimentados por rotação e
o movimento de precessão influenciam a amplitude das OGs geradas por tais objetos
e qual o potencial de detecção dessas fontes pela nova geração de detectores de OGs.
Como resultado, obtivemos que, mesmo numa perspectiva otimista, considerando
pulsares com massas ∼ 2, 0M�, essas fontes não seriam detectadas pelo aLIGO se
a deformação do pulsar for de origem magnética. Já no modelo de geração de OGs
por movimento de precessão, obtivemos que em um tempo de integração de 1 ano os
pulsares Vela e Caranguejo seriam detectados pelo ET e pelo CE se as ENs tiverem
ε ≈ 10−5 e wobble angle α = 0, 1 rad.

Palavras-chave: Estrela de Nêutrons. Pulsares. Pulsares Isolados. Spindown. Índice
de Frenagem.
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ANALYSIS OF ENERGY LOSS MECHANISMS AND PULSARS
BRAKING INDICES

ABSTRACT

Non-axisymmetric and fast-spinning neutron stars are suitable candidates to be
observed by the detectors Einstein Telescope (ET) and Cosmic Explorer (CE)
considering upper limits of continuous gravitational waves production by these
sources. However, it is possible to obtain predictions for the possibility of detection
taking into account other mechanisms of loss of energy in pulsars. Since the late
1960s, we have learned that although pulsars have very stable rotation periods,
they are not constant and vary (∼ 10−20 − 10−9 s s−1) . In the scope of pulsar
spindown research, several efforts have been made to understand what causes these
objects to decelerate, as well as the measured braking indices. In this context the
present work brings an analysis of combinations between the energy loss models
by magnetic dipole radiation (MDR), gravitational waves (GW), quantum vacuum
friction (QVF) and particle wind (PW) and the consequence of these combinations
on the evolution of the magnetic inclination angle φ, angular velocity Ω and the
braking index n. We show that both QVF and PW combined with MDR are able to
explain the lowest measured braking index (n = 0.9 ± 0.2) for PSR J1734-3333. In
addition, we show the coupled evolution between rotation and magnetic inclination
angle and we conclude that the QVF is responsible for delaying the alignment of the
pulsar. Additionally, we investigated the effect of different mass values of rotation
powered pulsar (RPP) on the the amplitude of the GW and we study the possibility
of GW generated by RPPs precession motion being detected by new generation of
gravitational wave detectors. As a result, we obtained that, even in an optimistic
perspective, considering pulsars with masses of 2.0 solar masses, these sources would
not be detected by the aLIGO if the pulsar deformation is of magnetic origin. In
the model of GW generated by precession motion, we concluded that Vela and Crab
pulsars would be detect in one year of integration by ET and EC with ε ≈ 10−5 and
wobble angle α = 0.1 rad.

Keywords: Neutron Stars. Pulsars. Isolated Pulsars. Spindown. Braking Index.

xi





LISTA DE FIGURAS

Pág.

1.1 Modelo de magnetosfera de pulsar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Sinal de rádio do primeiro pulsar observado. . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Curvas de sensibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1 Elipsoide não-axissimétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1 INTRODUCÃO

Estrelas de nêutrons (ENs) são oriundas de explosões de supernovas: eventos
violentos relacionados ao fim da vida de estrelas massivas. Elas têm massas típicas
de M ≈ 1.4M� e raios R ∼ 12 km (HAENSEL et al., 2006), características essas
que as tornam objetos extraordinariamente densos (ρ ∼ 1017 kg m−3). Possuem
gravidade superficial de aproximadamente 1012 m s−2, além de apresentarem campos
magnéticos tão intensos que podem chegar a ∼ 1015 G. Essas condições extremas
fazem das ENs verdadeiros laboratórios para a Física e Astrofísica, e suas observações
astronômicas oferecem valiosas possibilidades de se testar teorias e modelos em
diversos campos de pesquisa.

Diferentes fenômenos relacionados às ENs levam à emissão de radiação em
vários comprimentos de onda do espectro eletromagnético, além da emissão de
partículas de alta energia, neutrinos e ondas gravitacionais. No contexto de emissão
eletromagnética, as ENs são detectadas observacionalmente como pulsares graças
à sua rotação e seu intenso campo magnético. Seus períodos de rotação vão desde
poucos milissegundos - os chamados pulsares de milissegundos - até em torno de
10 s. Os pulsos resultam da combinação campo magnético e rotação e provêm de
um vigoroso feixe de radiação eletromagnética que acompanha a rotação da estrela
provocando um efeito de flashs periódicos para um observador localizado na direção
do feixe.

Os pulsares são usualmente classificados em três grupos de acordo com sua principal
fonte de energia. Os pulsares alimentados por rotação (RPPs do inglês Rotation
Powered Pulsars) emitem radiação às custas da energia cinética de rotação da
EN, os SGRs/AXPs (do inglês Soft gamma-ray repeaters and Anomalous X-ray
pulsars) que, segundo o modelo tradicional de magnetar, derivam suas emissões
primariamente de seus intensos campos magnéticos e os pulsares de acreção
(alimentados por acreção APP - do inglês Accretion Powered Pulsar) que têm sua
energia proveniente da acreção de matéria cedida por uma estrela companheira de um
sistema binário (HARDING, 2013). O presente trabalho abordará apenas os RPPs,
especificamente por se tratar de um estudo de mecanismos perda de energia em
pulsares para os quais a energia cinética de rotação é o reservatório de energia em
questão.
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1.1 Modelo Goldreich-Julian para magnetosfera de pulsares

Costuma-se assumir que o pulsar rotaciona no vácuo. Essa suposição baseia-
se no argumento de que a intensa gravidade mantém qualquer partícula livre
presa à superfície da EN (CERUTTI; BELOBORODOV, 2017). Entretanto, a EN -
considerando-a como uma esfera condutora perfeita em rotação e submetida ao seu
próprio campo magnético - passará pelo efeito de indução unipolar (VIGANÒ, 2013).
A indução unipolar é responsável por uma polarização no interior da EN e essa
polarização gera um campo elétrico que satisfaz a relação (GOLDREICH; JULIAN,
1969)

E + 1
c

(Ω× r)×B = 0. (1.1)

É possível utilizar a Eq. 1.1 para determinar a densidade de carga elétrica ρ,
combinando a Eq. 1.1 e a Lei de Gauss (CERUTTI; BELOBORODOV, 2017)

∇·E = 4πρ. (1.2)

A densidade ρ é dada, em coordenadas polares, por (LORIMER; KRAMER, 2004)

ρ ≈ −BSΩR3

4πcr3 (3 cos2 θ − 1), (1.3)

onde BS é o campo magnético superficial, Ω é a velocidade angular, R é o raio da
estrela de nêutrons e c, a velocidade da luz. No polo magnético da EN, onde r = R

e θ = 0, temos, em termos da densidade numérica λ = ρ/e, a chamada densidade
de Goldreich - Julian que pode ser calculada por

λGJ = ΩBS

2πce. (1.4)

Essa distribuição de carga de densidade λGJ leva ao aparecimento de um potencial
eletrostático. Através da equação de Laplace

∇2Φ = 0, (1.5)

2



podemos obter esse potencial eletrostático Φ externo à EN o qual deve ser contínuo
na superfície estelar (GOLDREICH; JULIAN, 1969). O potencial Φ é dado por
(LORIMER; KRAMER, 2004)

Φ(r, θ) = BsΩR5

6cr3 (3 cos2 θ − 1). (1.6)

As coordenadas r e θ são as coordenadas polares com origem no centro da EN. O
campo elétrico EΦ correspondente ao potencial eletrostático Φ é dado por (LORIMER;

KRAMER, 2004)

EΦ = −ΩBSR

c
cos3 θ. (1.7)

O campo EΦ exerce uma força elétrica (F = qEΦ) que atua em partículas carregadas,
arrancando-as da superfície estelar e direcionando-as ao vácuo em torno da EN. Esse
processo que acaba de ser descrito é o que leva ao aparecimento de um denso plasma
circundante que rotaciona junto com a EN até a distância em que o plasma atinge
a velocidade da luz. Tal distância define o chamado cilindro de luz cujo raio RCL é
dado por c/Ω. (LORIMER; KRAMER, 2004).

No cilindro de luz concentram-se as linhas fechadas do campo magnético do pulsar
como pode ser visto na Fig. 1.1 e acredita-se que nos RPPs a emissão observada
em rádio origina-se da região conhecida como polar cap (LORIMER; KRAMER, 2004).
Esse é um modelo simples para a magnetosfera de pulsar, e as discussões sobre a
natureza e a dinâmica da magnetosfera bem como a origem da emissão em rádio
pulsares permanecem abertas.

A emissão de raios-X em pulsares de acreção (APPs) tem como processo básico a
emissão térmica do plasma ao redor da estrela, além da emissão térmica também de
sua superfície. O calor é produzido por processos dissipativos à medida que a matéria
acretada cai na superfície em uma pequena área. O fluxo de matéria é canalizado
pelo intenso campo magnético em uma coluna de acreção, resultando em dois spots
quentes que seriam a causa dos pulsos de raios-X observados nos APPs (GHOSH,
2007).
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Figura 1.1 - Modelo de magnetosfera de pulsar

Fonte: Aliu et al. (2008)

1.2 Estrelas de nêutrons: formação e equações de estado

Em uma última etapa de sua evolução, estrelas com massas maiores que 10M�
possuem um núcleo composto principalmente de Fe circundado por camadas de
Silício, Oxigênio, Neônio, Carbono, Hélio e Hidrogênio (RYAN; NORTON, 2010).
Como não há liberação de energia por queima nuclear do Ferro, o núcleo inicia o
colapso gravitacional. Quando a massa do núcleo excede a massa de Chandrasekhar
(≈ 1.4M�) os elétrons degenerados não são capazes de suportar o colapso e o núcleo
colapsa numa escala de tempo de queda livre dada por (BOEHM-VITENSE, 1992)

τ =
(

3π
32Gp

)1/2

, (1.8)

onde G é a constante gravitacional e p, a densidade. O aumento da densidade e da
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temperatura centrais não levam à geração de energia no núcleo, mas a processos
como a fotodensintegração

Fe56 −→ 13He4 + 4n− 124MeV, (1.9)

na qual o Ferro se desintegra em nêutrons em um processo endotérmico. A essas
temperaturas e densidades, prótons e elétrons se combinam para formar nêutrons
no processo de neutronização

p+ e− −→ n+ νe , (1.10)

onde ocorre a redução da pressão de degenerescência dos elétrons porque os mesmos
começam a ser consumidos. Assim, o núcleo agora composto principalmente por
nêutrons continua a colapsar até atingir densidades nucleares (≈ 1018 kg m−3).
É nesse ponto que o gás de nêutrons se torna degenerado e gera pressão de
degenerescência suficiente para suportar o colapso: um núcleo de nêutrons é criado
com densidade similar a núcleos atômicos (veja, e.g., (PRIALNIK, 2000)). As forças
nucleares resistem à compressão o que gera uma onda de choque através do
material das camadas em queda, produzindo a expulsão de grande parte do material
estelar numa explosão colossal chamada explosão de supernova e a EN é o núcleo
sobrevivente desse processo (RYAN; NORTON, 2010).

Os modelos de ENs são obtidos integrando as equações de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff (Eqs. 1.11, 1.12), que são equações de equilíbrio hidrostático desenvolvidas
no contexto da relatividade geral (CAMENZIND, 2007)

dB

dr
= −GM(r)ρ(r)

r2

(
1 + B(r)

ρ(r)c2

)(
1 + 4πr3B(r)

M(r)c2

)(
1− 2GM(r)

c2r

)−1

, (1.11)

dM(r)
dr

= 4πρ(r)r2, (1.12)

onde c é a velocidade da luz, M(r) é a massa contida no raio r. A pressão B(r) e a
densidade ρ(r) são parâmetros relacionados pela equação de estado sendo necessário
conhecê-los ou estimá-los para cada regime de densidade. As equações de estado
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(EOS)1 tornam possível a determinação de intervalos de massas para ENs bem
como a relação massa-raio e demais propriedades da estrela como, por exemplo, a
espessura da crosta (BLANDFORD, 1993).

Para se construir um modelo correto para ENs é imprescindível conhecer
detalhadamente as interações entre partículas elementares no estado de densidades
nucleares e supranucleares, uma vez que se trata de um sistema de muitos corpos que
interagem fortemente (ARNETT; BOWERS, 1977), e as dificuldades na determinação
da composição das ENs residem na limitação de nosso conhecimento a respeito dessas
interações.

Experimentos de espalhamento nos dão algum detalhe sobre a interação entre dois
corpos e estudos sobre a energia de ligação de núcleos leves fornecem pistas sobre a
interação de muitos corpos. Porém, estudos sobre matéria nuclear não nos permitem
fazer extrapolações para densidades típicas do interior estelar porque aspectos de
interações entre núcleos que são irrisórios em densidades nucleares passam a ser
dominantes no regime de densidades supranucleares (BLANDFORD, 1993).

1.3 Descoberta dos pulsares

Após Chadwick (1932) descobrir o nêutron em 1932 , Landau (1965) calculou a
massa máxima para anãs brancas e especulou sobre uma possível existência de
estrelas ainda mais compactas constituídas de matéria com densidade nuclear. Baade
e Zwicky (1934), ao estimarem valores para a perda de massa na explosão de
supernova, já conjecturavam a existência de ENs afirmando que esse evento seria a
transição de uma estrela comum para um objeto de massa significantemente menor.
Os primeiros cálculos de massa para as ENs foram realizados por Oppenheimer e
Volkoff (1939), resultando no intervalo 0, 3M� < M < 0, 75M� e pouco antes da
descoberta dos pulsares, a existência de ENs já vinha sendo amplamente discutida,
de modo que, por exemplo, Pacini (1967) em seu trabalho assumia que a Nebulosa do
Caranguejo era energizada por uma EN altamente magnetizada e em rápida rotação.

Em novembro de 1967, Jocelyn Bell, estudando a cintilação de ondas de rádio
provenientes de fontes compactas no meio interestelar, observou pela primeira vez
um sinal consistindo de uma série de pulsos que se repetiam a cada 1, 337s localizado
em ascensão reta e declinação fixas (Fig. 1.2).

1Para nos referir ao termo Equação de Estado, usaremos a sigla EOS (do inglês Equation of
State.
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Figura 1.2 - Sinal de rádio do primeiro pulsar observado.

O primeiro de sinal detectado para uma fonte de rádio pulsante. Note que, embora a
amplitude varie, os pulsos se repetem regularmente.

Fonte: Hewish et al. (1968).

O sinal foi atribuído inicialmente a origens como civilização extra-terrestre, reflexão
de ondas de rádio na superfície da lua, entre outras. Mas essas origens foram sendo
descartadas dando lugar a interpretações como oscilações radiais de ABs ou ENs.
Hewish et al. (1968) argumentaram que a energia emitida poderia exceder 1017

ergs se a fonte tivesse emissão isotrópica e através de características observacionais
concluíram que a fonte não deveria ter mais de 4, 8× 103 km.

Dado o tamanho estimado para a fonte, concluiu-se tratar de um objeto compacto
e que três mecanismos poderiam estar ligados a pulsos tão curtos e precisos:
rotação, pulsação ou um sistema binário. Contudo, apenas ENs em rotação poderiam
configurar pulsos de rádio com o período detectado por Hewish et al. (1968). O
período mais curto para a rotação de uma EN pode ser calculado pela Eq. 1.13

Ω2R ∼ GM

R2 , (1.13)

a qual pode ser reescrita como

Ω2 ∼ Gρ. (1.14)

Levando em conta a densidade estimada para EN (ρ ∼ 1017 kg m−3), temos que
P & 10−3s. Tal período só poder ser obtido para densidades da ordem das densidades
características de ENs.
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Logo após Gold (1968) propor que as fontes seriam de fato ENs magnetizadas
com rápida rotação e que estariam freando devido a perda de energia cinética
de rotação, Richards e Comella (1969) descobriram que o pulsar do Caranguejo
estava desacelerando. Desde então, vários mecanismos têm sido propostos para
explicar a perda de energia em pulsares. É neste contexto que está inserido esse
trabalho: investigar os modelos específicos de perda de energia ligados a propriedades
observacionais e parâmetros de pulsares.

1.4 Pulsares como fonte de ondas gravitacionais

Dentre os mecanismos propostos para a desaceleração dos pulsares, a emissão de
ondas gravitacionais (OGs) tem sido algo bastante discutido, sobretudo devido
às detecções recentes ocorridas de ondas gravitacionais que foram produzidas em
um evento envolvendo a coalescência de buracos negros (ABBOTT et al., 2018) e de
estrelas nêutrons (ABBOTT et al., 2017b) em sistemas binários.

Espera-se que ENs não-axissimétricas isoladas e em rápida rotação, localizadas na
nossa galáxia, sejam fontes de OGs contínuas de magnitudes ∼ 10−25 (RILES, 2017).
O sinal teria uma frequência de duas vezes a frequência de rotação da estrela de
nêutrons e seria quase monocromático (MOORE et al., 2015). Para se detectar um sinal
tão fraco, seriam necessários vários anos de integração nos detectores de segunda
geração (RILES, 2017). Por outro lado, seria necessário um ano de integração no
Einstein Telescope (ET) para se detectar o pulsar PSR J1640-4631 (ARAUJO et

al., 2016b) considerando que ele perde energia por emissão de OGs e por radiação
de dipolo magnético (RDM), ainda que o ET venha a ter sensibilidade e atue na
banda de frequência adequadas para a detecção de OGs produzidas por pulsares no
spindown limit assim como o Cosmic Explorer (CE) - (Veja Fig. 1.3).

Sendo assim, torna-se relevante investigar a possibilidade de detecção de OGs
geradas por pulsares, bem como seus mecanismos de geração, já que os sinais
detectados nos últimos cinco anos são de natureza transiente, diferentemente das
ondas contínuas emitidas pelas ENs não-axissimétricas em rotação.

O conteúdo restante do presente texto está estruturado em cinco capítulos. No
Cap. 2, apresenta-se uma base teórica que consiste nos modelos RDM, de emissão
de OGs, de fricção do vácuo quântico (QVF) e vento de partículas (VP) como
mecanismos de perda de energia em pulsares que os levam a desacelerar. No
Cap. 3 discuti-se ainda o impacto da combinação desses mecanismos no índice
de frenagem n, bem como desenvolve-se um modelo da evolução do ângulo de
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Figura 1.3 - Curvas de sensibilidade

A caixa rotulada "pulsares" representa um limite superior em um sinal de OG emitido
pelo pulsar do Caranguejo extrapolado em frequência. Isso significa que se o pulsar do
Caranguejo emitisse toda sua energia por ondas gravitacionais ele seria detectado pelos
ET e CE.

Fonte: Moore et al. (2015)

inclinação magnética acoplada a diferentes torques e suas consequências no índice de
frenagem e no possível caminho evolutivo no diagrama P − Ṗ . No Cap. 4 são feitas
as análises da detectabilidade de OGs provenientes de pulsares como resultado de
uma deformação não axi-simétrica e da precessão caracterizada pelo wobble angle.
Por fim, apresentamos no Cap. 5 as perspectivas e conclusões.
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2 MECANISMOS DE PERDA DE ENERGIA EM PULSARES

Neste capítulo apresentamos demonstrações matemáticas para o balanço energético,
isto é, para a perda de energia do pulsar pelos mecanismos de (RDM); mais
sucintamente por QVF (acrônimo para quantum vacuum friction- fricção do vácuo
quântico); por emissão de ondas gravitacionais (OGs) e por VP. Assumiremos que os
pulsares podem ser modelados por um dipolo magnético em rotação nos mecanismos
de RDM e QVF, por um rotor alinhado no modelo de vento, enquanto admitiremos
que se trata de um elipsoide não-axissimétrico no mecanismo de emissão de OGs.
Discorremos no Cap. 3 sobre a perda de rotação dos pulsares (spindown) e seus
mecanismos de freamento, apresentando modelos que fornecem explicações para os
índices de frenagem observados. O índice de frenagem é uma quantidade relevante
e intimamente relacionada ao spindown dos pulsares que pode ser expresso por
quantidades observáveis e será discutido também no Cap. 3.

2.1 Radiação de dipolo magnético - RDM

O modelo de dipolo magnético para a produção de radiação nos pulsares reflete como
a energia cinética de rotação das ENs é responsável pela sua emissão eletromagnética.
Nesse modelo, considera-se que a estrela rotaciona de maneira uniforme no vácuo
com frequência Ω, possuindo um dipolo magnético µ inclinado de um ângulo φ

em relação ao eixo de rotação. Da eletrodinâmica clássica, sabemos que um campo
magnético B0 no polo magnético da estrela de nêutrons está relacionado ao dipolo
µ por (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)

|µ| = B0R
3

2 . (2.1)

A energia é irradiada à taxa de (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983),

ĖRDM = − 2
3c3 |µ̈|

2. (2.2)

O vetor µ é escrito em termos dos vetores unitários e‖ (paralelo ao eixo de rotação
da EN) e e⊥ (perpendicular ao eixo de rotação) da seguinte forma (SHAPIRO;

TEUKOLSKY, 1983)

µ = 1
2B0R

3[e‖ cosφ+ e⊥ sinφ cos(Ωt) + e⊥′ sinφ sin(Ωt)], (2.3)
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onde e⊥′ é perpendicular simultaneamente aos demais vetores unitários.

O módulo da segunda derivada do momento de dipolo ao quadrado pode ser escrito
como (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983) ,

|µ̈|2 = 1
4B

2
0R

6[(Ω4) sin2 φ cos2(Ωt) + (Ω4) sin2 φ sin2(Ωt)], (2.4)

ou

|µ̈|2 = 1
4B

2
0R

6Ω4 sin2 φ. (2.5)

Substituindo a Eq. 2.5 na Eq. 2.2, obtemos

ĖRDM = − 2
3c3

1
4B

2
0R

6Ω4 sin2 φ. (2.6)

Temos, portanto, para a taxa de perda de energia por radiação do dipolo magnético

ĖRDM = −B
2
0R

6Ω4 sin2 φ

6c3 . (2.7)

Sabendo que Ω = 2πν, reescrevemos a Eq. 2.7 como

ĖRDM = −8π4

3
B2

0R
6 sin2 φ

c3 ν4. (2.8)

Através da manifestação da radiação cíclotron nos espectros de raios-X é possível
estimar campos magnéticos (1011−12G) em pulsares de acreção. Já os pulsares
isolados (RPPs) não têm seus campos medidos diretamente, no entanto um cálculo
simples nos fornece uma estimativa (LORIMER; KRAMER, 2004). Da definição de
energia cinética de rotação e usando a Eq. 2.8, mostra-se que

B0 =
(

3Ic3PṖ

2π2R6 sin2 φ

)1/2

, (2.9)

o qual é dado em termos dos parâmetros observacionais P e Ṗ . Utilizando os valores

12



fiduciais, I = 1038 kg m2 e R = 104 m, encontramos

B0 ≈ 3, 2× 1019(PṖ )1/2gauss. (2.10)

2.2 Emissão de ondas gravitacionais por um elipsoide não-axissimétrico

Faremos agora a demonstração matemática da equação para perda de energia do
pulsar por emissão de ondas gravitacionais.

Figura 2.1 - Elipsoide não-axissimétrico

Ilustração representado uma EN deformada. De modo geral, assimetrias são capazes de
gerar OGs quando a terceira derivada do momento de quadrupolo de massa for não-
nula.

Fonte: Adaptado de Maggiore e Press (2008)

Consideremos um objeto não-axissimétrico rotacionando em torno de um eixo x3

conforme ilustrado na Fig. 2.1.

Seja (x′1, x′2, x′3) um sistema de coordenadas que rotaciona junto com o objeto e
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tomemos x′3 como o eixo em torno do qual o corpo rotaciona com velocidade angular
Ω. Introduziremos um referencial inercial fixo de coordenadas (x1, x2, x3) orientado
de modo que x3 = x′3 (Fig. 2.1). Ambos os sistemas possuem origem em comum no
centro de massa do elipsoide e estão relacionadas pela matriz de rotação Rij,

x′i = Rijxj, (2.11)

onde

Rij =


cos (Ωt) sin (Ωt) 0
− sin (Ωt) cos (Ωt) 0

0 0 1

 .

O tensor de inércia no sistema de coordenada x′i é dado pela matriz constante
I ′ij = diag(I1, I2, I3) enquanto no sistema de coordenadas xi, o tensor de inércia
é uma matriz dependente do tempo que pode ser calculada por (MAGGIORE; PRESS,
2008)

I = RT I ′R, (2.12)

ondeRT é a matriz transposta deR. Efetuando a multiplicação de matrizes chegamos
a

I =


I1 cos2 Ωt+ I2 sin2 Ωt I1 sin Ωt cos Ωt− I2 sin Ωt cos Ωt 0

I1 sin Ωt cos Ωt− I2 sin Ωt cos Ωt I1 sin2 Ωt+ I2 cos2 Ωt 0
0 0 I3



Vamos agora reescrever as componentes do tensor I de maneira mais conveniente.
Temos para a primeira componente I11,

I11 = I1 − I2

2 cos 2Ωt+ 1. (2.13)

Observe que I12 = I21 e para essas componentes temos,
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I12 = I21 = I1 − I2

2 sin 2Ωt. (2.14)

E para as duas últimas componentes não nulas, encontramos

I22 = 1− I1 − I2

2 cos 2Ωt. (2.15)

I33 = I3. (2.16)

A taxa de perda de energia por ondas gravitacionais é dada por (SHAPIRO;

TEUKOLSKY, 1983)

ĖOG = 1
5
G

c5 〈
...
Qij

...
Qij〉. (2.17)

Notemos que 〈
...
Qij

...
Qij〉 é o produto das derivadas terceiras do momento de

quadrupolo de massa Q tomado como uma média no tempo. Q pode ser escrito
em termos do tensor de inércia Iij (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)

Qij = −Iij + 1
3δijTrI, (2.18)

onde δij é o delta de Kronecker e TrI é o traço da matriz I dado por

TrI = I1 + I2 + I3, (2.19)

o que leva a Eq. 2.18 a (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)

Qij = −Iij. (2.20)

Assim, a Eq. 2.17 fica

ĖOG = −1
5
G

c5 〈
...
I

2
ij〉, (2.21)
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ou

ĖOG = −1
5
G

c5 〈
...
I

2
11 + 2

...
I

2
12 +

...
I

2
22 +

...
I

2
33〉. (2.22)

Derivando as Eqs. 2.13, 2.14, 2.15, 2.16,

...
I 11 = 4Ω6(I1 − I2) sin 2Ωt. (2.23)

...
I 12 = −4Ω6(I1 − I2) cos 2Ωt. (2.24)

...
I 22 = 4Ω6(I2 − I1) sin 2Ωt. (2.25)

...
I 33 = 0. (2.26)

Substituindo em 2.22, obtemos

ĖOG = −1
5
G

c5 16Ω6(I1 − I2)2〈sin2 2Ωt+ 2 cos2 2Ωt+ sin2 2Ωt〉, (2.27)

ou

ĖOG = −32
5
G

c5 Ω6(I1 − I2)2. (2.28)

Para um elipsoide homogêneo de semi-eixos a, b e c, os momentos de inércia são
dados por (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)

I1 = 1
5M(b2 + c2) I2 = 1

5M(a2 + c2) I3 = 1
5M(a2 + b2). (2.29)

Veja que o termo (I1 − I2) na Eq. 2.28 pode ser expresso por
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(I1 − I2)2 =
[1
5M(b+ a)(b− a)

]2
. (2.30)

Além disso, a elipticidade ε é definida por (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)

ε = a− b
(a+ b)/2 . (2.31)

Substituindo 2.31 na Eq. 2.30, obtêm-se

(I1 − I2)2 =
[1
5M(b+ a)ε(a+ b)/2

]2
. (2.32)

Para pequenas assimetrias (a ≈ b) temos

(I1 − I2)2 ≈
[1
5Mε2a2

]2
, (2.33)

e

I3 ≈
1
5M2a2. (2.34)

Logo,

(I1 − I2)2 ≈ ε2I2
3 . (2.35)

substituindo na Eq. 2.28, obtemos a Eq. 2.36

ĖOG ≈ −
32
5
G

c5 Ω6ε2I2
3 , (2.36)

ou, em termos da frequência ν,

ĖOG ≈ −
2048π6

5
G

c5 ε
2I2

3ν
6 (2.37)
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Note que na rotação em torno de um eixo principal com I1 6= I2, a frequência da
OG emitida é duas vezes a frequência de rotação da EN como pode ser visto nas
Eqs. 2.22, 2.23, 2.24 e 2.25 (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983). Na configuração em que
construímos o sistema de referência, teremos a produção de OGs apenas se I1 6= I2.
Porém, em objetos astronômicos geralmente o eixo de rotação não coincide com
o eixo principal e, consequentemente, o movimento do corpo rígido será composto
pela precessão combinada à rotação em torno do eixo principal (MAGGIORE; PRESS,
2008) como veremos no Cap. 4.

2.3 Fricção do vácuo quântico

Nessa seção, estamos interessados em demonstrar sucintamente a equação para a
taxa da perda de energia devido à fricção do vácuo quântico, cálculo que é realizado
na íntegra por Coelho et al. (2016) e para o qual traremos as principais ideias, uma
vez que os detalhes, a princípio, fogem do escopo do presente trabalho.

Figura 2.2 - Diagrama P − Ṗ

Dispersão dos aproximadamente 2000 pulsares conhecidos em um diagrama P − Ṗ . P
é o período de rotação do pulsar e Ṗ a derivada do período. Evidenciamos os pulsares
com índices de frenagem medidos (assinalados no gráfico por BIs - acrônimo para braking
index). Os dados foram retirados do catálogo ATNF (CSIRO, 2018).

Fonte: Produção do autor
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Na Fig. 2.2, mostramos com linhas tracejadas alguns valores de campo magnético
que são calculados pela Eq. 2.10. Observamos que há uma classe de pulsares para
a qual temos campos magnéticos B0 maiores que 1013G. Nesse regime de campos
magnéticos intensos, efeitos quânticos começam a ser considerados pois B0 passa a
ser maior que a escala de campo da eletrodinâmica quântica Bc dado por

Bc = m2
ec

3

e~
≈ 4.4× 1013G, (2.38)

onde me é a massa do elétron, c e a velocidade da luz, e a carga do elétron e ~
é a constante de Planck dividida por 2π. Nesse sentido, é possível considerar uma
descrição mais precisa para pulsares utilizando generalizações para a Lagrangiana
de Maxwell assim como a Lagrangiana de Euler-Heinsenberg para eletrodinâmica
quântica (EDQ).

O modelo de fricção do vácuo quântico (quantum vacuum friction - QVF) é
desenvolvido ao considerarmos que o meio magnetizado - assumindo-o fora da
estrela - deve interagir com o dipolo magnético do sistema levando à perda de
energia. Essa perda de energia (ĖQV F ) é devida ao torque que o campo magnético
oriundo da magnetização do meio exerce no dipolo magnético em rotação. Na versão
infinitesimal ela é expressa por (COELHO et al., 2016)

dĖQV F (r, t+ r/c) = µ(t+ r/c)× dBqv(0, t+ r/c)·Ω, (2.39)

onde r é o módulo do vetor radial r que liga o elemento de volume dV (responsável
por gerar o campo infinitesiamal dBqv

1) à origem do sistema onde se encontra o
dipolo magnético (Fig. 2.3).

O campo magnético infinitesimal é dado por

dBqv(0, t+ r/c) =
3r[dµqv(r, t)· r]

r5 −
dµqv(r, t)

r3 , (2.40)

onde

dµqv = MqvdV, (2.41)

1A notação qv refere-se apenas a quantum vacuum.
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Figura 2.3 - Configuração do sistema de referência para um elemento de volume dV

Sistema de coordenadas com origem na estrela de nêutrons. O elemento de volume dV
localizado no meio circundante magnetizado gera um campo infinitesimal dado por dBqv

e é esse campo que ocasiona o torque no momento de dipolo µ da fonte.

Fonte: Adaptado de Dupays et al. (2008)

e Mqv representa o vetor magnetização. A fenomenologia do QVF está relacionada
com a região externa à EN que rotaciona com velocidade Ω e cujo momento de
dipolo magnético µ faz um ângulo φ com o eixo de rotação. Pode-se mostrar que a
magnetização do meio não linear exterior à estrela (r ≥ R) é,

Mqv = 1
4π

(
B + 4π∂£

∂B

)
, (2.42)

onde a Lagrangiana £ depende do tensor eletromagnético F = 2(B2 − E2) e está
sendo derivada com relação ao campo magnético da EN. Após efetuar-se o cálculo
para Mqv, basta substituir 2.42 em 2.41 e 2.41 em 2.40 e algumas passagens depois
é relativamente simples mostrar que

〈ĖQV F 〉 ≈ −
24µµ4

0Ω2 sin2 φ

5cR8 , (2.43)

onde µ0 = B0R
3/
√

2. No contexto da EDQ, usamos
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µ = α

90πB2
c

, (2.44)

sendo que α é a constante de estrutura fina. Sendo assim, substituindo µ0 e µ na
expressão para Ėqv concluímos que a taxa de perda de energia no modelo de fricção
do vácuo quântico é dada por,

〈Ėedq
QV F 〉 ≈ −

4αB4
0R

4π sin2 φ

75cB2
c

ν2. (2.45)

Observe que, em termos do período P , a equação para a perda de energia por QVF
(Eq. 2.45) cai com 1/P 2, enquanto a equação para a perda de energia por RDM
(Eq. 2.8) cai com 1/P 4. Isso nos mostra que o QVF deve ser relevante em EN que
já perderam muita rotação, pois para maiores valores de P , ĖQV F se torna o termo
dominante quando ĖRDM se torna desprezível.

2.4 Vento de partículas

Consideremos o pulsar como um rotor oblíquo que possui duas componentes de
dipolo magnético: uma paralela (µ‖ = µ cosφ) e outra perpendicular (µ⊥ = µ sinφ)
ao eixo de rotação do pulsar (LI et al., 2014). Enquanto a componente perpendicular
é responsável pela perda de energia por RDM, a componente paralela estaria
relacionada à aceleração de partículas (LI et al., 2014). Essas partículas seriam criadas
e aceleradas numa região de aceleração acima do polar cap (veja seção 1.1) e em
consequência disso teríamos uma perda de energia no pulsar relacionada à aceleração
dessas partículas (KOU; TONG, 2015).

A perda de energia por vento de partículas depende da chamada queda de potencial
de aceleração ∆v, e é expressa por (XU; QIAO, 2001)

ĖV P = 2πr2
pcρe∆v, (2.46)

onde rp = R(RΩ/c)1/2 é o raio do polar cap, c a velocidade da luz, ρe é a
densidade de carga de partículas primárias2 na região de aceleração. A densidade
de partículas primárias se relaciona com a densidade de Goldreich-Julian por

2Partículas primárias são definidas como as partículas provenientes das regiões de aceleração
que são injetadas na magnetosfera (TONG; KOU, 2017)
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ρe = ζρGJ
3 (seção 1.1). Lembrando que assumimos que a componente paralela do

dipolo magnético é responsável pela aceleração de partículas e utilizando o fato
de que o máximo potencial de aceleração para um dipolo magnético é dado por
(RUDERMAN; SUTHERLAND, 1975)

∆V = µΩ2

c2 , (2.47)

pode-se mostrar que

ĖV P = 2µ2Ω4

3c3 3ζ ∆v
∆V cos2 φ, (2.48)

onde utilizamos µ = (1/2)BR3. Para o modelo de RDM, podemos reescrever a
Eq. 2.7 como

ĖRDM = 2µ2Ω4

3c3 sin2 φ. (2.49)

Combinando as Eqs. 2.48 e 2.49, teremos a Eq. 2.50:

Ė = 2µ2Ω4

3c3

(
sin2 φ+ 3ζ ∆v

∆V cos2 φ

)
, (2.50)

ou

Ė = 2µ2Ω4

3c3 χ. (2.51)

Na prática, o parâmetro χ dependerá do modelo de aceleração de partículas adotado
e para efeito de nossos cálculos, usaremos o modelo vacuum gap com radiação de
curvatura (Veja Apêndice B) na seção 3.2.1.

No Cap. 3 discutiremos o impacto da combinação dos mecanismos de perda de
energia no índice de frenagem n, bem como desenvolveremos um modelo da evolução
do ângulo de inclinação magnética acoplada a diferentes torques e suas consequências
no índice de frenagem e no possível caminho evolutivo no diagrama P − Ṗ .

3O parâmetro ζ representa a razão entre a densidade de partículas primárias e a densidade de
Goldreich-Julian.
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3 SPINDOWN DOS PULSARES E SEUS ÍNDICES DE FRENAGEM

Embora os pulsares tenham períodos de rotação bastante estáveis, eles não são
constantes. Mesmo que bem pequena, a maioria dos pulsares conhecidos possuem
a derivada do período Ṗ medida. A taxa de diminuição de rotação (spindown rate)
dos pulsares pode ser expresso pela lei de potência (GOLDWIRE JR.; MICHEL, 1969)

ν̇ = −Kνn. (3.1)

Veremos que K é uma constante relacionada com a estrutura do campo magnético
e ao momento de inércia da EN e n é o chamado índice de frenagem - algo útil no
estudo dos mecanismos de perda de energia dos pulsares, que será discutida mais
adiante.

No final da década de 1960, em uma tentativa de explicar as fontes de rádio
pulsantes recém descobertas por Jocelyn Bell em 1967, Thomas Gold apresentou
argumentos favoráveis a tais fontes serem EN em rápida rotação e já conjecturava
que o mecanismo de geração de radiação coerente implicaria a diminuição da rotação
da EN (GOLD, 1968). Já em 1969, a desaceleração do pulsar do Caranguejo foi
descoberta por Richards e Comella (1969) com a verificação de que o seu período
estava aumentando a uma taxa de 36 ns por dia.

Desde então, a desaceleração dos pulsares e os índices de frenagem que foram sendo
medidos têm motivado a proposição de alguns modelos de mecanismos de perda
de energia como VP, onde a componente do dipolo magnético paralela ao eixo de
rotação estaria relacionada à aceleração de partículas e um consequente freio na
rotação do pulsar (LI et al., 2014), disco de retorno (fall-back disc) onde a interação
entre o campo magnético e um disco de matéria em torno do pulsar seria responsável
pelo torque que levaria à diminuição da rotação do pulsar (CHEN; LI, 2016), entre
outros.

Para obtermos uma expressão para o spindown no contexto do modelo RDM,
basta supormos que a energia cinética de rotação da EN é convertida na energia
eletromagnética irradiada, dada pela Eq. 2.8. Para tal façamos,

Erot = 1
2IΩ2. (3.2)
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Ėrot = IΩΩ̇. (3.3)

Igualando as Eqs. 2.8 e 3.3 encontramos

ν̇RDM = −2π2B2
0R

6 sin2 φ

3Ic3 ν3. (3.4)

Comparando as Eqs. 3.1 e 3.4, mostramos que de fato a constante K depende do
campo magnético e do momento de inércia, ademais encontramos que n = 3.

Repetindo o procedimento ao considerarmos a perda de energia por OGs, igualamos
as Eqs. 2.37 e 3.3 para obtermos,

ν̇OG = −512π4Gε2I

5c5 ν5. (3.5)

Vemos que a constante K está relacionada ao momento de inércia bem como às
deformidades na estrela de nêutrons e que o braking index é igual a 5 para a perda
de energia por OGs.

Novamente efetuando o cálculo, agora igualando as Eqs. 2.45 e 3.3 , é fácil mostrar
que,

ν̇QV F = −αB
4
0R

4 sin2 φ

75πIcB2
c

ν. (3.6)

Ou seja, a perda de energia relacionada puramente ao QVF leva à Eq. 3.6 e
comparando as Eqs. 3.1 e 3.6 vemos que nesse caso, n = 1.

Portanto, para um modelo de RDM, encontramos o valor canônico para o índice de
frenagem n = 3, e para o modelo que considera toda a perda de energia do pulsar
via OGs - o chamado spindown limit - temos que o índice de frenagem é 5. Além
disso, como mostrado na Eq. 3.6, o modelo de QVF puro implica em um braking
index n = 1.

O índice de frenagem é uma quantidade relevante e intimamente relacionada ao
spindown dos pulsares e pode ser expresso em termos de quantidades observáveis
derivando-se a lei de potência Eq. 3.1,
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n = νν̈

ν̇2 . (3.7)

Para os∼ 2000 pulsares conhecidos, nove têm seus índices de frenagem bem medidos,
isso porque existe uma dificuldade na tentativa de se medir, a longo prazo, a segunda
derivada da frequência ν̈ devido a irregularidades no período de rotação. Os efeitos
do spindown na evolução de ν̈ são desprezíveis comparados aos efeitos de glitches1

e timing noise2, por isso temos tão poucos valores de índices de frenagem bem
determinados (ESPINOZA et al., 2017).

Os valores de n estão explicitados na Tab. 3.1, bem como o período e a primeira
derivada do período.

Tabela 3.1 - Períodos P, suas derivadas primeiras e índices de frenagem conhecidos de nove
pulsares

Pulsar P (s) Ṗ (10−13s s−1) n
PSR J1734-3333 1, 17 22, 8 0, 9± 0, 2
PSR B0833-45 (Vela) 0, 089 1, 25 1, 4± 0.2
PSR J1833-1034 0, 062 2, 02 1, 8569± 0, 0006
PSR J0540-6919 0, 050 4, 79 2, 140± 0, 009
PSR J1846-0258 0, 324 71 2, 19± 0, 03
PSR B0531+21(Caranguejo) 0, 033 4, 21 2, 51± 0, 01
PSR J1119-6127 0, 408 40, 2 2, 684± 0, 002
PSR J1513-5908 0, 151 15, 3 2, 839± 0, 001
PSR J1640-4631 0, 207 9, 72 3, 15± 0, 03

Fonte: Araujo et al. (2016b)

Uma simples inspeção na Tab. 3.1 nos revela que todos, exceto um pulsar, tem seu
índice de frenagem menor que 3.

A discussão sobre os mecanismos de perda de energia em pulsares permanece em
aberto e existem diferentes modelos que visam explicar os índices observados, o que

1Glitches são abruptas variações no período de rotação da EN. Acredita-se que os glitches
estejam relacionados à transferência de momento angular entre o superfluido em rotação e a crosta,
o que causa um aumento abrupto na rotação da EN (ESPINOZA et al., 2017).

2Timing noise é outra irregularidade que se manifesta na frequência de rotação dos pulsares,
porém de natureza razoavelmente contínua. O timing noise é, possivelmente, causado pelo fluxo
instável de momento angular do fluido interior até crosta da EN, à medida que ela desacelera
(BLANDFORD, 1993).
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justifica os estudos que serão realizados neste trabalho, onde nos concentraremos
nos modelos RDM, de perda por OG, QVF, e VP bem como na combinação desses
processos de perda de energia.

Por agora, faremos um cálculo que nos fornece uma explicação para n < 3 através
da combinação de spindow por RDM e OGs conforme elaborado por Araujo et al.
(2016b). Combinando as Eqs. 2.8, 2.37 e 3.3 é fácil chegar em

ν̇rot = −2π2B2
0R

6 sin2 φ

3Ic3 ν3 − 512π4Gε2I

5c5 ν5. (3.8)

Temos uma expressão para a frequência rotacional com as contribuições da perda
por RDM e por OG, ou seja,

ν̇rot = ν̇RDM + ν̇OG. (3.9)

Podemos definir uma fração relacionada à emissão de OGs por

η ≡ ν̇OG
ν̇rot

, (3.10)

e mostrar que,

η = 1
1 + 5

768
c2B2

0R
6 sin2 φ

Gπ2I2ε2ν2
rot

, (3.11)

e ainda

ĖOG = ηĖrot. (3.12)

Substituindo a Eq. 3.8 e sua segunda derivada em 3.7, obtemos a seguinte expressão,

n = n0 + νrot
ν̇rot

(5− n0)
[
Ḃ0

B0
+ φ̇ cotφ

]
, (3.13)

onde

26



n0 = 3 + 2
1 + 5

768
c2B2

0R
6 sin2 φ

Gπ2I2ε2ν2
rot

. (3.14)

Substituindo a Eq. 3.14 em 3.13, obtemos uma nova expressão para o braking index,

n = 3 + 2η − 2P
Ṗ

(1− η)
[
Ḃ0

B0
+ φ̇ cotφ

]
. (3.15)

Observe que a combinação adequada de Ḃ0 e φ̇ que venha tornar o termo entre
colchetes positivo juntamente com valores apropriados de η são condições que
conduzem a n < 3, como queríamos obter. O pulsar PSR J1640-4631 é o único
da Tab. 3.1 que possui índice de frenagem maior que 3, mas para ele é possível
combinar as Eqs. 3.7 e 3.8 para obter (ARAUJO et al., 2016a)

n = 3 + 2
1 + 5

384
c2B2

0R
6 sin2 φ

384Gπ2I2ε2ν2

, (3.16)

o que leva naturalmente a 3 6 n 6 5. Veja o quão interessante é esse modelo, pois as
Eqs. 3.15 e 3.16 oferecem uma explicação para todos índices de frenagem medidos.

Podemos chamar o termo entre colchetes na Eq. 3.15 de g = g(B0, Ḃ0, φ, φ̇) e
rearranjando os termos temos,

g = −(n− 3− 2η)
2(1− η)

Ṗ

P
. (3.17)

Apresentamos na Fig. 3.1 um gráfico g como função de η utilizando os parâmetros
da Tab. 3.1. Temos aqui uma previsão de como os parâmetros relacionados ao campo
magnético e ao ângulo φ dependem da eficiência de geração de OGs. Veja que para
os 8 pulsares, g fica entre aproximadamente 10−12 − 10−11, considerando eficiências
próximas de 0, 01. Além disso, para baixos valores de eficiência, g não depende
sensivelmente de η, enquanto que para valores mais altos de η, g varia de uma
maneira mais pronunciada. Nesse sentido, vemos que quanto maior é a perda de
energia por OGs, maior a é a evolução do campo magnético e do ângulo φ no
tempo.

Chamamos também a atenção para o pulsar PSR J1640-4631: ele é o único que
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Figura 3.1 - g × η

Previsão de como a combinação de parâmetros relacionados ao campo magnético e ao
ângulo φ dependem da eficiência de geração de ondas gravitacionais

Fonte: Produção do autor

possui um índice de frenagem maior que 3 e sua curva possui um comportamento
diferente das demais, como pode ser visto na Figura 3.1. O valor mínimo de η para
esse pulsar é de 0, 095, evidenciando que a perda de energia por OG deve de fato
estar presente. Ainda nessa mesma figura, se tomarmos o valor observacionalmente
inferido φ̇ = 3 × 10−12 rad/s para o Caranguejo (TIAN, 2018), bem como os
parâmetros representativos φ = π/4, Ḃ0 = 0.05 G/s, obtemos para esse pulsar
g ≈ 3× 10−12s−1, revelando a consistência do modelo.

Combinando as Eqs. 3.17 e 4.5, é possível mostrar que,

g = 5c5P 3Ṗ 2(3− n) + 1024Gπ4IṖ ε2

10c5ṖP 4 − 1024Gπ4IPε2
, (3.18)

onde ε é a elipticidade abordada na seção 2.2. A Eq. 3.18 revela a dependência
explicita de entre g e ε, além de depender também do momento de inércia (MI).
Utilizando resultados do modelo de EOS GM1 (GLENDENNING, 2000), vamos utilizar
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Figura 3.2 - g × ε

Previsão de como a combinação de parâmetros relacionados ao campo magnético e ao
ângulo φ dependem da elipticidade ε tomando diferentes valores de momento de inércia
(MI). Os valores de g observacionalmente inferidos para o pulsar do Caranguejo e para o
pulsar Vela são gCaranghuejo ≈ 3×10−12s−1 e gV ela ≈ 1.2×10−12s−1 e estão representados
por linhas horizontais.

Fonte: Produção do autor

os momentos de inércia I = 3, 1×1038Kg m2 e I = 1, 16×1038Kg m2 relacionados às
massas máxima 2, 4M� e mínima 1M�, para graficar g× ε levando em consideração
tal intervalo de MIs. O resultado é mostrado na Fig. 3.2 onde traçamos as curvas
para os pulsares PSR J1734-3333, Vela, pulsar do Caranguejo e PSR J1640-4631.

Na Fig. 3.2, vemos que g se mantém constante para os pulsares PSR J1734-3333,
Vela e Caranguejo até o ponto em que cresce rapidamente. Em outras palavras,
lembrando que g é um parâmetro relacionado com o campo magnético, ângulo de
inclinação e as derivadas temporais de B e φ, vemos que a combinação dessas
grandezas é independente da elipticidade do pulsar quando ε � 1; no entanto,
quando a deformação do pulsar se torna relativamente considerável, de modo que ε
começa a assumir valores maiores, g responde ao aumento da deformidade com um
abrupto crescimento.
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Utilizando valores observacionalmente inferidos φ̇ = 3 × 10−12 rad/s para o
Caranguejo e φ̇ = 1.2 × 10−12 rad/s para o Vela (TIAN, 2018), além dos valores
representativos Ḃ0 = 0.05G/s e φ = π/4, encontramos respectivamente gCaranguejo ≈
3 × 10−12s−1 e gvela ≈ 1.2 × 10−12s−1. Esses valores de g estão representados por
linhas horizontais no gráfico da Fig. 3.2 e nos fornece previsões para a elipticidade de
acordo com os valores considerados de MI: para Vela teríamos ε ∼ 10−4, enquanto
para o pulsar Caranguejo teríamos ε ∼ 10−5. Encontramos na literatura algumas
estimativas para a elipticidade, como por exemplo ε = 8.6 × 10−5 para o pulsar do
Caranguejo e ε = 6×10−4 para o pulsar Vela, conforme obtido por Aasi et al. (2014).
Note que as ordens de grandeza obtidas por Aasi et al. (2014) são as mesmas dos
valores obtidos nos cálculos desenvolvidos nessa seção.

3.1 Combinação de diferentes torques e as consequências no índice de
frenagem

A Eq. 3.19 combina as perdas de energia por RDM, OG e QVF,

ν̇ = −512π4Gε2I

5c5 ν5 − 2π2B2
0R

6 sin2 φ

3Ic3 ν3 − αB4
0R

4 sin2 φ

75πcB2
c I

ν. (3.19)

Derivando a Eq. 3.19, obtemos uma expressão para ν̈. Substituindo a Eq. 3.19 e ν̈
na equação para o índice de frenagem (Eq. 3.7) e considerando campo magnético e
ângulo de inclinação como dependentes do tempo, é possível mostrar que,

n = 3 +X + 5Y
X + Y + 1 −

Ṗ

P

[
(4X − 2)Ḃ/B + (X + 1)2φ̇ cotφ

X + Y + 1

]
, (3.20)

onde

X = ĖQV F

ĖRDM
e Y = ĖOG

ĖRDM
. (3.21)

Na Fig. 3.3 mostramos n em função da razão entre a taxa de perda de energia por
QVF e a taxa de perda de energia por RDM fixando diferentes valores para a razão
entre a taxa de perda de energia por OGs e a taxa de perda de energia por RDM e
tomando Ḃ0 � 1 e φ̇� 1.

Para qualquer valor de Y , quando a perda por QVF for muito grande comparada à

30



Figura 3.3 - n×X(QV F )

Fonte: Produção do autor

perda por RDM, temos que o índice de frenagem é 1. Agora, quando a perda por
QVF for muito pequena, a perda por OGs leva a n ≥ 3. Podemos fazer também uma
análise para a atuação dos mecanismo de RDM, OGs e VP. Para isso, considere a
Eq. 3.22,

Ω̇ = −KRDM Ω3 −KOG Ω5 +KV P Ω6/7. (3.22)

Os parâmetros KRDM KOGs e KV P são relacionados, respectivamente, às perdas por
radiação de dipolo magnético, ondas gravitacionais e vento de partículas. Notemos
que em comparação com a Eq. 3.1, o índice de frenagem para o modelo de VP
assume o valor mínimo 6/7 (OU et al., 2016). Derivando a Eq. 3.22 e substituindo na
Eq. 3.7 é fácil mostrar que

n = 3 + 6/7X + 5Y
X + Y + 1 , (3.23)

onde
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Figura 3.4 - n×X - Vento de Partículas

Fonte: Produção do autor

X = ĖV P

ĖRDM
e Y = ĖOG

ĖRDM
. (3.24)

Na Fig. 3.4, plotamos n em função de X fixando diferentes valores para a razão
entre a taxa de perda de energia por OGs e a taxa de perda de energia por RDM.
Para qualquer valor de Y , quando a perda por VP for muito grande comparada à
perda por RDM, ou seja, quando X � 1, temos que o índice de frenagem é 0, 86.
Agora, quando a perda por VP for muito pequena, a perda por OGs leva a n ≥ 3.
Comparando os gráficos das Figs. 3.3 e 3.4, observa-se que o vento de partículas faz
o índice de frenagem atingir valor mínimo 0, 86 enquanto o QVF prevê valor mínimo
1. Concluímos que ambos os mecanismos são compatíveis com o valor de n medido
para o pulsar PSR J1734-3333, a saber 0, 9± 0, 2 o que seria uma possível evidência
da atuação desses mecanismos.

3.2 Evolução do ângulo de inclinação magnética acoplada a diferentes
mecanismos de perda de energia

Nesta seção, mostraremos que um torque atuando na EN pode ter efeito tanto na
intensidade da velocidade angular Ω como na direção do vetor momento magnético
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µ. Para isso, considere o sistema de coordenadas apresentado a seguir,

Figura 3.5 - Sistema de coordenadas

Fonte: Adaptado de Philippov et al. (2014)

Na Fig 3.5, o vetor velocidade angular Ω faz um ângulo φ com o vetor momento
magnético µ. Vamos considerar o vetor K como sendo um torque genérico atuando
na EN. As equações para a variação temporal da velocidade angular são dadas por
(PHILIPPOV et al., 2014)

I
dΩ
dt

= K. (3.25)

Veja que as componentesKx eKy são perpendiculares a Ω e não alteram a magnitude
da velocidade angular. Já a componente Kz se opõe a Ω e consequentemente, tem
o efeito de diminuir sua intensidade.

Embora Kx não altere a magnitude de Ω, ela é responsável por rotacionar esse vetor
no sentido horário do plano na página de modo que

dΩx

dt
= −Ωdφ

dt
. (3.26)

Multiplicando ambos os lados da Eq. 3.26 por I e usando a Eq. 3.25 chegamos em
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Eq. 3.27

IΩdφ
dt

= −Kx. (3.27)

Temos agora condições de definir as equações básicas do modelo de spindown com
a evolução da velocidade angular acoplada à evolução do ângulo de inclinação
magnética (TONG; KOU, 2017):

I
dΩ
dt

= KΩ, (3.28)

e
IΩdφ

dt
= Kφ. (3.29)

Em suma, a Eq. 3.28 está relacionada à componente z do torque que atua na EN,
sendo ela a responsável pela evolução temporal da velocidade angular. A Eq. 3.29
refere-se ao torque que a atua no sentido de variar o ângulo de inclinação magnética.

Utilizando uma detalhada parametrização, Philippov et al. (2014) obtêm uma
equação que relaciona KΩ e Kφ da seguinte forma:

Kφ = [KΩ(0◦)−KΩ(90◦)] sinφ cosφ, (3.30)

ou seja, o torque relacionado à variação do ângulo é proporcional à diferença entre o
torque relacionado à variação da velocidade angular quando o pulsar está alinhado e
o torque quando o pulsar tem seu eixo de rotação perpendicular ao eixo magnético.

3.2.1 VP + RDM acoplados à evolução do ângulo de inclinação
magnética

Vimos na seção 2.4 que a perda combinada de energia pelos mecanismos de RDM e
VP é dada pela Eq. 2.51. Igualando a Eq. 3.3 à Eq. 2.51, obtêm-se,

I
dΩ
dt

= −2µ2Ω3

3c3 χ. (3.31)

Aqui utilizaremos para χ o modelo de vacuum gap com radiação de curvatura, porém,
considerando o formalismo de pulsar death, algo necessário ao se levar em conta a
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evolução tardia dos pulsares (Veja Apêndice B). Assim, a Eq. 3.31 torna-se,

dΩ
dt

= −B
2R6Ω3

6Ic3 χCRV G, (3.32)

com

χCRV G = sin2 φ+ 4.96× 102ζ

(
1− Ωdeath

Ω

)
B
−8/7
12 Ω−15/7, (3.33)

onde utilizamos µ = 1/2BR3. Combinado as Eqs. 3.28, 3.29, 3.30 e 3.32 é fácil
mostrar que,

dφ

dt
= −B

2R6Ω2

6Ic3 sinφ cosφ. (3.34)

As Eqs. 3.32 e 3.34 formam um sistema de equações diferenciais acopladas cuja
resolução nos fornecerá a evolução temporal da velocidade angular e do ângulo de
inclinação com a presença dos freios por RDM e VP.

3.2.2 Adição do termo de perda por OGs

Vamos adicionar à Eq. 3.32 um termo referente à perda de energia por OGs. Para
isso reescrevemos a Eq. 2.37 tomando uma leve deformação da EN como sendo de
origem magnética e fazendo ε = εB (veja Eq. 4.6). Feito isso, obtêm-se,

dΩ
dt

= −B
2R6Ω3 χCRV G

6Ic3 − 32Iκ2B4R8

5GM4c5 sin4 φ Ω5. (3.35)

Utilizando as Eqs. 3.28, 3.29, 3.30 e 3.35, podemos chegar numa equação para dφ/dt
dada por,

dφ

dt
= −

(
B2R6Ω2

6Ic3 + 32Iκ2B4R8

5GM4c5 Ω4
)

sinφ cosφ. (3.36)

As Eqs. 3.35 e 3.36 compõe um sistema de equações diferenciais acopladas, e a
resolução do sistema nos fornecerá a evolução da velocidade angular e do ângulo de
inclinação no tempo, com a presença dos freios por RDM e VP e OGs.
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3.2.3 Adição do termo de perda por QVF

Vamos supor agora que o QVF atua juntamente com as perdas por VP e por RDM.
Queremos um novo sistema de equações diferenciais do qual seremos capazes de
obter numericamente as soluções Ω(t) e φ(t).

Combinando as Eqs. 3.6 e 3.32, é possível mostrar que

dΩ
dt

= −B
2R6Ω3 χCRV G

6Ic3 − αB4R4

75πIcB2
c

sin2 φ Ω. (3.37)

Para obtermos a equação diferencial referente à derivada temporal do ângulo de
inclinação magnética, basta combinarmos as Eqs. 3.28, 3.29, 3.30 e 3.37 para obter,

dφ

dt
= −

(
B2R6Ω2

6Ic3 + αB4R4

75πIcB2
c

)
sinφ cosφ. (3.38)

As Eqs. 3.37 e 3.38 constituem o sistema de equações diferenciais acopladas que
iremos resolver para obter Ω(t) e φ(t) com a presença dos freios por RDM, VP e
QVF.

3.2.4 Soluções para Ω(t) e φ(t)

A essa altura, nosso problema resume-se a calcular Ω(t) e φ(t) em cada um dos
sistemas de equações diferenciais que obtivemos.

O primeiro sistema é composto pelas Eqs. 3.32 e 3.34 e trata do problema da evolução
temporal do ângulo de inclinação magnética acoplada à combinação dos mecanismos
de perda de energia por RDM e VP. O segundo sistema é constituído pelas Eqs. 3.35
e 3.36 e sua resolução traz a evolução temporal do ângulo de inclinação magnética
acoplada à combinação dos mecanismos de perda de energia por RDM, VP e OGs.
As Eqs. 3.37 e 3.38 compõe o terceiro sistema de equações diferenciais acopladas
cuja resolução nos fornecerá a evolução temporal do ângulo da inclinação magnética
acoplada à combinação dos mecanismos de perda de energia por RDM, VP e QVF.

As soluções desejadas foram obtidas resolvendo-se numericamente os sistemas de
equações diferenciais construídos e o resultado é apresentado nas Figs. 3.6 e Fig. 3.7,
respectivamente para Ω(t) e φ(t).

Na Fig. 3.6 colocamos no eixo y, apenas a título de simplificação, a razão Ω/Ω0 e
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Figura 3.6 - Evolução temporal da velocidade angular

Fonte: Produção do autor

tomamos em nossos cálculos um período inicial P0 de 10 ms.

No que diz respeito à evolução da velocidade angular, o mecanismo de RDM
combinado ao VP praticamente não sofre modificações ao adicionarmos os termos
das perdas por OGs e QVF como pode ser visto na Fig. 3.6, tendo em vista a
sobreposição da curva tracejada às curvas em preto e em verde. Além disso, cada uma
das combinações de torques, acopladas à evolução temporal do ângulo de inclinação
magnética, levariam a rotação a cessar a partir de ≈ 2× 105 anos.

Traçamos também em azul, uma curva referente ao mecanismo de RDM atuando
concomitantemente à evolução de φ na velocidade angular do pulsar: veja que
próximo de 105 anos, Ω/Ω0 assume valor constante, e assim segue para todos os
valores de t > 105 anos. Isso significa que se tivéssemos exclusivamente a perda por
RDM acoplada à variação de φ em ação, a partir de 105 anos não seria possível
medir qualquer Ω̇ e a rotação permaneceria constante.

Partimos agora para a análise sobre como o ângulo de inclinação magnética evolui
no tempo considerando as diferentes formas de perda de energia que aqui estamos
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Figura 3.7 - Evolução temporal do ângulo de inclinação magnética

Fonte: Produção do autor

tratando (Fig. 3.7). Em um primeiro momento, vemos que independentemente dos
torques considerados, nesse modelo temos a tendência ao alinhamento entre os eixos
de rotação e magnético e a atuação dos diferentes torques é responsável por atrasar
esse alinhamento, uma vez que a presença exclusiva do RDM leva ao alinhamento
em apenas 105 anos.

Analisando primeiramente a curva em azul (Fig. 3.7), se na Fig. 3.6 tínhamos que
a rotação do pulsar deixaria de diminuir quando condicionada à perda por radiação
magneto-dipolar a partir de 105 anos, na Fig. 3.7 vemos que a atuação única desse
torque, levaria ao alinhamento entre o eixo de rotação e eixo magnético, e a EN,
embora mantivesse rotação constante, não seria mais detectada como pulsar, ou seja,
ela não emitiria mais pulsos de radiação eletromagnética.

Os mecanismos de QVF e OG não influenciaram significativamente a evolução de Ω
na Fig. 3.6 com relação à combinação RDM e VP. Entretanto, acerca da evolução
do ângulo φ, vemos que o QVF tem uma efeito mais apreciável quando comparado à
perda de energia por OGs, porque enquanto a curva em preto atinge φ = 0 próximo
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Figura 3.8 - n× t para diferentes ângulos iniciais

Fonte: Produção do autor

de 107 anos, a curva em verde atinge φ = 0 próximo de 108 anos, ou seja, a presença
do QVF leva ao alinhamento mais depressa do que quando comparada ao efeito da
presença da perda por OGs. Na verdade, a perda por OGs nem mesmo se distingue
no modelo dada a sobreposição das curvas tracejada e em verde.

3.2.5 Evolução de n(t)

Uma vez que obtivemos uma solução para Ω(t) na seção 3.2.4 para diferentes tipos
de mecanismos de perda de energia, podemos também simular a evolução temporal
do braking index através da Eq. 3.39

n(t) = Ω(t)Ω̈(t)
[Ω̇(t)]2

. (3.39)

O resultado é mostrado na Fig. 3.8. As curvas são traçadas levando em
conta diferentes ângulos inicias em dois conjuntos distintos apenas para melhor
visualização dos resultados. Consideramos novamente as perdas de energia por RDM,
VP e QVF3, lembrando que n depende também da evolução de φ pois o modelo foi
construído com base em equações diferenciais acopladas para as variáveis Ω e φ.

3A perda por OGs foi omitida porque não possui qualquer efeito na evolução temporal de n
quando adicionada à combinação VP mais RDM.
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Analisemos primeiro a Fig. 3.8 (à esquerda) para os ângulos iniciais
5◦, 10◦, 20◦, 30◦ e 40◦. O índice de frenagem tem uma sensível dependência do ângulo
inicial para pequenos valores de t, porém para t > 25000 anos, n converge para 0, 9
independente do ângulo inicial considerado e dos mecanismos de perda de energia
levados em conta. Contudo, note que a atuação do QVF, representada pela curva
tracejada, faz com que n assuma valores um pouco menores conforme o ângulo inicial
vai aumentando, porque enquanto para 5◦ as curvas tracejada e contínua são bem
próximas, para 40◦ elas já se apresentam mais afastadas.

Exceto para o ângulo inicial de 5◦, vemos que quanto maior o ângulo de inclinação
magnética inicial, menores os valores do índice de frenagem. Para 5◦ e 10◦, n assume
um comportamento decrescente desde zero até valores de t próximos de 104 anos, e
partir disso, o índice de frenagem tem um valor constante próximo de 0, 9.

Vimos na seção 3.2.4 que a presença do QVF acelera o processo de alinhamento
do pulsar (Fig. 3.7). Caso o pulsar nasça com um ângulo de inclinação pequeno, a
evolução do índice de frenagem não sofre apreciavelmente a influência do QVF, já
que as curvas tracejadas e contínuas para pequenos ângulos são próximas. Isso nos
leva a seguinte questão: se o QVF não atua apreciavelmente no índice de frenagem
para pequenos ângulos inicias, sua eficiência no processo de alinhamento em si se
mantém quando tomamos ângulos muito pequenos? Para responder essa pergunta,
traçamos um gráfico de φ(t) × t com e sem a presença do QVF tomando alguns
pequenos ângulos iniciais. O resultado é mostrado na Fig. 3.9

O que queremos é verificar se a atuação do QVF faz com que o ângulo de inclinação
magnética decresça mais rapidamente para ângulos iniciais bem pequenos, isto é,
para uma situação em que o pulsar nasce com seus eixos de rotação e de inclinação
magnética quase alinhados. Vemos na Fig. 3.9 que a evolução do ângulo é bastante
lenta e começa a ter uma variação perceptível somente acima de 103 anos. Como
podemos observar, mesmo para ângulos iniciais muito pequenos o QVF ainda é capaz
de levar φ(t) a valores ainda menores se compararmos à evolução de φ(t) submetida
a influência exclusiva da combinação RDM +VP.

Ainda assim, essa diferença entre a presença ou não do QVF não se manifesta
com demasiada discrepância no comportamento de φ(t) para ângulos iniciais bem
pequenos e provavelmente não se manifestaria também em qualquer φ̇ que venha
ser inferido observacionalmente. De qualquer maneira, é interessante concluir que o
QVF teria esse papel de adiantar o decrescimento de φ(t) em uma situação em que
o alinhamento do pulsar ocorresse.
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Figura 3.9 - φ× t para diferentes ângulos iniciais

Fonte: Produção do autor

Trataremos agora a evolução de n para ângulos iniciais relativamente grandes como
apresentado na Fig. 3.8 (à direita) para os ângulos iniciais 50◦, 60◦, 70◦ e 80◦. Perceba
que a diferença entre a inclusão e a não inclusão do QVF já se torna mais pronunciada
no comportamento de n, e até próximo de 1200 anos n é menor quando QVF está
presente para qualquer um dos ângulos iniciais.

Na Fig. 3.8 colocamos uma cruz nos dois gráficos referente à localização do pulsar
do Caranguejo nos gráficos, tendo ele n = 2.51 e aproximadamente 960 anos de
idade (ALEKSIĆ et al., 2015), e observa-se que o modelo não contempla esse pulsar
dados os ângulos iniciais usados para os cálculos. Entretanto, podemos mencionar
que detalhes como decaimento de campo magnético e do interior da EN, interação
com o plasma magnetosférico, etc., não são levados em conta na nossa modelagem e
é razoável supor que tais detalhes sejam relevantes para um estudo mais abrangente.

Ao contrário do que acontece no gráfico da Fig. 3.8 à esquerda onde o índice de
frenagem converge para 0, 9 independentemente do ângulo inicial φ0 considerado,
no gráfico da Fig. 3.8 à direita é possível notar que n já exibe uma relação de
dependência com φ0 para grandes valores de t. Para melhor visualizar a natureza
dessa dependência, ampliamos a região correspondente ao intervalo de 5× 104 a 105

anos como mostrado na Fig. 3.10.
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Figura 3.10 - n× t - ampliação da região correspondente à evolução tardia

Fonte: Produção do autor

Observe que quanto maior for φ0, maior o índice de frenagem. Para os ângulos
iniciais menores que 70◦, a atuação do QVF é responsável por menores valores de
n e, conforme avançamos para t maiores, próximo de 105 anos tais valores já se
tornam iguais aos valores relacionados a RDM mais VP. O comportamento de n
para φ0 = 80◦ se diferencia dos demais no intervalo de tempo considerado, pois as
curvas relacionadas a esse ângulo inicial se cruzam próximo de 65 mil anos, sendo
que a partir desse t, com RDM sempre presente, o VP leva a valores menores de n
quando comparados aos valores assumidos por n quando o QVF está presente.

Perceba que essas variações de n exibidas na Fig. 3.10 são muito pequenas. Porém,
podemos argumentar que os intervalos de n medidos são também pequenos. Se
olharmos para todos os valores de índices de frenagem medidos na Tab. 3.1, vemos
que o menor valor é 0, 9 ± 0, 2 para o pulsar PSR J1737-3333, e o maior valor é
3, 15 ± 0, 03 para o pulsar PSR J1640-4631. Ainda, olhando para os dois menores
valores temos 0, 9 ± 0, 2 e 1, 4 ± 0, 2, esse último para o pulsar PSR J0835-4510
(Vela). Perceba que esses são valores muito próximos um do outro tomando os erros
apresentados.
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3.2.6 Evolução no diagrama P − Ṗ

Como foi possível obter numericamente a solução Ω(t) para os modelos de RDMmais
VP, RDM mais VP com a adição do QVF e RDM mais VP mais a inclusão da perda
por OGs, geramos as derivadas Ω̇(t) para podermos analisar os caminhos evolutivos
no diagrama P − Ṗ para diferentes ângulos iniciais, lembrando que Ω = 2π/P e
que esse modelo foi desenvolvido com os mecanismos de perda de energia acoplados
à evolução temporal do ângulo de inclinação magnética. Mostramos o resultado na
Fig. 3.11.

Figura 3.11 - Evolução no diagrama P − Ṗ

Fonte: Produção do autor

Algo que podemos notar de imediato é que os modelos considerados levam a
um mesmo caminho evolutivo sem diferenças substanciais entre si. Quanto aos
diferentes ângulos iniciais considerados, veja que eles apenas influenciariam o início
da trajetória, sendo que a partir de certo momento, as curvas assumem uma
trajetória em comum que levaria os pulsares a evoluírem dentro do conjunto dos
pulsares de rádio sem passar para a classe dos SGRs/AXps (magnetares). Para um
ângulo inicial de 60◦, por exemplo, o pulsar evoluiria para a direita num movimento
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descendente - quando a RDM é o mecanismo de perda de energia dominante - e
posteriormente começa a subir - quando VP é o mecanismo de perda de energia
dominante. E por fim, o pulsar seguiria para a região de pulsar death (LORIMER;

KRAMER, 2004), onde pararia de emitir radiação.

Os caminhos evolutivos obtidos nesse modelo não contemplam os jovens pulsares que
possuem seus braking indices bem medidos, representados por triângulos vermelhos
na Fig. 3.11. Veja que para valores pequenos de t nos gráficos da Fig. 3.8 referentes
às curvas n × t, os índices assumem valores entre 3 e ≈ 11, 5 para ângulos iniciais
entre 10◦ e 70◦, e valores de n maiores que 3, 15 ainda não foram observados
(veja Tab. 3.1). Uma possível justificativa para o fato do modelo da combinação
de diferentes torques acoplados à variação do ângulo de inclinação magnética não
explicar os valores de n que conhecemos e não prever um possível caminho evolutivo
para os nove jovens pulsares é que esses pulsares podem, possivelmente, estar
passando por um processo de desalinhamento acompanhado de mecanismos de perda
de energia desconhecidos ou mais complexos do que aqueles apresentados aqui. Vale
ressaltar que não incluímos uma possível evolução dinâmica do campo magnético
e de fenômenos atrelados à estrutura interna da EN, os quais são detalhes que
podem vir a ter alguma relevância no estudo spindown de pulsares. Ainda assim, é
possível dizer que o modelo pode vir a fornecer explicação exequível para eventuais
observações futuras cujos resultados representem φ̇ menores que zero4 ou valores
relativamente grandes de n.

No próximo capítulo voltaremos nossa atenção para a detectabilidade de OGs
provenientes de pulsares produzidas tanto pela deformidade não axi-simétrica como
pelo movimento de precessão caracterizado pelo wobble angle.

4Coelho et al. (2016) inferem valores negativos e positivos para φ̇ para diferentes pulsares.
Usando um formalismo semelhante ao adotado em nossos cálculos, Ekşi et al. (2016) obtém
φ̇ = −(0, 23 ± 0, 05)◦século−1 para o pulsar PSR 1640-4631, mas de modo geral, para demais
pulsares os modelos levam a valores positivos de φ̇ (TIAN, 2018)
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4 DETECTABILIDADE DE OGs PROVENIENTES DE PULSARES

Vimos que a perda de energia que se dá integralmente pela emissão de OGs leva a
um índice de frenagem igual a 5. Esse é o chamado spindown limit e sabemos que a
OG gerada nesse limite tem amplitude dada por (AASI et al., 2014),

h2 = 5
2
G

c3
I

r2
|ν̇rot|
νrot

. (4.1)

Vamos modificar a Eq. 4.1 para que ela leve em conta n < 5. Seja ˙̄νrot a parte de
ν̇rot relacionada ao freio por emissão de OG tal que,

˙̄νrot = ην̇rot. (4.2)

A amplitude modificada passa a ser

h̄2 = 5
2
G

c3
I

r2
|ν̇rot|
νrot

η. (4.3)

Podemos utilizar a Eq. 4.3 para calcular a amplitude modificada para alguns pulsares
da Tab. 3.1 tomando diferentes valores de η. Para isso, fixamos o valor do MI como
I = 1038 kg m2 e retiramos distâncias estimadas (r) do catálogo ATNF (CSIRO,
2018). O resultado é mostrado na Fig. 4.1, onde plotamos também as curvas de
sensibilidade dos detectores ET e CE (veja o Apêndice C) calculadas respectivamente
para os tempos de integração de 250 s e 600 s.

Veja que, de acordo com a Fig. 4.1, o pulsares Vela e do Caranguejo teriam chances
de detecção pelo ET se possuírem η = 0, 01. Já para o pulsar PSR J1833-1034 há
chances de detecção pelo CE também η = 0, 01. Embora esses valores de η possam
ser considerados altos, é possível considerar esses resultados como otimistas, pois,
as curvas de sensibilidades são construídas normalmente considerando-se o spindow
limit, sendo mais plausível levar em conta a presença de outros mecanismos de perda
de energia, uma vez que captamos sinais de ondas eletromagnéticas dos pulsares e,
portanto, eles perdem energia por radiação eletromagnética.

Por outro lado, a amplitude da OG se relacionada à elipticidade do pulsar de acordo
com a equação 4.4,
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Figura 4.1 - Estimativas para a amplitude modificada para diferentes valores de η

Estimativas da amplitude de OGs modificada para diferentes valores de η. Da direita
para a esquerda temos os pulsares PSR J1513-5908, PSR J0835-4510 (Vela), PSR J1833-
1034, PSR J0540-6919, PSR J0534+2200(Caranguejo). Em azul, verde e vermelho, temos,
respectivamente as eficiências de 1%, 10% e 100% de produção de ondas gravitacionais.
Para traçar as curvas de sensibilidade dos detectores utilizamos a razão sinal-ruído
S/N = 5 e os tempos de integração 250 s e 600 s para ET e CE respectivamente.

Fonte: Produção do autor

h = 16π2GIε

c4r
ν2
rot. (4.4)

Igualando as Eqs. 4.3 e 4.4 obtemos a elipticidade como,

ε =
√

5c5ṖP 3

512π4GI
η. (4.5)

Se supusermos uma elipticidade que seja provocada pelo próprio campo magnético
da EN, representada pela elipticidade εB, temos que (REGIMBAU; PACHECO, 2006)
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εB = κ
B2

0R
4

GM2 sin2 φ, (4.6)

onde M é a massa da estrela e κ é o parâmetro de distorção. O parâmetro de
distorção depende da configuração do campo magnético e da EOS empregada e
para uma estrela composta por fluido incompressível com um campo magnético
dipolar, temos κ ≈ 10 (REGIMBAU; PACHECO, 2006). Faremos agora um cálculo
interessante que nos fornecerá algum detalhe sobre a influência de εB na amplitude
da OG. Denotemos o campo magnético resultante do modelo do RDM por B̄0:

B̄2
0 sin2 φ = 3Ic3

4π2R6PṖ . (4.7)

Veja que na Eq. 4.7 aparece uma divisão por 4 e não por 2 como apresentado na
seção 2.1. Isso é porque aqui estamos considerando um campo magnético superficial
médio e não o campo magnético no polo da estrela conforme considerado na seção
2.1. Assim, a Eq. 3.11 pode ser reescrita como

η = 1
1 + 5

384
c2B2

0R
6 sin2 φ

Gπ2I2ε2ν2
rot

. (4.8)

Combinando as Eqs. 4.5, 4.7 e 4.8, é simples mostrar que

η = 1− B2
0

B̄2
0
. (4.9)

Substituindo a Eq. 4.9 na Eq. 4.6 obtemos para εB

εB = 3Ic3PṖ (1− η)
4π2R2GM2 κ. (4.10)

Na prática η << 1, o que leva a

εB = 3Ic3PṖ

4π2R2GM2κ. (4.11)

Na Fig. 4.2 mostramos um histograma da elipticidade magnética para 2011 pulsares
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Figura 4.2 - Pulsares distribuídos em log εB considerando diferentes valores de massa

Em hachurado tomamos o valor mínimo de 1, 0M� enquanto em azul tomamos valor
máximo 2, 4M� para as massas dos pulsares, valores retirados do modelo canônico
EOS GM1 (GLENDENNING, 2000). Foram utilizados dados do catálogo ATNF (CSIRO,
2018).

Fonte: Produção do autor

onde usamos valores de massa máxima 2, 4M� corresponde a R = 12 km e
I = 3, 1 × 1038 kg m2 e a massa mínima de 1M� corresponde a R = 14 km e
I = 1, 16×1038 kg m2, além de um parâmetro de distorção κ = 10. Vemos claramente
uma concentração de pulsares com εB ∼ 10−10. Também é fácil mostrar pela Eq. 4.10
que a eficiência pode ser escrita como,

η ≈ 288
5

I3c

GM4R4
Ṗ

P
κ2, (4.12)

onde fizemos novamente η << 1. Temos nas Eqs. 4.1 e 4.3 a amplitude da onda
gravitacional respectivamente para o spindown limit h e para a situação em que
queríamos expressar a amplitude da onda para índices de frenagem menor que 5, o
que representamos por h̄. Combinando as Eqs. 4.1 e 4.3, obtemos

η1/2 = h̄

h
. (4.13)

48



Utilizamos a Eq. 4.12 para construir o histograma da Fig. 4.3, porém com valores
de η1/2 pelo fato do mesmo estar associado diretamente a quantidades de grande
importância conforme a Eq. 4.13.

Figura 4.3 - Previsão para log η1/2 considerando diferentes valores de massa

Temos aqui dois histogramas para o logaritmo da raiz de η, lembrando que η1/2 é à razão
h̄/h onde h̄ é a amplitude modificada para adequar n < 5 e h é a amplitude da OG
no spindown limit. Em hachurado tomamos o valor mínimo de 1, 0M� enquanto em azul
tomamos valor máximo 2, 4M� para as massas dos pulsares, valores retirados do modelo
canônico EOS GM1 (GLENDENNING, 2000). Foram utilizados dados do catálogo ATNF
(CSIRO, 2018).

Fonte: Produção do autor

Observe como os valores muito pequenos obtidos para εB e η influenciam na
detectabilidade das OGs geradas pelos pulsares. Para a maioria dos pulsares,
h̄/h ∼ 10−8 (Fig. 4.3), ou seja, a amplitude das OGs é em torno de oito ordens
de grandeza menor do que a amplitude assumindo o spindown limit. Ainda que
consideremos um caso bastante otimista, temos εB ∼ 10−4 o qual está relacionado
à eficiência correspondente η ∼ 10−11, isto é, a amplitude da OG seria entre cinco e
seis ordens de grandeza menor que a amplitude no spindown limit.

A título de comparação, trazemos na Fig. 4.4 um resultado para buscas por OGs
de 200 pulsares da primeira observação do detector de OGs adLIGO (ABBOTT et
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Figura 4.4 - Distribuição de pulsares para razão entre a amplitude das OGs e a amplitude
no spindown limit

Fonte: Abbott et al. (2017a)

al., 2017a). Nota-se que há uma distribuição similar à Fig. 4.3, porém os valores
do eixo-x estão deslocados várias ordens de magnitude e as elipticidades obtidas são
muito maiores do que as apresentadas aqui. Os autores não discorrem sobre a origem
dessa deformação, enquanto na Figura 4.3 estamos tratando de uma elipticidade de
origem explicitamente magnética. Contudo, ondas gravitacionais contínuas vindas
dessas fontes ainda não foram detectadas e os os valores obtidos por (ABBOTT et al.,
2017a), devem ser assumidos como limites superiores.

As previsões para a amplitude da OG foram feitas com os valores máximo (azul)
e mínimo (hachurado) de massa. Veja que tal intervalo de massa não produz
uma diferença significativa em log η1/2 e em log ε1/2 e a maior parte dos pulsares
permanece com a amplitude das OGs em torno de log η1/2 ≈ 10−8, isto é, a amplitude
permanece oito ordens de grandeza menor do que a amplitude no spindown limit,
enquanto para log ε1/2, o intervalo não desloca apreciavelmente o número de pulsares
de seus valores de log ε1/2 como pode ser visto na Fig. 4.2 e a maior parte deles
permanece com log ε1/2B entre 10−11 − 10−10.
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4.1 OGs relacionadas à precessão do pulsar

Demonstramos na seção 2.2 a equação para perda de energia por um elipsóide não-
axissimétrico (I1 6= I2) rotacionando em torno de um eixo ~e3. O objeto também
irradiará quando for axissimétrico (I1 = I2) mas não rotacionar em torno de ~e3 e,
como caso geral, ele irradiará quando for não-axissimétrico e rotacionar em torno de
um eixo qualquer (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983).

Para o caso em que o objeto não rotaciona em torno de um eixo principal e é
axissimétrico, vamos fixar a mesma direção para o momento angular ~J e para o
eixo ~ez no sistema de coordenadas inercial. As componentes do tensor de inércia
no sistema de coordenada inercial são dadas pela Eq. 2.12 e a transformação das
coordenadas do sistema de referência que rotaciona junto com o objeto para o sistema
inercial é dada em termos dos ângulos de Euler (GOLDSTEIN, 2002):

Rij =


cosψ cos β − cosα sin β sinψ cosψ sin β + cosα cos β sinψ sinα sinψ
− sinψ cos β − cosα sin β cosψ − sinψ sin β + cosα cos β cosψ sinα cosψ

sinα sin β − sinα cos β cosα



A velocidade angular e o eixo de simetria ~e3 rotacionam em torno de ~ez com
velocidade angular constante β̇ dada por

β̇ = J/I1, (4.14)

mantendo um ângulo constante α em relação a ~ez em um movimento de precessão
livre, ao passo que o vetor velocidade angular precessiona em torno de ~e3 com
velocidade angular

ψ̇ = (I1 − I3)β̇ cosα/I3. (4.15)

O chamado ângulo de oscilação α - em inglês wobble angle - é o ângulo entre ~e3 e ~ez
que se mantém constante durante o movimento como precessão livre e o tal ângulo
está relacionado a uma perda de energia (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983)
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dEOG
dt

= −2
5
G

c5 (I1 − I3)Ω6α2. (4.16)

Agora evocamos o parâmetro ε, o qual pode ser interpretado como o parâmetro
ligado à deformidade da EN, ou mais especificamente, ε reflete o quão oblata a EN
pode ser devido à sua rotação. Esse parâmetro é dado por (SHAPIRO; TEUKOLSKY,
1983)

I3 − I1 ≈ εI3. (4.17)

Dessa forma, ficamos com

dEOG
dt

= 2
5
G

c5 ε
2I2

3 Ω6α2. (4.18)

A amplitude da OG gerada no movimento de precessão é dada por (ZIMMERMANN,
1978)

h =
(

16πG
c3Ω2

ĖOG
4πr2

)1/2

. (4.19)

Substituindo a Eq. 4.18 na Eq. 4.19 chegamos Eq. 4.20

h ≈ 16π2 × 10−26

rkpcP 2
Izz
1045 εα. (4.20)

Utilizando a Eq. 4.20, vamos fazer algumas previsões para a detectabilidade de
alguns pulsares supondo que o movimento de precessão esteja presente e há produção
de OG com uma amplitude dada pela Eq. 4.20. Utilizamos os valores ε = 10−7,
ε = 10−5 e ε = 10−3 e a distância r estimada para um grupo de pulsares em kpc.
Para cada valor de ε fazemos o cálculo de h para um pequeno conjunto de valores de
α. O resultado é mostrado nas Fig. 4.5, e 4.6, nas quais plotamos também as curvas
de sensibilidade dos detectores ET e CE (veja Apêndice C) tomando um tempo de
integração de 1 ano e razão sinal-ruído S/N = 5.

Analisemos o resultado mostrado na Fig. 4.5. Para ε = 10−7, as ENs são tão pouco
oblatas que mesmo com um wobble angle relativamente grande (α = 0, 1rad), o
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Figura 4.5 - Previsão de detectabilidade de OGs geradas por movimento de precessão para
alguns pulsares

No gráfico as colunas de pontos são referentes a diferentes pulsares. Da esquerda
para a direita temos: PSR J1734-3333, PSR J1119-6127, PSR J1846-0258, PSR J0835-
4510 (Vela), PSR J0534+2200(Caranguejo). Para traçar as curvas de sensibilidade dos
detectores utilizamos a razão sinal-ruído S/N = 5 e o tempo de integração de 1 ano
respectivamente.

Fonte: Produção do autor

pulsar do Caranguejo e o pulsar Vela não seriam detectados pelo ET e CE devido
ao movimento de precessão.

Veja que o produto ε × α que aparece na Eq. 4.20 mantém a ordem de grandeza,
e consequentemente sua expressividade no valor de h, para os casos ε = 10−5 e
α = 10−1 na Fig. 4.6 (superior) e ε = 10−3 e α = 10−3 na Fig. 4.6 (inferior) para os
pulsares Caranguejo e Vela. Como consideramos ε = 10−5 um valor mais realístico
para ENs, na melhor das hipóteses poderíamos esperar detecção de OGs provenientes
de um movimento de precessão desses pulsares se α = 0, 1 rad tomando um tempo
de integração de 1 ano.

Sendo assim, esse resultado nos mostra que é pertinente explorarmos a possibilidade
de detecção de um sinal contínuo de OGs gerado pelo movimento de precessão, para
que, futuramente, quando pulsares começarem a ser detectados pela terceira geração
de detectores de OGs possamos interpretar corretamente a natureza da produção
da OG bem como as características da própria fonte.
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Figura 4.6 - Previsão de detectabilidade de OGs geradas por movimento de precessão para
alguns pulsares

No gráfico as colunas de pontos são referentes a diferentes pulsares. Da esquerda para a
direita temos: PSR J1734-3333, PSR J1119-6127, PSR J1846-0258, PSR J0835-4510 (Vela),
PSR J0534+2200(Caranguejo). Acima foi considerado ε = 10−5 e abaixo temos ε = 10−3.
Novamente utilizamos um tempo de integração de 1 ano e a razão sinal-ruído S/N = 5
para traçarmos as curvas de sensibilidade dos detectores de OGs Einstein Telescope e
Cosmic Explorer.

Fonte: Produção do autor
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Baseados no formalismo desenvolvido por Araujo et al. (2016b), Araujo et al. (2016a)
e Coelho et al. (2016), nesse trabalho estivemos interessados em estudar a função
g(B0, Ḃ0, φ, φ̇) - uma função útil ligada a parâmetros importantes no estudo dos
pulsares - e verificar qual o comportamento de g em termos de η que é a eficiência
de geração de OGs e em termos de ε que é a elipticidade da EN. Vimos no Cap. 3
(Fig. 3.1) que g não depende sensivelmente de η para pequenos valores da eficiência.
Por outro lado, quando maior for η mais rápido o crescimento de g. Em suma, quanto
maior for a perda de energia por OGs, maior seria a evolução do campo magnético
e do ângulo de inclinação magnética. O comportamento da curva de g(B0, Ḃ0, φ, φ̇)
para o pulsar PSR J1640-4631 revela que é possível que a perda de energia por OGs
esteja presente de fato, pois na Fig. 3.1, vemos que η assume o valor mínimo de
0, 075.

O comportamento de g em termos de ε para os pulsares PSR J1734-3333, Vela
e Caranguejo revela que a combinação campo magnético, ângulo de inclinação
magnética e suas derivadas temporais independe da elipticidade quando ε � 0.
Porém quando a deformação do pulsar se torna expressiva, de modo que ε começa
a assumir valores maiores, g responde ao aumento da deformidade com abrupto um
crescimento.

Concluímos, ainda no Cap. 3, que para os valores obtidos gCaranguejo ≈ 3× 10−12s−1

e gV ela ≈ 1.2 × 10−12s−1 estimamos respectivamente ε ∼ 10−5 para o Caranguejo
e ε ∼ 10−4 para Vela, isso assumindo os valores máximo I = 3, 1 × 1038 kg m2 e
mínimo I = 1, 16×1038 kg m2 de momento de inércia. As elipticidades que obtivemos
concordam, em ordem de grandeza, com os valores obtidos por Aasi et al. (2014),
que são ε = 8.6 × 10−5 para o pulsar do Caranguejo e ε = 6 × 10−4 para o pulsar
Vela.

Na seção 3.1, fizemos uma análise dos efeitos da competição entre mecanismos de
perda de energia no braking index. Vimos que independentemente da quantidade
de energia perdida por OGs em comparação à perda por RDM, a dominância da
perda por QVF leva a um índice de frenagem igual a 1, enquanto a da perda por
VP leva a um índice de frenagem igual 0, 86. Concluímos que ambos os mecanismos
são compatíveis com o valor de n medido para o pulsar PSR J1734-3333, a saber,
0, 9± 0, 2 o que seria uma possível evidência da atuação desses mecanismos.

Tendo por base os trabalhos de Tong e Kou (2017), Kou e Tong (2015) e Philippov
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et al. (2014), na seção 3.2 foi possível construir sistemas de equações diferenciais
acopladas cujas resoluções nos forneceram a evolução da velocidade de rotação Ω e do
ângulo de inclinação magnética φ no tempo em RPPs. Enquanto Tong e Kou (2017)
apresentaram os resultados para a evolução de Ω e φ no que tange os mecanismos de
RDM mais VP acoplados à variação do ângulo de inclinação magnética, em nosso
estudo incluímos separadamente os mecanismos de perda de energia por emissão de
OGs e por QVF ao cálculo realizado pelos autores com o intuito de verificar como
esses mecanismos adicionais alteravam Ω(t) e φ(t).

Como resultado obtivemos que a adição dos mecanismos de perda OGs e por QVF
não altera a curva da velocidade de rotacao Ω(t) e, nesse modelo, o pulsar pararia
de desacelerar próximo de ≈ 2× 105 anos. Em contrapartida, a evolução de φ(t) nos
mostrou que a presença do QVF resulta em um alinhamento entre o eixo de rotação
e o eixo magnético num intervalo de tempo menor do que o tempo necessário para
φ assumir valor zero quando submetido unicamente aos mecanismos de RDM mais
VP. Dada a maneira como o modelo foi construído, é possível supor que o campo
magnético oriundo do meio magnetizado em torno da EN interage fortemente com
a componente Kx alterando a direção do vetor momento de dipolo magnético e por
essa razão, o QVF levaria a um alinhamento mais rápido do pulsar. Já a perda de
energia por OGs não se manifestou na evolução de Ω(t) e φ(t), o que evidencia que a
quantidade de energia produzida na forma de OG deve ser bem pequena comparada
às outras formas de perda.

Na seção 3.2.5, modelamos a evolução temporal do índice de frenagem tendo em mãos
as quantidades Ω, Ω̇ e Ω̈ provenientes dos resultados da seção 3.2.4. Concluímos que
o índice de frenagem tende ao valor 0, 9 para t > 25000 anos considerando ângulos
de inclinação magnética iniciais entre 10◦ e 40◦ e, ainda, dentre esses valores de φ0

o índice de frenagem será tão maior quanto menor for o ângulo inicial para pulsares
jovens. Temos também que a presença ou não do QVF (Fig 3.8) não influenciaria
significativamente a evolução de n(t).

Agora, considerando ângulos de inclinação magnética iniciais entre 50◦ e 80◦ (veja
Fig. 3.8 à direita), vimos que n(t) já não converge para 0, 9 e sim, evolui para valores
diferentes entre 0, 93 e 1, 2 para t ≈ 105 anos (Fig. 3.10). Para φ0 entre 50◦ e 80◦,
o índice de frenagem será novamente tão maior quanto menor for o ângulo inicial
para pulsares jovens. Contudo, essa relação se inverte com o passar do tempo, e
para t ≈ 105 anos, quanto maior o ângulo inicial, maior o valor que o índice de
frenagem assume. Concluímos que, embora as variações de n exibidas na Fig. 3.10
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sejam muito pequenas, estudos que levem a resultados que se expressem em pequenos
intervalos de n são pertinentes porque os intervalos entre os índices de frenagem que
conhecemos n medidos são também pequenos. Se olharmos para todos os valores de
índices de frenagem medidos na Tab. 3.1 vemos que o menor valor é 0, 9±0, 2 para o
pulsar PSR J1737-3333, e o maior valor é 3, 15±0, 03 para o pulsar PSR J1640-4631.
Ainda, olhando para os dois menores valores temos 0, 9±0, 2 e 1, 4±0, 2, esse último
para o pulsar PSR J0835-4510 (Vela).

Nos preocupamos na seção 3.2.6 em obter os caminhos evolutivos no diagrama P−Ṗ
no contexto dos diferentes torques acoplados à evolução do ângulo φ(t) e como
resultado, vimos que os modelos de diferentes mecanismos de perda de energia que
consideramos não se diferenciaram apreciavelmente entre si no que refere à curva
traçada na Fig. 3.11. Os diferentes ângulos iniciais que simulamos exercem uma
pequena diferença no início da trajetória, mas as curvas acabam por evoluir para
dentro do cluster dos pulsares de rádio e por fim para a região de graveyard.

O modelo aqui desenvolvido para os caminhos evolutivos não se aplica aos nove
jovens pulsares com índices de frenagem bem determinados que conhecemos e
podemos citar detalhes certamente importantes que não foram aqui considerados
como a evolução do campo magnético, interação entre EN e sua magnetosfera,
torques relacionados a fenômenos internos à EN e até mesmo a presença de
mecanismos de perda de energia desconhecidos, Porém acreditamos que os resultados
obtidos deixam possibilidades de explicações para observações e medidas que venham
a ser feitas como um valor de índice de frenagem pouco maior do que os valores que
conhecemos e um φ̇ < 0 referente a um pulsar em processo de alinhamento.

Ressaltamos também que o fato da perda por OGs não ter apresentado efeito
expressivo em nossas curvas das Figs. 3.6, 3.7, 3.8, 3.10 e 3.11 não quer dizer que
esse mecanismo seja menos importante ou nunca esteja presente na desaceleração
dos pulsares, mas apenas que a perda de energia por OGs nos RPPs é pequena se
comparada aos outros mecanismos quando as OGs estiverem sendo emitidas por
uma EN isolada que produz grande quantidade de energia eletromagnética.

Partindo para o estudo da detectabilidade das OGs provenientes de pulsares isolados
no Capítulo 4, modificamos a amplitude de OG no spindown limit através do
parâmetro η para levar em conta uma produção de OGs por pulsares que não
seja integral, isto é, o pulsar não perde toda sua energia apenas em emissão de
OGs. Com isso, plotamos alguns valores de h para quatro pulsares e verificamos
suas detectabilidades em termos das curvas de sensibilidade dos detectores de
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OGs Einstein Telescope e Cosmic Explorer e concluímos que os pulsares Vela e
Caranguejo têm potencial de serem detectados para η = 0, 01, o que se mostra um
resultado interessante a se verificar quando os detectores ET e CE estiverem em
operação.

Fizemos um estudo sobre a elipticidade magnética εB e para a eficiência de geração
de OGs η no Capítulo 4, utilizando o catálogo de pulsares ATNF e obtivemos que
a maioria dos pulsares se concentra em εB ∼ 10−10 e h̄/h ∼ 10−8 considerando um
intervalo de massa para a EN entre 1, 0M� e 2, 4M�. Concluímos que a elipticidade
explicitamente magnética é bastante pequena comparada aos resultados para ε

obtidos no Capítulo 3, o que pode ser indicativo de que as deformações de outra
natureza devem ser mais interessantes em termos de produzir valores maiores de ε.

Vimos na seção 4.1 que existe uma amplitude de OG (Eq. 4.20) produzida por uma
EN relacionada a um movimento de precessão caracterizado pelo chamado wobble
angle α. Ao calcularmos h para alguns pulsares, concluímos que, para ENs pouco
oblatas (ε = 10−7), o pulsar do Caranguejo e o pulsar Vela não seriam detectados
pelo ET e CE com 1 ano de integração e considerando o movimento de precessão
mesmo para um wobble angle relativamente grande (α = 0, 1 rad). Já para um valor
mais plausível para ε (10−5), na melhor das hipóteses poderíamos esperar detecção
de OGs provenientes de um movimento de precessão desses pulsares se α = 0, 1 rad
tomando um tempo de integração de 1 ano, o que se mostra um resultado interessante
a ser explorado por trazer à luz das discussões algo que não se tem dado tanta
importância - a chamada wobble radiation. Consideramos relevante os estudos sobre
tal tema para que possamos interpretar corretamente a natureza do mecanismo da
produção de OGs quando os sinais contínuos começarem a ser detectados pelos
detectores de terceira geração.

Tendo em vista tudo o que foi feito em nossa pesquisa e concluído até aqui, podemos
colocar alguns pontos que podem contribuir para mesma no sentido de aprofundá-
la e ampliá-la. Alegamos que a evolução do campo magnético não foi incluída em
nossos cálculos, e, de fato, uma equação diferencial do tipo

dB

dt
∝ Ω B, (5.1)

seria de extremo interesse para compor os sistemas de equações diferenciais que
construímos na seção 3.2, pois nos forneceria uma simulação da evolução de Ω(t) para
diferentes torques acoplados à variação de φ(t) em adição à variação de B(t). Ainda
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não sabemos se é possível modelar a Eq. 5.1, mas visando verificar tal possibilidade,
estudos sobre a evolução do campo magnético já estão sendo realizados. A princípio,
é sabido que a evolução do campo magnético na EN é governado pela Eq. 5.2
(BRANSGROVE et al., 2018)

∂B
∂t

= ∇× (v×B)−∇× (ι∇×B), (5.2)

onde v é a velocidade do fluido eletrônico no interior da EN e ι = c2/4πσ é a
difusividade do fluido com o segundo termo da Eq. 5.2 representando a difusão
ôhmica. Aqui, σ é a condutividade elétrica da crosta da EN (BRANSGROVE et al.,
2018). A principal ideia será trabalhada no contexto da pesquisa de doutorado, e
consiste na tentativa de se relacionar a velocidade dos elétrons v com a velocidade
de rotação da EN.

Outro ponto importante a se investigar é a dinâmica da magnetosfera de pulsar
sobretudo devido a importância que essa dinâmica pode ter na produção de radiação
em diferentes faixas do espectro eletromagnético. Sabemos que a maior parte
da informação que temos dos pulsares vem de seu spindown, e há estudos que
conseguem aliar detalhes de simulação de magnetosfera à perda de energia do pulsar
(SPITKOVSKY, 2006), (BELYAEV, 2015).

Um código útil, acessível e amplamente usado para o estudo de magnetosfera de
pulsar é o PICsar2D. Utilizando tal código Belyaev (2015), por exemplo, traz
uma combinação das perdas de energia pelo fluxo de Poyting e pelo fluxo de
partículas relativísticas a qual dá origem uma interessante análise da consequência
da combinação na magnetosfera do pulsar. A ideia principal para a nossa pesquisa,
tendo por base o que tem sido feito em termos de simulação utilizando-se o código
PICsar2D no contexto de spindown luminosity, seria tentar acrescentar termos
adicionais relacionados a diferentes mecanismos de perda de energia ao código e
investigar qual o efeito dessa adição não só no índice de frenagem, mas também na
própria estrutura da magnetosfera do pulsar.
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APÊNDICE A - DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ONDA
GRAVITACIONAL

Podemos derivar a equação de onda gravitacional introduzindo uma perturbação
na métrica ηµν conforme será mostrado. Para iniciarmos nosso cálculo, comecemos
explicitando o tensor de Riemann em um referencial local inercial, no ponto P, para
o qual os símbolos de Christoffel são nulos porém suas derivadas não o são, ou seja,
(SCHUTZ, 1985)

Rα
βµν = ∂µΓαβν − ∂νΓαβµ, (A.1)

onde ∂µ denota ∂/∂xµ. Γαβν é dado em termos da conexão métrica gab conforme se
segue:

Γαβν = 1
2g

αγ(∂βgνγ + ∂νgγβ − ∂γgβν). (A.2)

Substituindo as derivadas da Eq. A.2 na Eq. A.1, temos:

Rα
βµν = 1

2g
αγ(∂µ∂βgνγ + ∂µ∂νgγβ − ∂µ∂γgβν − ∂ν∂βgµγ − ∂ν∂µgγβ + ∂ν∂γgβµ), (A.3)

Rα
βµν = 1

2g
αγ(∂µ∂βgνγ + ∂µ∂γgβν − ∂ν∂βgµγ + ∂ν∂γgβµ). (A.4)

Trocando α→ σ e multiplicando tudo por gασ, a Eq. A.4 se torna:

Rαβµν = 1
2(∂µ∂βgνα − ∂µ∂αgβν − ∂ν∂βgµα + ∂ν∂αgβµ), (A.5)

onde utilizamos

gασg
σγ = δγα. (A.6)

Para campos fracos, o espaço-tempo é aproximadamente plano, pelo que fazemos a
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métrica como (HOBSON; LASENBY, 2008)

gab = ηab + hab ; |hab| � 1. (A.7)

Ao aplicar a Eq. A.7 na Eq. A.6, sabendo que ∂cηab = 0, é possível chegar em

Rαβµν = 1
2(∂µ∂βhνα − ∂µ∂αhβν − ∂ν∂βhµα + ∂ν∂αhβµ). (A.8)

O tensor de Ricci por sua vez será dado por(SCHUTZ, 1985)

Rβν = ηαµRαβµν . (A.9)

Substituindo a Eq. A.8 na Eq. A.9, temos

Rβν = (ηαµ∂µ∂βhνα − ηαµ∂µ∂αhβν − ηαµ∂ν∂βhµα + ηαµ∂ν∂αhβµ), (A.10)

ou
Rβν = (−∂α∂αhνβ − ∂ν∂βhαα + ∂ν∂

µhβµ + ∂β∂µh
µ
ν ). (A.11)

Definindo o operador d’ Alembertiano �2

�2 = ∂α∂α. (A.12)

Além disso, temos

hαα = h. (A.13)

Utilizando as Eqs. A.12 e A.13, a Eq. A.11 pode ser reescrita de uma maneira mais
compacta

Rβν = 1
2(−�2hβν + ∂β∂µh

µ
ν + ∂ν∂

µhβµ − ∂β∂νh). (A.14)
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Trocando β → µ e µ→ α, a Eq. A.14 se torna

Rµν = 1
2(−�2hµν + ∂µ∂αh

α
ν + ∂ν∂

αhβα − ∂µ∂νh). (A.15)

Introduzindo o escalar de Ricci

R = ηµνRµν , (A.16)

na Eq. A.15, obtém-se

R = 1
2η

µν(−�2hµν + ∂µ∂αh
α
ν + ∂ν∂

αhµα − ∂µ∂νh), (A.17)

R = 1
2(−2�2h+ 2∂µ∂αhµα). (A.18)

ou

R = −�2h+ ∂µ∂αh
µα. (A.19)

A equação de Einstein é dada por

Gµν = 8πG
c4 Tµν , (A.20)

onde Tµν é o tensor momento-energia, Gµν é o tensor de Einstein que relaciona Rµν

e R em

Gµν = Rµν −
1
2gµνR. (A.21)

Combinando as Eqs. A.15, A.19, A.20 e A.21 chegamos em

16πGTµν = −�2hµν + ∂µ∂αh
α
ν + ∂ν∂

αhαµ − ∂µ∂νh− ηµν∂ρλhρλ + ηµν�
2h, (A.22)

71



onde chamamos c = 1. Vamos agora introduzir o gauge de transformação que tem
o efeito de produzir uma mudança no sistema de coordenadas tal que (HOBSON;

LASENBY, 2008)

hµν → hµν − ∂µξν − ∂νξµ. (A.23)

Uma escolha bastante comum para a simplificação da Eq. A.22 é o dito gauge De
Donder que pode ser expresso por (NAKANISHI, 1986)

gµνΓλµν = 0. (A.24)

É possível mostrar que, utilizando a Eq. A.7 que Eq. A.24 leva a

∂µhµν = 1
2∂νh. (A.25)

Aplicando a Eq. A.25 na Eq. A.22 é possível mostrar que

− 16πGTµν = �2(hµν −
1
2ηµνh). (A.26)

Introduzimos a chamada perturbação do traço reverso, definida como (FLANAGAN;

HUGHES, 2005)

h̄µν = hµν −
1
2ηµνh. (A.27)

Substituindo a Eq. A.27 em A.26 encontramos, por fim

�2h̄µν = −16πGTµν . (A.28)

Trata-se de uma equação de onda para cada uma das componentes de Tµν .
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APÊNDICE B - EVOLUÇÃO TARDIA E PULSAR DEATH

O termo pulsar death refere-se a um momento em que a emissão de pulsos de rádio
em pulsares de rádio cessa e isso ocorre em torno de 107 anos. Acredita-se que o
campo magnético torna-se tão fraco que já não é mais possível acelerar elétrons de
modo que atinjam velocidades suficientes para produzir fótons de raios-γ energéticos
o bastante para iniciar o processo de criação de pares (HEUVEL, 2006), conforme
representado na Eq. B.1 (DIACHENKO et al., 2015) e na Fig. B.1

γ → e− + e+. (B.1)

A criação de pares é usualmente considerada a principal fonte de preenchimento do
plasma magnetosférico e a presença desse plasma composto por elétrons e pósitrons é
assumida como elemento importante nos modelos de geração da emissão de radiação
no pulsar (DIACHENKO et al., 2015).

Figura B.1 - Efeito cascata

Fonte: Timokhin e Harding (2015)
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Na Fig. B.1 mostramos algum detalhe sobre o modelo de cascata para a produção de
radiação em pulsares. A criação de pares (Eq. B.1) se dá após a partícula carregada
ser arrancada da superfície da EN e acelerada numa trajetória curva. A configuração
dessa trajetória faz com que haja produção de radiação de curvatura, o que dá origem
aos fótons de raios-γ responsáveis pela criação de elétrons e pósitrons. Em um campo
magnético cuja intensidade não é suficiente para iniciar todo processo, a emissão é
interrompida e o pulsar entra em uma região do diagrama P − Ṗ conhecida por
graveyard1 mostrada no canto inferior direito da Fig. B.2.

Figura B.2 - Diagrama P − Ṗ com graveyard

Fonte: Lorimer e Kramer (2004)

A consideração sobre pulsar death que aparece na subseção 3.2.1 é baseada no
formalismo a seguir. Vamos supor que a região de linhas de campo aberto (veja
Fig. 1.1) rotaciona com uma velocidade angular Ωlca diferente da velocidade de
rotação Ω da EN tal que (KOU; TONG, 2015)

1Estima-se que em nossa galáxia existem em torno de um bilhão de pulsares na região de
graveyard (HEUVEL, 2006)
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Ωlca = Ω− Ωdeath. (B.2)

Supomos ainda que a densidade de carga elétrica na região de linhas de campo
aberto ρe é uma fração da densidade de Goldreich-Julian (Eq. 1.4) de modo que

ρe ≈ ζ
ΩlcaB

2πc . (B.3)

Combinando as Eqs. B.3, 2.46, 2.47 e 2.49, é possível mostrar que

Ė = 2µ2Ω4

3c3 sin2 φ+ 2µ2Ω4

3c3 3ζΩlca

Ω
∆v
∆V cos2 φ. (B.4)

Substituindo a Eq. B.2 na Eq. B.4, temos

Ė = 2µ2Ω4

3c3

(
sin2 φ+ 3ζ

(
1− Ωdeath

Ω

)
∆v
∆V cos2 φ

)
, (B.5)

onde,

χ = sin2 φ+ 3ζ
(

1− Ωdeath

Ω

)
∆v
∆V cos2 φ. (B.6)

A quantidade χ depende do modelo de aceleração adotada e na subseção 3.2.1,
utilizamos o modelo de vacuum gap com radiação de curvatura. A expressão
adequada para χ, nesse caso, é demonstrada conforme se segue. Lembrando que
estamos tratando uma região específica para a aceleração de partículas - a região de
linhas de campos aberto do pulsar - vamos considerar duas quantidades pertinentes
ao cálculo: o raio de curvatura r da região dado por (RUDERMAN; SUTHERLAND,
1975)

r = 2.3× 108R
1/2
6 Ω−1/2

lca cm, (B.7)

onde R6 = R/106 é o raio da EN e a espessura l da região que é dada por
(RUDERMAN; SUTHERLAND, 1975)
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l = 1.1× 104 r
2/7
6 B

−4/7
12 Ω−3/7

lca cm, (B.8)

além disso, o potencial de aceleração da região de linhas de campo aberto pode ser
expresso por (RUDERMAN; SUTHERLAND, 1975)

∆v = B Ωlca

c
l2. (B.9)

Utilizando as Eqs. 2.47, B.7, B.8, B.9, pode-se demonstrar que

∆v
∆V = 12× 108/7B

−8/7
12 R

−19/7
6

Ω−1/7
lca

Ω2 . (B.10)

Utilizando a Eq. B.2 em B.10 e depois substituindo em Eq. B.6, chegamos na
Eq. B.11

χCRV G = sin2 φ+ 4, 87× 102ζ

(
1− Ωdeath

Ω

)6/7

B
−8/7
12 R

−19/7
6 Ω−15/7 cos2 φ. (B.11)

Observe que a Eq. B.11 possui algumas diferenças quando comparada à Eq. 3.33
que utilizamos em nossos cálculos. O expoente de (1 − Ω/Ωdeath) em Eq. 3.33 é 1,
enquanto em Eq. B.11, o expoente é 6/7. O formalismo desenvolvido foi baseado
no trabalho de Kou e Tong (2015), e os autores argumentam que nos modelos de
aceleração de partículas para vento de pulsar, o expoente é sempre em torno de 1,
e por isso, levam em conta tal expoente. Além disso, um simples plot da função
(1− Ω/Ωdeath) com ambos os expoentes mostra que o comportamento das curvas é
idêntico exceto para valores muito pequenos de Ω.

Na Eq. B.11 o raio da EN é representado como R
−19/7
6 , e na Eq. 3.33 ele não

aparece porque já estamos considerando R = 106cm. Ocultamos o termo cos2 φ na
Eq. 3.33 baseados no argumento de Li et al. (2012), que, realizando simulações de
magneto-hidrodinâmica para magnetosfera de pulsar, defendem que a dependência
em cos2 φ no modelo de vento não aparece por uma derivação rigorosa, mas apenas
uma suposição baseada nos limites aligned force-free e rotor ortogonal no vácuo.
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APÊNDICE C - CURVAS DE SENSIBILIDADE

No capítulo 4, traçamos as curvas de sensibilidade para o ET e para o CE com
intuito de discutirmos as possibilidades de detecção de OGs para alguns pulsares.
Para fontes de OGs periódicas temos a emissão de um sinal contínuo, quase
monocromático e sua observação vem de um tempo de integração que pode ser da
ordem de anos (MAGGIORE; PRESS, 2008). No caso do ET utilizamos para construção
da curva de sensibilidade a Eq. C.1 (MAGGIORE; PRESS, 2008)

h0 = S/N

(
S(f)
T

)1/2

, (C.1)

onde usamos a razão sinal-ruído S/N = 5 e T é tempo de integração . A função
S(f) reflete a contribuição de diversos ruídos presentes no detector de OGs e, no
caso do ET, ele é dado por (SATHYAPRAKASH; SCHUTZ, 2009)

S(f)
S0

= xα + a0x
β b0(1 +∑6

i=1 bix
i)

1 +∑4
j=1 cjx

j
, (C.2)

onde x = f/f0, f0 = 200 Hz, S0 = 1, 5 × 10−52Hz−1, α = −4, 1, β = −0, 69,
a0 = 186, b0 = 233, b1 = 31, b2 = −65, b3 = 52, b4 = −42, b5 = 10, b6 = 12, c1 = 14,
c2 = −37, c3 = 19, c4 = 27. Já para o CE utilizamos dados para S(f) (ABBOTT et

al., 2017c) e também a razão sinal-ruído S/N = 5.
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