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RESUMO

Atualmente existem aproximadamente 3700 exoplanetas confirmados, dos quais por
volta de 170 pertencem aos sistemas multiplos ou bindrios. Além disso, mais de 50%
de todas as estrelas do tipo-Sol presentes em nossa galaxia estdo nestes tipos de
sistemas. No caso de sistemas binarios, existem planetas detectados em dois tipos
de oOrbitas: (1) P-type, em que as estrelas estdo mais préximas, com periodos or-
bitais de algumas semanas ou dias, nos quais os planetas estao orbitando o centro
de massa comum entre elas; (2) S-type, caso em que as estrelas estdo amplamente
separadas, possuindo periodos orbitais de centenas de anos, nos quais os planetas
orbitam apenas uma das estrelas do par. Em alguns sistemas binarios, planetas gi-
gantes em 6rbitas P-type estao dentro da Zona Habitavel do sistema, o que dificulta
ou impossibilita a formagao de um planeta rochoso dentro dessa regiao, eliminando
a possibilidade de existéncia de vida como a conhecemos. Porém, um planeta coor-
bital a esse gigante, estaria também dentro dessa Zona Habitavel. Nesse trabalho,
estudamos a localizacao e a estabilidade dos pontos de equilibrio Lagrangianos em
sistemas binarios com planetas em orbitas P-type. Em nosso primeiro estudo de
estabilidade, por meio numérico, conseguimos mostrar que os pontos Ly e Lj exis-
tem e sao estaveis por mais de 10Myr. A partir disso exploramos em duas etapas
o comportamentos desses pontos. Na primeira, através de um modelo aproximado,
que substitui o efeito gravitacional de um par bindrio por apenas uma estrela acha-
tada, encontramos novamente estabilidade em regides proximas aos pontos verticais.
Além disso, encontramos o limite de confianca desse modelo. Na segunda parte do
trabalho, a partir das equagoes de movimento de uma particula ao redor de siste-
mas binarios com planetas hospedeiros, exploramos as curvas de velocidade zero e
as configuracoes dois pontos de equilibrio verticais.

Palavras chave: Sistemas binarios. Pontos de equilibrio. Coorbitais. Zonas habita-
veis. Exoplanetas.
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LAGRANGIAN EQUILIBRIUM POINTS IN BINARY STELLAR
SYSTEMS

ABSTRACT

Currently we have approximately 3700 confirmed exoplanets, of which about 170 are
in multiple systems (three stars or more) or binary (two stars). In addition, more
than 50% of all Sun-like stars in our galaxy are in these types of systems. In the
case of binary systems, there are planets detected in two types of orbits: (1) P-type,
in which the stars are closest, with orbital periods of a few weeks or days, and the
planets are orbiting the common center of mass between them; (2) S-type orbits,
in which case the stars are widely separated, having orbital periods of hundreds of
years, and the planets are orbiting only one of the stars of the pair. In some binary
systems, giant planets in P-type orbits are within the system’s Livable Zone, which
makes it difficult or impossible to form a rocky planet within that region, eliminating
the possibility of life as we know it. However, a planet coorbital to this giant, could
be inside the Habitable Zone. Thus, in this work, we study the location and stability
of Lagrangian equilibrium points in binary systems with planets in P-type orbits. In
our first numerical study of stability, we have been able to show that points L.4 and
L5 exist and are stable for more than 10 Myr. From this, we explore the behavior
of these points in two steps. In the first step, through an approximate model, which
replaces the gravitational effect of a binary pair by only a flattened star, we again
find stability in regions close to the vertical points. In addition, we have found the
confidence limit of this model. In the second part of the work, from the equations
of motion of a particle around binary systems with host planets, we explore the
velocity zero curves and the two vertical equilibrium points configurations.

Keywords: Binary systems. Equilibrium points. Coorbitals. Habitable zones. Exo-
planets.
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1 INTRODUCAO

Apébs descobertas de exoplanetas em sistemas binarios, questoes referentes a pos-
sivel existéncia de planetas rochosos (como Mercurio, Vénus, Terra e Marte) e,
consequentemente vida, tornaram-se mais frequentes (LEGER et al., 1996; ANGEL;
WOOLF, 1996; JAKOSKY, 1998; DICK, 2001; CLELAND; CHYBA, 2002; ISENBARGER
et al., 2008). Atualmente existem 3.916 exoplanetas confirmados em mais de 2.900
(NASA, 2019) sistemas estelares, em sua maioria descobertos pela sonda Kepler (BO-
RUCKI et al., 2010) e sua sucessora K-2 (HOWELL et al., 2014). Entretanto, sistemas
como 0 nosso, com uma estrela central, ndo sio os tnicos. Por volta de 50% de todas
estrelas do tipo Sol presentes em nossa galaxia estao em sistemas multiplos de pelo
menos trés estrelas ou bindrios (RAGHAVAN et al., 2010).

Apesar dessa abundancia, no caso de binarios, existem catalogados cem sistemas
com planetas confirmados, dos quais 21 possuem planetas com Orbitas circunbina-
rias (CB), também conhecidos como érbitas P-type, ou seja, orbitando o centro de
massa do par estrelar. Outro tipo de orbita planetaria em sistema binarios, ocorre
em casos em que as estrelas estdo afastadas uma da outra e os planetas do sistema
estdao em orbita de apenas uma de suas componentes estrelares, conhecidas como
6rbitas S-type. Porém, nenhum dos planetas detectados é rochoso. Por outro lado,
trabalhos recentes (QUINTANA; LISSAUER, 2006; QUINTANA; LISSAUER, ; HAGHIGHI-
POUR; RAYMOND, 2007; QUINTANA et al., 2007) exploram a formagao de planetas

CB rochosos e mostram que sua formacao é possivel.

Planetas terrestres ou rochosos sao formados através de um processo chamado acre-
¢ao (WETHERILL, 1980; WANKE; DREIBUS, 1988; WEIDENSCHILLING, 2000). Acregao
é quando particulas solidas microscopicas que se condensam. Essas particulas mi-
croscopicas sdo capazes de se unir através de forcas eletrostaticas e nao por atragao
gravitacional, por serem muito pequenas. Mas, a medida que sua massa aumenta,
suas forcas gravitacionais aumentam e aceleram seu crescimento. Logo tornam-se
grandes o suficiente para serem considerados planetesimais, que continuarao a cres-
cer, passando por embrioes. Em seguida os encontros gravitacionais entre plane-
tesimais resultam em uma mudanca de suas 6rbitas ou em colisoes entre eles. Os

maiores sobrevivem e crescem, se tornando planetas terrestres.

Outra duvida que surge, é referente a possibilidade de que esses planetas rochosos
possam abrigar vida em sistemas bindrios. Em Kaltenegger e Haghighipour (2013),
Haghighipour e Kaltenegger (2013), foi proposto um modelo generalizado para o

célculo da Zona Habitavel (HZ) em sistemas binérios, definida como uma regiao



circunstelar na qual um planeta com massa similar a da Terra, com atmosfera com-
posta por COy — HyO — Ns, possa sustentar dgua liquida em sua superficie (HUANG,
1959; HART, 1978; KASTING et al., 1993; UNDERWOOD et al., 2003; SELSIS et al., 2007;
KALTENEGGER; SASSELOV, 2011; KOPPARAPU et al., 2013; KOPPARAPU et al., 2014).
Portanto, um planeta rochoso com massa similar a da terra dentro dessa regiao,

poderia abrigar vida como a conhecemos.

Mesmo possuindo HZ bem definidas, outras circunstancias podem impedir a forma-
¢ao ou a estabilidade de planetas rochosos em sistemas binarios. Em Barbosa et al.
(2019), um estudo sobre a formacao de planetas tipo Terra, dentro da HZ de sistemas
bindrios, mostrou que planetas hospedeiros dos sistemas, em sua totalidade gigan-
tes gasosos, exercem um papel fundamental nesse processo. Planetas préximos ao
disco de matéria', exercem uma forte interacio gravitacional perturbadora, ejetando
material do disco e consequentemente impossibilitando a formagao de um planeta
com massa da Terra. Por outro lado, alguns sistemas como Kepler-16 (DOYLE et al.,
2011) e Kepler-1647 (KOSTOV et al., 2016) possuem um gigante gasoso dentro de sua
HZ, e com a predominancia gravitacional desses planetas, a formacao de planetas
rochosos em sua vizinhanga acaba sendo dificultada. Porém, satélites naturais ou

corpos coorbitais a esses planetas, poderiam estar dentro da HZ.

Satélites naturais, com excecado de Mercurio e Vénus, estao presentes em todos os
planetas do sistema solar, totalizando 158 satélites. No caso de corpos coorbitais,
Jupiter é o principal exemplo de um astro que compartilha sua orbita com ou-
tros corpos, os chamados Troianos. Esses corpos sao asterdides situados ao redor
de certos pontos de equilibrio da érbita, Ly e Ls, também conhecidos por pontos
de equilibrio Lagrangianos, em homenagem ao matematico Joseph-Louis Lagrange.
Lagrange descobriu a existéncia desses pontos especiais proximos a um sistema de
dois corpos massivos. Isso ocorre devido ao cancelamento da aceleragao centripeta
por forcas gravitacionais dos dois corpos. No total, existem 5 pontos de equilibrio,
os entao convencionados L, Ly, L3, Ly e Ls. Os pontos colineares, Ly, Ly e Ls, sdo
conhecidos por pontos de equilibrio Eulerianos, pois foram descobertos pelo mate-
matico Leonhard Paul Euler. Mas nem todos pontos sao estaveis, apenas Ly e Lj
podem ser estaveis, dependendo da razao de massa entre os corpos maiores. Mais

detalhes sobre esse assunto serao discutidos em secoes seguintes.

'Um disco de matéria é uma acumulacdo de massa em forma de toro ou anel, composta de gés,
poeira, planetesimais, asteroides ou fragmentos de colisdes. Esses pequenos corpos possuem 6rbita
ao redor de componentes estelares ou até mesmo um planeta gigante, como no caso dos anéis de
Saturno (WYATT, 2008).



Apesar de ainda nao terem sido detectados, exoplanetas coorbitais, também conhe-
cidos como “Planetas troianos”, alguns estudos, a partir de investigagoes dinamicas,
mostram que isso nao é impossivel (NAUENBERG, 2002; LAUGHLIN; CHAMBERS,
2002; DVORAK et al., 2004; SCHWARZ et al., 2007). Em relacdo a sistemas binérios,
Schwarz et al. (2009), a partir de integra¢oes numéricas, mostra que sistemas em que
o pardmetro p < 0.04 (1 = my/(mq +ms3), onde m; e my sdo as massas das estrelas
e my > may), possuem capacidade de abrigar planetas nos pontos de equilibrio L4 e

L5 das duas estrelas.
1.1 Motivacgao

Foi mostrado no trabalho de Haghighipour e Kaltenegger (2013), que alguns sistemas
CB possuem uma vasta HZ, com planetas gigantes internos a essa regiao. Nesses
casos, em Barbosa et al. (2019), é mostrado que por se tratarem de planetas gigantes,
a instabilidade gravitacional causada por esse planeta impossibilita em alguns casos
a formacgao de planetas com massa suficiente para serem considerados tipo Terra
dentro da HZ.

Apesar de um planeta muito massivo comprometer a formacao de planetas em 6rbi-
tas proximas, outros corpos podem compartilhar a mesma érbita com esse planeta,
como satélites e corpos coorbitais. A duvida que surgiu foi: existem regices estaveis

coorbitais a esses planetas gigante?

Tabela 1.1 - Tabela contendo os elementos keplerianos e fisicos dos corpos do sistema
binario Kepler-1647 (KOSTOV et al., 2016)

Dados das estrelas - Kepler-1647(AB)

apin, (semieixo maior) 0.1276 au

epin (excentricidade) 0.1602

Periodo orbital ~ 11 dias

M, (massa) 1.22 M

Mp (massa) 0.97 M
Dados do planeta - Kepler-1647b

a (semieixo maior) 2.7205 au

e (excentricidade) 0.0581

i (inclinagao relativa) 2.9855°

m (massa) 483 Mg = 1.5 Mjpiter

A inclinacao ¢ do planeta é relativa ao plano orbital da bindria.

Fonte: Producao do autor.



Movidos por essa questao, realizamos um estudo de estabilidade através de simula-
¢Oes numéricas para checar a existéncia de pontos de equilibrio estaveis coorbitais
ao planeta. Escolhemos o sistema Kepler-1647 (KOSTOV et al., 2016) para estudar
essas regioes. Esse sistema possui o maior planeta confirmado em sistemas CB, com
massa de 1.5M,,. O par binario possui semieixo maior igual a 0.1276au. Os dados
do sistema utilizados na simulacao estao na Tabela 1.1, que mostra os elementos

fisicos e orbitais das estrelas e do planeta hospedeiro do sistema.

Distribuimos aleatoriamente um disco circumbinario de 2.000 particulas de teste
na HZ do sistema, que possui limites interno e externo, respectivamente iguais a
1.51AU e 3.75AU. Essas particulas interagem gravitacionalmente somente com as
estrelas e o planeta, porém, somente sdo afetadas por eles, ndo causando nenhum

efeito gravitacional sobre os mesmos.

Podemos ver na Figura 1.1 que particulas sobrevivem coorbitalmente por pelo menos
2 milhoes de anos, o que indica a existéncia de estabilidade nessa regiao onde se
localizam os pontos de equilibrio L, e Ls. Por outro lado, pensando em um contexto
de formacao planetaria, muitas questoes ainda necessitam ser respondidas, tais como,
qual o limite de massa que sobrevive nessa regiao? Quais sao os limites interno e
externo dessas regioes? Qual efeito é causado na regiao com parametros estelares
diferentes? Essas e muitas outras duvidas nos motivam a realizar o presente trabalho.

A maior delas é referente a existéncia de pontos de equilibrio nesses tipos de sistemas.



Figura 1.1 - Resultado do teste de estabilidade na regido coorbital do sistema Kepler-1647.
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As linhas pretas sdo o semieixo maior do planeta hospedeiro do sistema em func¢ao da
excentricidade. A da direita dada por a = [a,(1 + €,)]/(1 — €) e a da esquerda por a =
lap(1 — ep)]/(1 + €), onde ap e e, sdo o semieixo maior e a excentricidade do planeta

respectivamente.

Fonte: Produgao do autor.



1.2 Objetivos

O grande objetivo deste trabalho é mapear de forma generalizada, por meios tedricos
e numéricos, a existéncia de pontos de equilibrio, similares aos que conhecemos em
nosso sistema solar, em sistemas binarios. Como mencionado anteriormente, estamos
interessados apenas nos sistemas P-type, em que as estrelas estdo préximas uma
da outra, com periodos orbitais de poucos dias e com um planeta gigante gasoso
orbitando o centro de massa do par (DOYLE et al., 2011; KOSTOV et al., 2016; WELSH
et al., 2012; WELSH et al., 2015; KOSTOV et al., 2014; OROSZ et al., 2012).

Tabela 1.2 - Sistemas binarios préximos (P-type) com planetas hospedeiros confirmados.

Sistemas Ano de descoberta Numero de planetas
DP Leo 2009 1
FW Tauri 2013 1
HD 106906 2013 1
HU Aqr 2011 1
Kepler-16 2011 1
Kepler-34 2012 1
Kepler-35 2012 1
Kepler-38 2012 1
Kepler-47 2012 2
Kepler-413 2013 1
Kepler-451 2015 1
Kepler-453 2014 1
Kepler-1647 2015 1
NN Ser AB 2010 2
NY Vir AB 2011 2
OGLE-2007-BLG-349 2016 1
PSR B1620-26 2003 1
Ross 458 2010 1
Roxs 42 2013 1
RR Cae 2012 1
SR 12 AB 2011 1

Fonte: Producao do autor.

A Tabela 1.2 mostra todos os sistemas binarios com érbitas P-type que possuem

planetas confirmados até o momento.



Assim, subdividimos nosso objetivo principal em duas partes:

e Limites de confiabilidade da representacao gravitacional de um

par binario por uma estrela com achatamento

Simulando o efeito gravitacional da segunda estrela, utilizaremos um coe-
ficiente de achatamento J; na estrela primaria, fazendo com que o sistema
fique com apenas uma estrela com massa igual a soma do par. Além do
tempo de processamento ser muito menor, estudar as localizacoes dos pon-
tos de equilibrio em um sistema com apenas uma estrela é uma tarefa mais
simples e conhecida. Contudo, o objetivo ¢é verificar os limites de confiabi-

lidade do modelo a partir de integracoes numéricas.

Para isso iremos confrontar resultados numéricos de duas configuracoes
distintas. Em um dos casos, utilizamos um sistema binario com duas estre-
las de mesma massa, e um planeta com massa igual a de Jupiter. No outro
caso, vamos utilizar apenas uma estrela com um respectivo valor de Js,
que reproduza o efeito gravitacional da companheira estrelar, e o mesmo

planeta tipo Jupiter.

e Investigar o problema circumbinario restrito de quatro corpos:
encontrando os pontos L, e L5 através das equagoes de movimento

de uma particula ao redor de sistemas binarios.

O modelo aproximado da representacao gravitacional de uma estrela com-
panheira por um termo Jo, possui naturalmente seus limites. Desse modo,
é necessario encontrar as equagoes de movimento de um corpo orbitando
um sistema binario que possua um planeta hospedeiro. Com essas equacoes
poderemos encontrar além dos pontos de equilibrio mais precisamente, ex-
plorar a diferenca da configuracao das curvas de velocidade zero em relagao
as curvas do problema restrito de trés corpos a partir da constante de Ja-
cobi. Portando, esse segundo objetivo é determinar de forma analitica as

posicoes e o comportamento dos pontos de equilibrio em sistemas CB.






2 CONCEITOS PRELIMINARES

A existéncia de planetas gigantes em sistemas binarios, dentro de suas HZ, dificulta
ou até mesmo impossibilita a formagao de planetas nessas regioes. Por outro lado,
um hipotético planeta coorbital a esse gigante, consequentemente estaria também
dentro da HZ. Neste trabalho, vamos estudar, a existéncia de pontos de equilibrio

em sistemas bindrios.

O trabalho tem dois enfoques; (1) andlise dindmica de sistemas binarios através de
integragoes numeéricas; (2) andlise dindmica dos sistemas, porém, utilizando métodos

analiticos combinados com numeéricos.

Nesta secao, abordaremos os conceitos necessarios para a compreensao do presente

texto.
2.1 Sistemas Binarios

Estrelas binarias é um sistema estelar que consiste de duas estrelas descrevendo
orbitas fechadas ao redor do centro de massa comum, sobre influéncia gravitacional
mutua. A estrela mais brilhante é chamada de primaria enquanto a de menor brilho
¢ denominada secundaria. As estrelas sdo denotadas por A e B, respectivamente.
No caso das estrelas possuirem o mesmo brilho, a classificacao é dada pela data de

descoberta.

O par binario pode ser classificado com respeito a sua érbita, se baseando na dis-
tancia entre as componentes, relativa aos seus tamanhos. Com isso, as estrelas ficam
divididas em dois tipos, Wide Binaries e Close Binaries. Wide binaries sao estre-
las que possuem periastro estrelar (a maior aproximagao entre as estrelas) muito
grande, chegando a milhares de AU. Essas evoluem separadamente, causando pouco
impacto em sua companheira (JIANG; TREMAINE, 2010). Por outro lado, as Close
binaries possuem apoastro estrelar (maior separacao entre as estrelas) pequeno, com
periodo orbital de apenas poucos dias. Por estarem tao proximas, a evolucao das
estrelas do par estd intimamente ligada (HILDITCH, 2001).

Outra classificagao é dada pelo método de deteccao. Sao elas:

a) Bindrias Visuais: estrelas cuja duplicidade é observada por um telescépio.
Para que isso aconteca, a separagao angular entre as componentes de estre-
las deve ser suficiente para que a resolugao angular do telescopio seja capaz

de detectar o par. A medida que telescopios maiores e mais poderosos sao



criados, o nimero de bindarias visuais tende a aumentar.

b) Bindrias Astrométricas: um sistema estelar binario no qual a estrela pri-
maria, ou mais brilhante, é diretamente observavel e tem mudancas perio-
dicas em sua posicao em relagao as estrelas de fundo, indicando a influéncia
gravitacional de uma estrela secundaria em orbita que nao ¢ diretamente

observavel.

¢) Bindrias Espectroscépicas: A maioria dos sistemas bindarios foi detectada
pelo efeito Doppler em suas linhas espectrais. Se um sistema binédrio nao
for resolvido em seus componentes, o espectro obtido a partir dele sera na
verdade uma combinacao dos espectros de cada uma das estrelas compo-
nentes. Como estas estrelas orbitam uma a outra, uma estrela, A, pode
estar se movendo em nossa direcao enquanto a outra, B, pode estar se
afastando. O espectro de A sera, portanto, deslocado para o azul para
frequéncias mais altas (comprimentos de onda mais curtos), enquanto o
espectro de B serd deslocado para o vermelho (redshifted). Se as estrelas
estdo se movendo através da nossa linha de visao, entdao nao hd mudanca
de Doppler para que as linhas permanegam em suas posi¢coes médias. En-
quanto as estrelas continuam orbitando, A ira retroceder de modo que suas
linhas espectrais se movam em direcao ao extremo vermelho do espectro e

B se mova em direc¢ao ao azul.

d) Bindrias Eclipsantes: O ultimo método de detecgdo de um sistema binério
depende da medicao fotométrica. Muitas estrelas mostram uma mudanca
periédica em sua magnitude aparente. Isso pode ocorrer devido a dois
motivos principais. Pode ser uma tnica estrela que sofre uma mudanca
em sua luminosidade intrinseca. Essas estrelas sao chamadas de variaveis
pulsantes. A segunda possibilidade é que, na verdade, é um sistema binario
no qual o plano orbital se encontra de ponta a ponta para que as estrelas

componentes se eclipsem periodicamente.
2.2 Problema Restrito de Trés Corpos

2.2.1 Introducao

O modelo considera a interacao gravitacional entre trés corpos, levando em conta
que um deles tem massa desprezivel em relagao aos outros dois. Se dois dos corpos

estao em oOrbita circular, coplanar ao redor do baricentro comum entre eles e a massa
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do terceiro corpo é muito pequena para afetar o movimento dos outros dois, entao, o
problema do movimento do terceiro corpo é chamado de problema circular, coplanar
restrito de trés corpos. O problema restrito de trés corpos no sistema solar fornece
um bom entendimento do comportamento qualitativo de certos sistemas, levando

em conta a hierarquia das massas e orbitas dos corpos envolvidos.

Nesta secao, descrevemos as equacoes de movimento, os pontos de equilibrio e suas
localizacoes e a integral de Jacobi no problema de trés corpos. Todas as equacoes e

desenvolvimentos a seguir sao adaptacgoes de Murray e Dermott (1999), capitulo 3.
2.2.2 Equagoes de movimento

Consideramos o movimento de uma particula de massa desprezivel se movendo sobre
influéncia gravitacional de dois corpos com massas m e ms. Assumimos que os dois
maiores corpos estao em Orbita circular centralizada no baricentro comum entre
eles e que ambos agem gravitacionalmente sobre a particula, porém a mesma nao

influencia os dois corpos.

Consideramos um sistema de coordenadas I, J e K no referencial inercial, estando
assim, o centro de massa dos corpos na origem do sistema, como mostrado na Figura
2.1. O eixo [ estd ao longo da linha que liga m; a my em ¢t = 0, J ¢é perpendicular a
I, formando assim o plano orbital dos corpos, e K é perpendicular ao plano I — J
ao longo do vetor momento angular. As coordenadas dos dois corpos massivos sao
(11, J1, K1) e (I3, Jo, K3). Os dois corpos possuem separagdo constante e mesma
velocidade angular sobre o outro e seu centro de massa comum. A unidade de massa
do sistema ¢é convenientemente escolhida de tal modo que p = G(my + ma) = 1.

Assumindo que m; > msy, e definindo

_ mao
e 2.1
= (2.1)
as massas dos dois corpos sao
wm=Gmy=1—p e py = Gmg = i, (2.2)

onde ji = 1/2 e G = 6.67260x10" "' Nm?2kg=2 é a constante gravitacional universal.
A unidade de comprimento é escolhida de tal modo que a separacao entre os dois

corpos massivos seja uma unidade. Consequentemente, o movimento médio n das
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duas massas, também é uma unidade. As coordenadas da particula no referencial
inercial sao (I, J, K). Assim, aplicando a forma vetorial da lei da gravitagao, as

equacgoes de movimento da particula sao:

- L -1 ILh—1
I = 2.3
MEE TR 29

J—J Jy—J

J = e + po A (2.4)
R (2:5)
e, a partir da Figura 2.1,
7] = /(= D2+ (i — J)? + (K1 — K)?, (2.6)
73 = /(o = 1) + (Jo — J)? + (Ky — K)2. (2.7)

Sabendo que os corpos massivos estdo se movendo em Orbitas circulares, entdo a
distancia entre eles é constante e se movem em torno do centro de massa comum com
velocidade angular constante e movimento médio n. Vamos considerar um sistema
referencial girante (z,y, z), onde a origem é a mesma do sistema (I, J, K), no qual
as posicoes dos corpos massivos sao fixas, para isso, o sistema estd girando com
uma taxa constante n na direcdo positiva, como na Figura 2.1. A dire¢do do eixo
x ¢ escolhida de tal maneira que as duas massas sempre estao ao longo dele com
coordenadas (z1,y1,21) = (—p2,0,0) e (z2,Y2, 22) = (111,0,0). Assim, a partir da eq.
(3.2) e seguindo a Figura 2.1, temos

7] = (@ + o) + 42 + 22, (2.8)

73] = /(& — )? + 42 + 22, (2.9)
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onde (z,y,z) sao as coordenadas da particula em relagdo ao sistema referencial

girante.

Figura 2.1 - Uma visdo do plano orbital dos corpos e da particula mostrando a relagao
entre as coordenadas do referencial inercial (I, J, K) e o sistema referencial

girante (z,y, z) da particula no ponto P.
P

My
A origem de ambos sistemas O estd localizada no centro de massa dos dois corpos. K e z
coincidem com o eixo de rotagao e a pequena flecha indica a dire¢io positiva do eixo de
rotacao.

Fonte: Produgao do autor.

Essas coordenadas podem ser relacionadas com o sistema referencial inercial utili-

zando uma simples matriz de rotacao

I cos(nt) —sen(nt) 0 x
J | = |sen(nt) cos(nt) Of.[y]- (2.10)
K 0 0 1 z
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Diferenciando duas vezes cada lado da eq. (2.10), temos

I cos(nt) —sen(nt) 0 T —ny
J | =|sen(nt) cos(nt) 0|.|y+nzl|, (2.11)
K 0 0 1 2
e
I cos(nt) —sen(nt) 0 i — 2ny — n’x
J | = |sen(nt) cos(nt) Of.|4§+2ni—n2y]. (2.12)
K 0 0 1 E

Note que trocando os sistemas referenciais, foram introduzidos ni e ng, termos
relacionados com a aceleracao de Corioli, e n?z e n?y, termos relacionados a acele-
racao centrifuga nas equagoes de movimento. Agora, substituindo I, J, K,I,J e K,

as equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) se tornam

(i — 2ny — n*x)cos(nt) — (§ + 2ni — n’y)sen(nt) =

T —x To — T %51 M2
———— 4+ po——— | cos(nt) + | —= + — sen(nt), (2.13

(i — 2ny — n*x)sen(nt) + (j + 2ni — n’y)cos(nt) =

T — To — H1 H2
————— + s——— | sen(nt) — | —=—= + ——= | ycos(nt), (2.14
(e i) senton) = (g + 5 wosto. 220

: H1 K2
(1 + 1) (219)

Multiplicando a eq. (2.13) por cos(nt), e a eq. (2.14) por sen(nt)
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(i — 2ny — n’x)cos®(nt) — (§ + 2ni — n’y)cos(nt)sen(nt) =

hh— o 2 Hi H2
— + — cos“(nt) + | —== + =3 | ycos(nt)sen(nt), (2.16
(" T o)+ (s ) eostunsenan), 210

(i — 2ny — n’z)sen?(nt) + (4 + 2nd — n’y)cos(nt)sen(nt) =

i T2 — T 2 H1 H2
— + — sen“(nt) — — 4+ — ycos(nt)sen(nt), (2.17
(st T et (54 20 seostaysentun, (247)

somando os produtos, teremos

(2.18)

2(:’1’:—2ny—n2x):2< i xg—:c>

Agora, multiplicando a eq. (2.13) por —sen(nt) e a eq. (2.14) por cos(nt), teremos

— (& — 2ng — n’x)sen(nt)cos(nt) + (jj + 2ni — n’y)sen®(nt) =

Ty — Ta — T 25 U2 2
— - T — sen(nt)cos(nt) — | == + 7577 | ysen“(nt), (2.19
(“’1 AE \r213> ot (wg \r213> ), (219

(i — 2ng — n*z)cos(nt)sen(nt) + (§ + 2ni — n’y)cos*(nt) =

r1 — X To — X J251 Mo 9
= + = cos(nt)sen(nt) — | —== + —== | ycos™(nt), (2.20
(ul e ) (nt)sen(nt) (lr”g Mg) (1), (2.20)

e somando os produtos, teremos

. . M1 H2
i —nly = — . 2.21
Y+ 2nc —n'y (,mg—i-%‘g)y ( )

Finalmente, dividindo os dois lados da eq. (2.18) por 2, as equagoes de movimento
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da particula no sistema referencial girante se tornam

. . rK — & To — X
T —2ny — n’r = (:ul |7,—i|3 + p2 |’I“_é’3 > ) (222>
. . M1 125)
oni —n’y = — 2.23
J 4+ 2ni —ny <m|3+|6‘3>y, (2.23)

H1 H2

== ==+ == | 2. 2.24
’ (\rz|3+|ra|3>z .

Lembrando que as coordenadas dos dois corpos massivos sao (x1, 41, 21) = (—p2,0,0)
e (22, Y2, 22) = (11, 0,0), podemos substitui-las nas equagoes (2.22) e (2.23), e assim,

escrever as equacoes de movimento como

i —2ny —nr =~ (ule‘f + uzxié“> , (2.25)
|7”1| |7“2|

. . M1 U2
+2ni —ny = — | = + = ) , 2.26
! == (i ) (220

. M1 H2

Z = — _,7—'—_,7 Z. 227
(\7‘1|3 |7”2|3> (2.27)

Essas aceleracoes também podem ser escritas como o gradiente de uma fungao escalar

U:

ou
i ony = Y '
£—2ny=—_, (2.28)
Y+ 2ni = ZZ, (2.29)
. oU

Onde U = U(x,y, z) é dada por
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2

n M1 2
U= —(2*+9y°) + = + = 2.31
5 ) ERA (2.31)

Na equacio acima, o termo z+y? é o potencial centrifugo, 1/r; e 1/r, sdo potenciais
gravitacionais, e as derivadas parciais dao origem as forcas centrifuga e gravitacional,

respectivamente.

Os termos —2ny e 2ni nas equagoes 2.28 e 2.29 sdo os termos de Corioli’s, que
dependem da velocidade da particula no referencial girante. A forca de Corioli’s

resultante forma um angulo reto com a velocidade e, portanto, ndao exerce trabalho.

Definimos, por conven¢ao em mecanica celeste U* = —U, de modo que as equagoes

de movimento se tornam

oU*
B — 2ng = — 2.32
Z ny o (2.32)
y+2mt:—ig, (2.33)
. our
Z=— 5 (2.34)

2.2.3 Integral de Jacobi

Multiplicando as equacgoes 2.28, 2.29 e 2.30 por &, y e £ respectivamente e somando

os dois lados das equacoes, teremos

ou . oU

—x+ — —Z. 2.
axxnt 8yy+ 55 - (2.35)

T+ yy+ 22 =
Agora integrando no tempo a equagao 2.35, teremos
d*z\ dx d*y\ dy d*z\ dz
—— = — = — | —|dt =
/l(dﬁ) ﬁ_+<d#> a \az ) @

k/<ade QU dy | U d=

%ﬁ+@ﬁ+&ﬁwt@m
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T —0Ug 4 U 4 OU
Lembrando que U = 320 + ay ¥ T 5, 2, teremos

1 (dz\> 1 dy2 1(d2\>
2<dt> +2<dt> +2<dt> +C,=U+Ca. (2.37)

Usando —C; = 2(Cy — (), finalmente teremos

dz\> dy 2 dz\’
— — — | =2U0-C; 2.
(%) + (%) +(5) ~2w-c (2.39)

onde C; ¢ uma constante de integragao. Podemos escrever a equagao 2.38 como o

quadrado da velocidade de uma particula no sistema girante,

v =2U - C, (2.39)

ou utilizando a equacao 2.31, podemos escrever a equagao 2.39 como

Cy=n’(®+12) +2 [ L+ 22 - d 2+ ay 2+ dz)’ (2.40)
7 [T dt dt dt '

Este resultado foi obtido pela primeira vez por Jacobi (1836) e é conhecido como

integral de Jacobi.

A maior utilidade da constante de Jacobi é localizar onde a velocidade da particula

é igual a zero, nesse caso teriamos

C; =2U (2.41)

ou

Oy =n2(@® + 1) + 2 [ AL 4+ L2 (2.42)
[ETITE

A equacao 2.42 define um conjunto de superficies para valores particulares de C}.

Essas superficies sdo conhecidas como superficies de velocidade zero. Elas desempe-
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nham um papel importante na andlise dos limites do movimento da particula. Esse
conjunto de superficies quando interceptado pelo plano xy, forma um conjunto de
curvas de velocidade zero. A Figura 2.2 mostra um exemplo dessas curvas para o
caso de o = 0.2 e n = 1. A equagao 2.38 mostra que 2U deve ser sempre maior ou
igual a C}, pois se nao, a velocidade seria complexa. Com isso a equagao 2.42 define
também limites em que o movimento da particula nao é possivel. Contudo, a exis-
téncia da constante de Jacobi nos mostra que o movimento nao pode ser resolvido
para condigOes iniciais arbitrarias da particula, ou seja, define regioes do plano xy

onde a particula nao pode estar.

Figura 2.2 - Curvas de velocidade zero para dois valores distintos da constante de Jacobi.

(a) (b)
Em (a), C; = 3.9 e em (b), C; = 3.7. As areas sombreadas denotam regioes de movimento
impossivel para uma particula.

Fonte: Produgao do autor.

As regioes sombreadas na Figura 2.2 denotam posi¢oes onde o movimento da parti-
cula é impossivel. Na subfigura (a), podemos ver que uma particula com uma dada
C; orbitando g, na regiao nao sombreada, nunca orbitaria py ou escaparia do sis-
tema tendo em vista que ela deveria atravessar a regiao de movimento impossivel. O
reverso acontece para uma particula orbitando p;. Em (b), uma particula orbitando

(1 pode também eventualmente orbitar o, porém, nunca escapar do sistema.
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2.2.4 Pontos de Equilibrio Lagrangiano

No modelo descrito anteriormente, existem pontos de equilibrio que sao posicoes de
uma particula P no sistema inercial, com velocidade apropriada, de modo a estar

estaciondria no sistema girante.

Sejam a, b e ¢ vetores posicao que denotam as localizagdes da massa mq, o centro
de massa O e a localizacao da massa my respectivamente, em relagdo a posicao da

particula P, como na Figura 2.3.

Figura 2.3 - Forcas gravitacionais sofridas por uma particula P de massa desprezivel de-
vido a atracdo de duas massas mi e mo.

m, m,
O ponto O denota o centro de massa comum entre as massas.

Fonte: Producgao do autor.

A posicao do centro de massa O é dada por

m16+ m25 -,

b= ou  my(@—b) =my(b—a). (2.43)

my + mao

Fazendo o produto vetorial da segunda forma da equagao 2.43 por Fi+ P_’;, temos

ma(Fy x @) +my(Fy x @) = 0. (2.44)

Sabendo que o angulo entre F} e ¢ é o oposto do angulo entre F5 e @, desse modo

podemos escrever a equacao 2.44 na forma escalar como
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mgFlc = mnga. (245)

Substituindo as forcas gravitacionais, F; = Gmy/a* e F, = Gmy/c?, na equacio 2.45,
temos que a = c¢. Portanto, o tridngulo formado pelas duas massas e a particula é um
tridangulo isosceles. Isto implica que a mediatriz da linha que une m; e msy intercepta

P (linha tracejada na Figura 2.4).

Figura 2.4 - Geometria do balanco das forgas.

my

Onde P denota a localizagdo de uma particula com massa desprezivel em um ponto de
equilibrio. A linha tracejada denota a mediatriz da linha que une mj; e ms e passa por
p.

Fonte: Produgao do autor.

Para balancear a aceleracao centrifuga de P com a for¢a por unidade de massa

direcionada para o centro de massa, temos

n?b = FycosP + Fycos, (2.46)

onde [ é o angulo entre Fiebe ~ o angulo entre Fye l;, como na Figura 2.4. Assim
sendo,

G
n? = ﬁ(mlbcosﬂ + mabcosy). (2.47)

Utilizando os segmentos dos triangulos formardos por O, P e as duas massas, temos

bcos = a — gcosa,
& g (2.48)
bcosy = a — (d — g)cosa,
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onde d é a distancia entre as massas, g é a distancia entre my e O, e

d
= —. 2.49
cos o ( )

Utilizando a definicao de centro de massa e os segmentos dos triangulos, temos

mg
g =
my +m
"y (2.50)
d—g= d
mi + Mo
Portanto, a equacao 2.47 se torna
G(m1 + mg) mims
2 2 2
= ————d . 2.51
" a’h? ¢ (m1 + my)? (251)
E a partir da let dos cossenos,
b2 = a® + ¢* — 2agcosa = a* + ¢* — gd. (2.52)

Substituindo nessa equacao a expressao de g a partir da equagao 2.50, e arranjando

os termos, o que resulta

P =a®— ——— > (2.53)

(2.54)

Com isso, a partir da terceira lei de Kepler de movimento planetario, n? = G(m; +

my)/d3, o que nos faz concluir que a = d.

Portanto, no caso de um sistema de forgas gravitacionais exercidas por m; e mao,

temos um ponto de equilibrio no vértice de um triangulo equildtero oposto ao lado
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que é formado pela linha que liga as massas m; e mo. Outro ponto de equilibrio
estd abaixo dessa linha, também no vértice de outro triangulo equilatero em que
a mesma linha que liga m; e msy seja um dos lados, estando assim, os dois pontos
sobre o eixo de simetria dos triangulos. Esses sao os pontos de equilibrio lagrangiano
L4 e Ls, respectivamente. Além desses dois pontos, existem outros trés colineares a

m1, O e moy, conhecidos como Ly, Ly e Ls.
2.2.5 Localizacao dos Pontos de Equilibrio

Assumindo que os movimentos de P;, P, e P; estao confinados no plano xy e assu-

mindo a unidade de distancia como a separacao fixa entre os corpos massivos.

Seguindo o exemplo de Brouwer e Clemence (1961), vamos reescrever U de uma
forma diferente com o intuito de facilitar os calculos. A partir das defini¢oes de 77 e

73 nas equagoes 2.8 e 2.9 e lembrando que py + po = 1, temos

a7 ? + polr3 = 2 + y? + papa, (2.55)
e portanto
U 1 ]l L) 1
= eyl —t— |z . 2.56
M1 <‘7’_ﬂ 2 2 |7”3 9 2“1“2 ( )

A vantagem dessa equacao é que a dependéncia de x e y foi removida, e com isso
as derivadas parciais se tornam mais simples. Outro fato é que 71 e r3 sdo sempre

quantidades positivas, diferentemente de x e y.

Agora considerando as equagoes 2.28 e 2.29, com & = §j = & = y = 0. Para encon-
trar as localizacoes dos pontos de equilibrio devemos resolver o seguinte sistema de

equagoes diferenciais nao lineares

oUu oU 0|r] oU 0|rs|
Y = 2.57
or o] ox o 0w (257)
ou  ou a|r| oU Olr3|
dy  J|ri| Oy 3| dy

usando a forma de U = U(|ri],|r3|), introduzida na equagao 2.56. Calculando as

(2.58)
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derivadas parciais, podemos escrever as equacoes para a localizacao dos pontos de

equilibrio como

1 o) T e ( 4>$ Ha
_ 1y M2 S M, 2.59
u1< . m) 0 (i) 2 (2.5
1 0\ v 1 Sy Y
,ul ( ‘7"1’2 ‘ 1|) ’Tll ,UQ ( ‘7"2’2 | 2 ) |712 ( )

Examinando as equagoes 2.57 e 2.58, é possivel perceber a existéncia da solugao

trivial em
ou 1 ou 1
= ——— + 1l | =0, ,=——5= ———+ 73], 2.61
st = () =0 g e () e
dados |r1| = |73 = 1 em nosso sistema de unidades. Usando as equagoes 2.8 e 2.9,

que implica em

(x + [1,2)2 +y? =1, (x — ul)z +y?P=1 (2.62)

com as duas solugoes

1
T =5~ e y=t—. (2.63)

|5

Cada um dos dois pontos definidos por essas equacoes formam um tridngulo equi-
latero com as massas j1; e us. Esses sao os pontos lagrangianos triangulares citados
na secao anterior como Ly e Ls. E claro, a partir da equacio 2.60, que y =0 ¢é uma
simples solucao da equacgao 2.58, implicando que os pontos de equilibrio restantes
estao ao longo do eixo x e satisfazendo a equacao 2.57. Existem trés solugoes cor-
respondentes aos pontos de lagrangianos equilibrio colineares, denotados por Ly, Lo
e Lz. Como em nosso trabalho estamos interessados nos pontos de equilibrio trian-
gulares, nao iremos demonstrar as localiza¢ées dos pontos colineares. Para detalhes
sobre as localizagoes dos pontos colineares, veja em Murray e Dermott (1999) pég.
78-80. As localizagoes de todos pontos lagrangianos e as curvas de velocidade zero
para trés valores criticos da constante de Jacobi para ps = 0.2, sdo mostradas na

Figura 2.5.
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Na Figura 2.5, L; possui o maior valor para a constante de Jacobi, C; = 3.805 e esta
localizado em um ponto critico mais interno da curva. Fazendo uma comparacao com
a Figura 2.2, podemos perceber que L, separa as trajetorias confinadas a orbitar
em torno de p; ou de g, daquelas que podem orbitar ambas as massas. O ponto
Ly, tem C; = 3.552 e ¢é outro ponto de sela na curva de velocidade zero. Uma
particula com C; < Cp, poderia orbitar nas regioes interiores ou exteriores do plano.
Duas ramificacoes das curvas de velocidade zero também se encontram no ponto Lg
(C; = 3.197 para o mesmo ps). Os pontos de equilibrio L, e Ls possuem os menores
valores para a constante de Jacobi (C; = 2.84), se uma particula possuir C; < Cp, ,
entao nao existirao regioes impossiveis no plano para a particula. Isso nao implica
que a particula podera viajar para todos pontos do plano, apenas que a constante

de Jacobi nao preve limites para o movimento.

Figura 2.5 - Localizagdo dos pontos Lagrangianos de equilibrio e as curvas de velocidade
zero associadas para pg = 0.2.

A Figura mostra as curvas de velocidade zero para trés valores criticos da constante de
Jacobi que passa através dos pontos Li, Lo e Ls.

Fonte: Produgao do autor.

Apesar de conhecermos a existéncia dos pontos de equilibrio, nem todos sao estaveis.
Os pontos de equilibrio colineares sao sempre instaveis. Entretanto, com condigoes
iniciais especiais podemos encontrar orbitas estaveis e periddicas na vizinhanca des-
ses pontos de equilibrio (SZEBEHELY; PETERS, 1967). Como exemplo temos a sonda
espacial SOHO que foi colocada na vizinhanca de L; do sistema Terra-Sol para

observar o Sol. Ja os pontos L, e L5 podem ser estaveis.
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Figura 2.6 - Esquema hipotético de orbitas ferradura e girino.

!

(a) Orbita tipo Ferradura. (b) Orbita tipo Girino.

A curva circunscrita aos pontos L4, L3 e Ly é chamada de Orbita ferradura, enquanto em
b), as curvas ao redor de Ly e L5 sdo chamadas de 6rbitas girino e p; e po sdo as massas
dos primarios.

Fonte: Produgao do autor.

2.2.6 Orbitas Ferradura e Girino

Particulas estao ao redor dos pontos de equilibrio Ly, L3 e L5 de um dado sistema,
possuem érbitas do tipo ferradura (Figura 2.6a). Porém, quando estao ao redor de
L4 ou Ls, possuem 6rbitas do tipo girino (Figura 2.6b). Embora Lagrange tenha des-
crito o movimento dos corpos ao redor desses pontos de equilibrio em 1788, quando
publicou sua obra Analytical Mechanics, apenas em 1906 um corpo mostrando esse
tipo de movimento foi descoberto por Maz Wolf (NICHOLSON, 1961). Ele encontrou
um asterdide ao redor do ponto L, de Jupiter no sistema Sol-Jupiter. Particulas
que estao nesses tipos de érbitas sao também conhecidas como particulas coorbitais,

pois dividem a mesma orbita com um outro corpo.

Jupiter tem atualmente 4.595 objetos ao redor de L4 e 2.434 ao redor de Ls'. Porém,
Jupiter ndo é o tinico a possuir corpos coorbitais, outros exemplos como Marte?,
Netuno e até mesmo sistemas de satélites coorbitais, como no caso de Saturno,

possuem corpos com esse tipo de movimento.

"http://www.cfa.harvard.edu/iau/lists/JupiterTrojans.html
’http://www.cfa.harvard.edu/iau/lists/MarsTrojans.html
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3 MODELO APROXIMADO

Em sistemas CB, a proximidade do par estelar implica em curto periodo orbital
das estrelas. Em casos extremos, como a classe rara de bindrias ultracompactas
conhecidas como estrelas AM CVn ou como bindrias de periodo ultra curto, onde os
periodos orbitais variam entre 5 e 65 minutos (WARNER, 1995; NELEMANS, 2004).
Desse modo, estrelas pertencentes a estes tipos de sistemas, possuem velocidade
orbital muito alta. Desse modo, se observarmos hipoteticamente esse sistema a uma
longa distancia, seria impossivel identificar o par binario, e sim, iriamos observar

algo como um elipsoide.

Como mencionado no capitulo 1, encontramos um coeficiente de achatamento que
serd inserido em apenas uma estrela, com massa igual a soma das massas do par
binario, que forneca um efeito gravitacional de ambas. Desse modo, ao invés de
duas estrelas em nossos sistemas, teremos apenas uma. Utilizando o integrador de
N-corpos, MERCURY (CHAMBERS, 1999), confrontaremos resultados obtidos nas
integracoes numéricas de simulagoes utilizando um corpo achatado com seu respec-

tivo par binario.

Figura 3.1 - Dinamica hipotética de uma érbita entre dois corpos massivos.

Representacao 3-D de um copo menor em azul girando ao redor de um corpo maior em
vermelho.

Fonte: Produgao do autor.

Em Amarante e Hamilton (2015), foi proposto um modelo a partir dos coeficientes
geopotenciais (KAULA, 1968), que considera o efeito de Caronte girando ao redor
de Plutao como um toro de massa, como ilustrado na Figura 3.1. Nesse modelo, a

estrutura hipotética de Plutao com seu “toro” de massa (Caronte), afeta gravitacio-

27



nalmente suas luas aproximadamente como um corpo achatado com um certo termo

Jo. Neste modelo, o coeficiente pode ser encontrado a partir de

1m [apn\?
=55 () (31)

onde m e M sdao as massas do menor e maior corpo respectivamente (Plutao e
Caronte) e R é o raio do maior corpo. Em nosso caso, utilizamos a equacao 3.1,
onde o maior corpo sera a estrela primaria e o menor a secundaria, R sera o raio das
estrelas e ap;, 0 semi eixo maior das binarias em relagao ao centro de massa comum

entre elas.
Desse modo, abordaremos este problema usando os seguintes passos:
3.1 Modelagem dos sistemas - Condicoes iniciais

Para checar os limites e a confiabilidade da aproximacao proposta, realizamos um
conjunto de 4 simula¢oes numéricas. Nessas simulagoes, estardo presentes o par bina-
rio, um planeta hipotético tipo Jupiter e um disco circumbinario de particulas. Como
estamos interessados nos pontos Lagrangianos de equilibrio Ly e Ls, as particulas

serao distribuidas apenas nessas regioes.

As massas das estrelas do par, M4 e Mp, sdo iguais a 1/2 M, enquanto o planeta,
tendo em vista que todos exoplanetas detectados e confirmados em sistemas binarios
se tratam de gigantes gasosos, adotaremos um tipo Jupiter, ou seja, mesma massa de
Jupiter (= 1.898e27K g). Além da massa, o semieixo maior do planeta a, (referente
ao centro de massa comum das estrelas), também serd igual ao de Jupiter (=~ 5.2AU),
enquanto a excentricidade e inclinagao referente ao plano da binaria, iguais a 0. A

excentricidade, e a inclinacao das estrelas também serao iguais a 0.

Variamos o semieixo maior das estrelas (ap,), 0 que resultard em diferentes valores
de J5. Em cada caso, iremos comparar os resultados das simulagoes com duas estre-
las e um copo achatado, de modo que possamos checar os limites de confiabilidade
da aproximacao. Como dito anteriormente, testaremos 4 casos. Nessas situacgoes ap;,
é igual a 2 Rgar, 4 Rgtar, 8 Rgtar € 16 Ry, onde Ry, € 0 raio das estrelas. O
raio ¢ encontrado utilizando a mesma densidade média solar (1.41g/cm?) e assu-
mindo ambas esféricas. Assim, o semieixo maior das estrelas (ay;,) e o coeficente de

achatamento J; relativo a cada a;,, podem ser vistos na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 - Valores obtidos do J, para cada configuragao distinta. Onde R, corresponde
ao raio das estrelas.

Simulacdo ap;, (AU) Jy Efetivo

1 2 Rstar 2
2 4 Rgar 8
3 8 Rstar 32
4 16 Rgtar 128

Fonte: Producao do autor.

Serao distribuidas 400 particulas aleatoriamente em um setor circular ao redor de
L4 e outras 400 em torno de Ls, totalizando 800 particulas. O setor é delimitado por
um arco de 80°, centrado no ponto Lagrangiano (60° e 300° no sentido anti horario),
e os raios orbitais extremos da maior orbita em ferradura, como pode ser visto na
Figura 3.2. A metade da largura da maior 6rbita em ferradura é dada por Dermott

e Murray (1981) como

1

Aferradura = ;US’GQ, (32)
onde pi5 € ay sdo a razao de massa do planeta com a somatoria das massas das estrelas
e o semieixo maior do planeta, respectivamente. As posicoes das particulas sao as
mesmas em todas as simulagoes de 1 a 4. Também foi considerado que as particulas
nao interagem gravitacionalmente entre si e que tem massa desprezivel, fazendo com
que somente sofram efeitos gravitacionais das estrelas e do planeta. Como estamos
interessados apenas na regiao coorbital, definimos como ejecao, distdncia minima e
maxima para uma particula ser removida da simulacao, 4 e 6 AU respectivamente.
Todas as simulagoes numéricas foram realizadas utilizando o pacote MERCURY
(CHAMBERS, 1999).
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Figura 3.2 - Localizagdo dos setores em torno de L4 e Ls onde as particulas foram inicial-
mente distribuidas.

. _ " 2 M ferradura
40
EstrelaA‘ _: ._‘EstrelaB Plzzeta

; 40° -
40°,

Cada setor é delimitado por um arco de 80°, centrado no ponto Lagrangeano, e os raios
orbitais extremos da maior érbita ferradura. A metade da largura da maior érbita em
ferradura, A ferradure, ¢ dada pela equacao 3.2.

Fonte: Produgéao do autor.

3.2 Resultados das simulagoes

As Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 mostram as séries temporais do semieixo maior e
excentricidade média das particulas para cada simulagdo. Para cada intervalo de
tempo igual a cinco anos, calculamos a média do semieixo maior, subfigura superior,
e da excentricidade, subfigura inferior, de todas particulas. As linhas vermelhas de
cada subfigura sao referentes a resultados de simulagdes com duas estrelas e as pretas

sao referentes a apenas uma estrela achatada.

A Tabela 3.2, apresenta o nimero de colisdes e ejecoes de cada simulagao. Esses
nimeros sao dados em relagdo ao tempo final de integracao de cada caso (tempos
finais de cada simulagdo também podem ser vistos nas Figuras 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10).
Como dito anteriormente, serao excluidas da simulagao, particulas que seus semieixos

maiores ultrapassem 6 au ou que sejam inferiores a 4 au. As colisbes mencionadas
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Figura 3.3 - Comparacio entre as séries temporais do semieixo maior médio e excentrici-

dade média das particulas na simulacdo 1.
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Onde apip, = 2 Rstars, de cima para baixo respectivamente. A linha preta se refere aos
resultados das simulac¢des utilizando o modelo aproximado com uma estrela achatada
enquanto a linha vermelha ao sistema com um par binario.

Fonte: Produgao do autor.

na tabela sao referentes a colisbes com o planeta hospedeiro do sistema, tendo em
vista que uma particula é considerada ejetada antes mesmo de chegar proximo ao

corpo central e colisoes entre as mesmas nao sao consideradas em nosso programa.

As Figuras 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10 a seguir, mostram a evolugao orbital das simulagoes
de 1 a 4, respectivamente. Nessas figuras podemos ver a evolugdao dinamica das
particulas de teste, sendo o semieixo maior no eixo horizontal e a excentricidade no
eixo vertical. Em todas as figuras mencionadas temos duas colunas, sendo a coluna
da esquerda referente a simulagoes com duas estrelas e a coluna da direita simulagoes
referentes a sistemas com uma estrela com seu respectivo coeficiente de achatamento
Jo, com cada linha indicando o mesmo instante de tempo. A Figura 3.7 apresenta
tempo final de integracao de 1.690 anos, a Figura 3.8 de 3.785 anos e as Figuras 3.9
e 3.10 de 5.000 anos.
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Figura 3.4 - Comparacdo entre as séries temporais do semieixo maior médio e excentrici-
dade média das particulas na simulacdo 2
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Onde ap;p, = 4 Rgpars, de cima para baixo respectivamente. A linha preta se refere aos
resultados das simulacbes utilizando o modelo aproximado com uma estrela achatada
enquanto a linha vermelha ao sistema com um par binario.

Fonte: Produgao do autor.

Figura 3.5 - Comparacio entre as séries temporais do semieixo maior médio e excentrici-

dade média das particulas na simulacdo 3.
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Onde apip, = 8 Rstars, de cima para baixo respectivamente. A linha preta se refere aos
resultados das simulac¢des utilizando o modelo aproximado com uma estrela achatada
enquanto a linha vermelha ao sistema com um par binario.

Fonte: Produgao do autor.
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Figura 3.6 - Comparacio entre as séries temporais do semieixo maior médio e excentrici-
dade média das particulas na simulacdo 4.
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Onde ap;, = 16 Rsiars, de cima para baixo respectivamente. A linha preta se refere aos
resultados das simulac¢des utilizando o modelo aproximado com uma estrela achatada
enquanto a linha vermelha ao sistema com um par binario.

Fonte: Produgao do autor.

33



Tabela 3.2 - Comparacao entre o nimero de ejegoes e colisbes com o planeta.

Simulacao 1 - api, = 2 Rgiar
Duas estrelas Uma estrela com Js
Numero de colisoes 1 1
Numero de ejecoes 48 45

Simulacao 2 - api, = 4 Rgiar
Duas estrelas Uma estrela com Js
Numero de colisoes 1 1
Numero de eje¢oes 66 60
Simulacao 3 - apin, = 8 Rgiar
Duas estrelas Uma estrela com Js
Numero de colisoes 2 14
Numero de eje¢oes 63 45
Simulacao 4 - api, = 16 Rgar
Duas estrelas Uma estrela com Js
Ntumero de colisoes 6 13
Numero de ejegoes 64 51
Na tabela estd representado o sistema com duas estrelas (binarias) e uma estrela apenas
com o termo Jy efetivo.

Fonte: Producgao do autor.
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Figura 3.7 - Comparacdo entre um sistema binario e um sistema singular com termo J
representando o efeito da segunda estrela que possui semieixo maior de 2

Rstar .
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 3.8 - Comparacdo entre um sistema binario e um sistema singular com termo J
representando o efeito da segunda estrela que possui semieixo maior de 4

Rstar .
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Figura 3.9 - Comparacdo entre um sistema binario e um sistema singular com termo J,
representando o efeito da segunda estrela que possui semieixo maior de 8

Rstar .
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Figura 3.10 - Comparagcdo entre um sistema binario e um sistema singular com termo J,
representando o efeito da segunda estrela que possui semieixo maior de 16

Rstar .
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3.3

Conclusao

a)

Simulagdo 1: Com o baixo valor do semieixo maior das estrelas, o que
reflete fisicamente em duas estrelas se tangenciando externamente, o coe-
ficiente de achatamento consegue suprir de forma satisfatoria a auséncia
da companheira estrelar, tendo em vista que nao existe diferenca entre o
numero de colisdes entre os dois casos, e a de ejecoes ¢ igual a 3 particulas
a mais no caso em que temos duas estrelas, como pode ser visto na Ta-
bela 3.2. Na Figura 3.7, onde é mostrada a evolucao do semieixo maior e
a excentricidade das particulas no mesmo instante de tempo para os dois
casos, o comportamento dindmico é extremamente parecido nos dois casos.
A diferenca no nimero de ejegoes, sendo esse nimero maior nas simula-
¢oes com duas estrelas, pode ser explicado pela Figura 3.3. Nela podemos
perceber que a excentricidade média das particulas é menor no caso em
que temos apenas uma estrela, isso faz com que as particulas nao escapem

facilmente da regiao coorbital.

Simulagdo 2: Nesta simulagao, o semieixo maior das estrelas do par binario
¢é maior, sendo ele ay;;, = 4 Rgas. Novamente, nao existe diferenca entre o
numero de colisoes nos dois casos. Em relacao ao niimero de ejegoes, temos
uma diferenca de 6 particulas ejetadas a mais no caso em que temos duas
estrelas, como pode ser visto na Tabela 3.2. Ainda assim, comparando os
resultados mostrados na Figura 3.8, podemos perceber que a evolugao di-
namica das particulas é bem similar nos dois casos. A diferenca no nimero
de ejecoes, pode ser explicado pela Figura 3.4, onde a excentricidade das
particulas no caso em que temos apenas uma estrela é menor, o que pro-
move um menor numero de ejecoes das particulas em relagdo ao caso com

duas estrelas.

Simulagio 3: Com o aumento do semieixo maior (ap, = 8 Raars), a di-
ferenca cresce consideravelmente. Para o niimero de colisdes, temos uma
diferenca de 12 particulas que colidiram a mais, no caso em que temos
apenas uma estrela. J4 o nimero de eje¢oes, é maior no caso em que temos
duas estrelas, sendo essa diferenca igual a 18 particulas. Isso nos mostra, a
partir dos nossos resultados, que o modelo possui menor diferenca nesses
numeros para ap;, < 4 Rgars. Na Figura 3.9, também é possivel perceber
que o comportamento das particulas vai se tornando cada vez mais distinto

com o passar do tempo.

39



d) Simulagio 4: Nesse caso (apin = 16 Rgars), a diferenca entre o niimero
de colisdes e ejecoes é um pouco menor do que no caso anterior, 7 e 13
respectivamente. Apesar disso, podemos ver na Figura 3.10 que existe uma
grande diferenca entre as posi¢oes das particulas no mesmo instante de
tempo. Podemos concluir, que a diferenga entre o niimero de colisoes e
ejecoes nesse caso nao ¢ tao grande, pois a alta separacao das estrelas
exerga uma forte perturbacdo no movimento do planeta e das particulas,
causando um maior niimero de colisoes e de eje¢des. Por sua vez, o mesmo
ocorre com o alto valor do Jy que representa essa separac¢ao, porém, isso
apenas indica que os dois casos possuem bastante perturbacao e nao que

os dois se comportam da mesma forma.

Em todos os casos podemos perceber que o niimero de ejegoes é maior nas simula-
¢oes com duas estrelas. Isso ocorre devido ao fato de que nas simulagoes com duas
estrelas, o fim de cada periodo orbital do par binario perturba o disco aumentando a
excentricidade das particulas, fazendo com que as mesmas sejam ejetadas. O que nao
ocorre com apenas uma estrela achatada, que possui efeito gravitacional constante

sobre as particulas, seja qual for a posi¢do de um corpo em érbita da mesma.

O modelo aproximado, se mostra bastante eficiente para sistemas com pequenas se-
paragoes entre as estrelas. Para estrelas com separacoes maiores que 4 raios estelares,

o modelo comeca a apresentar diferencas consideraveis nos resultados.

Em integradores numéricos, o baixo valor do semieixo maior das estrelas faz com que
o passo do integrador seja muito pequeno, tendo em vista que o periodo orbital das
estrelas seja de poucos dias. Dessa forma, em um estudo de formagao planetaria nesse
tipo de sistema, onde simulag¢oes numéricas precisam ser integradas por de centenas
de milhoes de anos, com um passo do integrador muito pequeno, as simulagoes
podem levar meses para acabar. J4 com o modelo, a mesma simulacao leva apenas
alguns dias. Em nosso caso, para a simulacao 1, em que as estrelas possuem semieixo
maior de apenas dois rais estelares, o caso em que temos duas estrelas, a integragao
numérica levou aproximadamente 15 dias para integrar 1690 anos. Ja o caso em que

temos apenas um estrela achatada, a mesma simulacao levou apenas 2 horas.
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4 PROBLEMA CIRCUMBINARIO RESTRITO DE QUATRO COR-
POS

No capitulo anterior verificamos que a aproximacgao proposta nesse trabalho possui
limites. Portanto, nessa se¢do estamos interessados em estudar os pontos verticais
de equilibrio Lagrangianos de forma analitica. Especificamente, buscamos encontrar
em um sistema com duas estrelas e um planeta, posi¢oes e velocidades adequadas em
um referencial inercial, onde um quarto corpo estaria em equilibrio em um sistema
girante. Estendemos nossa andlise para considerar a interacao gravitacional entre
quatro corpos, de modo que o quarto corpo possua massa desprezivel em relagao aos

outros trés.

Se dois corpos primarios possuem orbita circular e coplanar em torno do centro
de massa comum entre eles, outro corpo menos massivo mais afastado, também
com Orbita circular e coplanar ao redor do centro de massa dos primarios e um
quarto corpo com massa desprezivel em relacdo aos outros trés, o problema do
movimento do quarto corpo sera chamado aqui de problema circumbindrio restrito
de quatro corpos. Nessa secao descrevemos as equagoes de movimento do problema
circumbinario de quatro corpos, discutiremos a localizacao dos pontos verticais de

equilibrio Lagrangianos e analisaremos o papel da, constante de movimento, integral

de Jacobi.
4.1 Equacgoes de movimento

Consideramos o movimento de uma particula de massa desprezivel movendo-se sob
influéncia gravitacional de trés corpos com massas my, mpg e mp, referentes aos
pontos A, B e P na Figura 4.1, respectivamente. Assumimos que os dois corpos
primarios mais massivos my4 e mpg estdo em Orbitas circulares ao redor do centro
de massa comum entre eles e que o terceiro corpo menos massivo e mais afastado
mp, também em Orbita circular ao redor do centro de massa dos primarios, e que
os mesmos exercem forca na particula, entretanto a particula nao exerce nenhuma
forca sobre os trés. Também assumimos que a massa my e mp sao iguais e que a
massa m, << my4 e mp, com isso, assumiremos que o centro de massa dos trés

corpos massivos é o centro de massa dos primérios.
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Figura 4.1 - Visao do plano orbital do par binario (A e B).
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Esse plano contém um planeta e uma particula com massa desprezivel, representados
respectivamente por P e T, nesse plano é mostrada a relacdo entre as coordenadas do
referencial inercial (I,J,K) e o sistema referencial girante (z,y,z) da particula T'. A origem
de ambos sistemas O, estd localizada no centro de massa dos dois corpos. Os eixos K e z
coincidem com o eixo de rotacao.

Fonte: Produgao do autor.

Consideramos um sistema de coordenadas I, J e K no referencial inercial onde o cen-
tro de massa dos corpos se encontra na origem na origem O, conforme a Figura 4.1.
O eixo I esta sobre a linha que liga ma, mp e mp em t = 0, o eixo J é perpendicular
a I, formando assim o plano orbital dos corpos. Por fim, K é perpendicular ao plano
I — J ao longo do vetor momento angular. As coordenadas dos trés corpos massivos
no sistema inercial sao (Iy, J1, K1), (I2, J2, K3) e (I3, J3, K3). Os dois corpos mais
internos (A e B) possuem separagao constante e mesma velocidade angular sobre o
outro e seu centro de massa. O corpo mais afastado, P, também possui distancia do
centro de massa e velocidade angular constantes. Desse modo, o movimento médio
de mp é dado por n e o de m4 e mp dado por ny, respectivamente. As coordenadas
da particula T" no referencial inercial sao (I, J, K). Finalmente, aplicando a forma

vetorial da lei da gravitagao universal, as equagoes de movimento da particula sao

L1 L1 I—1
h—=1 L=l o=t

i-c
TR 5P Pl

(4.1)
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Jp—J Jy—J Js —J

J=Gms5"—— + Gmp=—a—= + Gmp——-, 4.2
ma AL + Gmp e + Gmp e (4.2)
. K, — K Ky — K K; — K
|TA| |TB| |Tp|

e, a partir da Figura 4.1,

il = (L = D)2 + (= I+ () — K2, (4.4)
7B = /(I — 1) + (Jo — J)? + (K5 — K)2, (4.5)
PPl = (s = 1) + (Js = J)? + (K3 — K)2. (4.6)

Note que essas equagoes sao também validas no problema geral de quatro corpos,
tendo em vista que nao assumimos nada de especial até o momento. Sabendo que
as estrelas estao em Orbitas circulares ao redor do centro de massa comum en-
tre elas, com mesmo raio orbital constante igual a a, (ver Figura 4.1), as posi-
goes das estrelas no sistema inercial sao (11, J1, K1) = (apcos(npt), apsen(nyt),0) e
(I, Ja, Ks) = (apcos(npt + ), apsen(nyt + ), 0).

Se os dois corpos primarios estdao em Orbitas circulares, entao a distancia entre
eles nao ¢é alterada, com seu movimento ao redor do centro de massa comum entre
eles com uma velocidade angular fixa. O mesmo ocorre com o terceiro corpo mais
afastado, que também possui distancia ao centro de massa fixa a,, com velocidade
angular n também fixa. Nessas circunstancias, é natural considerar o movimento
da particula em um sistema referencial girante no qual a localizagdo da terceira
massa mp ¢ também fixa e as posi¢oes dos corpos primarios girando com movimento
médio relativo ao movimento do terceiro corpo. Vamos considerar um novo sistema
referencial girante (x,y, z), com mesma origem que a do sistema I,.J, no qual a
posicao do corpo mp € fixa, para isso, o sistema esta girando com uma taxa constante
n na diregdo antihoraria (ver Figura 4.1). A dire¢do do eixo x é escolhida de tal
maneira que a massa mp sempre estd ao longo dele com coordenadas (x3,ys, 23) =

(ap,0,0). Temos também, as coordenadas dos corpos primarios A e B, nesse sistema,
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iguais a (z1,y1,21) e (z2,Y2, 22), a partir de uma simples matriz de rotagao,

I cos(nt) —sen(nt) 0 x
J | = |sen(nt) cos(nt) Of.|y], (4.7)
K 0 0 1 z

temos que (z1,y1,21) = (apcos((ny — n)t), apsen((ny — n)t),0) e (2,¥2,22) =

(apcos((ny, — n)t + m), apsen((n, — n)t + m),0). Assim, a partir da Figura 4.1, te-

mos

[ral = \/(:1: — apcos((ny — n)t)? + (y — apsen((ny — n)t)? + 22, (4.8)

Irp| = \/(x — apcos((ny —n)t +m)2 + (y — apsen((ny — n)t + m)2 + 22, (4.9)

5] = \/(x — ap)? +y2 + 22, (4.10)

onde (z,y, z) s@o as coordenadas da particula no sistema referencial girante. Essas
coordenadas podem ser relacionadas com o sistema referencial inercial utilizando

novamente a mesma matriz de rotacao

I cos(nt) —sen(nt) 0 x
J | = |sen(nt) cos(nt) Of.[y]- (4.11)
K 0 0 1

Agora diferenciando duas vezes cada lado da equacao 4.11, obtemos

I cos(nt) —sen(nt) 0 T —ny
J | = |sen(nt) cos(nt) 0]|.|y+nz], (4.12)
K 0 0 1 2
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I cos(nt) —sen(nt) 0 i — 2ny — n’z
J | = |sen(nt) cos(nt) 0].|4§+2ni—ny]. (4.13)
K 0 0 1 z

Como na secio 2.2.2, os termos ni e ny (a aceleragao de Corioli) e n’x e n*y (ace-
leragdo centrifuga) sdo inseridos. Agora, substituindo I, J, K, I,J e K, as equacoes
4.1, 4.2 e 4.3 se tornam

(i — 2ng — n*z)cos(nt) — (§j + 2ni — n’y)sen(nt) =

[GmA(xl —z)  Gmp(rg—2x) Gmp(xs—2z
Iz 7 7

leA(Z/ — Y1) " Gmgp(y — y2) . Gmp(y —

Ys)
t 4.14
P I A senon, w10

(i — 2ng — n*z)sen(nt) + (j + 2ni — n’y)cos(nt) =

[GmA(:cl —z)  Gmp(re —2x) Gmp(xz — )
ral? 53 rpl?
[Gm/x(?ﬂ - y) 4 GmB(y2 - y) 4 GmP(y3 - y)]

7al? 75 ? 7p?

] sen(nt)+

z:—le“‘ Gms GmP]z. (4.16)

Al o sl el

Multiplicando a equagao 4.14 por cos(nt), e a equagao 4.15 por sen(nt) em seguida
somando os resultados e multiplicando a equagdo 4.14 por —sen(nt) e a equagao
4.15 por cos(nt) e novamente somando os produtos, as equagoes de movimento da

particula no sistema girante se tornam

& —ny—n’cr= GmAg GmeQ% GmpIB: (4.17)
[ral® T3 lrp |3

y+2n:t—n2y:GmAy1:y —i—GmBqu y+Gmpy3:y (4.18)
ral® 5l el
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Gms Gmp Gmp

z =

— 7= - = | 2 4.19
G 9

Essas equagoes também podem ser escritas como o gradiente de uma funcao escalar
U:

Y

i+ oni = g[yj, (4.21)
oUu

5= . 4.22

= (4.22)

Onde U = U(x,y, z) é dado por

2

U= %(m2+y2) +

Gmysy Gmp Gmp

ral sl el

(4.23)

4.2 Constante de movimento no problema de quatro corpos

Como no problema restrito de trés corpos classico, podemos encontrar uma constante
de integracao a partir da funcao escalar U. Para isso, vamos multiplicar a equagao
4.20 por &, a equagao 4.21 por y e a 4.22 por Z e somando todos esses produtos,

temos

oU . QU oU . _dU

o e OU ou _av 194
T+ Yy + zZ 8xx+8yy+8,zz o (4.24)
O que pode ser integrado para resultar
.92 .9 2
B2+ 4 2 =20 + G, (4.25)

onde C; é a constante de integragao. Escrevendo i? + ¢* + 2% = v?, ou seja, o

quadrado da velocidade da particula no sistema girante, temos
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v? =2U — (4.26)

ou ainda, utilizando a equagao 4.23,

G G G
Cy=n2a? +12) + 2 oA ¢ Z0E L TP ) g2 g2 g2 (4.27)
Al sl P

Isso demonstra que a quantidade 2U — v* = C; é uma constante de movimento.
Essa é a integral de Jacobi, chamada também constante de Jacobi ou em alguns
casos como integral da energia relativa. E importante ressaltar que essa nio ¢ a
integral da energia, pois no problema restrito a energia e o momento angular nao

sao conservados.

A medicao da posicao e velocidade da particula em qualquer sistema de referéncia
determina o valor da constante de Jacobi associada ao movimento da particula. A
existéncia do momento angular e das integrais de energia no problema de dois corpos
permite-nos resolver o movimento de uma massa em relagdo a outra. A constante de
Jacobi é a tnica integral do movimento no problema dos trés corpos. Podemos uséa-la
para determinar regides das quais o movimento da particula é proibido. (MURRAY;
DERMOTT, 1999).

Como na secao anterior, a constante de Jacobi é 1til para nos mostrar a localizacao

onde a velocidade da particula é zero. Nesses casos temos

2U = C (4.28)

ou

= . (4.29)

nz(x2+y2)+2<GmA Gmp +GmP>

Al sl el

A equacao 4.29 define um conjunto de superficies para valores particulares de C}.
Essas superficies, conhecidas como superficies de velocidade zero, desempenham um
papel importante na imposi¢do de limites sobre o movimento da particula. Para
simplificar, vamos apenas considerar o plano x — y. Nesse caso, a interseccao das

superficies de velocidade zero com o plano x —y produzem um conjunto de curvas de
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velocidade zero. A Figura 4.2 mostra dois exemplos dessas curvas. Nesse exemplos
temos os primarios com a mesma massa e a razao entre a soma das massas das
priméarias pela massa do terceiro corpo igual a p = 0.15. A partir da equagao 4.25,
fica claro que nés devemos sempre ter 2U > (), pois ao contrario disso, teriamos a
velocidade v sendo complexa. Portanto, a equacao 4.29 define os limites das regioes
onde o movimento da particula é possivel, ou em outras palavras, regides excluidas.
Porém, o problema restrito de quatro quatro corpos nao possui solucao analitica
para quaisquer condigoes iniciais arbitrarias, a existéncia da integral de Jacobi nos

permite apenas encontrar regides do plano x — y onde a particula nao pode estar.

Figura 4.2 - Curvas de velocidade zero para dois valores distintos da constante de Jacobi
com p = 0.15.
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Onde p é a razao entre a soma das massas primarias e a massa do planeta. Em (a), Cj = 25

eem (b), Cj = 22.5. As areas em vermelho denotam regides de movimento impossivel para
uma, particula.

Fonte: Produgao do autor.

As areas vermelhas na Figura 4.2 denotam regioes onde o movimento da particula
é impossivel. Podemos ver, por exemplo, na Figura 4.2a, que se uma particula com
esse valor de C} estiver em orbita na regiao branca ao redor da massa de um dos
componentes primarios, ou até mesmo de ambas, entdao ela nunca podera orbitar

a massa menor mais afastada da direita ou escapar do sistema, ja que teria que
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atravessar a regiao proibida. O andlogo acontece na Figura 4.2b, nesse caso, uma
particula orbitando qualquer componente priméario ou até mesmo ambos, pode tam-
bém eventualmente orbitar a menor massa a direita, do mesmo modo que, a mesma

nunca poderia escapar desse sistema.

Diferentemente do problema restrito de trés corpos, o que ocorre na Figura 4.2b nao
é definitivo, tendo em vista que mesmo no sistema girante os primarios estao girando,
fazendo com que a transferéncia orbital seja possivel em alguns momentos do periodo
orbital das primérias, como pode ser visto na Figura 4.3. Quando as primérias estao

colineares ao terceiro corpo, ou bem proximo disso, essa transferéncia é possivel.

Figura 4.3 - Instantdneos do movimento orbital das primarias referentes ao caso b da Fi-
gura 4.2.
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4.3 Localizacao dos pontos de equilibrio verticais em sistemas binarios

Embora o problema bicircular restrito de quatro corpos nao seja integravel, podemos
encontrar varias solugoes especiais. Isto pode ser conseguido procurando pontos onde
a particula tem velocidade zero e aceleracao zero no sistema girante. Tais pontos sao
chamados de pontos de equilibrio do sistema. Para que os resulados sejam facilmente
associados a sistemas existentes reais, utilizaremos parametros orbitais e fisicos das

estrelas e do planeta, factiveis com sistemas conhecidos.

Seja um sistema estrelar binario P-type, com um planeta gigante hospedeiro tipo
Jupiter orbitando o centro de massa dessas estrelas sistema e consequentemente o
par binario. A zona habitavel desse tipo de sistema é um disco circunstelar. Mesmo
que o planeta possua uma 6érbita de modo que ele esteja sempre dentro desse disco,
ele ndo pode ser considerado habitavel pois se trata de um tipo Jupiter. Porém, um
planeta tipo Terra localizado em um dos pontos de equilibrio verticais, L4 ou Ls,
compartilharia a mesma orbita que o planeta hospedeiro, e do mesmo modo, estaria
interno a regiao habitavel. Com isso, nesse trabalho estamos atras da existéncia de

pontos de equilibrio verticais em sistemas binarios.

Na secao anterior, encontramos as equagoes de movimento de uma particula nesse
tipo de sistema. Embora em nossas suposi¢oes consideramos que essa particula pos-
sua massa desprezivel, de que modo nao perturbar o movimento dos corpos prima-
rios, as localizagdes dos pontos de equilibrio encontradas através dessas equagoes,
podem nos oferecer boas informagoes, como também ocorre no problema restrito de

trés corpos.

No sistema referencial girante, uma particula em equilibrio possui & =jj =1 =9y =

0. Desse modo, as equagoes 4.17 e 4.18 se tornam

Iy — X T3

Gma———— AL +GmB | 3’3 +Gmp | P’3 —i—n 2r =0, (4.30)
GmAy|1T_|3y + GmB |r |3 —I— Gmpy|3:|3y +n’y =0. (4.31)
A B

Para encontrar as localizagoes dos pontos de equilibrio, devemos resolver essas equa-
¢Oes nao lineares simultaneas. Diferentemente do problema restrito de trés corpos,
nao é possivel encontrar as solugoes triviais nesse sistema de equagodes nao lineares

formado por 4.30 e 4.31. Desse modo, utilizaremos o método de Newton para encon-

20



trarmos as solugoes. De agora em diante, assumimos novamente que todo movimento

estd confinado ao plano x — y.

Figura 4.4 - Pontos de equilibrio com ay;, = 0.

L4 - a; =0.0 L5 - a;,=0.0
438 -4.28
437 + g 429 g
436 g 43 g
= 435 | 1 =431t 4
=] =]
< 434 | 1 Lant i
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5 g
F a3 1 Z4xdy 4
A 431 1 RA43s5t g
43 4 436 4
429 g 437 g
4.28 -4.38
2.47 2.475 2.48 2.485 2.49 2.495 2.5 2.505 2.51 2.515 2.52 2.525 2.47 2.475 2.48 2.485 2.49 2.495 2.5 2505 2.51 2.515 2.52 2.525
Distance [AU] Distance [AU]
(a) (b)

Em vermelho, temos o ponto de equilibrio em cada subfigura (a) e (b).

Fonte: Produgao do autor.

Para localizarmos os pontos, utilizamos um sistema com duas estrelas de mesma
massa igual a 0.5 M. O planeta é um tipo Jupiter, ou seja, possui mesma massa de
Jupiter e o mesmo semieixo maior (= 5.0 au). Desse modo, a razao de massa entre a
soma das massas das estrelas e do planeta é igual a u ~ 10~2. Como estamos tratando
de um problema bicircular restrito de quatro corpos, como enunciado anteriormente,
as excentricidades das estrelas e do planeta sdo iguais a zero e as inclinagoes dos
mesmos também. Como mostrado na se¢ao anterior, mesmo no sistema girante com
o planeta fixo, as estrelas continuam se movendo com movimento médio relativo
ao do planeta. Com isso, devemos aplicar o método de Newton ao longo de todo
periodo orbital das estrelas, tendo em vista que cada posicao distinta das estrelas

no sistema girante, promove uma nova localizacao dos pontos de equilibrio.

Variamos o semieixo maior das estrelas (ay;,) para verificarmos o comportamento
dos pontos de equilibrio. Naturalmente, quando aproximamos a;, para zero, temos
um ponto de equilibrio exatamente na mesma localizacdo do L, e L5 do problema

restrito de trés corpos, como pode ser visto na Figura 4.4.
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Figura 4.5 - Pontos de equilibrio com ag;, = 0.05.
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Distance [AU] Distance [AU]
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Em vermelho, temos os pontos de equilibrio em cada passo da integragdo em cada subfigura
(a) e (b).

Fonte: Produgao do autor.

A medida que o valor de ay;, aumenta para 0.05, como pode ser visto na Figura 4.5,
podemos perceber que para cada instante do periodo orbital, temos um ponto. A
localizagao desses pontos no plano orbital, formam uma curva continua. Ao passo que
aumentando o valor do semieixo maior, essa curva altera sua forma, como podemos
ver na Figura 4.6 em que o valor de ap;, = 0.1, mas ainda mantendo uma curva
continua. Com mais um pequeno aumento no valor de a;,, como podemos observar
na Figura 4.7, a curva deixa de ser continua. Valores maiores que o caso anterior

acentuam ainda mais essa descontinuidade, gerando pontos de equilibrio espalhados.

Na Figura 4.8 podemos observar um conjunto de curvas onde a velocidade da parti-
cula ¢ igual a zero. Nesse exemplo, a razao de massa entre a somatéria das massas
das primarias pela massa do planeta é p = 0.15 e cada linha vermelha representa
um conjunto de posi¢oes onde a velocidade é zero referente a um valor da constante

de Jacobi, que variou de 20 a 40.
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Figura 4.6 - Pontos de equilibrio com ap;,, = 0.1
L4 -a,;,=0.1 L5 - a,;,=0.1
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Fonte: Producao do autor.

Figura 4.7 - Pontos de equilibrio
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Em vermelho, temos os pontos de equilibrio em cada passo da integragao em cada subfigura

(a) e (b).

Fonte: Producgao do autor.

23



Figura 4.8 - Curvas de velocidade zero para um sistema com razio de massa entre a soma
das massas das primarias pela massa do planeta igual a u = 0.15.

Zero Velocity curves - Cj =40-20

Distance [AU]

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Distance [AU]

Na figura, cada linha em vermelho estd associado a um valor da constante de Jacobi, que
variou de 20 a 40.

Fonte: Produgao do autor.

4.4 Conclusao

Os resultados obtidos a partir de nossas equagdes de movimento, nos permitem
checar de forma abrangente as localizagoes dos pontos de equilibrio. As superficies
de velocidade zero obtidas através da integral de Jacobi, nos mostram que em relagao
ao problema restrito de trés corpos, nosso problema possui diferencas importantes
em relagao ao problema de trés corpos. Em nosso caso, por nao se tratar de uma
posicao estatica das estrelas, para checar a posicao em que uma particula pode ou
nao estar, deve ser levado em conta todo o periodo orbital das estrelas, pois a regiao

proibida também nao é estatica.

Também a partir das mesmas equacoes, podemos notar que existem pontos de equi-
librio em sistemas binarios. Porém, esses pontos nao sao estaticos. Em cada ponto
do periodo orbital das estrelas, um novo ponto de equilibrio surge. Em trés casos,
como pode ser visto nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6, podemos perceber que esses pontos
formam uma curva continua. J4 no caso em que temos semieixo maior igual 1.35
au, que pode ser visto na Figura 4.7, a curva produzida pelos pontos de equilibrio
deixa de ser continua. Em outras palavras, para essa curva ser fechada, a separacao

das estrelas possui um limite.
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5 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

No estudo realizado, exploramos existéncia dos pontos de equilibrio Lagrangiano,
com énfase nos pontos triangulares Ly e Ls, de duas maneiras distintas. Verificamos
primeiramente a capacidade de tratar o caso de uma maneira mais simples e compu-
tacionalmente menos custosa e em seguida, de forma analitica e numérica, buscamos
encontrar as localizacoes desses pontos através das equacoes de movimento de uma

particula orbitando um sistema binario.

Na primeira parte do trabalho, utilizamos um modelo que nos permite aproximar
o efeito gravitacional de um par de estrelas por apenas uma estrela achatada. Esse
achatamento reproduz o efeito gravitacional de uma companheira binéria, tendo
em vista que o foco de nosso trabalho sao sistemas bindrios préximos, ou seja, em
que o periodo orbital das estrelas seja de poucos dias. Desse modo, calculamos
um termo de achatamento .J, para cada um de nossos casos (esses casos possuem
apin = 2,4,8 e 16 raios das estrelas) de teste, variando a separagao das estrelas.
Para validar a capacidade do modelo, distribuimos um disco com mesmas condigoes
iniciais das particulas de teste em um sistema com duas estrelas de mesma massa e
em um outro sistema com apenas uma estrela achatada com um certo coeficiente de
achatamento que fornece um efeito gravitacional equivalente ao das duas estrelas.
Em seguida, encontramos as equacoes de movimento de uma particula de massa
desprezivel em orbita de um sistema binario. Esse sistema também possui um planeta
orbitando o centro de massa das estrelas, de modo que sua presenca nao perturbe
o par binario. A partir disso, na primeira parte utilizamos o pacote computacional
MERCURY (CHAMBERS, 1999), e simulamos por alguns milhares de anos cada caso
e comparamos a evolucao dinamica das particulas e os resultados obtidos em cada

um dos casos.

Ja na segunda parte do trabalho, encontramos de forma genérica as equagodes de
movimento da particula e consequentemente a integral de Jacobi, que nos possibili-
tou explorar as superficies onde o movimento da particula eram proibidas, além de
proporcionar o estudo da variagao dessas regioes ao longo do periodo orbital das es-
trelas. Ainda nessa etapa, também a partir das equacoes de movimento, econtramos

e investigamos as localizacoes dos pontos de equilibrio.

Foi possivel verificar na primeira etapa de nosso trabalho, que o modelo que apro-
xima um par binario para uma estrela achatada é muito mais eficiente no ponto de
vista computacional em todos os casos em que realizamos as comparagoes, principal-

mente nos casos em que a separagao entre as estrelas é menor. Isso ocorre devido ao
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curto passo que o integrador numérico utiliza. O passo é calculado a partir do menor
periodo orbital dos corpos da simulagao, e como no caso em que a separagao das
estrelas é de apenas ay;,, = 2 raios das estrelas, o que fisicamente representaria estre-
las encostadas uma na outra, o passo foi extremamente pequeno. Em contrapartida,
como o modelo aproximado s6 utiliza uma estrela, a diferenca no custo computa-
cional entre os casos de comparacao ¢ substancial, dado que o corpo mais proximo
foi o de uma particula a aproximadamente 5 au. Entretanto, a aproximagcao possui
certas limitagoes. Quando a separacao das estrelas passa de 4 raios, a diferenga na
evolugao dinamica das particulas e no nimero de colisdes e ejegdes se torna muito
alto. Ainda assim, o modelo pode ser 1itil em muitos casos, principalmente em casos
que a separacao das estrelas é pequena. Pois, o modelo é mais preciso e o ganho

computacional é alto.

Na segunda etapa de nosso trabalho, conseguimos encontrar a partir de nossas equa-
¢oes de movimento, os pontos de equilibrio por meios numéricos. Diferentemente
dos pontos de equilibrio encontrados no problema restrito de trés corpos, temos um
ponto de equilibrio para cada instante do periodo orbital das estrelas. As posigoes
desses pontos formam curvas no plano orbital. Estas curvas sdo continuas até cer-
tos valores do semieixo maior das estrelas, quando esse valor é ultrapassado, essa
continuidade se quebra (ver Figura 4.7). Apesar da existéncia desses pontos, nao

sabemos a capacidade de corpos massivos permanecerem estaveis nessas regioes.

Em trabalhos futuros, pretendemos estudar mais a fundo as solugoes das equagoes de
movimento da particula. Nessa analise, é importante verificar a estabilidade dessas
regides e qual sua relacdo com a massa da particula. Um fator importante, seria
inserir a perturbagao causada pelo planeta no movimento das primarias e como
isso modificaria as configuragdes dos pontos de equilibrio encontrados. Com isso,
poderemos de forma mais concreta, verificar a possibilidade de um sistema binario

possuir um planeta troiano.
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