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RESUMO

Reporta-se o estudo de um modelo para o comportamento de plasmas utilizando
a teoria magneto-hidrodindmica. Primariamente, esse modelo descreve o comporta-
mento de fluidos compressiveis e condutores elétricos, que pode ser descrito por um
sistema de equacoes diferenciais parciais evolutivas hiperbdlicas da forma:

pu
B-B
P p/il puu+1<p+2> — BB
a| B |7V uB — Bu =0,
E

<E+p+Bz.B>u—B(u-B)

em que I é a matriz identidade 3 x 3, p a densidade, u a velocidade, p a pressao, B
o campo magnético e E a energia, definida como:

P u-u B-B
E = o +p 5 + 5

Acresce-se a este sistema a restricao fisica de divergéncia nula do campo magnético,
o que nem sempre é respeitado numericamente. Adota-se uma versao bidimensi-
onal discreta em volumes finitos desse modelo que mantém tal restricdo contro-
lada, desta forma evitando degenerescéncias das solugdes numéricas. Neste estudo,
avaliam-se os efeitos de alguns pardmetros numéricos na formacao de instabilida-
des tipo Kelvin-Helmholtz (tipo olho-de-gato). De um modo geral, as instabilidades
tipo Kelvin-Helmholtz surgem quando dois fluidos, cuja densidade e/ou a velocidade
sejam diferentes, estdo em contato um com o outro gerando uma tensao de cisalha-
mento sobre as superficies de contato, o que cria assim uma situagao de desequilibrio.
No caso de interesse, o campo magnético auxilia no processo de estabilizacao. Es-
pecificamente, realizou-se a simulagao em volumes finitos do fenémeno considerado
utilizando diversos limitadores de fluxo numérico do tipo Total Variation Dimi-
nishing (TVD) proveniente do ambiente numérico CARMEN-MHD, desenvolvido
no INPE, e compararam-se os seus efeitos na simulacao. Outro aspecto levado em
conta é os fluxos numéricos em si, em particular, estudou-se a teoria e implementa-
¢ao de uma familia de fluxos numéricos conhecida como HLL, HLL(E), HLL(EM) e
suas aplicagoes. No modelo HLL uma aproximacao para o fluxo da interface celular
é obtido diretamente e tem como ideia central assumir, para a solugdo, uma confi-
guracao que consiste em duas ondas separando trés estados constantes. O modelo
HLL de duas ondas, acrescido da estimativa da velocidade das ondas é conhecido
como HLL(E), enquanto que o esquema HLL(EM) é frequentemente utilizado nos
calculos envolvendo estruturas de ondas mais complexas e camadas limitantes.

Palavras-chave: Fisica de Plasma. Andlise Numérica. Carmen MHD. Volumes Fini-
tos. Limitadores.
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1 Introducao

Esta etapa do programa desenvolvido constituiu uma introducao do bolsista a
elementos tedricos da fisica, fisica do plasma e da matematica aplicada e uma
abordagem a alguns aspectos numéricos e computacionais da modelagem magneto-

hidrodinamica relativa ao plasma espacial e a ferramentas da computacao cientifica.
1.1 Objetivos

Como objetivo geral, propiciar ao bolsista uma introducao as atividades cientificas
e de fundamentacao académica. Como objetivo especifico, preparar o bolsista para,
de forma pratica, desenvolver estudos de alguns comportamentos fisicos de instabi-

lidades de plasma por meio de um modelo numérico de magneto-hidrodinamica.
Principais atividades realizadas:

e O bolsista participou de um estudo dirigido de introducao a fisica de plas-
mas (cerca de 60 horas) coordenado pelo Dr. Renato, pesquisador do La-
boratério de Plasmas do CTE.

e O bolsista realizou estudo elementar dirigido para embasamento dos se-

guintes aspectos computacionais (cerca de 80 horas):

— ambiente computacional GNU/LINUX, de elementos béasicos de shell
script, de instalagdo e uso das interfaces graficas da distribuicao
Ubuntu;

— ambiente de tipografia digital IXTEX(modo matemético e texto, tabe-

las, e figuras, apresentagoes e posters).

— ambiente de editoragao gréafica Tikz para confeccao de figuras e es-

quemas.

— ambientes colaborativos Overleaf de edi¢ao, a ambiente de edi¢do inte-

grada TexMaker e a editores digitais mais relacionados a programacao;

— linguagens de programacgao como C++/OOP e o fortran: entrada/-

saida de dados, fungoes, classes e objetos;

— ambiente simbdlico MAXIMA (autovalores, matrizes, entradas e sai-

das);
— ambientes de criacao de graficos 2D, em especial o gnuPlot;

— ambientes de criacao de graficos 2D e 3D, em especial o VisIT;



— utilizacao de ambientes de repositérios, em especial o GIT.

No sentido geral, esses conhecimentos sao de importancia para a compre-
ensao de aspectos gerais da programacgao do ambiente cientifico de mo-
delagem magneto-hidrodinamica e da edi¢ao e tratamento dos resultados
esperados. Ressalta-se ainda que sao contetidos de aprendizagens e de do-
minio de habilidade de alto valor para a carreira cientifica, para docéncia

futura e para insercdo em oportunidades de mercado profissional.

e O bolsista foi introduzido a um programa de simula¢ao numérica na area de
magneto-hidrodindmica — CARMEN-MHD —, do nosso grupo de pesquisa,
com a colaboracao da Dra. Anna Gomes, doutorada egressa do grupo, com
cerca de 8 horas intensivas. Nesta oportunidade, o bolsista recebeu uma
introducao geral aos componentes do programa e seus métodos numéricos

principais.

1.1.1 Detalhamento

O bolsista acompanhou o estudo de plasma, executando parte dos exercicios e inici-
ando estudos em partes complementares, a saber: analise vetorial e tensorial e teoria
de ondas, autovalores e instabilidades (do ponto de vista fisico). O bolsista também
acompanhou o desenvolvimento de um modelo magneto-hidrodindmico ideal e, com
o uso do software de matemaética simbdlica (Maxima),em que desenvolveu os auto-
valores utilizados. No momento, o bolsista ja consegue, empregando os parametros
bésicos no programa de modelagem CARMEN-MHD (GOMES, 2017; GOMES et al.,
2015; GOMES, 2012), realizar algumas simulagdes. Nesse sentido, é realizado estudos
de variacao de parametros numéricos e seus efeitos em uma instabilidade MHD. Atu-
almente, ele ja sabe iniciar simulagoes e de forma inicial ele esta estudando alteragoes

nos fuxos numeéricos.



2 Fisica de Plasma

Na fisica, o termo plasma designa um gas completamente ou parcialmente ionizada,
formado por elétrons e fons (PIEL, 2017), que pode descrever uma grande variedade
de substancias eletricamente neutras, do ponto de vista macroscépico, que envolvem
muitas interagoes de elétrons livres e dtomos (ou moléculas) ionizadas, exibindo
um comportamento coletivo devido a forcas coulombianas de longo alcance. No en-
tanto, para que um grupo de particulas carregadas ou neutras interagentes possa
caracterizar-se como um plasma, seu comportamento deve satisfazer algumas con-
digoes para sua existéncia (BITTENCOURT, 1986).

2.1 Caracterizacao dos Plasmas

Existem quatro possiveis estados da matéria, a saber: solido, liquido, gasoso e
plasma, conforme ilustrado na Figura 2.1 e sua distin¢ao se d4 em termos da forca
de ligacao que mantém suas particulas constituintes juntas. O equilibrio entre a
energia térmica destas particulas e as forcas de ligagdo inter particulas determina
seu estado fisico. A mudanca de um estado para o outro acontece com a variagao
da energia em seu sistema fisico, por consequéncia, adquire mais energia cinética
térmica, que permite superar sua energia potencial de ligagdo. Se energia suficiente
for fornecida, as moléculas do gas vao gradualmente se dissociando e se sua tempe-
ratura for suficientemente elevada os atomos vao possuir energia cinética suficiente
para superar, por colisao, a energia de ligacao dos elétrons orbitais e o resultado é
um gdas ionizado ou plasma (BITTENCOURT, 1986). Ressalta-se que a mudanga para
estado de plasma nao é uma transicao de fase no sentido termodinamico, pois ele

ocorre gradualmente com o aumento de temperatura.

De uma forma geral, o plasma é um gas composto de ions e elétrons livres formado
quando a energia cinética térmica (agitacao térmica) se torna maior que a energia
potencial entre as particulas. Apesar de plasmas em equilibrio termodinamico local
serem encontrados em muitos locais na natureza, que é o caso de muitos plasmas

astrofisicos, eles nao sao muito comuns em laboratério (BITTENCOURT, 1986).

As propriedades do plasma sao marcadamente dependentes sobre as interagoes entre
as particulas, uma das caracteristicas que distingue o comportamento do plasma dos
demais fluidos e solidos é a existéncia de um efeito coletivo. Devido as forcas ele-
tromagnéticas de longo alcance, cada particula eletricamente carregada no plasma
interage simultaneamente com um consideravel nimero de outras particulas carre-

gadas, em outras palavras, o plasma apresenta uma resposta em conjunto de muitas
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Figura 2.1 - Estados da Matéria. Produgao grafica do autor com a linguagem Tikz baseado
em (DALLAQUA, 2017a, Fig. 1, pdg. 1).

particulas frente a um estimulo externo (PIEL, 2017) resultando em um importante
efeito coletivo responsavel pela riqueza dos fenémenos fisicos em um plasma. Como
os elétrons possuem uma alta mobilidade, plasmas geralmente sao muito bons con-
dutores elétricos, bem como condutores térmicos e como consequéncia desta alta
condutividade elétrica eles ndo suportam campos eletrostaticos, exceto na direcao
normal de qualquer campo magnético ali presente, inibindo o fluxo de particulas

carregadas naquela diregdo (BITTENCOURT, 1986).

Para que um plasma possa ocorrer trés condigoes precisam ser atendidas, que sao:

a) Neutralidade macroscépica: Na auséncia de disturbios externos, um
plasma é macroscopicamente neutro. Ou seja, enquanto ha cargas em seu
interior, os campos dessas cargas do espac¢o microscépico se cancelam no
conjunto, de forma que nao ha a criacao de um campo elétrico em uma
regiao macroscépica (BITTENCOURT, 1986). Esté condicao estd associada
com o numero de ions e elétrons, tal que a densidade de ambos seja quase a
mesma, n; =~ n.. Esse fato garante que o potencial elétrico nao penetre em

grandes extensoes do plasma, uma vez que a blindagem das cargas ¢ mais
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efetiva, nao destruindo o plasma, nem sua condi¢ao de quase neutralidade
(DALLAQUA, 2017a).

b) Blindagem de Debye: Consiste em uma espécie de camuflagem que os
fons geram nos elétrons e vice-versa, de acordo com (CHEN, 2016) quando
o plasma é submetido a um campo elétrico externo, o potencial é blindado
pelas particulas, gerando uma quase neutralidade (n; ~ n.), como apresen-
tado na Figura 2.2. Esta blindagem ocorre dentro de uma regiao espacial

delimitada, conhecida como comprimento de Debye,

1

Ap = (EOEBT) 2 (2.1)

nee?

que requer, de acordo com (BITTENCOURT, 1986), que a dimensao do sis-
tema seja muito maior que o comprimento de Debye (L > Ap). Segundo
(PIEL, 2017), a dependéncia com a densidade significa que o aumento no
numero de particulas blindadas faz com que a blindagem seja mais eficiente
e diminua o tamanho do volume de plasma perturbado, porém esta blin-
dagem nao ¢ totalmente perfeita, podendo haver casos em que o potencial

elétrico ultrapasse, um pouco, o comprimento Ap (CHEN, 2016).

e r
l\—’—__ _‘—f-/l
N A :|: :{—//

Plasma

Figura 2.2 - Um exemplo de blindagem de Debye para particulas eletricamente carregadas.
Produgao grafica do autor com a linguagem Tikz baseado em (CHEN, 2016,
Fig. 1.3 pag. 8)

¢) Frequéncia do plasma: No plasma, qualquer perturbagao existente mo-
vimenta suas particulas eletricamente carregadas, apresentando-se como
um efeito coletivo em que as particulas se rearranjam de modo a preser-
var sua quase neutralidade. Como os elétrons possuem massas menores

que os ions, essas perturbacoes movimentam mais facilmente os elétrons,



como visto em (BITTENCOURT, 1986). A forca gerada pelo movimento dos
elétrons com relagao aos ions é parecida com a de um oscilador harmo-
nico, cuja frequéncia, conhecida também como frequéncia do plasma ou do

plasma de elétrons, é dada como sendo:

71062

= 2.2
Wpe Py (2.2)

DN | —

em que a oscilagdo do plasma ¢ dada por:

_ Wpe
fpe o

(2.3)

Tipos de plasmas

Ha diversos tipos de plasmas, que podem ser enquadrados em um esquema elucida-
tivo como o apresentado na Fig. 2.3. Neste esquema mostra-se uma representacao
multiparametros, no eixo horizontal a temperatura, nos eixos verticais a densidade
numérica de elétrons (esquerda) e a frequéncia dos plasmas (direita), e nas retas
inclinadas a distancia de Debye (continua) e a densidade no volume de Debye (tra-
cejada). Essas diversas manifestagdes dos plasmas podem ainda ser enquadradas nas

categorias: plasmas de laboratoério, plasmas industriais e plasmas espaciais.
2.2 Modelos para Descrever o Plasma

Para descrever um plasma e seu comportamento, podem-se utilizar quatro modelos
distintos que envolvem conceitos apresentados na mecanica classica, eletrodinamica
classica, mecanica estatistica e teoria cinética classica. Para descrever os modelos,

considerando uma ordem decrescente de dificuldade, consideram-se:

a) Descrigao microscopica do plasma : Este modelo fornece o melhor detalha-
mento e descri¢ao dos fendmenos existentes na fisica de plasma, pois trata
de uma descrigao minuciosa do comportamento e interagao de cada par-
ticula individualmente. Porém tal manuseio é analitico e numericamente
impraticavel. Acrescenta-se a esses desafios as relagoes a nivel subatémico,
uma vez que fendmenos quanticos poderiam estar associados a tais descri-

coes.

b) Teoria cinética/Mecénica estatistica:

Uma descricao completa do plasma deve levar em consideracao os aspec-
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Figura 2.3 - Estados de plasma e classificagdo de categorias.

FONTE: Adaptada de (BITTENCOURT, 1986, Fig. 2 pag. 12) adicionando-se
imagens meramente ilustrativas.

tos fluidos, seus campos auto-consistentes e a velocidade de distribuicao
das particulas de cada espécie, de forma a lidar com o grande ntimero de
interacao existentes entre as particulas no plasma. Abandona-se a posicao
verdadeira da particula, mas trabalha-se com a distribuicao de probabili-
dade no espago real e na espago das velocidades (PIEL, 2017). Esta teoria
fornece um detalhamento mais abrangente na descri¢ao dos diversos feno-
menos, como a reconexao magnética. Contudo, essa abordagem esta ainda

muito limitada pela disponibilidade de métodos e tecnologias atuais.

Teoria magneto-hidrodindAmica (MHD) e multifluidos : Nesses modelos de

plasma como fluido, deve ser valida a inequacao:

K, = Afzfp <1 (2.4)



em que K, é chamado niimero de Knudsen. A teoria MHD trata o plasma
como sendo um unico fluido, com equagoes tinicas que representam a soma
de todos os constituintes do plasma; conquanto a teoria multifluidos, leva
em conta um conjunto de equagoes para cada constituinte. Comparada
com as anteriores, esta teoria é mais restrita. No entanto, é a usualmente
utilizada para descrever diversas situac¢oes que ocorrem tanto em plasmas
de laboratério quanto em plasmas espaciais, como descrito em (BITTEN-
COURT, 1986; DALLAQUA, 2017D).

As equagoes que descrevem o plasma, em sua forma conservativa ideal, sdo:

— Equacao da continuidade

9pm

= — . m 2-5
P =Y (p) (2.5
— Equagao do movimento
0 B?
—(pmu) = -V - |ppuu+I(p+— | —BB (2.6)
ot 2
— Equagao da energia
OF B-B
—=-V-|[|E+p+——)u—B(u-B) (2.7)
ot 2
— Equacgao do fluxo magnético
0B

em que B ¢é substituido por B /i, a energia E ¢ dado por

P u-u B-B
FE =
S—1 Pt

e a Lei de Gauss ¢é acrescida a esse sistema, i.e., da condicao solenoidal

V-B=0.

Além destes modelos apresentados acima, é possivel hierarquizar estes modelos de
acordo com sua temperatura e condigao de colisdes (colisionalidade) entre consti-

tuintes, tal como apresentado na Figura 2.4 apresentada abaixo.
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Figura 2.4 - Possivel hierarquia para os modelos de descri¢do do plasma. Producéo gréfica
do autor com a linguagem Tikz baseado em (PIEL, 2017, Fig. 9.1 pag. 236)

2.2.1 Resultados: autovalores do sistema MHD

Pode-se reescrever as equacoes MHD na forma quase linear, devido aos termos nao
lineares presentes nas equagoes.
oW oW oW oW

o Thgy Th, TG 0

em que W = (p,u,v,w, By, By, B,,p) é o vetor de varidveis primitivas do sistema.

A matriz A, pode ser escrita da seguinte maneira:

(w, p 0 0 0 O 0 0|
0 u By By, B 1
z p p p p
0 0 wu O By -
5 " B
A, - 0 0 0 Uy s 0 - 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 B, —-B, 0 —1Uy Uy 0 0
0 B, 0 —B, —U, 0 Uy 0
0 9p 0 (y—LHu-B 0 0 uy |



Porém, quando escrito desta forma matricial, uma consequéncia da condi¢ao solenoi-
dal é observada em uma das linhas da matriz, em que ela é composta inteiramente de
zeros, como descrito, por exemplo em (MURAWSKI, 2011). Dada esta singularidade
na matriz, que conduz os resultados dos autovalores a resultados nulos, ¢é realizado

corregoes na matriz de modo a obter uma matriz equivalente quasi-linear, logo,

Uy P 0 0 0 0 0
0 u 0o & & I
z p P P
0 0 u, 0 0 —% 0 0
B
W 0 0 u, 0 0 =B 90
P 0 0 0 0 wu, O 0 0
0 B, -B, 0 0 0 0
0O B, 0 —-B, 0 0 u 0
I 0 ~p 0 0 0 0 0 u, |
fw, 0 p 0 o 0 0 0]
0w, 0 0 =2 0 0 o0
P
o 0 w, 0 B o B 1
p % p
B 0 0 0 0 —= 0
P 0O -B, B, 0 wu, 0 0 0
0 0 0 u, 0 0
0 B, —-B, 0 wu 0
| 0 vp 0 0 uy |
w0 p 0 0 0]
0w 0 —% 0 0 0
0 u, 0 0 —% 0 0
o |0 0 w Z 2 o0 1
0 —B, B, u. 0 0 0
0 -B. B, u, 0 0
0 0 0 0 wu 0
I 0 0 0 vp 0 0 0 wu, |

Para ambas as matrizes tem-se um auto-valor nulo e 7 nao-nulos, a saber:

e Uma onda de entropia: A = u,

By

)\a:uz—\/ﬁ

S - — By .
e Duas ondas de Alfven: A\, = u, + 7
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e Quatro ondas magneto-acusticas (ou magneto-sénicas)

Af:u$+cf; )‘f:u:c_cf; As:u:v"i_cs; As:u:v_cs;

1 B B B- B\’ 4ypB2 1 B B B B\’ 4ypB2
cr= |- 7p++\/<w+ )—-ng; = |2 7p+—¢(%ﬂ— ) - P
2\ p p p p p 2\ p p p p p

Utilizando o ambiente matematico simbdlico Maxima, com sua interface grafica
wxMaxima, calcularam-se os autovalores dessa matriz quasi-linear por meio dos se-

guintes comandos:

--> A: matrix ([u,rho,0,0,0,0,0,0],
[0,u,0,0,0,By/rho,Bz/rho,1/rho],
[0,0,u,0,0,-Bx/rho,0,0],
[0,0,0,u,0,0,-Bx/rho,0],
[(0,0,0,0,u,0,0,0],
(0,By,-Bx,0,0,u,0,0],
[0,Bz,0,-Bx,0,0,u,0],

[0, gamma*p,0,0,0,0,0,ul);

para calcular os autovalores referente a matriz A7,

--> B: matrix ([u,0,rho,0,0,0,0,0],
[0,u,0,0,-By/rho,0,0,0],
[0,0,u,0,Bx/rho,0,Bz/rho,1/rho],
(0,0,0,u,0,0,-By/rho,0],
(0,-By,Bz,0,u,0,0,0],
(0,0,0,0,0,u,0,0],
(0,0,Bz,-By,0,0,u,0],

(0,0, gamma*p,0,0,0,0,ul);

para calcular os autovalores referente a matriz B, e:

--> C: matrix ([u,0,0,rho,0,0,0,0],
[0,u,0,0,-Bz/rho,0,0,0],
[0,0,u,0,0,-Bz/rho,0,0],
[0,0,0,u,Bx/rho,By/rho,0,1/rhol,
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(0,-Bz,0,Bx,u,0,0,0],
(0,0,-Bz,By,0,u,0,0],
[0,0,0,0,0,0,u,0],
[0,0,0, gamma*p,0,0,0,ul);

para calcular os autovalores referentes a matriz C},, com o que se obtém o seguinte
conjunto de autovalores:

Ae = U
\ :Bx\/ﬁ—pu

p

) _ Bay/p+pu
¢ p

Asy = Uy T Cs

)‘fi :uIicf

O autovalor associado a onda de entropia estd na forma usual apresentada anterior-
mente; contudo os demais autovalores necessitam de algumas manipulagao algébrica

para serem expressos da forma anterior.

Trabalhando a componente referente as ondas Alfven, cujo sinal é negativo, obtém-se

que:
a p p \/ﬁ\/ﬁ )
entao,
B,
Ao =— —U. (2.9)

VP

O processo para a segunda onda de Alfven é analogo ao primeiro, substituindo o

sinal negativo por positivo.

As velocidades das ondas magneto-actsticas sao apresentadas a seguir:

. <7p+B> B \/72102+2(By+Bz—Bgc)per2

1
2 p p?
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ou simplesmente,

(- |L(wpEB) _
s 2 p p2 )

levando-se em conta que B = (B,, B,, B.) e B=B-B = B>+ By? + B2 ¢

B* =B, + B, + B: +2 [BgBj + B2B? + BjBﬁ] :

Analogamente,

1 + B

Para as demais dire¢bes as mudancas ocorrem na velocidade do fluido, em que u

carrega um indice da dire¢ao de propagacgao, ou seja,

Direcao x = uy;
Direcao y = uy;
Direcao z = wu,

E para as ondas magneto-actsticas o termo do campo magnético assume também a

direcao de propagacao, ou seja,

e Direcao z

Cg —

13



e Direcao y

e Direcao z

Cf:

Cg =

Cf:

Cf:

LifptB) _
2 p p?
- -
B| —4B
Ul (B, <m+ ) y VP
2 p p?
- -
B| —4B,
Uiy (m+ ) P
2 p p?
- -
B| —4B,
U (e | <m+ ) TP
2 p p?
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2.2.2 Resultados: autovetores do sistema MHD
Pode-se obter o seguinte conjunto de autovetores:

r. = (1,0,0,0,0,0,0,0)"

r, = (0,0, —B,, B,,0, B.\/p, —By/p, 0)"

ro = (0,0,—B., B,,0,—B.\/p, By\/p,0)"

B, Bycs B.,B.c, Bypcg Bz,ocz T
p2—B2 T p— B2 p — B pc? —Bg’”’)

T
B, Bycy B.B.cy Bypcfc szcfc

) ? ) ) 7’>/p
pc; — B2’ pct — B2 pct — BY pci — B2

rsi = (p) icsv :F

Ty, = <P, tef, F

rqg = (0,0,0,0,1,0,0,0)”

Utilizando o ambiente matematico simbdlico Maxima, com sua interface grafica
wxMaxima, calculam-se os autovetores da matriz quasi-linear A7 por meio dos se-

guintes comandos:

1 --> Ax: matrix ([u,rho,0,0,0,0,0,0],

2 [0,u,0,0,0,cBy,cBz,cl],
3 [0,0,u,0,0,-cBx,0,0],
4 [0,0,0,u,0,0,-cBx,0],
5 (0,0,0,0,u,0,0,0],
6 (0,By,-Bx,0,0,u,0,0],
7 [0,Bz,0,-Bx,0,0,u,0],
8 [0, gamma*p,0,0,0,0,0,ul);
em que,
R (2.10)
p
e

1 eigenvectors (Ax);
> [vals,vecs]: eigenvectors (Ax) ;

3 [vecs[2]];

Uma expressao referente as ondas Alfven, segundo autovetor da matriz quasi-linear,
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com o sinal positivo pode ser obtida de:

B p \/_ \/ x 1Y
r,= (0,01, ——21-0,—/B, Y .0
( p B. vB: p B /P

B \/_
= 1, —=2 B,\/B
(070’ b BZ’O’ \/_ )
B B\/_
=10,0,1,—=%0,— Y 0] .
(7 [ ] Bz’ ) \/ﬁa Bz ) >

Multiplicando todas as componentes do autovetor por —B.,, obtém-se

r, = (0,0,—B., B, 0, B.\/p, —By\/p,0)" . (2.11)

O processo para o sinal negativo é analogo ao apresentado, de tal forma que as ulti-

mas componentes do autovetor tenham sinais opostos aos apresentados na Eq. 2.11.

Os autovetores associados as ondas de entropia e divergéncia estao na forma usual
apresentada anteriormente. No entanto, os demais autovetores necessitam de uma
trabalhosa manipulacao algébrica (assim como os autovalores correspondentes) para

serem expressos da forma tradicional.
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3 Analise Numérica

A anélise numérica surge da necessidade de algoritmos capazes de calcular valores de
equagoes para o qual ndo se possuem solucoes analiticas. Sao desenvolvidos métodos
para o calculo de zeros de funcoes, resolucao de sistemas lineares e equacoes dife-
renciais, integragdo numérica, ajustes de curvas e interpolagoes. A seguir é descrito
os principais topicos estudados neste periodo da bolsa principalmente baseados nos
livros de (RUGGIERO; LOPES, 2000; ASANO; COLLI, 2009; TORO, 2009; LEVEQUE,
2002).

3.1 Zeros de Fungoes

O zero de uma funcido nada mais é do que o valor de x que satisfaz a condigao
f(z) = 0. Dependendo da fungao, nao é algo simples resolvé-la analiticamente, entao
foram desenvolvidos métodos numéricos para solucionar esses casos. Tais métodos
podem ser iterativos, ou seja, podem depender dos valores calculados anteriormente
para aquela mesma varidvel ou nao, porém para que a raiz seja encontrada, as
equagoes devem satisfazer a condi¢do f(a) f(b) < 0 no intervalo [a,b]. Dentre os

métodos para determinacao de zeros de fungoes, estudou-se:

a) Método da bissecgao:

a+b
b) Método da falsa posicao:
a f(b) — b f(a)
Ty = 3.2
0 ) &
¢) Método do ponto fixo:
Tr1 = f(p) (3.3)
d) Método de Newton-Raphson:
(@)
Ik+1 =Tk — f,(xk) (34)
e) Método da secante:
rr-1 f(@g) — ap f(2p-1) (3.5)

TR T () — ()
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3.2 Sistemas Lineares

Consistem em um conjunto de m equagoes com n incognitas e o intuito dos métodos

de resolucao para sistemas lineares é determinar os valores das incégnitas que satis-

facam todas as equacOes simultaneamente. Dentre os métodos disponiveis existem

métodos diretos e iterativos. Foram estudados os seguinte métodos:

a)

Método de Gauss: Consiste em transformar a matriz A em uma matriz
triangular superior equivalente e determina os valores das incégnitas dire-

tamente por substituicao.

Fatoracao LU: Separa uma matriz A em duas outras, A = LU , sendo U
uma matriz triangular superior e L uma matriz triangular inferior, que se

relacionam da seguinte maneira,
Ly = B; y=Uzx

em que a matriz x representa as variaveis a serem definidas no sistema.

Método de Gauss-Jacobi: Consiste em isolar as variaveis da diagonal prin-
cipal, determinando, assim, uma equacao para cada uma delas. Como este
método é um dos métodos iterativos, ele depende de valores iniciais para

determinar os atuais.

Método de Gauss-Seidel: Muito parecido com o método de Gauss-Jacobi,
porém para determinar o valor atual de cada variavel é utilizado nao apenas

os valores anteriores, mas também os atuais ja calculados.

3.3 Ajuste de Curvas

Tem como objetivo avaliar se uma determinada curva, estimada como sendo a curva

média que passa por todos os pontos de um gréafico, é boa o suficiente para re-

presentar aqueles pontos. O método de minimos quadrado consiste em calcular as

distancias entre os pontos reais e os pontos da curva e minimiza-los, isto gera um
sistema de equagoes lineares (ASANO; COLLI, 2009),

n

QUf) = > _(f(z:) —wi)* (3.6)

=1
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3.4 Interpolacao

A interpolacao de uma funcao f(x) consiste basicamente em aproximar essa funcao
por uma outra fungdo g(z) de modo que esta nova fungao g(x) satisfaca algumas
propriedades (RUGGIERO; LOPES, 2000). S6 é possivel encontrar valores dentro de
um intervalo [a, b], em que a e b sdo caracterizados pelos valores iniciais e finais do
conjunto, qualquer valor fora desse intervalo nao pode ser representado pela fungao

encontrada. Dois métodos estudados para interpolacao sao:

a) Lagrange
P(z) = f(zo) Lo(x) + f(21) Li(x) + +f(zs) Lin)() (3.7)

em que,

b) Newton

P(x) = f(xo)+Ki(x—w0)+ Ko (x—x0) (x—21)+ -+ Kp(x—21) - - (x—p_1)
(3.8)
em que K; é chamado de operador diferencas divididas e pode ser calculado

fzi) — f(wiq)

Ty — Ti—1

como sendo:

Ki:

3.5 Solucao Numérica de Equagoes Diferenciais

Estao relacionadas com problemas de condi¢ao de contorno (ou condigao inicial),
frequentemente usadas na fisica, sao equagoes que possuem uma incognita e suas

derivadas em uma mesma expressao, como por exemplo,

dy

L = f(t,y); to) =

o =Sy ulto) =w
Como nao é simples trabalhar com algoritmos que realizem derivadas, numerica-
mente aproxima-se um quociente de diferencas, desta forma fica mais facil de escre-
ver codigos computacionais que solucionem problemas deste tipo. De acordo com
(BOYCE; DIPRIMA, 2012) os métodos para resolugao de equagoes diferenciais sao

conhecidos como métodos da classe Runge-Kutta e sao eles:
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a) Método de Euler
Ynt1 = Yn + 1 [ (@0, Yn) (3.9)

em que h é conhecido como passo.

b) Método de Euler melhorado (Runge-Kutta de segunda ordem)

Yoot = o+ [f(a:n,yn) + flzg +2h,yn +h f(xn,yn))] 3.10)
¢) Método de Runge-Kutta de quarta ordem
Yni1 =UYn + h [Kl +2K222K3+K4] (3.11)
em que,
Ky = f(zn,yn); Ky = f <$n+g7yn+h2K1> s Ky=f (:rnJr ;L,yn%—hé@)

Ky = f(xn + h,y, + h K3)

Sao também estudados os seguintes métodos de integragao numérica que serao uti-

lizados para célculos de conservagao de energia.
a) Regra dos trapézios:

b
/ f(x)dx~Z[f(xowf(:cn)+2<f<x1>+f<x2>+~~+f<xn_1>>] (3.12)

Ty — Tn

N
b) Regra 1/3 de Simpson

em que h = Lo passo de integracao.

b
/ f(z)dr ~ g [f(;vg)—i—f(xn)—i—ﬁl (f(xl)‘f" : '+f(xn1)> +2 (f(xz)-l-' : +f($n2)>]
(3.13)

3.6 Condicao de Courant-Friedrichs-Lewy

A condigdo de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é necesséria para obter-se conver-
géncia ao se resolver numericamente equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas. No
caso especifico do modelo MHD adotado numericamente o GLM-MHD (DEDNER et
al., 2002), mais detalhes em (GOMES, 2017), o equivalente a esta condigdo depende
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também dos parametros de controle da divergéncia numérica do campo magnético.
Por essa razao, neste estudo faz-se também uma anélise de variacao de parametros
relacionados a malha e aos limitadores de fluxo que serdao descrito mais a seguir

nesse capitulo.
3.7 Meétodo dos Volumes Finitos

O método de volumes finitos discretiza todo o dominio da fung¢do estudada em
volumes menores, de tal forma que a propriedade fundamental seja a conservagao
do fluxo numérico que atravessa cada um dos volumes que compoem o dominio total
(LEVEQUE, 2002; TORO, 2009). Este é, por exemplo, o método utilizado no programa
CARMEN-MHD(GOMES, 2017).

Tais discretizagdes criam, consequentemente, descontinuidades na funcao, logo é
necessario a utilizagdo de métodos para calcular um valor aproximado das médias
celulares (posterior e anterior a célula analisada) e assim suavizar a fungao do fluxo
numérico. Para esquemas de segunda ordem, como o utilizado neste trabalho, é
necessario aproximar os valores celulares por meio de aproximagoes lineares, mas tal
aproximacao pode gerar maximos e minimos locais ao realizarmos o prolongamento
destas aproximacoes. Para tal é utilizado limitadores de fluxo, afim de evitar estes
maximos e minimos locais. Esses limitadores sdo, entdo, amplamente utilizados em
esquemas de alta resolucao, para evitar as oscilagoes espurias que ocorreriam com
esquemas de discretizagao espacial de alta ordem devido a choques, descontinuidades

ou mudancgas bruscas no dominio da solugao.

A seguir é apresentada a definicio de problema de Riemann, e na sequéncia, o
método de Godnov, uma descricao de alguns fluxos numéricos e de limitadores de

fluxo.
3.8 Problema de Riemann

O problema de Riemann, de acordo com (CHORIN; MARSDEN, 1993) é um problema

de valor inicial, dado para leis de conservacao, com dados iniciais especiais da forma

Uy, se <0,

U(z,0) =
(z,0) Ugr se x>0,

(3.14)
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em que os vetores de estado constantes de um gas sao da forma:

PR PL
UR = UR (S UL ut, (3 15)
€R €L

Um caso especial, para o qual a componente das velocidades é nula, ou seja, u, = 0
e ug = 0, é chamado de problema do tudo de choque. O fluxo em um tubo de choque
sempre tem velocidade inicial nula, removendo esta restricao o problema do tubo
de choque serd um problema de Riemann e, portanto, é um caso especial do pro-
blema de Riemann. Para as equacoes de Euler, MHD e leis de conservagao escalares,
a solucao do problema de Riemann envolve trés tipos de ondas, sendo elas: ondas
simples de expansao, ondas de choque e de contato, de acordo com a Figura 3.1.
Da mesma forma que o tubo de choque, o problema de Riemann pode dar origem
a um choque, um leque simples de expansao centrada e um contato, separando o
choque e a expansao. Contudo, ao contrario do problema do tudo de choque, uma ou
duas destas ondas podem estar ausentes (LANEY, 1998). Segundo (LEVEQUE, 2002)

! Descontinuidade de de =U,
Estado Contato dt
Ondas de Constante 11 )/
Rarefagao y
,’/ Estado Ondas de
,/ Constante I Choque
SL // SR
x
Uy Uy

Figura 3.1 - Estados constantes Sg e Si, conectados por meio das ondas. Producao gra-
fica do autor com a linguagem Tikz adaptado de (CHORIN; MARSDEN, 1993,
Fig. 3.3.1 pag. 136).

e (LANEY, 1998) para qualquer equagao ou sistema hiperbdlico, tal como as equa-
¢oes de Euler, equacoes de magnetohidrodinamica ou leis de conservacao escalar,
pode-se ter também um problema de Riemann como uma condicao inicial uniforme
(constante por partes) em um dominio espacial, exceto por um salto de desconti-
nuidade. Este problema possui uma solucao analitica exata para alguns casos. Essa

condigao analitica é considerada auto-preservativa (auto-similar), ou seja, a solugao
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se prolonga uniformemente no espago a medida que o tempo aumenta, retendo sua

forma. Considerando a seguinte mudanca de variaveis:
t' = Lz, t'= Lt (3.16)

de acordo com (CHORIN; MARSDEN, 1993), se assumirmos que a solugdo é unica,
entao

u(z,t) =u(2',t') =u(Lz,Lt) =u (f) : t>0 (3.17)

Colocando de outra forma, a solu¢do depende somente de uma tnica variavel x/t
em vez de x e t separadamente e consiste de um nimero finito de ondas que se
propagam sempre da origem com velocidade de onda constante (LEVEQUE, 2002),

assim a solugao é constante ao longo de uma linha
T =cot (3.18)

em que ¢o € uma constante, que passa pela origem do plano z—t. A auto-similaridade
simplifica as técnicas de solugdo (LANEY, 1998).

Um problema de Riemann baseado em aproximacoes numéricas pode resolver o
mesmo problema milhares de vezes para obter uma tnica solu¢ao, portanto o custo
computacional para resolver um problema de Riemann é uma questdao de grande
importancia. Quanto incorporado dentro de modelos numeéricos, a solugao para um
problema de Riemann aproximado pode-se mostrar tdo boa ou até melhor que a so-
lugao verdadeira do problema utilizando uma parcela pequena do seu custo. Na mai-
oria dos casos, métodos numéricos usando solugoes de Riemann requerem somente o
fluxo ao longo de x = 0. Lembrando, que este fluxo é constante por auto-similaridade
(LANEY, 1998).

Para um sistema linear de equacoes obtém-se previamente uma generalizagao natu-
ral do método upwind por meio da diagonalizacdo do sistema, mas para sistemas
nao-lineares a matriz de auto-vetores nao ¢é constante, entao a diagonaliza¢do nao
funciona diretamente. Neste caso, uma generalizacao da estrutura caracteristica lo-
cal, obtida por meio da solucdo de um problema de Riemann, é usada para definir
um método upwind de forma natural (LEVEQUE, 1992).

Uma alternativa seria o uso de um método centrado tal como o método de Lax-
Friedrichs, que permite auto-valores de qualquer sinal, porém para uma equacao de

advecgao linear este método é geralmente mais dissipativo que o método upwind e
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fornece solugoes menos precisas. Tanto o método upwind quanto o de Lax-Friedrichs
podem ser vistos como uma férmula de interpolacao para aproximar os valores da
solugao nos pontos da malha, sendo o upwind melhor, uma vez que sua interpolagao
é feita usando os dois pontos mais préximos da malha z;_; e z;. Enquanto que

Lax-Friedrichs interpola usando valores de vizinhanca em z; ;1 e x;.
3.9 Meétodo de Godunov

Godunov sugere que para o problema de Riemann, a solucao é considerada uma
constante por partes sobre cada malha celular em um tempo fixo, como visto na Fi-
gura 3.2, e a evolugao do fluxo para o préximo passo de tempo resulta da interagao
de ondas originadas nos limites entre as células adjacentes (HIRSCH, 1990). Estas
solugoes sao relativamente faceis de serem calculadas, dando informacgoes substan-
ciais sobre a estrutura das caracteristicas e conduzindo a métodos conservativos ja
que elas mesmas sao solugdes exatas das leis de conservacao e consequentemente
conservativas, de acordo com (LEVEQUE, 1992).

1+

N
N[

n
i+1

1—1 1 1+ 1

Figura 3.2 - Distribuicdo constante por partes no tempo ¢ = nAt em uma malha discre-
tizada em volumes finitos. Producgéao grafica do autor com a linguagem Tikz
baseado em (HIRSCH, 1990, Fig. 20.5.1(a) pag. 444).

Este problema tem uma solugao exata geralmente composta por uma onda de cho-
que, uma descontinuidade de contato e um leque de rarefagao (ondas de rarefacao)
que separa as regioes de condig¢oes de fluxo uniforme, como visto na Figura 3.3. As
solucoes do problema de Riemann em cada interface celular produzem uma pertur-
bacao no estado do fluido constante, resultado de uma propagacao de ondas sobre
um intervalo de tempo At. Para definir completamente a interacao entre as células

adjacentes, o intervalo de tempo em que as ondas se propagam deveria ser limi-
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tado pela condicao de que o problema de Riemann adjacente nao interfira, segundo
(HIRSCH, 1990) isto conduz a ja descrita condigdo de CFL. De acordo com (HIRSCH,

1—1 1 1+ 1

Figura 3.3 - Solugdo exata de um problema de Riemann na interface celular. Producao gra-
fica do autor com a linguagem Tikz baseado em (HIRSCH, 1990, Fig. 20.5.1(b)
pag. 444).

1990) as variaveis de estado sao obtidas por meio de médias sobre cada uma das célu-
las definindo uma nova aproximagcao constante por partes, resultado da propagacao

de ondas durante um intervalo de tempo At, como visto na Figura 3.4. O método

U

1—1 l 1+ 1

Figura 3.4 - Média do estado perturbado depois de um intervalo de tempo ¢t = (n + 1)At.
Produgao grafica do autor com a linguagem Tikz baseado em (HIRSCH, 1990,
Fig. 20.5.1(c) pag. 444).

de Godunov usa uma solu¢ao numérica U™ definida por uma fung¢ao constante por
partes da forma 4" (x,t,), com o valor de U} na grade celular z; 1 < x < ;1.
2 2

Utilizando esta funcao constante como sendo correspondente aos dados iniciais das
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leis de conservacao, pode-se obter o valor exato de @"(x,t) para t, <t < t,y1. A so-
lugao exata, até o momento em que as ondas da vizinhanca do problema de Riemann

comecarem a interagir, é obtida juntando todas estas solugoes de Riemann.

Antes de obter a solugao sobre o intervalo [t,, t,+1] define-se a solu¢ao aproximada

U™ no tempo t,,,1 como sendo a média das solucdes exatas no tempo ¢, 1, ou seja,

1 T, 1
‘[J,LT»IFF1 = E/ 2 ﬂn<$,tn+1) dz

15 (% 1 10 /x 1
- e (iDL n( )d 3.19
h/0u<7_z 2) a:—l—h%u TH—Q x (3.19)

em que h é o aumento espacial (passo), 7 é o aumento temporal (comprimento
do intervalo de tempo) e z,. 1= (z + %) h. Isto gera um resultado exato para h
suficientemente pequeno, tal que as ondas vindo das faces celulares adjacentes nao
interajam entre si (WESSELING, 2001). Note que existe uma descontinuidade entre
uma célula e outra, devido a discretizacao da malha, portanto a integral é feita sob

uma curva nao suave, caracterizando uma integral imprépria (WESSELING, 2001).

Neste método as médias celulares avancam no tempo, resolvendo um problema de

Riemann em cada interface celular e os valores obtidos por meio da Equacao 3.19

n+1(

sdo usado para definir o novo dado a"*'(z,t,,1) e assim repetidamente. De acordo

com (TORO, 2009), aplicando a forma integral das leis de conservacao

[0 n)yde= [7 UG 0y drt tzF(U(ml,t))dt—/tQF(U(xQ,t))dt, (3.20)

1 Tl t1 t1

para o integrando u(x,t) da Equacao 3.19, em qualquer volume de controle [z1, z5] X
[t1,12], que a Equagao 3.20, para o caso em que x; = Til, Ty = Typl, ti1 =t, e
ty = t,41, pode ser reescrita como:

/:j (@, 1) do = /j: (@, tn) d;c+/OTF i (zimy.t)] dt—/OTF i (wigy t)] @ 3.21)

Em termos da solucao local, tem-se que

) = U0 }constantes (3.22)
) = U0

N

isto ocorre devido ao fato da solu¢ao do problema de Riemann em z;,1 ser uma so-
2

lugdo similar, constante ao longo de cada raio (LEVEQUE, 1992). Logo, substituindo
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a Equacao 3.22 na Equacao 3.21 e sabendo que:
2 ) 3.23
U= / i(a, (3.23)
tem-se que a Equacgao 3.21 serd igual a

UM = hU”+F<U

)
Uttt = U+ F(U )

Ut = U - [F (U, ) ~F (Ui_;)} (3.24)

com o fluxo numérico na interface dado por:

1
God (. s
FZ.JfE =F <u <0, i+ 2>) (3.25)
Note que o método de Godunov e suas extensoes de ordens mais altas requerem
a solucao de um problema de Riemann, solugoes estas descritas aqui para uma
grade Cartesiana regular. Esta solucao é calculada diversas vezes durante o seu
desenvolvimento, de modo que o processo para obtengao destas solucao do problema

de Riemann é uma tarefa importante no método numérico.

A solugao de Riemann exata requer um procedimento iterativo para resolver um
problema nao-linear e o esforco computacional associado é muito caro. Por isso, é
usado solugoes aproximadas para o problema de Riemann que nao necessitam de
processos iterativos, mais detalhes podem ser encontrados em (TORO, 2009; LI; LI,
2003).

3.10 Solucao de Riemann da familia HLL

Este método foi proposto primeiramente por Harten, Lax e van Leer (HARTEN et
al., 1983), que porpoe uma solugao rapida sem a necessidade de decomposigao ca-
racteristica (LI; LI, 2003). De acordo com (TORO, 2009), sua solu¢do aproximada
é
Uy se § < 5L,
Uz, t) ={ UM ge S <2 < S, (3.26)
Ugr se T > SR,

em que UPLL ¢ o vetor de estado constante dado por:

— F; — F
UHLL _ SrUr A;;IiLk;: L R (3.27)
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e as velocidades Sy, e Sg sdo assumidas como sendo conhecidas. Esta aproximagao
consiste em trés estados constantes separados por duas ondas e o caso nao trivial
mais interessante é o subsonico em que S;, < 0 < Sg. Dado as condig¢bes iniciais
Uy, e Ug, assume-se que St, e Sg sdo os sinais mais rapidos a esquerda e a direita,
respectivamente, emergindo da solugdo do problema de Riemann, como visto na

Figura 3.5. Para T" > 0 define-se as distancias xy, = T'Sy, e xg = T'Sg, considerando

L _ G <0 ty UMt 25 >0
T A\l I/ Y4

n
Ui—i—l

.%'LITSL z=0 Z'RITSR

Figura 3.5 - Derivagdo do fluxo HLL. Producao grifica do autor com a linguagem Tikz
baseado em (ABGRALL et al., 2016, Fig. 10 pag. 38).

FHLL

o volume de controle [zr,, 0] x [0, T]. O fluxo correspondente ao longo do eixo

t pode ser encontrado por meio das seguintes relacoes:

1 0
FL—F, — U——/U t)d 2
0 LSLLTTSL (,1)dz (3.28)
e7
1 TSR
Fi = Fr— SuUn — / Uz, t) dz (3.29)
0

Segundo (TORO, 2009), utilizando o seguinte resultado integral

/ " Uz, t)dr = 2 Uy — 21Uy, + T (Fy, — Fy) (3.30)

L

agora, partindo da Equacdo 3.30 e substituindo o integrando por U™ | tem-se

UM (2,8)de = 0 UM - 75 Ul 4 (il phbL)
TSy,

= TS UM 4 p(FHL itk (3.31)
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De forma analoga, tem-se que
TSk
/ UML (4, ¢) dz = TS UL 4 (FHLL _ pHLL) (3.32)
0

entao, substituindo a Equacao 3.31 na Equacao 3.28 obtém-se que

1

FILL = Fp— S Uy — - —TS UM 1 (P — F )]
Fé‘ILL — FL . SLUL + SLUHLL o FHLL + Fé‘ILL
i = Fp4s (UMY - Uy (3.33)

ou, substituindo a Equacao 3.32 na Equacao 3.29,

FHU = Fy 4 S (UM - Up) (3.34)

UHLL

Partindo da Equacao 3.33 e substituindo a expressao pela Equacao 3.27,

obtém-se que o fluxo HLL é dado por:

FILL _ B, 45, SpRUr —S.UL + Fr —Fr U
Sr — SL
— FL+5, SrURr — SLUy, + F, — Fgr — [SR — SL] Uy
Sr — SL,
P o4 SLF, — SLFr + SLSR(UR — UL)
- Sk — Su
_ (SR — SL)FL + SLFL — SLFR + SLSR(UR — UL)
Sr — SL

FHLL _ SRFL — SLFR + SLSR(UR — UL) (335)

Sr — SL

Note que o mesmo resultado é obtido partindo da Equacao 3.34 e substituindo a
expressao UM pela Equacdo 3.27. Portanto o fluxo na interface correspondente ao

HLL para a solugao aproximada do método de Godunov é entao,

Fy, se 0< 5,
Fil = ¢ SRSl S8t se ) <0< S, (3.36)
Fr se 0> Sk,

Harten, Lax e van Leer (HARTEN et al., 1983) mostram que o esquema de Godunov,
se for convergente, converge para uma solucao fraca das leis de conservacao, que
na realidade é também uma solucao fisica, satisfazendo a condi¢do de entropia das

mesmas. Foi provado, também, que este método pode preservar a positividade, que
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é importante quando as energias cinéticas ou magnéticas dominam a energia total.
Neste processo a pressao pode se manter positiva durante o tempo de integragao,
como visto em (LI; LI, 2003) e (TORO, 2009).

Um dos requisitos necessarios ¢ a consisténcia com a forma integral das leis de con-
servagao, ou seja, quando a solugao aproximada ﬁ(w, t) for substituida pela solugao
exata U(z,t), o lado direito da equagdo permanece inalterado (TORO, 2009). Porém
a solucao de Riemann através do método HLL possui uma forte difusdo nas ondas
de rarefacao e no campo de contato, devido a isto varias melhorias anti-difusivas
tem sido propostas, como no método HLLEM (WESENBERG, 2003; LI; LI, 2003),

explicado posteriormente.
3.10.1 HLLE

A linearizacao aplicada para o esquema HLLE é baseada em um par de ondas ra-
pidas, equivalente as ondas rapidas do modelo MHD. Este esquema incorpora uma
grande quantidade de viscosidade e ¢ bem comportado na vizinhanca de pontos com
baixa densidade (WESENBERG, 2003). Segundo (EINFELDT et al., 1991) a solugao do
problema de Riemann para o esquema HLLE consiste de trés constantes de estado,
ou seja,
i ) U se 2'< bf+§t’
WHLLE (t;i + 2) =L, se Wt <al <UL, (3.37)
U, se b’i”Jr%t <,
em que ¥’ = — 1. Os estados médios U}, 1 sao definidos tal que a solucao do

problema de Riemann seja consistente com a forma integral da lei de conservagao,

logo
Y n _ pf n n n
—— bH% Uit bi—i—%Ui F(U;,) - F(U;) 3.38
S oy, = (3:3%)
i+t T Vil i+3 ity

T 4
Neste esquema b7 1€ b; n

velocidade do sinal fisico presente na solugao exata do problema de Riemann. Para

; sdo aproximacoes numéricas para a maior e a menor
2

obter a média celular no préoximo nivel de tempo tem-se uma equacao semelhante a

Equacao 3.19, de modo que

w1 _ L7 .1 Lo x o 1
U; :h/o WHLLE | Z31 ~ 5 d$+ﬁ/thLLE ;,24'5 dz (3.39)
2
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Assim como a Equacao 3.24 do método de Godunov sugere, pode-se escrever a

Equacao 3.39 na forma conservativa, entao

n+l _ g1 _ A ni L _ Z
Ut =y AR - FL |, A= - (3.40)
com a seguinte func¢do de fluxo numérico:
RHLLE  7itg ' it " 3 Virt
, — U, — U, 3.41
i3 bt —b b++l b,, ( i ) (3:41)

em que
+ N £
b+%—max{b+ 7O} e bi+%—m1n{bi+%,0}

De acordo com (EINFELDT et al., 1991) o esquema HLLE, composto pelas Equa-

¢oes 3.40 e 3.41, junto do sinal numérico da velocidade

bf+% = min {al.lJr%,ui - ci} (3.42)

e7
b:+% = Imax {a;ﬂr%,uiﬂ — Ci+1} (343)
em que a (k =1,---,4) sao os auto-valores da linearizacao de Roe para o pro-

blema de Rlemann da forma

OW  OF(W)
+

ot oe

ec=(yp/ p)% ¢ a velocidade do som, é positivamente conservativo, a prova foi feita

por Einfeldt e seus colegas e é apresentada em (EINFELDT et al., 1991).

Um alargamento do sinal numérico da velocidade acaba por aumentar a dissipagao

numérica no esquema HLLE, por exemplo, o sinal numérico de velocidade da forma

b:+2 = { u; i+ |wil + ¢y [wiga| + ci+1} (3.44)
¢ — r
by = _bz'+% (3.45)
em que
(a”; B a”;) (ai‘r; + az+§>
CH—% = 5 € ui—‘,—% = 5
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reduz a Equacao 3.41 para

[F(U;) + F(Uip) - b1 (Ui — U))] (3.46)

N | —

que é uma funcao de fluxo numérico do tipo Lax-Friedrich. O esquema formado
pelas Equacoes 3.40 e 3.46 é bastante robusto, porém ¢é muito difusivo, de tal forma
que toda a informagao sobre a descontinuidade de contato se perca (TRAMEL et al.,

2009), fornecendo resultados significativamente menos precisos que os demais.

Uma caracteristica do esquema HLLE é que o sinal numérico das velocidades (Equa-
goes 3.42 e 3.43) podem ser melhorados em relagao a dissipa¢ao numérica perto de
ondas de rarefacao, sujeitas a restricdo de que o esquema HLLE é positivamente

conservativo, se o sinal numérico das velocidades satisfizer a inequacao

(M —w) > g (3.47)
2 -1
(ue — bf+%> > [, <52 = 727> (3.48)

Neste caso unidimensional os resultados obtidos sao os mais nitidos possiveis e, por

consequéncia, o sinal numérico das velocidades

ber% = min{a}%,ui—ﬂci} (3.49)
iy = e fal o + ) (30

diminuira a dissipacdo para a maioria das ondas de rarefagao desde que

u; — ¢ < u; — PBe e Uiy + BCiv1 < U1 + Cipr

3.10.2 HLLEM

O método HLLEM ¢é uma outra abordagem proposta por Einfeldt e outros que me-
lhora os resultados do método HLL para ondas de contato. Uma vez que o estado
UM do esquema HLL é obtido, a soluciao de Riemann do tipo HLLEM consiste
em dotar o estado HLL intermediario com uma variacao linear que tem como in-
tuito representar o efeito da onda intermediaria do sistema hiperbdlico (EINFELDT
et al., 1991). Quando o esquema HLLEM foi desenvolvido, a onda intermediaria
possuia uma onda de entropia linearmente degenerada que representava a fisica da
descontinuidade de contato. No conjunto mais geral é levado em consideragao to-

dos os campos lineares degenerados do sistema hiperbolico, de modo que expressoes
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analiticas fechadas para os auto-valores e os auto-vetores sdo avaliados (DUMBSER;
BALSARA, 2016).

E necessério reter sub-estruturas no problema de Riemann somente para ondas inter-
mediarias linearmente degeneradas, afim de reduzir a dissipagao numérica exercida
nos campos caracteristicos associados. Para isso um termo anti-difusivo ¢é adicionado
na onda de entropia, presente no fluxo original do esquema HLLE, de modo a reduzir
o termo de difusdo nas ondas de contato (LI; LI, 2003). Assim, uma modificagdo no
esquema HLLE foi proposta por Einfeldt em (EINFELDT, 1988) em que a solugéo do
problema de Riemann é definida por:

U; se ' < bf#lt7
x’ 1 2 AP ¢ ;i
L _ ~ A /
WHLLE <t,2+2) = Ui+%+(x—ui+%t) 2#22’3(51’,‘+%af+%Ri+% se bi+%t<w <b;+%t,
Ui se b:+%t <,
(3.51)
em que

A2 A~ 2 oy ~ 3 ~ 3 fa

Ry =R (Wiy) o Ry =R (W)

sao o segundo e o terceiro auto-vetor a direita da matriz Jacobiana dF (VAVl +%) =

AW, +1) avaliado em um estado médio W, 1 = (p,4,0,8)". Os coeficientes de
2 2

projecao de (U;;; — U;) para estes auto-vetores sao:

A2 _ 2 (YA A3 _ 3 (1R
Ajp1 =@ (WH%) e Ajp1 =@ (WH%)

ou seja,

4
Uiy —U; =Y a7 Ry (3.52)
v=1

(NI

de tal forma que (ii e 3;1 1 sejam parametros positivos que controlam a quantidade
de anti-difusd@o nos campos degenerados lineares. Para o caso em que 312+ 1= 0e
5;’+% = 0, tem-se novamente a solucao de Riemann apresentada na Equacao 3.37.
Note que o termo 1, +1 Da Equacao 3.51 é uma aproximacao para a velocidade na

descontinuidade de contato, definida por

r 4
- B bi—l—% + bz’+§
Yy =Ty

(3.53)

[N

O esquema do tipo Godunov correspondente a solugdo do problema de Riemann

dada pela Equacao 3.51 também pode ser escrito na forma conservativa, tal que

AN AN

W = W = A [F - F

1—=

(3.54)

1
2
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com o seguinte fluxo numérico

~ HLLEM bt b_ A

AR 0 L s R

3 b, b, +
Z+§ ,U,:2,3

R, (3.55)

&

N[
I\J\H

de modo que os coeficientes de anti-difusao da Equacao 3.51 retiram o excesso de
dissipacao nos campos degenerados lineares, sujeitos a restricao de preservacao da
estabilidade do esquema HLLE (EINFELDT, 1988). Como uma variagdo, pode-se

escrever o esquema HLLEM da seguinte maneira:

1
FH% =3 F(U;) + F(U;41) Z Q7. (3.56)
de modo que
bf ! +b . br b,
1 +35 1 z+2 z+2
; = Q1 — 2 3.57
z+% b;:_, b__i_l az-&-% b;:_l _ b;_l ( )
bJr + b_ bl b,
2= HE L Thoe o] g2 )t Ha 3.58
AU S v o
+ - + -
3 %Oﬁ - ( 53 >b’+1b’+2 (3.59)
i b:r bz‘_+l E b o bz+
2 2
bfr 1 + b._ . br L b,
4 — 2 4 ity ity
ity btrl ~b,., O‘H% 2611 “b,, (3.60)
(] 3 K3 3 1 3 KA 3

A Equacao 3.56 pode ser considerada como sendo uma melhoria do esquema original
apresentado por Roe. Por outro lado em comparacao com o esquema de Roe, ele nao
requer uma entropia artificial fixa e nao sofre dos mesmos problemas de instabilidade
(EINFELDT et al., 1991).

Em geral a solugao de Riemann do tipo HLLEM nao é completa a menos que se inclua
todos os campos caracteristicos intermediarios nao-lineares nas matrizes. A questao
mais importante é resolver os campos intermediarios linearmente degenerados. Eles
sao mais sensiveis a dissipacoes numéricas. Enquanto, os campos genuinamente nao-
lineares tendem a ter descontinuidades mais ingremes, devido a compressao fisica de
suas curvas caracteristicas (DUMBSER; BALSARA, 2016).
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3.11 Limitadores de Fluxo

O uso de limitadores de fluxo, juntamente com um esquema apropriado de alta reso-
lugdo, faz com que a variagao total das solugdes diminua (conhecido com esquemas
TVD). Os limitadores TVD sao projetados de forma que passem por uma determinada
regiao da solugao, conhecida como regiao TVD, para garantir a estabilidade do es-
quema numérico. Os limitadores TVD de segunda ordem satisfazem ¢(1) = 1 e pelo

menos os seguintes critérios:

r<o(r)<2 para 0 <r <1
1<o(r)<r, paral<r<2
1<¢(r)<2, parar>?2

Todos os limitadores utilizados nesse trabalho sao to tipo TVD.

Os limitadores sdo necessarios para reconstruir e suavizar as fungoes de fluxo nu-
mérico, interrompendo o comportamento de extrapolacdo do prolongamento das

aproximacoes lineares da célula. Sao estudados os seguintes limitadores de fluxo:

a) Koren (KOREN, 1993)

o) = [o, i (52,5 )|

r—00

b) Min-Mod (ROE, 1986)

Gmm (1) = max|[0, min(1, )]
M0, G (1) = 1

¢) Monotonized Central (MC) (LEER, 1977)
Gme(r) = max[0, min(2r,0.5(1 + r), 2)]
Jim ppe(r) =2

d) Osher (CHAKRAVARTHY; OSHER, 1983)

Gos(r) = max[0, min(r, 8)], (1< 5<2)
rllglo ¢os (T) = 6
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e) Ospre (WATERSON; DECONINCK, 1995)

1.5(r% +r)
Palr) =2
lim Gop(r) = 1.5

f) Superbee (ROE, 1986)

Gsp(r) = max[0, min(2r, 1), min(r, 2)]

H da(r) =2
g) Sweby (SWEBY, 1984)

Gsw(r) = max|[0, min(Sr, 1), min(r, 5)], (1<p<2)
Jin 6uulr) = 5

h) Van Albada 1 (ALBADA et al., 1982)

r? +r
buan(r) = r2+1
rlggo ¢va1 (T) =1

i) Van Leer (LEER, 1974)
]
M Gu(r) =2

A regiao limitadora admissivel para esquemas TVD de segunda ordem é mostrada no
Diagrama Sweby (SWEBY, 1984) apresentado na Figura 3.6 como as regides cinzas.

Nas diversas sub-figuras encontram-se os graficos dos limitadores estudados.

3.11.1 Comentarios sobre as implementagoes

Nas simulac¢oes apresentas nesse estudo no proximo Capitulo utilizou-se o fluxo
HLLD, descrito em detalhes em (GOMES et al., 2015). E de interesse implementar
em futuro préximo os fluxos HLLE(M) no programa CARMEN-MHD em que os

fluxos HLL e HLLD j4a estao implementados. Todos os limitadores descutidos estao

implementados programa CARMEN-MHD.
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Koren Min-Mod Monotonized Central

3 3
2 — 2
1 / 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Osher Ospre Superbee
3 3
=1.5
2 2
1 1 /
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Sweby Van Albada 1 Van Leer
3 3
=1.5
2 2
1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 3.6 - Diagrama Sweby.
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4 Computagao Cientifica
Os principais topicos estudados nesta etapa sao apresentados a seguir.

4.1 CARMEN-MHD

O cédigo CARMEN-MHD  (https://github.com/waveletApplications/
carmenMHD) ¢é escrito em C++/OOP de resolucdo numérica de EDP para-
bolicas e hiperbdlicas adaptativas utilizando métodos de volume finitos com
adaptabilidade espacial utilizando andlise multirresolugao e adaptabilidade tem-
poral utilizando estratégias baseadas em métodos Runge-Kutta originalmente
escrito para resolugdo de equagoes parabdlicas como descrito em (ROUSSEL et al.,
2003). Posteriormente, foi estendido para equagoes hiperbdlicas em (DOMINGUES
et al., 2008). Nos trabalhos (GOMES, 2012; DOMINGUES et al., 2013; GOMES et
al., 2015; GOMES, 2017) apresentam-se desenvolvimentos desta versdo especifica
para simular problemas relacionados a magnetohidrodinamica. Como parte desta
iniciacao cientifica, sdo iniciados os estudos desse modelo numérico de MHD. Em
particular, neste estudo utiliza-se um modelo MHD ideal implementado em malha
uniforme baseado em uma versao corrigida do Modelo MHD usual apresentado no
Capitulo 2, conhecido como GLM-MHD (DEDNER et al., 2002). Este modelo ainda
serd estudado pelo bolsista. Na pratica, adota-se o valor a;,, = 0.4 para todas as

simulagoes apresentadas.
4.2 VislIT

O VisIT https://visit.llnl.gov é um software de visualizagdo grafica, capaz
de gerar imagens e filmes de simulagdes numéricas, permitindo assim uma possi-
vel andlise grafica dos fendmenos a serem estudados. Este software possibilita gerar
imagens de contorno, pseudo-cores, curvas, volume, vetores entre outros, além de
permitir a criagdo de novos vetores e descricoes matematicas utilizando algum pa-
rametro pre-definido da simulagao. Para a criacao de imagens e filmes fora de sua
interface grafica, o software possibilita gravar nem diversos formatos. E utilizado

esse ambiente para visualizar as solugoes numéricas do modelo de MHD em estudo.
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5 Discussoes e Conclusoes preliminares

Nos experimentos a seguir utiliza-se o exemplo de instabilidade tipo Kelvin-
Helmholtz proposto em (FRANK et al., 1996). A instabilidade de Kelvin-Helmholtz
em fluidos é desencadeada na camada de cisalhamento entre dois fluidos com veloci-
dades diferentes. A evolugao nao-linear dessa instabilidade pode resultar em vértices
caracteristicos, como os conhecidos como olho de gato (cat’s eye, em inglés) como
apresentado em Frank et al (1996). Esse tipo de instabilidade é observada em diversos
fendmenos no espago, ver por exemplo a discussao apresentada em (EVANGELISTA
et al., 2016). Nas simulagoes apresentadas a condigdo inicial para esse problema é

dada na Tabela 5.1, em que

ug(x,y;t=0) = 5 [tanh (20(y + 0.5)) — tanh (20(y — 0.5) — 1] ,

uy(z,y,t =0) = 0.25 sin(27x)

exp ( — 100(y + 0.5)2) — exp ( —100(y — 0.5)2>] :

sao as componentes x e y da velocidade, respectivamente. O dominio computacional

¢ dado por 2 = [0,1] x [—1,1].

Tabela 5.1 - Condicao inicial para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

p p uy u, u, B, B, B,

1.0 50.0 «2 «® 0.0 1.0 0.0 0.0

Y

Também sao definidos como parametros de simulacao o CFL, a constante adiabatica
v = 14, e o tempo final ¢ = 0.5. A condicao de contorno é periddica em todas as

fronteiras.

Para os limitadores descritos sao estudados os valores maximos do parametro de CFL
considerando-se também diversos tamanhos de malhas. Os resultados sao apresen-
tados na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2 - ParAmetros CFL méaximos obtidos com diferentes limitadores

Malhas
Limitador 128 x 128 256 x 256 512 x 512
No Limiter 0.625 0.600 0.600
Min-mod 0.625 0.600 0.600
Van Albada (TVD) 0.625 0.600 0.600
Van Leer 0.625 0.600 0.575
Superbee 0.625 0.600 0.575
Monotonized Central (MC) 0.625 0.600 0.575
Koren 0.625 0.600 0.600
Ospre 0.625 0.600 0.575
Umist 0.625 0.600 0.575
Osher 0.625 0.625 0.575
Sweby 0.625 0.600 0.575
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Com os resultados do codigo CARMEN-MHD, o bolsista também ja consegue pro-
duzir, ainda de forma inicial, figuras multidimensionais e filmes de visualizacao ci-

entifica, como as figuras apresentadas a seguir.

Nesse estudo inicial sdo avaliados um esquema de segunda ordem e a influéncia
dos limitadores de fluxo nas solucoes das variaveis do modelo MHD, observa-se a
importancia do uso desses limitadores para uma melhor localizagao da estrutura da
instabilidade. Malhas uniformes de 642, 1282, 2562, 5122 e 10242 sao estudadas.

Para estas simulagoes também sao testados diferentes valores do parametro CFL,
afim de encontrar um valor em que seja estdavel a solucao e favoreca a existéncia da

instabilidade para os diversos limitadores aplicados na simulacao.

Nas figuras a seguir as solugdes numéricas do modelo MHD para diferentes limitado-
res de fluxo sao apresentadas no tempo t = 0.5 com CFL 0.6 e uma malha uniforme
256 x 256.

Mais ainda, observa-se que alguns limitadores sdo bem mais difusivos dificultando

até a localizacao da instabilidade.

Outro fato de importancia é que as variaveis respondem de forma diferenciada ao uso
dos limitadores. Por exemplo, a componente magnética é afetada significativamente,

podendo até a levar a resultados numéricos espurios.

Estudos sobre essa influéncia no campo transportado de divergéncia do campo mag-

nético serao aspectos a serem estudados no futuro.
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Figura 5.1 - Solugdo numérica da variavel densidade para os diferentes limitadores.
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Figura 5.2 - Solugdo numérica da varidvel pressdo total para os diferentes limitadores.
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Este trabalho apresenta um estudo de verificagao das condigoes de estabilidade numérica
tipo Courant-Friedrich-Levy (CFL) em um modelo magneto-hidrodinamico ideal (iMHD)
discretizado em volumes finitos [4]. O modelo iMHD necessita obedecer a Lei de Gauss
que determina que a divergéncia do campo magnético é nula. Essa condi¢ao nem sempre
¢é satisfeita numericamente, sendo entao necessario utilizar outras formulacoes na discre-
tizagdo. Em particular, utiliza-se uma versao numérica discretizada de um modelo iMHD
baseado nos Multiplicadores de Lagrange Generalizados (GLM) com o método dos volumes
finitos, desenvolvida em [1]. O modelo GLM-iMHD em sua forma conservativa é composto
por um sistema de nove equacoes diferenciais parciais: uma equacao de conservacao da
massa, trés equagoes de conservacao de momento, uma equacao de conservagao de energia,
trés equacoes de conservacao de fluxo magnético e uma equagao associada a corregao de di-
vergéncia nula parabodlica-hiperbdlica. A condicao de estabilidade tipo CFL nesse modelo
GLM-iMHD além dos parametros usuais também depende de dois parametros que con-
trolam a divergéncia do campo magnético associados a correcao parabdlica-hiperbélica.
Utiliza-se o c6digo CARMEN-MHD ([3] para executar as simulagoes. Sao escolhidos li-
mitadores [5] tipicos de métodos de volumes finitos em malhas uniformes do tipo Total
Variation Diminishing (TVD) para um estudo da condigao CFL em um caso de uma ins-
tabilidade de Kelvin-Helmholtz (KHI) tipo ”olho de gato”, conforme ilustrado na Fig. 1.
Uma descrigao detalhada deste caso teste encontra-se em [1]. Além dos limitadores Min-
Mod, Van Albada 1, Van Leer, Superbee e Monotonized Central ji implementados no
CARMEN-MHD, adicionam-se também os limitadores TVD: Koren, Ospre, Umist, Osher
e Sweby nesse codigo. Ao se avaliar os parametros CFL de 0.5 — 0.7 com uma variagao
de 0.025, para as malhas 2562, todos os limitadores estudados executam a simulacio com
o parametro CFL méaximo de 0.6, exceto o limitador Osher cujo CFL méaximo foi 0.625.
Em malhas mais refinadas, 5122, com o parametro CFL 0.6, as simulacoes somente foram
concluidas com sucesso nos casos Min-Mod, Van Albada 1 e Koren, enquanto nos demais

!eliasgcl@yahoo.com.br,{margarete.domingues,odim.mendes,renato.dallaqua}@inpe.br,
annakfg@gmail.com, mariana.baroni@gmail.com, magriniluciano1983@gmail.com



esse parametro CFL maximo possivel é de 0.575. Ocorre também nesta malha uma si-
tuacao em que instabilidades numéricas perturbam a solucgao fisica, mas sem destruir as
caracteristicas da KHI, durante a evolugao temporal no caso do limitador MC para o
parametro CFL 0.6. Pode-se observar que os valores do parametro tipo CFL diferem de
acordo com o limitador e também com a resolucao escolhida. Mais estudos sobre o efeito
na solucao estao sendo realizados para maiores resolucoes.
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Figura 1: Solucao numérica no tempo ¢t = 0.5, (a)xpresséo, (b) vg, (¢) By, paraxo limitador
de Koren com CFL 0.6 e uma malha 5122.
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RESUMO DISCRETIZACAO

Faz-se um estudo de um modelo magneto-hidrodindmico (MHD). Fisicamente,
esse modelo descreve o comportamento de fluidos compressiveis e condutores
elétricos sobre a influéncia de um campo elétrico externo. Utiliza-se um con-
junto de equagdes diferenciais em derivadas parciais acrescido de uma restricio
fisica de divergéncia nula do campo magnético, o que nem sempre é preservado
numericamente. Adota-se uma versdo bidimensional discreta em volumes finitos
desse modelo e que mantém essa restri¢do controlada evitando degenerescéncias
das solugdes numéricas. Em particular, neste estudo, avaliam-se os efeitos de al-
guns parametros numéricos na formagdo de instabilidades tipo Kelvin-Helmholtz
(tipo olho-de-gato). Esta é uma instabilidade de grande importancia na fisica
espacial do espago préximo. De um modo geral, tal instabilidade surge quando
dois fluidos, cuja densidade e/ou a velocidade sejam diferentes, estdo em con-
tato um com o outro gerando uma tensdo de cisalhamento sobre as superficies
de contato, criando assim uma situagdo de desequilibrio. No caso de inter-
esse, 0 campo magnético auxilia no processo de estabilizagdo. Realizou-se em
especifico a simulagdo em volumes finitos desse fendmeno utilizando diversos
limitadores do tipo Total Variation Diminishing (TVD) proveniente do ambiente
numérico CARMEN-MHD, desenvolvido no INPE, e compararam-se seus efeitos
no fendmeno simulado. Dentre os limitadores disponiveis, foram utilizados: Min-
Mod, Van Albada 1, Van Leer, Superbee, Monotonized Central, Koren, Ospre,
UMIST, Osher, Sweby e No Limiter (sem limitador).

MODELOS MHD

Existem diversos tipos de plasmas. A teoria magneto-hidrodindmica (MHD)
trata o plasma como fluido eletricamente condutor [1]. O modelo MHD ideal em
estudo consiste do seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas:

u
B-B
P) ’ﬁ] puu+|(p+T>—BB
BTV uB — Bu =0
E

(+9+5:%)u-s0-8)

em que | é a matriz identidade 3 X 3, p a densidade, u a velocidade, p a pressdo,
B o campo magnético e E a energia, definida como:
p u-u B-B
E=—P 4,0 22
-1 2 2
Representando em uma forma matricial, tal como apresentado em [4] e tomando
sua forma quasi-linear, é possivel obter os seguintes autovalores para a direcao
x:

» Uma onda nula, conhecida como onda de divergéncia;

» Uma onda de entropia: Ae = ug,

» Duas ondas de Alfvén: A\, = u, :l:%,

» Duas ondas magneto-acisticas répidas: Ay = u, & cy,

» Duas ondas magneto-acisticas lentas: Ay = u, =+ c;, tal que:

1 B-B B-B\? 4ypB? 1 B-B B-B\* 4ypB?
o= |2(2 BB, (e B-BY 4B _ |2(® B-B_ [(xe, B-B) 4wB.}
f 2
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O modelo MHD descrito n3o preserva a divergéncia nula do campo magnético ao
se utilizar o método de volumes finitos para discretiza-lo. Entdo, o modelo MHD
é substituido por uma variante dele conhecida como GLM-MHD ( multiplicadores
de Lagrange generalizados), proposta inicialmente por [2], que reduz e transporta
os erros numéricos associados para fora das fronteiras.

Evolugio Temporal: Runge-Kutta

Fluxo Numérico: HLLD
/ Limitadores: TVD

CFL
. I/
! Correcio
Modelo REGZD V.B#£0 Discretizagio || Volumes Solugio
MHD Finitos | C.L
GLM-MHD CF.
m
V-B=0
mn

Corregio Parabélica-Hiperbdlica

O método de volumes finitos discretiza todo o dominio da solugdo MHD em
volumes menores, de tal forma que haja a conservagdo do fluxo numérico que
atravessa cada um dos volumes que compdem o dominio total. Entretanto, tais
discretizagdes criam, consequentemente, descontinuidades na fungdo, entdo é
necessario a utilizagdo de métodos para calcular um valor aproximado das médias
celulares (posterior e anterior a célula analisada) e assim suavizar a fungdo do
fluxo numérico. Para esquemas de segunda ordem, como o utilizado neste tra-
balho, é necessario aproximar os valores celulares por meio de aproximagdes
lineares. Contudo, tal aproximagdo pode gerar maximos e minimos locais com
o prolongamento destas aproximagdes. Dessa forma, limitadores sdo necesséarios
para reconstruir e suavizar as fun¢des de fluxo numérico, interrompendo o com-
portamento de extrapolagdo do prolongamento das aproximagdes lineares da

célula.
Legenda:

‘ ‘ ‘ == Koren

2 — — Min-Mod

o - = Monotonized Central
— Osher (8 =1.5)

- - Superbee

— Sweby (3 = 1.5)

= Van Albada 1

— Van Leer

RESULTADOS

Nas figuras a seguir, as solugdes numéricas 2D do modelo GLM-MHD (campo
magnético, a direita, e a energia, a esquerda) sdo apresentadas. Tais solugdes
foram obtidas com o programa CARMEN-MHD [3] para diferentes limitadores
de fluxo no tempo ¢ = 0.5 com CFL 0.6 e uma malha uniforme 256 X 256,
exemplificando a instabilidade de Kelvin-Helmholtz apresentada em [2] .
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