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Resumo

A modelagem matemaética é uma importante ferramenta que nos ajuda a com-
preender fenomenos da natureza a partir de resultados analiticos do modelo e simulagoes
numéricas. Um fenomeno em particular que desperta muito interesse sao as epidemias.
Entre elas, as doencas transmitidas por vetores representam grande preocupacao ao re-
dor do mundo, especialmente no Brasil. Nos tltimos anos, o sistema de satide brasileiro
enfrentou recorrentes casos de epidemias como Dengue e Malaria e novos casos de Chikun-
gunya, Zika e Febre Amarela. O controle vetorial continua sendo uma das mais importan-
tes medidas de combate a epidemias como essas. Modelos matematicos sao importantes
ferramentas para planejamento das estratégias de controle vetorial. Neste trabalho apre-
sentamos uma abordagem para calcular qual a minima intensidade de controle vetorial
necessaria para obter estabilidade em um modelo simples de dinamica de populagoes de
mosquitos. Combinamos simulacgos numéricas com resultados analiticos. Os primeiros
passos da pesquisa trataram da andlise de estabilidade e bifurcagoes de modelos epi-
demioldgicos simplificados. A segunda parte foi constituida no desenvolvimento de um
modelo préprio, diferentes simulacoes variando os paraemtros e suas respectivas andlises.
Este projeto é desenvolvido com apoio de uma bolsa de Iniciacao Cientifica pelo Instituto

Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE).



Capitulo 1

Introducao

Os anos de 2017 e 2018 configuraram o Biénio da Matematica no Brasil, por isso,
nesses anos e os que os sucedem, é de suma importancia, promover projetos na area que
tenham uma grande relevancia no ambito cientifico, tecnoldgico e social. A aplicagao es-
colhida para o projeto foi voltada para a area da satide, mais especificamente as epidemias
transmitidas por mosquitos, doencas que assolam paises de todo o mundo.

O mosquito Aedes aegypti é o vetor transmissor de varias doengas, como a Dengue,
Chikungunya, Zika e Febre Amarela. Nos tltimos anos, houve um grande aumento de
casos dessas doengas [II, 2 [l [4], o qual se tornou um grave problema para sistemas de
saide em varios paises tropicais, especialmente o Brasil. Essa situacao se da devido a
varios fatores sociais que criam ambientes favoraveis ao crescimento acentuado do mos-
quito, principalmente locais com uma quantidade consideravel de agua acumulada parada,
causadas por uma grande concentragao de pessoas [5]. O controle vetorial é um dos princi-
pais meios de frear esse crescimento e se da através de vérias estratégias: desde a remocgao
mecanica dos sitios de reproducao do mosquito até a utilizacao de venenos.

Existem diversos trabalhos que desenvolvem modelos matematicos para essas doencas
[6], 7, [8, @, 10, 111, 12] e vamos utilizar os valores para determinados parametros que foram
considerados nestes. Nesse trabalho, construimos modelos simples para o crescimento da
populacao de mosquitos, baseados nos artigos ja citados até chegarmos em um modelo
que leva em consideragao mecanismos de controle vetorial a serem usados separadamente
e em conjunto. Baseado no estudo qualitativo de sistemas de equacoes diferenciais or-
dindrias (andlise de estabilidade) e simulagbes numéricas, nossos resultados classificam a

estabilidade linear dos sistemas dos diferentes modelos e revelam as condigoes necessarias



para que a populagao de mosquitos cresga indefinidamente, cresca de forma controlada ou
morra apos um certo tempo. Em um simples modelo de Equacoes Diferencias Ordinarias
(EDO), porém de maneira geral e de facil reprodugao, ilustramos o processo de quantificar
o valor minimo necessario para os parametros do modelo para impedir o crescimento da
populagao e/ou manté-la estével.

Assim, o objetivo desse relatorio é apresentar as atividades referentes ao projeto na

segunda metade de 2018 e primeira metade de 2019.



Capitulo 2

Modelos & Métodos

2.1 Modelos

Os modelos desenvolvidos levam em consideracao a dinamica da populagao de mos-
quitos propagadores (vetores) da Febre Amarela, e foram divididos nos seguintes compar-
timentos: FE(t) representa a populagao de ovos, em um instante t; L(t), a populagao de
larvas; P(t), a populagao de pupas e M (t), a populagao de mosquitos adultos. Com isso
modelamos a taxa de variagao de cada populacao utilizando um sistema de EDOs de trés

maneiras diferentes, cujas equacoes sao dadas abaixo.

( dE
E = ¢mM(t) - Ue-E(t)
dL
= = oe.E(t) — 0,.L(t)

¢ (2.1)

apP
- = 0. L(t) — 0,.P(t)

k % = 0,.P(t) — pm.M(t)



(dE
— = G- M (t) — 0. E(t)
dr
— = 0eE(t) — o.L(t)
(2.2)
dP
pr = 01.L(t) — 0,.P(t)
\ ‘Z_]\f = ap.P(t)<1 —~ Aﬁ—?) = pan-M (1)
( % = .M (t) — (0c + p1e)-E(t)
‘;_f = 0..B(t) — (o7 + pu).L(t)
(2.3)
CZ—]; = O'I.L(t) - (Up + Np)'P(t)
\ % - ap.P(t)<1 - Ai—f?) = M (1)

Um resumo dos parametros se encontra na tabela [2.1]

A dinamica nos modelos é parecida: o aumento na populagao de ovos se da através da
taxa de oviposicao ¢,, e a diminuigao é dada através da taxa de transicao o. nos modelos
e ja a diferenca no modelo se da através do parametro de controle p. que
representa a taxa de mortalidade dessa populacao, o qual consideramos desprezivel nos
primeiros dois modelos. A taxa de crescimento da populagao L(t) se d& através da parcela
de E(t) que eclode e diminui conforme a populagao de larvas se desenvolvem para pupas,
representada pela taxa de transicao o;; novamente consideramos mortalidade apenas no
modelo 2.3 A dinamica da populagao P(t) se dd analogamente. A populacdo M(t) no
modelo cresce confomre a taxa de transi¢ao o, e diminui conforme essa populacao vai
morrendo ft,,, ja nos modelos e acrescentamos um termo logistico (1 — A;i—f?)
para controlar o crescimento populacional.

Note que o modelo é um sistema linear de EDOs, entao é esperado que tenha

apenas um ponto fixo (ponto em que todas as derivadas sdo 0) e que os resultados ob-



Tabela 2.1: Resumo dos parametros.

Simbolo Parametro Unidade | Dominio | Valor
Oc Taxa de transicao per-capita entre E e L dia™! [0,1] %
oy Taxa de transicao per-capita entre L e P dia™! [0,1] %
o Taxa de transicao per-capita entre P e M dia™! [0,1] %
Lhe Taxa de mortalidade per-capita de E dia™! [0,1] -
i Taxa de mortalidade per-capita de L dia™! 0,1] -
L Taxa de mortalidade per-capita de P dia™* 0,1] -
Lm Taxa de mortalidade per-capita de M dia=! [0,1] %
Om Taxa de ovoposicao de um mosquito fémea | dia™* (0,00) -
km Capacidade de suporte para a populacao M - (0,00) 100

tidos deste sejam relativamente simples e nao representativos da realidade. As equacoes
que o constituem sao razoavelmente acoplados: as entradas de um compartimento ¢ a
saida do anterior, por isso podemos considerar a entrada e a saida do sistema como um
todo, dependem dos parametros ¢,, e i, e é esperado que a estabilidade desse sistema
dependa desses parametros. Enquanto isso, o modelo é um sistema nao-linear devido
ao termo logistico adicionado na populagao M (t), o que vai acarretar o surgimento de um
segundo ponto fixo no sistema. E esperado que a estabilidade ainda dependa dos mes-
mos parametros do primeiro modelo devido a semelhanga entre eles, mas este novo ponto
fixo vai proporcionar um comportamento diferente no sistema. Finalmente, o modelo
também é constituido de um sistema de EDOs nao-linear mas perde sua caracteristica de
acoplamento pois estamos considerando agora a taxa de mortalidade dada por estratégias
de combate vetorial, nos outros compartimentos. Assim o que sai de uma determinada po-
pulacao nao vai toda para o outro compartimento como acontecia antes. Logo, é esperado
que sua estabilidade nao dependa apenas de dois parametros.

Na Tabela [2.1] nao especificamos os valores dos novos parametros de mortalidade
adicionados pois estes serao variados nas simulagoes para determinar o valor minimo de

cada um para erradicar a populacao dos mosquitos.



2.2 Métodos

Para estudar a estabilidade linear dos pontos de equilibrio de sistemas nao-lineares
localmente lineares, podemos nos restringir a uma anélise local ao redor do ponto fixo.
Para isso, calculamos a matriz Jacobiana do sistema e a avaliamos no ponto de equilibrio.
Mais especificamente, é possivel aproximar linearmente o sistema auténomo X’ = F(X)
por X’ = J(P)-X onde J(P) é a matriz Jacobiana de F' calculada no ponto de equilibrio
P:

Mgy )
J(P) = 88(2,...,817,;) = 15 nz (2.4)
Lo ®n oF, oF,
CP) L SRP)

Assim, os autovalores dessa matriz sao calculados e é possivel concluir que se todos
tiverem parte real negativa, o ponto fixo é localmente estdvel, ou seja as solugoes que
comecam préximas a ele permanecem proximas; enquanto que se um dos autovalores
tiver parte real positiva, podemos concluir que o ponto fixo é instavel, ou seja, as solugoes
que comecam préximas a ele se distanciam. Essas afirmagoes estao devidamente provadas
em [13],[14].

Quanto aos pontos de bifurcacao do sistema (os pontos no dominio dos paradmetros
em que o comportamento do sistema muda radicalmente), estes sdo determinados a partir
do célculo dos autovalores para um determinado conjunto de valores dos parametros do
sistema enquanto variamos um deles no seu dominio. Para os modelos construidos, quando
temos dois pontos de equilibrio, estes tem sempre comportamento inverso, ou seja, quando
o primeiro € estavel, o outro € instavel e vice e versa. Portanto, a bifurcacao ocorre quando
o sinal de um dos autovalores é trocado. Mais especificamente, queremos estudar, dado
um conjunto de valores para os parametros, quando que a populag¢ao dos mosquitos cresce
indefinidamente, converge para um certo ponto fixo ou vai para 0.

Um algoritmo do método de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado nas simulagoes
numeéricas para os sistemas de EDOs, o software SCILAB foi usado para a analise espectral

dos autovalores e o software Origin foi usado para plotar os graficos.



Capitulo 3

Resultados & Discussoes

Nessa secao, mostraremos a analise de estabilidade dos modelos, com foco maior no
2.3l onde sera feito um estudo sobre os valores minimos dos parametros de mortalidade

para que o ponto fixo trivial seja estavel, representando a extincao da populacao.

3.1 Modelo 1

O sistema linear do primeiro modelo possui apenas um unico ponto de equilibrio e é
o trivial: (E, L, P, M) = (0,0,0,0), sem a presenga de mosquitos. Para qualquer ponto,
sua matriz jacobiana é dada por

J= (3.1)

O sinal das raizes do polinomio caracteristico de sua Jacobiana calculada no seu tnico
ponto fixo depende de dois parametros: ¢, € . Caso f, > ¢, todos os autovalores da
matriz tém parte real negativa (sendo duas delas complexas e duas reais) e portanto,
o ponto fixo é estavel. Caso contrario, se p, < ¢, existe um autovalor com parte real
positiva e os restantes tém parte real negativa (um complexo e seu conjugado, e outro
real), o que faz com que o ponto fixo seja instdvel. Esse comportamento se dd devido a
bifurcagao presente quando ¢, = pum, melhor ilustrado no diagrama da figura [3.1}

O eixo vertical representa a populacdo M (quarta coordenada do ponto de equilibrio)



M*

Figura 3.1: Diagrama de bifurcagao com os parametros assumindo os valores mostrados

na Tabela 2.11

e o eixo horizontal, os diferentes valores de ¢,,. A curva destacada é a quarta coordenada
da solugao dada pelo ponto fixo (M=0). As flechas apontando para fora da curva, repre-
sentam que a solucao dada pelo ponto de equilibrio é instéavel, enquanto que um flecha
apontando em direcao a curva indica que o ponto é estéavel. E facil ver que ocorre uma
bifurcacao em ¢,, = um.

Como existe apenas um ponto de equilibrio, se este for instavel a populacao de mos-
quitos cresce indefinidamente, caso contrério, a populagao ird tender ao ponto (0,0,0,0)

para uma quantidade de tempo suficientemente grande.

3.2 Modelo 2

O sistema nao-linear [2.2] tém dois pontos de equilibrio: o trivial, o qual vamos denotar

1 1 1 1

por 0 a partir de agora e P* = (E, L, P, M) = ky,(¢m — um)<—, —,—, —> é o segundo
Oc 01 Op ¢m

ponto fixo. Sua matriz jacobiana geral é dada por:

—O0¢ 0 0 ¢m
0. —O0] 0 0
J= (3.2)
0 o —0p 0
M(t P(t
0 0 O_p _ O-pk ( ) _,Um _ Upk ( )



Calculando sua matriz Jacobiana em 0 nos da a mesma matriz do primeiro modelo
e portanto, tem o mesmo polindmio caracteristico. Assim a conclusao sobre o ponto
do fixo trivial é a mesma que a do primeiro modelo: o ponto fixo trivial sera instavel
se ¢m > pm € estavel caso contrario. Contudo, o termo logistico adicionado impede a
populacao de crescer indefinidamente devido ao segundo ponto fixo.

O sinal dos autovalores da matriz jacobiana do sistema calculada em P* ainda
depende dos parametros ¢,, € (,,, mas a dependéncia ¢ contraria a do ponto 0: se ¢, > i,
entao todos os autovalores tém parte real negativa e portanto o ponto fixo nao-trivial é
estavel, enquanto que se ¢,, < i, um dos autovalores tem parte real positiva e por isso

o ponto ¢ instavel.

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacao com os parametros assumindo os valores da Tabela

2.1

Note que uma bifurcacao ocorre novamente em ¢,,, = fi,,, € nesse ponto, os pontos
trocam de estabilidade. Por [15], afirmamos que neste ponto, ocorre uma bifurcacao
transcritica. Nesse modelo, a populagao de mosquitos nao vai crescer indefinidamente ja
que vai convergir para um dos pontos criticos: se ¢,, < ., a populacao vai toda morrer
eventualmente e caso ¢, > ,, ela vai convergir para ponto fixo nao-trivial. Tipicamente,
os valores de ¢, sao maiores que os de u,,. Essa relacao nos mostra a importancia do
controle vetorial.

Todas as simulagbes vao ter como ponto inicial (F,L,P,M) = (1,0,0,0). A



Figura 3.3: Série temporal da populagao dos mosquitos para o modelo [2.2]

simulacao mostrada na figura mostra exatamente o que acontece caso tenhamos o
parametro ¢, maior ou menor que o ponto de bifurcacao. Usando os parametros mos-

trados na Tabela e colocando ¢, como 10 na Figura e e, como = na figura ,

25

note que no primeiro caso (¢, > ) a populacdo de mosquitos converge para a quarta

coordenada do ponto fixo nao trivial e no segundo (¢, < ), converge para 0.

3.3 Modelo 3

O sistema nao-linear também possui dois pontos de equilibrio: o trivial e

. - B Om Om0Oe Hm l
P*=(E,L,P,M) = kn(a = f) (a(ae + o)’ (e + pe) (o1 + )’ Boy,’ a) (3.3)

onde @ = 0.010,0m € B = tm(fte + 0c)(u + 01) (11 + 0p)-

Nesse modelo, os sinais de seus autovalores nao dependem apenas dos parametros
de oviposicao e mortalidade, mas também de outros parametros. Mais especificamente,
dependem dos parametros « e 3 explicitados acima. E a relacao entre eles é parecida com
a dos outros modelos: para o ponto fixo trivial, se o < 8 cada autovalor tem parte real
negativa e se o > (3, um dos autovalores tem parte real positiva. Logo, no primeiro caso,
o ponto fixo trivial é estavel, enquanto que no segundo, ele é instavel. J& para o ponto

P* temos a relagao oposta: se a > [ o ponto € estavel e caso a < 8 € instavel.



Agora, para determinar o minimo de controle vetorial em cada populacao (E,L,P)
necessario para extinguir a populacao de mosquitos, vamos analisar cada parametro de
mortalidade separadamente, isto é variamos um dos parametros de mortalidade e zeramos

os outros dois. Assim, obtemos os diagramas de bifurcacao apresentados na figura |3.4]

80 70

(a) Diagrama de bifurcacdo para p. (b) Diagrama de bifurcagao para

T T T T T
0,0 0.2 04 06 080g3 10

(c) Diagrama de bifurcagio para p,

Figura 3.4: Diagrama de bifurcagao para os trés casos: zerando p, e j; e variando f, em

a; zerando e U, e variando p; em b; zerando p,. e u; e variando em ¢
) P ) P

Podemos calcular o ponto exato da bifurcacao utilizando a relacao o = 5. Portanto,
usando os parametros da Tabela e colocando ¢, = % a fim de melhor visualizagao dos
gréficos a seguir, o ponto de bifurca¢do na Figura|3.4h ¢ pi. = £, na Figura b=
e na Figura 6 pp = 2.

Simulagoes foram executadas para ilustrar os resultados obtidos.

Na Figura foi usado p. = 0.30 e na Figura [3.5b, u. = 0.55. Na Figura [3.6h,
colocamos ; = 0.30 e na Figura [3.6p, 4 = 0.45. Na Figura [3.7h, usamos p1, = 0.75 e na

Figura pp = 0.95.

Finalmente, usando os valores usados nas simulagoes em que as populacoes nao con-

vergem para 0 em uma mesma simulacao, ou seja p = 0.30,1; = 0.30,p, = 0.75, a



Figura mostra que a populacao de mosquitos eventualmente morrerd, evidenciando a

importancia da combinagao das estratégias de controle vetorial em toda fase do mosquito.
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Figura 3.5: Série temporal para a populagdo M considerando apenas p.. (a) e = 0.30.

(b) pe = 0.55.
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Figura 3.6: Série temporal para a populagdo M considerando apenas p;. (a) g = 0.30.

(b) = 0.45.
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Figura 3.7: Série temporal para a populacdo M considerando apenas . (a) u, = 0.75.

(b) p, = 0.95.
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Figura 3.8: Série temporal para a populacao M considerando controle vetorial em todas

as populagaoes.



Utilizando a relacao o = 8 e adotando como variaveis independentes ji; e 1, a funcao

o Uealgp¢m
fom (p1 + 1) (11 + 0)
Utilizando os valores da tabela mas com ¢, = %, podemos plotar o grafico de ,

Lhe — O, (3.4)

visto na figura 3.9,
Note que a regiao abaixo da curva é a regiao na qual § < « e é onde a populacao
converge para o ponto fixo nao trivial enquanto que acima da curva é a regiao na qual

B < a e é onde a populagao converge para o ponto fixo trivial.

Figura 3.9: Gréfico da fungao dada pela equagao [3.4]



Capitulo 4

Alteracoes & Atividades

4.1 Alteracoes

O projeto inicial previa modelar outros processos de propagacgao de informagao, como
problemas de escoamento e enchentes, contudo, devido a uma literatura ampla e diversi-
ficada sobre o assunto, o bolsista junto com seus orientadores decidiram fazer um modelo
para um processo epidemioldgico, apenas, mas com parametros que variam com o tempo,
além de incorporar conceitos recentes relacionados a dinamica do sistema. A alteragao
também se deve ao fato de que o Brasil atualmente passa por um surto de Febre Amarela,
que ja causou 81 mortes desde o comeco de Julho de 2017, e mais de 200, desde 2016,
segundo o Ministério da Satude. Assim a mudanca no projeto é pontual dada a situagao

do pais.

4.2 Atividades Realizadas

O bolsista participou de eventos no segundo semestre de 2018 apresentando o trabalho
em questao. O primeiro foi o V Workshop and School on Dynamics, Transport and
Control in Complex Networks realizado entre os dias 26 de Agosto a 1 de Setembro, nas
dependeéncias do Instituo Nacional de Pesquisas Espaciais, na cidade de Cachoeira Paulista
- SP, onde o bolsista participou como ouvinte e apresentou poster em sessao técnica. O
segundo foi o XXXVIII Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional
(CNMAC), realizado no IMECC/UNICAMP na cidade de Campinas-SP entre os dias

17 a 21 de Setembro, onde o bolsista participou como ouvinte e apresentando poster



em sessao técnica, sob o nome A brief mathematical model of Yellow Fever, ganhando
destaque como um dos 20 trabalhos mais bem avaliados na categoria Iniciacao Cietifica.

Além disso, um artigo sobre o trabalho foi submetido em Dezembro de 2018, a revista
Tendéncias em Matematica Aplicada e Computacional (TEMA) da SBMAC, sob o nome
Minimum vector control intensity to get a stable fized point in a mosquito dynamic model
e aguarda avaliagao.

A experiéncia adquirida pelo bolsista na iniciagao cientifica o ajudou em duas uni-
dades curriculares de sua graduacao em Bacharelado em Matematica Computacional, na
Universidade Federal de Sao Paulo: Modelagem Computacional e Resolucao de Proble-
mas via Modelagem Matematica, nos anos de 2018 e 2019. Em ambas disciplinas, foram

apresentados problemas envolvendo modelagem de epidemias.



Capitulo 5

Conclusoes

Nossos resultados, baseados na andlise de estabilidade e simulacoes numéricas, evi-
denciam a importancia da inclusao do parametro de capacidade do suporte do ambiente
k., (representado na transi¢ao entre o modelo 1 e 2) e os parametros de controle vetorial
(diferenga entre o modelo 2 e 3). Para os sistemas nao-lineares (segundo e terceiro), ti-
picamente o valor de ¢,, sao bem maiores que o de u,,. O controle vetorial possibilita o
sistema alcancgar solugoes nao triviais estaveis até mesmo para valores mais realistas de
Prm-

E notével também que o controle vetorial atuando em diferentes etapas da populacao
separadamente demanda uma intensidade muito grande, contudo, quando combinamos
estratégias de controle nos ovos (remogao mecanica e quimica), larvas (remogao e quimica)
e pupas (remogao) é possivel obter solu¢oes nao triviais até mesmo para valores maiores

de ¢,,, mesmo sem controle na populacao de mosquitos.
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