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1 INTRODUCAO

A exploracdo espacial vem se tornando muito mais presente com o passar
dos anos, e cada vez mais temos agéncias espaciais de diversos paises e até
mesmo empresas privadas buscando montar seus proprios projetos rumo ao
espaco. Missbes de pesquisa, mineracdo espacial, etc, sdo muitas sao as
motivagdes que geram esse movimento.

Devido a esse interesse cada vez maior em deixar nosso planeta
comegamos a nos deparar com alguns problemas. Realizar uma misséo
espacial demanda tempo de planejamento, trabalho, pesquisa e,
principalmente, muitos recursos, tanto materiais como humanos. Estudar outros
corpos celestes traz um grande ganho cientifico, além de desenvolvimentos
tecnologicos que possuem aplicacdes em muitas outras areas. Uma tarefa
muito importante € estudar o problema de manobras orbitais. Uma manobra
orbital tem por objetivo alterar a érbita de um veiculo espacial. Elas podem ser
divididas em manobras de corre¢éo orbital, aonde as amplitudes sdo pequenas
e visam apenas corrigir pequenos desvios devidos a forcas ndo modeladas na
dindmica; e transferéncias orbitais, onde pretende-se fazer maiores
deslocamentos do veiculo espacial, como levar um veiculo espacial de um
corpo celeste para outro. Do ponto de vista do sistema de propulsdo a ser
utilizado, podemos dividir o problema em manobras impulsivas e continuas. As
manobras impulsivas assumem a existéncia de um motor de alto empuxo que
aplica uma variacao de velocidade no veiculo espacial que pode ser assumida
como instantanea. Sendo assim pode-se modelar o movimento como uma
sucessao de oOrbitas Keplerianas. No caso de manobras continuas, é assumido
que um propulsor aplica essa for¢ca ao longo de um ou mais arcos da orbita do
veiculo espacial. Esse tipo de propulsor utiliza menos combustivel, mas leva
mais tempo para completar a tarefa. Existe também uma maior complexidade
de modelagem, pois esses arcos de propulsdo ndo podem ser representados
por oOrbitas Keplerianas. Esse trabalho estuda justamente essa segunda opcéo,
buscando érbitas de baixo empuxo entre a Terra e a Lua que possam gastar o
minimo de combustivel possivel. Uma segunda etapa sera estudar érbitas em

torno da Lua, adicionando ao termo Kepleriano da Lua os harménicos do seu



potencial gravitacional. Esse modelo gravitacional pode reduzir ou eliminar o
Efeito Kozai, que age de forma a perturbar o0 movimento da espaconave em
determinadas regibes préximas das Orbitas polares. Nosso objetivo seré
entender e essas iteracdes entre os harmonicos do potencial lunar com o efeito
Kozai, buscando 6rbita que tenham maiores duracfes. Essas Orbitas possuem
um menor consumo de combustivel para manutencédo orbital, minimizando

assim o custo total da missao.



2 OBJETIVO

Esse trabalho d& sequéncia aos estudos realizados no ano de 2018 se
aproveitando das técnicas e conhecimentos obtidos para realizar algumas
aplicacbes no que tange as manobras espaciais utilizando o método de
propulsdo de baixo empuxo, que, como vimos anteriormente, € capaz de
otimizar o uso de combustivel e baratear o custo das missées. O estudo sera

dividido nas seguintes etapas:

- Para formular nosso problema sera feita uma breve analise do método de
propulsdo de baixo empuxo (L.T.) com o intuito de utilizar um procedimento
analitico para encontrar um valor que seja otimizado para a economia de
combustivel.

- Apresentar e entender o Efeito Lidov-Kozai, que sera fundamental para
nossas simulacbes uma vez que gueremos analisar sua interacdo com 0s
harmdonicos gravitacionais.

- Estudar determinados tipos de Orbitas afim de determinar como as
variacfes em sua inclinacdo modificam a trajetéria do corpo.

- Determinar o potencial gravitacional lunar e seus harmonicos, tanto de
termos menores quanto de termos mais elevados, para descobrir de que
maneira cada termo, em um modelo mais completo, interage com o Efeito

Lidov-Kozai.



3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo serd detalhada cada uma das etapas mencionadas
anteriormente. Tal como o intuito por trds de cada uma delas e os métodos

utilizados.
3.1 Modelo de Propulséo L.T.

Nessa etapa sera feita uma analise do modelo de propulséo elétrica de baixo
empuxo, que consiste em nada mais que um método capaz de minimizar o

gasto do combustivel de uma missdo espacial.

Assumindo uma transferéncia de espaconave utilizando o modelo descrito
anteriormente entre duas orbitas dadas em um determinado tempo, o0 modelo

do problema de dois corpos e um empuxo de energia limitada.
A equacdo do movimento com baixo empuxo é
X=f(ir)+2

Enquanto a poténcia para esse caso é

-
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- _d
J £ﬁ; r
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O problema é encontrar o vetor de empuxo de uma espacgonave entre duas
orbitas dadas pelos elementos orbitais das orbitas final e inicial, em um

determinado tempo T e minimizar o gasto de combustivel.

arbita final

-

P A
Valores de contorno: ! \
/ra]ettjria de transferéncia

Assumindo o

vetor y, dado f

vetor yr ndo dado. |

Figura 1 - Transicdo de orbitas (Fonte: web)



Assumindo uma distancia pequena entre orbitas inicial e final e definindo o
vetor

E=E()=%(1)-7:(1)
A equacao do movimento linearizada é

E=FL+g
onde a matriz F € calculada na orbita inicial. A solugdo da equacdo anterior é
dada pela formula de Cauchy

I

£ =J‘¢11[a‘.’r}§d'r
0

Onde O (t, 1) € a matriz de transicéo de estado.

A equacéo linearizada do movimento néo é independente, pois a matriz F é
uma funcéo do tempo. Entdo a Hamiltoniana do problema linearizado é:

H=- E

o T =T=
:W, +p F‘;_p‘l.u_pf

Onde
p=1{p,.B,}

Agora utilizando a variavel associada P, na equacdo ¢t = 1, fazendo assim o
sistema independente no tempo.

A otimizacao do vetor de empuxo € dada pelo valor maximo da Hamiltoniana é
o= WQP‘F



O vetor p satisfaz a equacéao variacional

A matriz constante de transicdo € dada pelas equacdes das matrizes € a
solugéo geral para a equagao anterior. Entdo

p=""p

onde B é um vetor constante de 6 dimensGes. O vetor p, pode ser
representado como

_ T=
p,="Yp

Utilizando as equacdes anteriores e as propriedades das matrizes @, ¥, a
equacgao
T
£ =J¢1[I.T}§d’r
0
Se torna

v

i)

E- s
Onde

r
S=5(0.t)=[w ¥, ¥Tdv. S;=5(0.T)
0

Gracas as equacdes apresentadas anteriormente serem capazes de encontrar
0 vetor empuxo otimizado e o vetor de estado da trajetoria de transferéncia
devemos encontrar o vetor 3.

Desde que o vetor de estado final ndo é dado a condicao transversal €

T
- - oq -
PI=P[T]'={ ﬂ_ﬂ— o

VN r

Onde ¢ € qualquer vetor constante de 5 dimensfes. Ja que estamos
admitindo Orbitas muito proximas podemos tomar sua razdo como sendo
numericamente igual a U, onde temos

_ %

U=U(r)=—
oy



E a equacgao de P; se torna

— T . _ q:
Py ~Ufe, Up=U(T)=2L

Definindo agora o vetor

AG(r)=,(r)-G(r).

Agr =Aq(T)~Urtr. & =E&(T)=yr -y

Temos também que
. ogqir ., _ _ -
AGr =2 Agy. AGy=47(0)
o

Utilizando as equacdes anteriores chegamos a seguinte relacéo

Ady = U,S.B
Onde
- 0q;q
U, =U(0)==210
Vip

Parat =T a equacao de Uy nos leva a
vIp=Ul5
Onde¥r="¥(T. 0). Da equacgédo anterior obtemos a seguinte relacdo para E

p=olUuls

Substituindo temos
Agy = UpS (Ur®; ) &=U,S,Ui0"5

Da equacéo anterior finalmente obtemos os valores desejados
-uriag,

Onde

V =U,S;Ul



E uma matriz de quinta ordem

Entdo as equacdes dao
a=wvIUjv'Ag,
X =7+ ®SU V'Ag,

De acordo com a equacao
Xo=Yio- ¥ =V

O vetor de estado de insercdo na Orbita final pode ser achado da seguinte

maneira

- e e Tor—l g =
Vir + @ SUG VT Ag,

Vi

Agora utilizando a equacéo do empuxo chegamos ao seguinte resultado

&

I
1 Y I, TriTp—1a=
J=- JW&,{}D VU YU VT A dt
=0
]_ _ -
J == AGlv U, SUTY ' AG,

2

_1 I
J—EﬂqﬂV Ag,



3.2 Efeito Kozai

Aqui cabe uma introducéo ao Efeito Kozai, que, mais adiante sera objeto de
estudo no movimento de uma espagonave em torno da Lua. Na mecanica
celeste, esse efeito € um fendbmeno da dindmica que afeta a trajetéria da orbita
de um sistema binario perturbado por um terceiro corpo distante sobre certas

condicoes.

Celestial body,

True anomaly

Qg

Longitude of ascending node

Argument of pgriapsis

f'Y)

Reference
direction

Plane of reference

i
Inclination
63

Ascending node

Figura 2 — Elementos orbitais (Fonte: Web)

Esse efeito faz com que o argumento do pericentro oscile entre um valor
constante, o que leva a uma troca periddica entre a excentricidade e a
inclinagdo. O processo ocorre em escalas de tempo muito maiores do que o
periodo orbital. Ele é capaz de transformar uma 6rbita quase circular de forma
gue altera sua excentricidade e também consegue transformar uma 6rbita com
uma inclinacdo inicialmente moderada em um movimento progrado ou

retrogrado.



3.3 Potencial Gravitacional
3.3.1 Introducéo

Antes de adicionar perturbacbes ao sistema Lua — espagonave iremos em
primeiro lugar formular a teoria do potencial gravitacional, para, em seguida
introduzir o conceito de harmoénicos esféricos. A passagem a seguir trata de um
potencial genérico, que pode posteriormente ser adaptado ao caso lunar.

Sabemos que a teoria da Gravitacdo Universal de Newton é valida para
COrpos cuja massa seja concentrada em seu centro de massa, segundo ela,
sabemos que um corpo pontual de massa m é atraido por uma massa M com

uma forca dada por:

GMm
;

?[r) =

re
Onde G é a constante gravitacional universal, r € a distancia entre as duas
massas m e M. Essa forca atua na direcdo do raio vetor unitario ©* e age de
maneira a unir 0s dois corpos.
O potencial criado pela massa M é dado por:
_Gu

r

U

Agora, generalizando para qualquer distribuicdo de massa nado uniforme,
devemos considerar a atracdo de cada elemento de massa dM exerce sobre a

massa de prova.

i!
v [

T

Onde a integral deve ser realizada sobre todo volume do corpo de massa M,
e utilizando r como a distancia do ponto P ao elemento de massa dM. E sendo

r

= \/{g — _I-l":]i" + [” _ Hf"l_} + |I‘: _ :;}2



P(x,y,z

Figura 3 — Potencial gravitacional num ponto P, devido a a¢cdo da massa dM (Fonte: Kuga et al. 2000)

3.3.2 Expressao para o potencial gravitacional

Como queremos estudar o potencial gravitacional da Lua, é necessario estudar
0 potencial gravitacional entre dois corpos ndo esféricos e com distribuicdo de
massa heterogénea. O objetivo € chegar, trabalhando com o sistema de
coordenadas esféricas, a formula do potencial gravitacional.

Considerando agora dois pontos P e P’ dados em coordenadas esféricas
P(r,0,4) e Py (r o, 08y,4 ) como vemos na figura 3, onde 1’ é a distancia, 6 a latitude
e A a longitude. O dngulo ¥ entre os vetores P e P’ pode ser obtido diretamente

pelo produto escalar entre os dois vetores:

cos U = cos@cosf' + sinfsin cos(A — X')

Figura 4 - Coordenadas esféricas (Fonte: Kuga et al. 2000)



A distancia A é dada por:

A2 2 2
A =1 +7r" = 2rr' cos U

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros e invertendo A, obtemos:

1 1

E r'\/l—ir_"’%{-ut-;‘lll—i—%

1 ;. ~ . ~ T/
Trabalhando com + €M uma série de poténcia em relacdo a —, teremos:

11 r'y\2
— = —{P{;{t*us v) + r—Pl{'L'f.]b; v) + (r_) Py(cos W) + }
A r T

Onde Pn(cos ¥),n = 0,1,2,3,...,00, sdo 0s polindmios de Legendre. Ao
substituirmos esta expressao no potencial de elemento de massa dM obtém-

Se:

oo

GdM 'y n
Ugns = (—) P, (cos U
i . Z fffh J

T

n=I}

O teorema da adicdo de Legendre nos diz que:

O

P(cosf) = (2 = 6,u0)

11—=()

(n —m)!

(n+ rr!].’P’”“({IUH 0) Py (cos8') cosm(A — X)



onde §,,, € a funcdo delta de Kronecker e Pnm séo os polindbmios associados
de Legendre. Utilizando a relagdo com os angulos complementares ¢ e ¢, de 6

e 8,, podemos escrever:

|

- GdM . . (n—=m)l '\ L o .
Uan = . Z Z{L‘ — Omo) (ntm) ( . ) Foum(sin ¢) Pum(sing' ) cosm(A — X')

n=0 m=0

Uine = f(r.o, A r', ¢', X))

No caso da Lua, além de ndo ser um corpo completamente esférico, ainda
apresenta enormes concentragcdes de massa em determinados pontos, tais
concentracfes tornam sua distribuicdo muito heterogénea. Sendo assim, s6 é
possivel obter seu potencial através de aproximacdes, que por sua vez Sao
feitas com a utilizac&do de séries. Agora integrando o potencial do diferencial de
massa obtemos uma expressdo em coordenadas esféricas envolvendo série de

poténcia e os polindbmios de Legendre.

o GdM S = facyt, _ _
U = . ZZ (T) (Crim cosmA + sinmA) P, (sin ¢)

n=>0 m=0

Onde,

Com ] _ (2 —0dmp) (n —m)! n L[ cosmN
[ S ] = "o (ntm) .Arr P;me{hlll(’.}:l[ sin ]fﬂf

Com C,n e S.n sendo os coeficientes harmonicos esféricos e P,,,(sin @)
sendo os polinbmios associados de Legendre. Aqui vale observar que em um
espaco retilineo a série de Fourier apresenta uma representacdo melhor, ja em
uma superficie esférica uma série de harmonicos esféricos oferece uma melhor

representacao.



3.3.3 Harmoénicos Esféricos

O potencial gravitacional obedece a equacdo de Laplace, V2U = 0, que

representada em coordenadas esféricas é:

PU 200 19U  cot§aU 1 QU

+ - + — +— =+ 57 =0
ar: o dr o r? 092 r2 90 rZsin?g 0)2

Utilizando U(r,0,1) = R(r)Y (6,4). Podemos separar a equacao diferencial

em duas:
SA°R 1R
P2 — + 9 _ nin+1)R =10
dr= dr
Y ay 1 &Y .
302 + cot # BT + 20 ON +nn+1)Y =0

Onde (n + 1) é a constante de separacdo. A solucdo em R leva a:

R(r) = Ar" 4+ Br~ "tV

A =0 representa a funcdo do potencial fora do corpo, enquanto B =0
representa o potencial dentro do corpo. Calculando o potencial na superficie do
corpo, sera dado pelo préprio valor Y , entdo temos A =0 e B = a?*!. Assim,

a funcéo R fica:

R(r) = (ﬁ)nﬂ

r

Admite-se que Y (0, 1) também possa ter separacao de variaveis, na forma:
Y (0, A) = P(cos ) A(A)

Escolhendo uma constante de separacdo m? e substituindo Y na equacéo

diferencial, chega-se a:

d*P d P _ m?
2= mtﬂﬁ . [n[ﬂ 1) = P=1




k. FmfA =0
m m-s1 =

Supondo a seguinte solucéo para a série de funcdes temos:

A(A) = CcosmA + SsinmA

A partir da analise dessa solucdo, m deve ser inteiro, utilizando x = cos 6, a

primeira equagao fica:

1 0 idP r 2
£ [(1 T~ ]{—] Fn(n+ 1) m - P =1
dr dir L 1

.E"J

A partir da equacéo anterior os Polinbmios de Legendre sdo obtidos para o

caso da solucdo m = 0, dados pela formula de Rodrigues:

[ 1 {'iI“ F2 n
Fulx) = Sl & 1)

Para m # 0 a solucéo torna-se uma Func¢ao Associada de Legendre de ordem

n e grau m, dada por:

(1 —2z2)%T dvtm |
(z) = — (= —=1)"
' 22n!  dgntm

P,

v

Relacionando as Func¢bes Associadas com os Polindmios de Legendre
obtemos:

m d™ P, (x)

Po(z) = (1 — 2?3
|:i‘::| [ ; 'I ”I'.rrrr

irre

llustracdes e gréaficos do desenvolvimento dos harmoénicos esféricos podem ser

observados em Kuga e Carrara (2000). Podemos notar que a equacgéo do

7

potencial gravitacional é capaz de descrevé-lo a partir dos coeficientes



harmonicos esféricos, onde notamos que os termos dependem de n e m.
Quanto maior for a expansdo dos termos de ordem n e m, maior sera a
quantidade de termos a serem considerados e, se confidveis, maior sera a
precisao que alcangcaremos. Os termos C,,, € S, S0 coeficientes harmonicos
esféricos, que sado obtidos através demissdes espaciais e quanto mais deles

houver maior é a precisdo do modelo.

J.U T | T | T T | T | T | | T | T | T

0.5

0.0

-0.5

g

_1.0 il 1 | I | I | L | i | | L | 1 | I
=1.0 -().8 =0.6 =0.4 =0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

. |

Figura 5 - Polindmios de Legendre de ordem impar (Fonte: Kuga et al. 2000)
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Figura 6 - PolinOmios de Legendre de ordem par (Fonte: Kuga et al. 2000)
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Figura 7 - Polindmios associados de Legendre (Fonte: Kuga et al. 2000)
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4 CONCLUSAO

Esse relatdrio apresentou as atividades desenvolvidas, no periodo de 01 de
agosto de 2018 a 23 de julho de 2019, relacionadas ao projeto “Trajetorias De
Baixo Empuxo Para Escape Da Superficie Da Terra”. No periodo a que se
refere esse relatério, pode-se concluir que, apesar de ter grande parte das
atividades realizadas, nao foi possivel completar o projeto dentro desse periodo
pois programacdo das equacgfes de movimento esta atrasada, atualmente a

pesquisa encontra-se em andamento.
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