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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar a dindmica do denominado mapa do
circulo (que para certos pardmetros consiste em uma aproximacao razoavel para o
péndulo for¢ado) e suas propriedades como numero de rotagdo, travamento de fase e as
diversas rotas para o comportamento cadtico, bem como a relagdo do mesmo com as
“Linguas de Arnold” e a “Escadaria do Diabo”. Ser4 analisado também um sistema
composto pelo acoplamento de um mapa do circulo com uma forgante periddica, e
determinadas as condi¢des sobre os parametros dos sistemas para que ocorra
sincronizagdo entre o mapa do circulo e a forgante.
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1. INTRODUGAO

O chamado mapa do circulo € um sistema dindmico discreto simples,
mas que para certos valores de seus parametros, apresenta uma dinamica
relativamente complexa, com varios dos elementos caracteristicos de
sistemas dinamicos mais complexos, como o chamado travamento de fase
(phase-locking). Além disso, em certas situagdes, 0 mapa do circulo pode
ser considerado uma boa aproximacao para o comportamento do péndulo
simples (forcado e amortecido).

Neste trabalho, vamos estudar através de simulagdes, algumas
possibilidades para a sincronizagao do mapa do circulo, sob o efeito de uma
forgante ‘periddica’ externa, ou sob o efeito mutuo de outro mapa do circulo.



2. DESENVOLVIMENTO

2.10 Mapa do Circulo

Para certos parametros do péndulo forcado, o chamado mapa do
circulo pode ser considerado uma aproximacado razoavel para o
péndulo. O mapa do circulo, ao invés de uma equagao diferencial,
consiste numa funcédo que leva o estado atual ao posterior, com o
tempo discretizado:

0,.,=0,+Q~ (k) )sen(270,),6, €[0,1]

O angulo é considerado no intervalo de 0 a 1, por convengao
(equivalente a considerar o intervalo de 0 a 27, apenas seriam
necessarias pequenas modificagées na equagao acima).

Tal fungdo pode ser considerada como uma funcéo do circulo de
raio unitario nele mesmo. Consideremos primeiro o caso linear, com

k = 0. Para um Q=2 racional (p e q primos entre si), temos um
q

movimento periddico, e apds q iteracbes, o mapa realiza p ciclos.
Dizemos que o numero de rotagao (winding number) € W = p/q. Para
Q irracional, temos que o angulo nunca retorna ao seu valor inicial
exato. Contudo, temos que para algum n natural, o valor nQ) se
aproxima arbitrariamente de um inteiro, logo o angulo se aproxima
arbitrariamente do valor inicial, por isso tal movimento é chamado de
quasiperiodico.

Quando adicionamos o “acoplamento” néo-linear (isto é, k
diferente de zero), € possivel manter o comportamento periédico
(apés um transiente inicial) mesmo quando €2 é irracional, o
chamado fendmeno de travamento de fase (phase-locking), o
movimento fica “travado” em um numero de rotacdo racional. De
modo geral, 0 numero de rotagao é definido para o mapa do circulo
como:

W= lim(e” _9‘)) (aqui ndo devemos considerar 6, restrito a[0,1[).
n—>0 n

O diagrama abaixo, que indica para um par de parametros se o
numero de rotagcdo € racional (branco, phase-locked) ou nao é
chamado de “Linguas de Arnold” (Arnold Tongues).



Figura 1: Linguas de Arnold relativas as regides dos seguintes
numeros de rotacdo, em ordem:
(0,1/5,1/4,1/3,2/5,1/2,3/5,2/3,3/4,4/5,1).

Note que conforme o valor de k cresce, aumentam os intervalos
com numero de rotagao racional. Existe um numero infinito destes
intervalos, embora no diagrama estejam apenas 0s que possuem
denominador menor ou igual a 5.

2.2 Sincronizagao

Por sincronizagao entre dois osciladores, entendemos que a partir de
certo instante de tempo, as fases de ambos os osciladores tenham
valores bastante proximos. No entanto, esta € uma situacdo bastante
dificil de ser atingida. Uma medida menos restritiva de sincronizacao é
considerar os osciladores sincronizados quando o numero de rotacao de
ambos € (aproximadamente) igual. Isto significa que, embora em
pequena escala os osciladores possam ter variagdes diferentes na fase,
em maior escala as fases dos osciladores evoluem da mesma maneira
(embora possam diferir por uma constante).

2.3Mapa do Circulo sob Forgante
Agora vamos analisar o efeito de uma forgcante periddica externa

sobre o mapa do circulo. Como visto anteriormente, o mapa do circulo é
dado por:

0, =0,+Q~ (K, )sen(270,)mod 1
A forgante periddica é:

¢n+l = ¢n + Qs

Considerando que a forgante tem um efeito proporcional ao angulo
sobre o mapa do circulo, temos:



0

) =06, +Q—(%7r)sen(27z0n)+e¢n mod 1

Nas simulacdes abaixo, fixamos os valores de k£ e Q e calculamos o
numero de rotagéo para varios valores de Q_ (variando de 0 a 1, eixo
horizontal) e do acoplamento e (variando de 0 a 1, eixo vertical). Os
valores em vermelho nos diagramas indicam a igualdade dos numeros
de rotacao (com tolerancia de 0.1%):

1.000000

0.000000
0.000000 1.000000

Figura 2(a): k =0.95e Q=0.4040040004...

1.000000

0.000000
0.000000 1.000000

Figura 2(b): k=0.8e Q=0.535



1.000000

0.000000 3
0.000000 1.000000
: 2
Figura 2(c): k=0.1 e Q=0.707106 ~ g
1.000000 -
(0.000000
0.000000 1.000000

Figura 2(d): £ =0e Q=0.4040040004...

Note que a “quantidade” de valores em que houve sincronizacao foi
decrescente com o valor de k, ou seja, o termo nao-linear no mapa do
circulo auxiliou a sincronizagao com a forgante.

Nos casos de sincronizacdo, temos que o numero de rotagcdo do
mapa do circulo (forcado) deve ser igual ao numero de rotagcdo da
forgante (que € igual aQ),). Assim, temos que a maior parte dos casos de

sincronizagao tem um numero de rotagao irracional, ou seja, sincronizam



em Orbitas quasiperidédicas (lembre-se de que no referimos a um

significado mais fraco de sincronizagao, pelo numero de rotagdo).
Analisando mais de perto as figuras, podemos observar uma

estrutura que aparenta ser auto-similar (uma propriedade de fractais):

0.586667 . 0.454442
o

0.003333 / 0.2¢1111¢

0.702500 0.995000 0.856794 0.921875

0.403267

0.369475
0.8094578 0.896568

0.351544 L
0.888521 0800398

Figura 3: Ampliagdes sucessivas da figura 2 c)

Também podemos calcular linguas de Arnold para o mapa do
circulo forgado. Abaixo temos as linguas de Arnold para numeradores e
denominadores de valor até 3:

1.000000

0.000000
0.000000 1.000000

Figura 4: Linguas de Arnold para as fragdes 0, 1/3, 1/2, 2/3 e 1.
Parametros £ =0.95e Q=0.4040040004...



2.4Mapa do Circulo sob agcao mutua de outro mapa

Vamos analisar agora o mapa do circulo sob agdo mutua de outro
mapa do circulo, isto €, cada mapa ¢é afetado pelo outro mapa.
Consideramos uma interag&o da forma:

0,..=0,+Q— (¥, )sen(276,)+e(4, - 0,)
b =8,+Q, (¥, )sen(2zg,)+e(0,~4,)

Por simplicidade, consideramos o fator ndo-linear k igual nos dois
mapas. Novamente, fixamos os valores de & e Q e calculamos o
numero de rotagéo para varios valores de Q_ (variando de 0 a 1, eixo

horizontal) e do acoplamento e (variando de 0 a 1, eixo vertical):

1.000000 —— -
: Fao . :
0.000000
0.000000 1.000000

Figura 5(a): k =0.95e Q =0.4040040004...

Temos, como no caso anterior, algumas regides onde ocorre
sincronizagao. Contudo, o numero de rotagdo dos mapas nao € mais
obtido facilmente como no caso da forgante, ja que neste caso, ambos
0s mapas sao modificados pela interagao.



1.000000

TG A

0.000000
0.000000 1.000000

Figura 5(b): £ =0.8e Q=0.535

Neste caso, de mapas mutuamente acoplados, temos em
algumas situagdes, sincronizagao “total” (isto €, as fases de ambos os
mapas tém valores bastante proximos a partir de certo ponto). A regiao
em azul no diagrama indica que as fases néo diferem em mais do que
0.01 nas ultimas 200 iteragbes dos mapas:

1.000000

T Fethae

e b

0.000000
0.000000 1.000000

Figura 6: Indicando regido em que ocorre sincronizagao “total”, na
situagao da figura 4 a)



Como exemplo, indicamos os valores das ultimas iteragdes para
Q. =0.405e ¢=0.45333... na tabela abaixo:

0 ¢ 0—¢
1.402141 1.401281 0.000860
0.718537 0.718787 -0.000249
1.270907 1.271972 -0.001065
0.525499 0.526731 -0.001231
0.954183 0.956448 -0.002265
1.402141 1.401281 0.000860
0.718537 0.718787 -0.000249

Tabela 1: Valores das ultimas iteragdes para um ponto de sincronizagao
“total”

. DESCRICAO DOS PROGRAMAS

Nesta se¢ado, descrevemos os programas que foram feitos para o
estudo do tema.

Os programas foram feitos na linguagem C, por ser uma
linguagem em que o autor ja possuia uma boa familiaridade. Os
programas foram desenvolvido de modo geral com o compilador Dev
C++ 6.0 (Windows) ou eventualmente com o GNU C Compiler (Linux).
Como o C nao possui bibliotecas graficas padrao, foi utilizado o conjunto
de Dbibliotecas SDL (Simple Direct MedialLayer), que possui
implementagdes em varias plataformas.

Ambos os programas sdo bastante semelhantes. Tendo um
numero de iteragdes fixado, para cada pixel da tela, os valores

correspondentes dos parametros Qs,e sdo calculados, as fases iniciais
para cada um dos mapas sao geradas aleatoriamente, e 0 numero de
rotagao é calculado para estes valores, somando-se as diferengas entre
o valor atual da fase e o imediatamente anterior. Os valores da primeira
centena de iteragcbes nao sao considerados, para que o sistema saia de
seu regime transitorio.

Para verificar a “igualdade” entre os numeros de rotagdo, nao
efetuamos a divisdo da soma calculada pelo numero de iteragdes (pois
normalmente a divisdo tem maiores erros de arredondamento), mas no




primeiro caso comparamos a soma com 0 numero de rotacdo do mapa
forgante multiplicado pelo numero de iteragdes, e no segundo caso,
comparamos as duas somas. O teste de igualdade é feito com uma
tolerancia absoluta ou relativa de 0.001 .

. CONCLUSOES

Verificamos entdo que podemos sincronizar um mapa do circulo
através de uma forcante externa, se escolhidos adequadamente o
acoplamento e o numero de rotacao da forgante. No entanto, tal
sincronizagcao € somente no sentido de que os numeros de rotagao sao
bem préximos, ou seja, além de uma diferenga constante entre as fases,
em pequena escala de tempo, os mapas podem ter comportamentos
distintos.

Também ocorre tal sincronizagao na interacdo mutua de dois
mapas do circulo, mas para alguns valores de parametros, foi observada
uma sincronizagdo mais forte, em que os valores das fases sao bastante
préximos a partir de um certo ponto.
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