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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo principal o estudo de sistemas dindmicos cadticos
acoplados em redes de conexdes, e as condigbes necessdrias para que ocorra a
sincronizagdo dos sistemas. Para isso foram explorados os conceitos de Expoente de
Lyapunov para os sistemas e propriedades das redes de conexdo do tipo “smallworld”,
analisados principalmente sobre os sistemas de Lorenz e de Rossler. Através de
simulagdes computacionais foram encontradas condi¢des para os fatores de
acoplamento que levam a sincronizagéo
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1. INTRODUCAO

Um sistema dindmico consiste na descrigdo da evolugdo no tempo do
comportamento de algum sistema (que pode ou néo ter uma interpretagio fisica), como
por exemplo, a populagiio de uma determinada espécie ao longo do tempo. Quando as
equacdes que regem o sistema sfio ndo-lineares, ¢ possivel que o sistema apresente um
comportamento cadtico, que dentre outros aspectos, apresenta uma grande sensibilidade
a variagdes das condi¢des iniciais.

O intuito deste trabalho foi o estudo dos conceitos de estabilidade de osciladores
dindmicos e sincronizagio de sistemas acoplados, com &nfase em redes de conexfio. Um
sistema acoplado pode ser definido pelo fato de que o estado de um dos osciladores
sofre influéncia do estado dos osciladores acoplados.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA
Nesta segdo, descrevemos a teoria estudada durante o trabalhao.

2.1 Expoente de Lyapunov
O expoente de Lyapunov é uma medida de um sistema que indica o
comportamento assintotico de um sistema, sendo entiio um bom indicador para
verificar a estabilidade do sistema. O expoente indica a tendéncia do sistema de
se afastar com uma pequena perturbagio, ¢ pode ser descrito matematicamente

por:
= lim— ln E()
=t \E(to)

Onde E(z) indica a diferenga entre os estados de dois sistemas, partindo de
condigbes iniciais proximas. Dessa forma, um valor positivo indica que os
sistemas se afastam de maneira exponencial, indicando um comportamento
cabtico.

2.2 Sistema de Lorenz e acoplamento Mestre-Escravo
O sitesma de Lorenz € um sistema dindmico de trés dimensdes definido pelas
equacdes:

— =a(y —x)
——=x(p—z) -y

dz

P e

Ao longo do projeto, foi estudado o sistema com os valores:

=10
p=2/3
B =28

Para a andlise do sistema, foi programado um simulador utilizando o integrador
do Runge-Kutta, sendo possivel verificar a estabilidade do sistema. Simulando
para condig¢des iniciais proximas, verifica-se que o sistema € cadtico.

Isso tammbém pode ser verificado pelo célculo dos expoentes para cada uma das
coordenadas do sistema. Os valores obtidos foram:

Tabela 1- Expoentes de Lyapunov para o Sistema de Lorenz

Coordenada | Expoente
X -14.554
y 0.002
z {.889

A presenga do expoente positivo confirma que o sistema é cadtico.
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Figura 1 - Sistema de Lorenz para condigdes inicias préximas

Como base dos estudos dos sistemas em redes, foi estudado inicialmente o caso
de dois sistemas acoplados, no esquema mestre-escravo. Nesse modo de
acoplamento, uma das coordenadas do sistema escravo € sempre igual a do
mestre. O sistema resultante pode ser escrito da forma:

dx1

= =0 —x1) Xz=x1
—d';l=x1(9—z1)—)’1 dtd 2(p=2) -2

dZ ﬂzx — z

";n-l =xn—Bz de Y2~ bz

Para o caso de acoplamento da coordenada x.

Porém isso néo resulta necessariamente que os sistemas irdo evoluir da mesma
forma. Isso ocorre para o caso da componente x ¢ y, mas ndo para a componente
z. Isso pode ser visto no cilculo dos expoentes para cada um dos casos. Os
expoentes negativos indicam que ocorre a sincronizagdo, enquanto os positivos
indicam a n#o sincronizagfo.

Tabela 2 - Expoentes de Lyapunov para o sistema de Lorenz acoplado

Sinal de Guiagem Escravo Expoentes
X (v,2) (-1.81, -1.86)
y (x,2) {(-2.66, -10.01)
z (x,¥) (0.001,-11.00)

2.3 Sistema de Rossler ¢ Acoplamento Difuso .
O sistema a de Rossler € outro sistema dindmico bastante estudado. E definido
pelas equagdes:
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dx

E=—(y+x)
dy
E——x+ay

2 b+
T z(x ~¢)

Foram usados os valores:

No acoplamento de tipo difuso, diferentemente do modo mestre-escravo, existe
um parametro adicional & chamado de fator de acoplamento que determina o
grau de influéncia de um sistema no outro. O sistema seria descrito entfio na
seguinte forma:

d
) =t =F(vy)
= =F(v) +aE(vy - v3)

Onde E € uma matriz que determina quais coordenadas estio acopladas. Com
esse fator adicional podemos controlar ele para que o expoente de Lyapunov
maximo seja negativo, de modo que os sistemas se estabilizem com o tempo.

1 00
ComE = (O 0 0), obtemos o sistema:

0 0 0
%1: —~On +x1) u%=-(}’z+xz)"‘“("1 = %2)
%=x1+ay1 %=x2+ayz
Dbtnm-o  FE=b+znln-o

Entdo podemos calcular o valor do expoente em fungdo de alfa, obtendo o
resultado da figura.
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Figura 2 - Expoente de Lyapunov miximo em fungio de alfa



Pode-se perceber entdo que se o fator de acoplamento estiver na regido entre 0.2
€ 5, o expoente de Lyapunov miximo ¢ negativo de modo que esse seria uma
boa regidio para usar definir o fator de acoplamento.

3. DESENVOLVIMENTO

3.1 Redes de conexiio
Estudaremos agora o comportamento de osciladores ligados por redes de
conexdo. Uma rede de conexdio pode ser interpretada como um grafo, no qual
ligamos dois vértices (que representam os osciladores) por arestas se eles
influenciam no comportamento do outro. Um exemplo de acoplamento simples é
o acoplamento em circulo, onde cada oscilador tem ligagio com seus dois
vizinhos.

Figura 3 - Acoplamento em circulo

Nesses tipos de redes a distincia média entre dois osciladores ¢ alta. Porém
adicionando poucas arestas de maneira aleatdria, geramos um grafo de distdncia
muito menor. Esses grafos sio chamados de smallworld.

Figura 4 - Rede smallworld

Queremos saber agora para uma dada rede se¢ € possivel sincronizar os
osciladores de modo que todos estejam na mesma configuragio. Para isso iremos
o caso de acoplamento linear.

3.2 Acoplamento Linear
Inicialmente vamos considerar que todos os osciladores da rede sio iguais, para
que seja possivel a sincronizagio. Entio o comportamento isolado de cadaum é
definido por:
dv' ;
ar — F@)
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Onde os nimeros sobrescritos indicam o indice do oscilador (1 a2 n) ¢ o
subscritos indicam uma coordenada do oscilador (1 a m). Sendo entdo G a
matriz simétrica que indica se dois osciladores estdo acoplados ¢ H uma fungio
sobre o estado do oscilador, o sistema acoplado seria descrito da forma:

dv' c
== F(vi) - a; Gy H(v')

Onde o € chamado de fator de acoplamento geral. No caso em que ocorre
sincronizagfio, o termo o Xy G; H(¥) tem que ser constante, que para fins e
simplificagio consideraremos como 0. Para isso basta fazer com que cada linha
da matriz G some (}, pois no estado sincronizado todos os termos H(vf ) séo
iguais. Com isso cada oscilador teria o mesmo comportamento de um
desacoplado.

Para o caso do acoplamento em circulo (considerando somente os vizinhos
imediatos), o G seria da forma:

2-10..-1
-12-1..0
G=l0-12..0

. » -
a wme »

000.-1
10 0.2

i

Queremos saber se para uma dada configuragdo, ocorre a sincronizagdo. Ja
vimos que uma configuracéo sincronizada as solugSes satisfazem a equagdo que
descreve o sistema desacoplado, portanto iremos analisar a estabilidade
considerando pequenas perturbagGes & para cada oscilador e verificar se essas
perturbagdes desaparecem com o tempo. Para isso usaremos o expoente de
Lyapunov.

O Expoente de Lyapunov nesse caso oferece uma fraca relagdo de estabilidade,
porém serve para os propdsitos do projeto. Sendo entdo s a solugdo do sistema
desacoplado, temos que cada oscilador é da forma:

v=s+ ¥

Considerando que as perturbacgdes sdo pequenas, podemos usar a Série de Taylor
para aproximar F ¢ H para suas expansdes de primeira ordem, obtendo:

dg j
T't’t = i_zl[mv(s)ae;ii —06Gy;DH(s)] ¥

Onde DF e DH representam as jacobianas de F € H, respectivamente. Podemos
reescrever o sistema de uma maneira mais simples, separando por blocos através
da diagonalizagdo da matriz G. Obtemos entdo o sistema mais simples:

9



dg i
d_ctl = [DF(s) — oy; DH(s)]T"

Onde y; € o i-ésimo autovalor de G. Agora basta analisar os Expoentes de
Lyapunov para esse sistema € ver se ocorre a estabilidade. Uma vez que a soma
de cada linha de G ¢ 0, temos que 0 é um autovalor. Nesse caso, o sistema se
refere ao sistema isolado, de modo que instabilidades nesses pontos nio afetam a
sincronizaco.
Podemos reescrever as equagdes para:
1
2 _ [DF(s) - aDHES)IT

Assim podemos achar os Expoentes em fun¢do do pardmetro o. Um fato
conhecido é que normalmente os sistemas tém que Expoente de Lyapunov
maximo se comporta como na figura a seguir.,

0 \ ,-o--""... |

Figura 5 - Comportamento tipico do maior Expoente de Lyapunov em fungiio de aifa

Dessa forma, considerando que 0 =y, < vz < ** £ Ymax» Dasta que Gy; € que
oy, estejam na regifio de A,,,, negativo. No caso em que existe um trecho com
Expoente Negativo, na regifio (a; < a < a3), basta que:

Y2 451

Para que possamos ajustar ¢ de modo que todos os expoentes sejam negativos.

3.3 Acoplamento niio linear

Podemos generalizar o raciocinio acima para o caso de acoplamento ndo linear. Se
considerarmos que cada oscilador depende da forma como os outros o influem,
temos que as equagdes que descrevem cada sistema viram:

dv' L )
—  =Fipt
=F (v, H@))

Onde agora cada F' ¢ diferente para cada sistema e recebe N+1 pardmetros de
entrada. Para que seja possivel a sincronizagéio devemos ter:
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Fi(s,H(s)) = Fi(s,H(s))

Analogamente, usando as perturbages podemos reescrever para:

df  ~op ; j
_dgtl = Z[DoF‘(S,H(S) )8y + DiF'(s, H(s) )DH(s)] §

i:

Onde Djy; se refere a derivada parcial do j-ésimo argumento. Considerando que
cada derivada parcial se comporta como forgantes nos outros osciladores, i.e.
D;F'(s,H(s) ) = —0Gy 1, chegamos ao mesmo caso do acoplamento linear.

3.4 Grafos e redes de Conexiio

Para o estudo das redes o descrevemos como grafos, e agora vamos definir mais
formalmente o que € um grafo. Um grafo U é um conjunto de vértices e arestas,
onde as arestas sdo um par de vértices que indicam que ha um conex&o entre eles.
Normalmente ¢ utilizado V(U) para definir o conjunto de vértices ¢ E(U) para as
arestas. Entdo, sendo n o nitmero de vértices, podemos ter de § & n(n-1)/2 arestas,
sendo nesse caso todos os vértices conectados uns aos outros.

A maneira mais comum de representacio de grafos é através da matriz de
adjacéncia A. A matriz A ¢ ma matriz simétrica onde A;; = 1 se e somente se
existe uma aresta ligando o vértice i ao vértice j, e 0 caso contrario. Dessa forma,
por exemplo, no grafo abaixo:

6.7 3

Figura 6 - Exemplo de grafo

Temos:

S

I
SorRrOo0S
oRODOCO
_-R,oo oo
COQO O
OO RO
COOMOO

O grau de cada vértice € o nimero de arestas que estdo conectadas no vértice.
Dessa forma o grau do vértice i € a soma dos elementos da finha i.

Numa rede de conexdio os vértices representam os osciladores e as arestas as
ligaches entre eles. No exemplo teriamos que os osciladores 1 € 4 geram
influéncia um no outro. A partir da matriz de adjacéncia, podemos construir a
matriz G usada anteriormente.

Seja D a matriz onde D;; € o grau do vértice i e o restante da tabela é 0. Com isso
temos que:
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G=D-A

Portanto, no exemplo acima terfamos que:

100 -1 0 0
010 0 -1 0
c=| 0602 o -1 -1
-1 0 0 -10 0

0O -1 -1 0 2 0
0 0 -1 o0 0 -1

Vemos que por construgdo 0 € um autovalor da matriz, associado ao autovetor 1.

3.5 Resultados
A fim de verificar os resultados obtidos foi simulado uma rede de osciladores para
o caso da seguinte matriz de adjacéncia:

01001

10100

A=10 1 0 1 0

0 0101

10 010

Onde teriamos que:

2 -1 0 0 -1
-1 2 1 o0 0
G=}0 -1 2 -1 0

o 0 -1 2 -1

-1 0 o ~-1 2
Para essa matriz, seus autovalores sdo {0, 1.382, 1.382, 3.618, 3.618}.Para a
verificagdo de sincronizagio foi plotado os valores da coordenada x de cada
sistema. Segue entfio os resultados obtidos para varios valores do pardmetro o.
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Analisando as figuras percebemos que para valores de o maiores 0.000009 ocorre
sincronizagfio, enquanto para valores menores a forga de acoplamento niio € o
suficiente para garantir a sincronizagfo. Isso ocorre pois essas forgas de
acoplamento ndo fazem com que o oy, consiga atingir a regiio do Expoente
maximo negativo. Outro fato interessante de se observar é que para valores
proximos, porém menores, aparentemente ocorre a sincronizagio, mas depois de
um tempo eles voltam a se dessincronizar, de maneira diferente dos casos em que
praticamente nfio ha acoplamento.

3.6 Autovalores para conexdes em circulos

Podemos definir uma classes de grafo, chamada de k-circulo. Os grafos dessa
forma tém os vértices dispostos em um circulo, e cada vértice conectados aos k
vizinhos de cada lado. Por exemplo, o grafo estudado é um1-ciclo de 5 vértices.
Podemos entio achar previamente os valores dos autovalores da matriz G.

Temos que eles sdo da forma:

ke .
Y= Z[k —Zcos(-z-n—a;-:—}lj-)
]=

Com isso podemos achar a razio entre ¥,,q, /¥, de modo que podemos tentar
achar os sislema que satisfaga:

16



Y2 5]

O y2. k=1
D Yoy b=t
= 0= tmavyrz k=l
O Y3, K2
=G = Ymay A=2
=0~ Ymufra k=2
DIRNN) = k=3
= M= Ty A=3
= 8= ypafa. A=3
i Y k=3
-~ Yy A
=0~ Ymalya A=

Figura 14 - Variacdo dos autolavores com rela,ioanek

Podemos ver que aumentando k, ou seja, aumento o grau de influéncia de um
oscilador no outro a razdo diminuiu, 0 que faz sentido, uma vez que nesse caso
cada oscilador sofre mais influéncia para se aproximar do comportamento dos
outros.

4. DESCRICAO DOS PROGRAMAS

Os programas utilizados para as simulagdes foram feitos na linguagem C e C++,
por serem linguagens que o autor ja possuia uma boa familiaridade. Os programas
foram desenvolvidos de modo geral com o compilador GNU C++ Compiler 4.x
(Linux) no editor Code::Blocks 8.x. Como o C ndo possui bibliotecas graficas
padrio, foi utilizado o conjunto de bibliotecas SDL (Simple Direct MediaLayer),
que possui implementagdes em vadrias plataformas. Para a plotagem de alguns dos
grificos, foi utilizada a ferramenta gnuplot.

5. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Virios conceitos referentes a sincronizagiio de sistemas dindmicos foram
estudados, como expoente de Lyapunov e redes de acoplamento. No assunto de
redes de acoplamento foi visto ainda condigdes para que ocorra a sincronizagio,
bem como ajustar os pardmetros para que ela ocorra,
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A continuagiio do trabalho consiste no estudo de sincronizagio de sistemas
dindmicos em diferentes tipos de conexfio, e o comportamento para osciladores
diferentes.
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