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ABSTRACT 

This work shows a geometrical approach of the 
Duality/Penalty theory for convex and nonconvex problems, and 
specially for Discrete Programming Problems. The objetive is to give 
insight for the readers that know the theory, but on/y superficially, 
and motivate those that did not have the opportunity to study the 
Duality Theory in Mathematical Programming. 



UMA ABORDAGEM GEOMrTRICA DE DUALIDADE/PENALIDADE  

EM PROGRAMAÇÃO MATEMÁTICA  

Luiz Antonio Nogueira Lorena 

Instituto de Pesquisas Espaciais - INPE 

Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico 

e Tecnol6gico - CNPq 

Caixa Postal 515 - 12200 - São José dos Campos - SP - Brasil 

A teoria de dualidade/penalidade constitui um dos segmentos de maior 

beleza e grande importãncia em Programação Matemãtica. A Teoria de 

Dualidade em Programação Linear, desenvolvida hã.  muitos anos (Dantzig, 

1963); se mostrou de larga aplicação e de aprendizado relativamente fácil. 

O mesmo não se pode dizer da Dualidade em Programação Não-linear, mais 

recente, e de árduo aprendizado e aplicação (Geoffrion, 1971; Rockafellar, 

1974; Tind e Wolsey; 1981). Mais recente ainda, a Dualidade em Programação 

Inteira (Relaxação lagrangiana) tem sido largamente aplicada para a 

aproximação da solução 6tima de problemas gerais de Combinat6ria 

(Geoffrion, 1974; Shapiro, 1979; Fisher, 1985). 

O objetivo deste trabalho á apresentar a Teoria de Dualidade/Penalidade 

em Programação Matemática, usando uma abordagem inteiramente geomarica, a 

qual se espera venha esclarecer alguns de seus diversos aspectos e dar uma 

introdução ao assunto. 



Para a Teoria de Penalidade serão mostrados alguns resultados recentes 

para Programação Discreta (Lorena, 1985; Lorena e Oliveira, 1984). 

Para o seguinte problema geral: 

v = sup f(x) 

(P) 
	

g(x) s b 

x E X 

onde Xcr_ R
n 

(não-vazio), f:R
n 

-4- R, g:R
n 	

R
m 

e b e R
m
; pode-se definir a 

seguinte 	função L(.,.):Rn XRm  .4- R; L(x,u)-f(x)-u(g(x)-b) e a função 

lagrangiana L(.):Rm-A; L(u) = sup L(x,u). 

XeX 

As componentes do vetor u são conhecidas como multiplicadores de 

Lagrange. Observa-se que para todo u O, L(u)v. Desta forma, pode-se 

procurar o menor limitante superior de v através do Problema Dual de (P): 

(D) 	d = inf L(u). 

uk0 

Obviamente d.., e possivelmente d > v, no caso em que se diz existir um 

"gap" (salto) de dualidade. 

Existe ainda uma função importante para estabelecer relações entre os 

problemas (P) e (D). Esta é a função perturbação p:R 1114- (R-=RU±-), definida 



por: p(y) = sup{f(x):g(x)y}, onde y é o vetor perturbação. Obviamente p í 
xEX 

' não-decrescente e p(b) = v. 

As Figuras de 1 a 3 do Apêndice apresentam as relações entre os 

problemas (P) e (D), para (P) convexo (f é c5ncava, g é convexa e X é 

convexo). Observa-se que, exceto em alguns casos patolOgicos (veja a Figura 

4), obtém-se v.d. Um exemplo de problema convexo é o Problema de 

Programação Linear como o da Figura 5. 

Para problemas não-convexos, a imagem de X no plano (f,g) poder ã ser 

não-convexa, como na Figura 6. Verifica-se que nesse caso d é geralmente um 

Limitante superior de v(d > v), existindo o "gap" de dualidade d - v. 

Seja agora resolver o problema: 

v* = tup f(x) 

g(x) 	b 

x E M R c 	n  

onde [X] c  é a envolt5ria convexa de X. Desta forma tem-se em geral 	d =v* 

(a envolt5ria convexa da imagem de X estã sombreada na Figura 7). Esta 

propriedade mostra que resolver o Dual equivale, em geral, a "convexificar" 

o Problema Primal (P). 

Os resultados obtidos podem ser generalizados considerando a classe de 

funções não-decrescentes: 



' Hm = {h : Rm 	R : h(d l ) 2 h(d2 ), V d l , d 2  E Rm , tais que izik d 2. 

1.1,...,m}. 

Escreve-se a função L(.,.) para h e 11 1141. , L(x,h) = f(x) - h(g(x)-b), e a 

função lagrangiana L(h) = sup L(x,h). 
xEX 

Pode-se redefinir o Problema Dual: d = inf L(h) 

hEH
m  

e definir o seguinte "Problema com Penalidades": 

(PP) 	w = sup L(x,h) = L(h) 

xe)( 

A Figura 8 mostra como uma sequência {h i } 4-fi pode ser construida para 

obter d.v, mesmo no caso' não-convexo. Caso R fosse conhecida a priori, 
bastava uma otimização e o resultado obtido seria a solução de (PP), w. 

Observa-se que: f(d) - h(b) 2p(d) - p(b), V d E Rm . Esta é uma condição 

necessíria e suficiente para que os problemas (P) e (PP) possuam soluções 

ótimas e valores ótimos iguais (Lorena, 1985; Lorena e Oliveira, 1984). 

Observa-se ainda que h(d) kp(d), V dER m , e fi (b).p(b), são condições 

necessirias e suficientes para a igualdade dos valores ótimos de (P) e (D) 

(Lorena, 1985). 

As Figuras 9 e 10 mostram o problema (P) no caso em que X é um conjunto 

discreto e finito, usando-se para o seu dual a seguinte função: 	hi(d). 



[u(d.-b.)-laid.-b.1], para u k z. A Figura 9 mostra h l , para u=z, 
i=1 

enquanto a Figura 10 mostra h l  para u > z. No primeiro casoobte.m-se a 

igualdade das soluções ótimas e do valor ótimo, enquanto no segundo caso 

somente as soluções -ótimas serão iguais. 
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