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PLANEJAMENTO AGREGADO COM MODELOS MATEMÁTICOS: 
UMA EXPERIÊNCIA PRÁTICA 

Gilberto de Lima - EMBRAER 
Horário H. Yanasse 	INPE 

RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se uma experiência 	prática 
do uso de um modelo de planejamento agregado de mão-de-obra de pro 
dução em uma indústria aeronáutica. O modelo admite demandas dete7 
ministicas e minimiza os custos de, admissão, demissão, horas extras -, 
horas regulares e horas ociosas ao longo do horizonte de planejamen 
to. As variáveis de decisão são: mão-de-obra total, mão-de-obra r -e-
guiar e mão-de-obra extra. São permitidas subcontratações de servi 
ço. Para o apoio ã decisão, o modelo foi colocado em operação atrã: 
vãs de um sistema computacional integrado a outros sistemas de pl -á 
nejamento já implantados na empresa. O desempenho do modelo tem si 
do bem satisfatõrio. 

ABSTRACT 

In this paper, a practical experience in the use of 
. an aggregate planning model for production work force in an 
aeronautic corporation is presented. The modél assumes 
deterministic demands and minimizes the costs of hiring and 
dismissing, and regular, overtime and idle hours over the planning 
horizon. The decision variables are: total work force, and work 
force both in regular and in overtime hours. Subcontracts are 
allowed. To support decision making, the model was put into 
operation through a computational system integrated with other 
planning sustems already implemented in the corporation. The 
moders performance has been quite satisfactory. 



1. Introdução 

A empresa aeronáutica em questão encontra-se envolvida 

em grandes programas de desenvolvimento e produção seriada de aerona 

ves. Nesta empresa 6 comum surgirem variaçóes na carga de trabalho de 

vido a instabilidade do mercado ou a novas atividades surgidas das 

campanhas de ensaio de um protótipo, por exemplo. Frente a uma nova 

situação de carga, a Diretoria tem que decidir sobre os níveis demão 

-de-obra e hora-extra, de forma que a produção consequente supra o 

mercado nos prazos pré-estipulado. Visando a tomada de decisão, pia 

nos sobre mão-de-obra, hora-extra, produção, máquinas e instalações 

são elaborados pela seção de planejamento desta empresa (PPL). Esta 

tarefa de planejamento, nos moldes antigos, tornou-se cada vez mais 

complexa com o crescimento da corporação. Foram adotados, então, no 

vas técnicas e sistemas de trabalho. 

O modelo matemático aqui apresentado foi desenvolvido 
dentro da nova filosofia do planejamento,que.se  baseou em aspectos 
teóricos de sistemas e modelos hierarquizados. (Veja Linger et alii, 

1979; Dahl et alii, 1972; Grajew e Tolovi, 1979; Hax e Meal, 1975: 

Bitran et alii, 1981; 1982; Contador, 1982; Contador e Yanasse, 

1984). 

E interessante fazer-se algumas poucas observações me 

rentes ao setor produtivo nesta indústria aeronáutica, antes da apre 

sentação do modelo matemático. 

A manufatura dos produtos encontra-se .repartida entre 

três unidades de produção: Unidade de Peças Primárias (UPP), Unidade 

de Montagem de Célula (UMC) e Unidade de Montagem Final (UMF). A in 

tercambialidade de mão-de-obra entre elas não 6 aconselhável, dada 

as tarefas especializadas em cada unidade. 

A nível de planejamento agregado, estas unidades podem 

ser consideradas independentes. Isto pode ser justificado 'pelo fato 

de que nesta indústria, nem todos os produtos finais exigem serviço 

das três unidades de produção. Além de aeronaves completas, 'esta in 

dústria aeronáutica produz outros itens que demandam grande parte da 

força de trabalho de produção: peças de reposição, corpos de prova, 
"kits" de montagens, etc. Além disso, existe uma grande flexibilida 

de na montagem de um produto de longo ciclo de fabricação. Pequenos 

desvios na carga de trabalho são tolerados sem prejuízo nas metas es 

tabelecidas. 



O modelo, portanto, não é um de múltiplos estágios e é 
apresentado a seguir. 

2. O modelo 

O modelo matemático aqui apresentado destina-se a análi 

se do problema de planejamento tático de mão-de-obra. Neste nível, 

todas as atividades de uma certa unidade de produção são agregadas e 

expressas em horas, representando umúnico produto para o modelo. Os 

resultados deste modelo são as entradas para um modelo de planejamen 

to operacional, que nada mais faz do que desagregar estas informações. 

Tipicamente, o modelo é implementado a cada vez que o planejamento 

estratégico altera as metas dos programas em andamento ou decide, por 

exemplo, avaliar o impacto do lançamento de um novo programa. Estabe 

lecida as novas metas, a PPL calcula a carga de trabalho futura para 

as unidades de produção, através de um sistema mecanizado que 	utili 
za tempos padrões da empresa e fatores de decréscimo de tempos 	por 

aprendizagem. Uma vez determinada a carga futura, o modelo é 	imple 

mentado buscando minimizar os custos variáveis pertinentes ao proces 

so: custo de admissão, treinamento, demissão, hora ociosa e hora-ex 

tra. As variáveis de decisão selecionadas são: força de trabalho to 

tal, força de trabalho produzindo em hora regular e força de traba 

lho produzindo em hora-extra. A produção em hora-extra e a variação •  

no nível de mão-de-obra são limitadas. Existem em certas unidades de 

produção restrições adicionais devido à capacidade de máquinas e tam 

bém ã possibilidade de sub-contratos. 

O horizonte de planejamento considerado é sub-dividido 

em um número finito de períodos de igual duração. Para cadaperiodo o 

modelo fornece, como principais resultados, os valores Otimos do ni 
vel de mão-de-obra, da produção total e da produção em hora-extra. 

Dada a característica da .  empresa, a carga de. trabalho 

num certo periodo não precisa ser cumprida integralmente. Uma certa 

.porcentagem de desvio é tolerada, desde que a carga total para o hori 

zonte de planejamento seja cumprida_ Vale ressaltar que as metas es 

tabelecidas a nível de planejamento estratégico s6 são consideradas 

viáveis,a nivel de planejamento tático, se houver solução viável do 

modelo para cada unidade de produção. Caso isto não ocorra as metas 

deverão ser revistas. 



O modelo bãsico utilizado foi inspirado em diversos mo 

delos de planejamento agregado da literatura (Johnson and Montgomery 

(1974); Hax (1978); Lippman et alii (1967), Hanssmafin e Hess (1960), 

para citar alguns), e pode ser representado como: 

Min 2 [k(t) x, 	k2(t) yt 	k3(t) z t  + k4(t) (wt -ut )] t.1 	" 

sujeito a: 

O 5 ut  5 wt 	 t 	1, 

• 	

T; 	 (1) 

t ( aWt 	 t = 1, 	

• 	

T; 	 (2) 

zt 	Y  I wt 	 (3) 
t=1 	t.1 

y  
1

(11ttt) =y T
t 	

(4) 

(1-6)T t  5 Ut +Z t +S t  5  (14-5)T t  t = 1, 	

• 	

T; 	 (3) 

x t % Owt 	 t = 1, ..., 1'; 	 (6) 

t 	 T; 	 (7) Yt 5 cwt 

	

wt 	xt 	yt 	
t =1, 	T; 	 (8) 

s t 	 t = 1, 	

• 	

T; 	 (9) 

+ z 5 
t 	Mt 	 t = I, 	T; 	 (10) 

° zt >0 x t 	°' Yt 	' 	

• 

wt 	0, ut 	0, s t  k 0, t=1,...,T; 

considerando as restrições oriundas no planejamento estratégico, on 

de os parâmetros são: 

horizonte de planejamento subdividido em períodos (t) de 

igual duração, expresso em meses de produção: 

carga de trabalho no período t, expressa em horas de pro T t 
dução; 



0= porcentagem maxima permitida de admissões em qualquer pe 
ríodo; 

porcentagem máxima permitida de demissões em qualquer pe 

ríodo; 

. porcentagem maxima permitida para o total de hora-extra pa 

ra o horizonte de planejamento; 

a = porcentagem maxima permitida de hora-extra num período 

qualquer; 

45 	porcentagem maxima permitida para o desvio de produção num 

período qualquer; 

Mt = capacidade de maquina no período t; 

St 	capacidade de subcontrato no período t; 

e as variaveis de dec,isão são: 

wt 	força de trabalho total no período t; 

ut . força de trabalho produzindo em hora regular no período t; 

z t . força de trabalho produzindo em hora-extra no período t; 

xt = força de trabalho admitida no período t; 

yt 	força de trabalho demitida no período t; 

s t . força de trabalho subcontratada no período t. 

Portanto, a diferença w t  - ut  representa a força de tra 

balho ociosa no período t. 

A primeira *parcela da função objetivo representa o cus 

to devido a admissão e treinamento. 

Através da analise estatística de dados hist6ricos dis 

poníveis no setor financeiro da empresa, ficou evidenciado que este 

custo e proporcional ã quantidade de mão-de-obra engajada,'sendo o 

coeficiente de proporcionalidade k1(t) variável conforme os índices 

de reajuste salarial (dissídios). Os custos presentes no modelo são 

expressos em U$-dollar. Face a isto, leva-se também em consideração 

a taxa de desvalorização do cruzeiro em relação ao dolar no calculo 

dos valores kl (t) ao longo do horizonte de planejamento. Graficamente, 

tem-se a seguinte forma para ki(t): 



(US$/HORA) 

DIS S ID I O S 

O cálculo de k1(t) é efetuado através de um programa 
computacional que utiliza o valor de 1(1(0), o coeficientede propor 

cionalidade no início do 19 período, e os valores estimados dos ín 

dices de reajuste salarial e taxa de valorização para o horizonte 

de planejamento considerado. Pode-se ter soluções subõtimas caso a 

solução do modelo for sendível a desvios nestes fatores. 

	

As demais parcelas na função objetivo, 	k 2 (t)y, 

k 3 (t)zt, k 4 (t)(wt-ut), referem-se ao custo de demissão, hora-extra 

e hora ociosa, respectivamente, e foram determinadas de maneira si 

milar ao custo de admissão e treinamento. 

Ressalta-se que o custo de hora ociosa éadmitido ser 

igual ao custo salarial mais encargos trabalhistas. 

A formulação da função objetivo do modelo buscou re 

presentar a minimização dos principais componentes de custo presen 

tes no processo de balanceamento da mão-de-obra: hora-extra, hora 

ociosa, admissão (treinamento) e demissão. Matéria prima, folha de 

pagamento, depreciação, manutenção de estoque de componentes e ou 

tros fatores não são penalizados no modelo visto que representam 

custos que sempre estarão presentes na produção, uma vez estabele 

cidos os prazos e quantidad'es a cumprir. Este critério simplifica 

do de modelar os cusios pertinentes ao problema é bastante -adequa 



do ao caso em questão visto que, no cotidiano da empresa, a 	esco 
lha dos níveis de mão-de-obra e sempre fruto de uma solução de com 

promisso entre "hora-extra x admissão" e "hora ociosa x demis 

são", sujeita ãs restrições do planejamento estratégico. 

A Restrição 1 impõe que a força de trabalho em hora 

regular seja menor ou igual a força de trabalho total. A Restrição 

2 limita o total de horas-extras num período e a Restrição 3 limi 

ta o total de hora-extra em todo ,o horizonte de planejamento. 	A 
'Restrição 4 impõe que a carga de trabalho seja integralmente 	cum 
prida e a Restrição 5 limita o desvio de carga num período 	qual 
quer. As Restrições 6 e 7 limitam a força de trabalho admitida 	e 
demitida, respectivamente, num período qualquer. A Restrição 8 es 

tipula o valor da força de trabalho total para um período em 	fun 
ção das admissões e demissões no período anterior. A Restrição 	9 
limita os subcontratos e a 10 limita a capacidade produtiva ã capa 

cidade das maquinas. 

Convim fazer alguns comentarios adicionais neste pon 

to. O custo do subcontrato tem sido igual ao custo da hora de pro 

dução regular e, portanto, nesta situação é sempre vantajoso utili 

zar o subcontrato do que hora-extra ou admissão. 

Quanto aos parâmetros utilizados no modelo, pode-se 

dizer que as porcentagens de admissão e demissão são estabelecidas 

pela Diretoria que levam em consideração a situação do mercado de 

mão-de-obra, acordos sindicais e fatores de cunho social. A porcen 

tagem maxima de hora-extra tambim estipulada pela Diretoria. A 

porcentagem mâxima de desvio de carga prevista vem de observações 

praticas que tim verificado que variações de ati 10% são frequente 

mente observadas sem que haja comprometimento das metas estabeleci 

das. Esta flexibilidade se deve ãs características de baixa 	fre 

quencia e longo ciclo de fabricação do produto. A carga de 	traba 

lho é calculada através de um sistema computacional que leva 	em 

conta os prazos e quantidades pré-estabelecidas e os tempos 	pa 

dr8es da empresa. O calculo i feito para todos os períodos do 	ho 

rizonte de planejamento (geralmente 1 ano). Este horizonte 	ex 

pressa em "meses", segundo o calendario de produção; este calenda 

rio é construído a partir do calendario civil excluindo-se os dias 



não produtivas (sãbados, domingos, feriados). A cada cinco 	dias 

produtivos tem-se uma "semana" de produção e a cada 4 	"semanas" 

tem-se 1 "mas" de produção. 

Algumas observações jã podem ser realizadas sobre a 

solução tima a ser obtida do modelo: 

a) não pode haver admissão e demissão simultaneamente 	num 
mesmo período (x tyt =0, t=1,..., T); 

b) não pode haver simultaneamente hora-extra e 	hora-ociosa 

num mesmo período (zt(we-u t )=0, t=1,..., T). 

c) não pode haver subcontratos e hora-ociosa simultaneamente 

num mesmo periodo (st(wt-u t )=0, t=1,..., T). 

Tais relações podem ser obtidas diretamente da anã 

use do modelo proposto, dada as características da função objeti 

vo e das restrições. Estas relações poderiam ser adaptadas ao mg 

todo simplex para torna-lo mais eficiente na solução do problema 

em questão, mas isto não foi explorado neste trabalho. 

Considera-se ainda que a força de trabalho inicial 

e dada e a força de trabalho no finã1 do período T não deve ser 

despedida. 

A utilização corriqueira do modelo dentro da empre 

sa somente viabilizou-se com a implementação de um sistema intera 

tivo que teve como diretrizes bãsicas de desenvolvimento as tjcni 

cas da teoria evolutiva e da programação estruturada (Veja Grajew 

e Tolovi, 1978; Linger et alii, 1979). Ele foi construido em for 

ma hierárquica, podendo ser representado segundo uma estrutura mo 

dular. Em Lima (1983) e apresentada uma descrição detalhada dos 

módulos que compõem o sistema desenvolvido, bem como os Programas 

codificados em APL. 

3. Comentários 

Uma aplicação típica deste trabalho envolvendo a im 

•plementação do modelo para, as tres unidades de produção (UPP, UMF, 

UMC), foi realizada. Este exemplo, descrito a seguir refere-se a 

Uma situação real, ressalvando'-se que os parãmetros referentes a 



custos foram intencionalmente alterados (proporcionalmente) devido 

a questões de sigilo industrial. Os resultados do modelo são compa 

rados com os resultados de um dos metodos convencionais em uso na 

empresa. Pode-se descrever a solução proposta pelo metodo conven 
cional comparado como sendo: 

a) Unidades UMC e UMF 

Sejam as hipóteses T t 	wt ,.. /  e T t -w 	ywt_ i . 	Se 

estas hipóteses forem verdadeiras em um período t qualquer, a 

solução e wt= Tt /(14-y); z t=y\wt ; x t= wt -wt _ i ; y t = O. Se somen 

te T
t 	

W
t-1' 

a solução e wt= wt;-1; Z t = Tt -Wt ; X t = yt= O. Se 

T t  < W
t-1' 

a solução e: Wt = T t , Z t = X t = O; yt = wt -wt _ i . 

Uma vez que são conhecidos os valores de T
t' 

y e w0  

(força de trabalho inicial), as regras •anteriores podem 	ser 

sucessimente aplicadas para t= 1,2,...T de forma a determinar 

todos os valores das variáveis w t , z t , x t  e y t . 

Vale ressaltar que, para um período qualquer, o meto 

do estipula que s6 poderá haver admissões se toda a hora-ex 

tra permitida tiver sido empregada; havendo demissões não po 

de ser programada hora-extra; não g permitido haver hora ocio 

sa (ut =wt ). 

b) Unidade UPP 

Sejam as hipóteses Tt 	Wt_1 ; Tt -Wt_i 	St ; Tt -Wt _ i - 

St  ; y.wt _ i . Se as tres hipóteses forem verdadeiras, então a 

solução e: wt= (Tt-St )/(1+y); s t = S t ; z t = y.wt ; x t= 

yt = O. Se somente as duas primeiras hipóteses forem verdadei 

ras, a solução e: z t = Tt -St ; wt =wt _ i ; s t = S t ; x t = y t= O. Se a 

primeira hipótese for falsa, a solução gt wt = Tt , Zt = x t= y t= 

s t =  O. 

wt -wt-i; 



1. (x los HORAS) 
60 

UMC 

UME 

UPP 

1  2 	3 	4 	6 	6 	7 	8 	O 	10 	11 	12 

Analogamente ao caso para a UMC e UMF, as regras an 

tenores podem ser sucessivamente aplicadas para t. 1,2,...,T 

para se determinar os valores de todas as variáveis, uma vez 

que sejam conhecidos os valores de wo, y, S e Tt. Para um pe 
riodo qualquer, o método estipula que s poderá haver admis 

sões se toda a hora-extra permitida e todo o sub-contrato dis 

ponivel tiverem sido empregados; havendo demissões não pode 

ser programado hora-extra e/ou sub-contrato; s6 pode ser pro 
gramada hora-extra quando toddo o sub-controle tiver sido em 
pregado; não g  permitido hora ociosa. 

Para o caso da UPP, o método também estipula que se 

a desigualdade wt-t-zt 	M.  t= 	 não for 	satisfeita, 

as metas de produção estabelecidas devem ser revistas. 

Pelo exposto anteriormente é fácil perceber que 	se 

trata de uma metodologia bastante simplificada. A carga de 	traba 

lho prevista, encontra-se representada na figura seguinte e 	foi 

calculada a partir das metas estabelecidas pelo planejamento estra 

tegico (prazos, quantidades) para um horizonte de planejamento de 

12 meses de produção. 

CARGA DE TRABALHO PREVISTA 



Os demais parâmetros utilizados na implementação do 

modelo e do mátodo convencional foram: 

- 0,15; y. 0,10; 	= 0,05; 6= 0,10; E= 0,05. 

- Força de trabalho inicial: UPP: ;4 0 = 25.000 horas; UMC: 

40.000 horas; UMF: w0= 18.000 horas. 

- Porcentagens de reajuste salarial (dissídio): no 	período 

4:39,31%, no período 10:43,16%. 

- Desvalorização mei:lio do cruzeiro em relação ao dolar ameri 

cano por período durante ohorizonte de planejamento consi 

derado: 5,0%. 

- Parâmetros iniciais de custo, supostos iguais para as três 

unidades de produção, nesta aplicação: 

k 1  (0). 1,4 US$/hora; 

k2 (0). 1,5 US$/hora; 

k 3 (0). 1,2 US$/hora; 

k4 (0). 1,9 US$/hora; 

Os valores de k i (t), k 2 (t), k 3 (t), k 4 (t), t. 1,2,..., 	12, 

são calculados a partir da porcentagem de dissídio e da ta 

xa mensal de desvalorização do cruzeiro em relação ao d6lar. 

- Capacidade de subcontrato: S t= 3000 horas, t. 1,2,...,12. 

- Capacidade de máquinas: Mt . 36000 horas, t. 1,2,..,12. 

A partir dos parâmetros previamente definidos foi im 

plementado o modelo e o método convencional. Os gráficos a seguir 

comparam as curvas de custo total acumulado ao longo do horizonte 

de planejamento, para as três unidades de produção. 
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Conforme pode ser observado o modelo conduz, 	nos 

três casos, a um custo total significativamente menor que o método 

convencional; no caso da UPP é cerca de 18% menor; no caso da UMC 

é 10% menor e para a UMF é" 16% menor. Tais resultados são perfeita 

mente 16gicos, visto que o modelo possui maior flexibilidade na 

utilização da hora-extra, da hora ociosa e da produção mensal. Um 

outro resultado importante diz respeito ã. força de trabalho total 

empregada em cada período de planejamento: o modelo empregou na 

UPP, UMC e UMF forças de trabalho total, respectivamente, 14%, 8% 

e 11% menores que a média mensal empregada pelo método convenci° 

nal. Tal fato bastante significativo visto que, na prática, é 

sempre desejável manter-se menores níveis de mão-de-obra. 

A fim de analisar melhor o comportamento do. modelo 

em si, foram elaboradas diversas análises de sensibilidade do mes 

mo. Esta análise mostrou que o modelo é pouco sensível ãs varia 

çá- es nos coeficientes de custo da função objetivo mas bastante sen 

sível a variaçSes na carga de trabalho e na capacidade das máqui 

nas. Detalhes desta análise podem ser encontradas em Lima (1983). 



O sistema de apoio a decisão desenvolvido possibili 

ta analisar com rapidez a versatibilidade situações reais ou hi 

potéticas de variações na carga de trabalho das necessidades de 

produção. 

Este sistema veio a substituir satisfatoriamente os 

métodos convencionais utilizados na empresa, vários dos quais eram 

trabalhosos, demorados e muitas vezes "subjetivos". 

Os resultados obtidos com a utilização deste modelo 

agregado nesta indústria aeronáutIca estimulam a implementação de 

outros modelos matemáticos para o planejamento estratégico e para 

a programação de atividades. Problemas de programação e planejamen 

to estratégico são amplamente abordados nos meios acadêmicos e são 

de grande importãncia para a indústria. 
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