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cõncavas, conjugadas e superdifèrenciais, os principais teoremas 	de 
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são definidos usando classes gerais de funções que são reais 	finitas 
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liza os Lagrandeanos Aumentados, e outra classe que generaliza as 	fuz _ 
ções penalidades exatas para o problema primal. 
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RESUMO 

Demonstra-se, usando conceitos generalizados de funções 
côncavas, conjugadas e superdiferenciais, os principais teoremas de 
dualidade entre um problema geral de maximização sujeito a restrições 
de desigualdades (problema primal) e seu "dual generalizado". Mostra 
-se tambe'm a equivaljncia entre o problema primal e um "problema coa 
penalidades". O "dual generalizado" e o "problema com 	penalidades" 
são definidos usando classes gerais de funções que são-reais finitas 
e não-decrescentes. Mostra-se ainda uma classe de funções que genera 
liza os Lagrangeanos Aumentados, e outra classe que generaliza 
funções penalidades exatas para o problema primal. 

ABSTRACT 

Using generalized concepts of concave functions, 
conjugate functions and superdifferentials, the main theorems of 
duality between a general problem of maximization subjected to 
inequality constraints (primal problem) and its "generalized 
dual" are shown. The equivalence between the primal problem and a 
"penalty problem" is also shown. The "generalized dual" and the 
"penalty problem" are defined using general classes of real 
finite and nondecreasing functions. Nrxt, a class of functions that 
generalizes the Augmented Lagrangeans, and a class that 
generalizes the exact penalty functions for the primal problem are 
described. 



1. Introdução 

O objetivo deste trabalho é apresentar uma 	abordagem 
geral de dualidade/penalidade em Programação Matemãtica. 

Na Seção 2 faz-se uma generalização dos conceitos 	de 

funções cOncavas e de funções conjugadas, superdiferencial e 	super 

gradiente de uma função de valor real definida em R". Esses conceitos 

são usados para construir uma teoria geral de dualidade/penalidade pa 

ra o seguinte problema geral de maximização, sujeito a restrições de 

desigualdade: 

v = sup f (x) 

(P) 
	

xEX 

suj. a g (x) 	b 

onde X 	Rn , f:Rn R, g:Rn 	Rm  e b C Rm . 

Define-se então, o "problema dual" de (P): 

(D) 	 w = inf 	sup L(x,h) 

heiclam  xCX 

e o "problema com penalidades" 

(PP) 
	

ph  = sup L (x ,h) , h 6 H 	Hm  

xEX 

onde L(x,h) = f(x) - h(g(x)) ± h(b) é uma generalização do conceito 

de função Lagrandeana e Hm  g o conjunto de funções reais não-decres 
centes definidas em Rm , com valor finito. 

A dualidade forte (v = w) entre (P) e (D) e a 	equiva 

lência (v = pH  e mesmas soluções ótimas) entre (P) e (PP) para 	ai 

gum EI, estarão ligadas, respectivamente, aos conceitos generalizados 

de funções cancavas e superdiferenciais no "ponto" b (vetar das res 

trições de (P)). 

A Seção 3 dedica-se 	caracterização de um conjunto de 

funções H c HM  usado na definição dos problemas (D) e (PP), que ga — 
ranta a dualidade forte ou a equivalência entre os problemas 	acima 

mencionados. 



2. Generalização de funções côncavas e conjugadas e de superdiferen 

ciais. 

Nesta seção são definidos os conceitos 	generalizados 

de funções côncavas e conjugadas e de superdiferenciais, que 	serão 

usados posteriormente para a construção da teoria de dualidade/pena 

lidade. 

Considera-se um conjunto H de funções reais finitas de 

finidas em Rm , e que possui a propriedade de translação, isto é, se 

h E H então h' E H, onde h'(d) = h (d) + r, V d C Rm , r G R. De um 

modo abreviado, escreve-se H + r 	H. 

Em relação a uma dada função f:Rn  R (R = R U±) pode 

-se considerar o seguinte subconjunto de H; 

Hf  = {h E H : h(d) 	f(d), V d E Rm ). 

DEFINIÇÃO 1 : Hf 	o conjunto das funções de H que são majoran 

tes da função f. 

5 imediato que se f(d) = + .0, para algum d C R m , então 
f - H e vazio. 

O conjunto H pode ser usado para generalizar o conceito 

de concavidade. 

DEFINIÇÃO 2 : uma função f:Rn  -+ R e.  chamada H- côncava em d o  se 

f(do ) = inf h(d 0 ). 

h E H
f 

DEFINIÇÃO 3 : Se f:Rn  .÷ R 6 H-côncava em d, V d C Rm , 

	

diz-se que f 	H-côncava. 

Considerando-se, por exemplo, que H 6 o conjunto 	das 

funções afins de Rm,uma função f será H-côncava se for côncava prô 

pria ou a função -..., ou a função 

Pode-se ainda relacionarhEHefatravés do conceito 

generalizado de função conjugada de f. 

DEFINIÇÃO 4: Para uma função f:Rn  -+ R, define-se a função H-con 

jugada de f, 

f*:H 	R, por 

f*(h) = inf {h(d) - f(d)). 

d E Rm. 



Em uma interpretação geométrica, f*(h) serã "distância 

vertical" entre h e f (observe que f*(h) poderá ser negativa). 

O lema seguinte apresenta algumas propriedades 	impor 

tantes de f*. 

LEMA 1: (i) f*(h') 	f*(h) + r, 

onde h'(d) 	h(d) + r, Y deRm  e algum rER 

(ii) f*(h) k O se e somente se h e H f ; 

(iii) f(d) + f*(h) 5 h(d). 

Prova: imediata a partir das definições de f* e H. 

	

Pode-se ainda construir a função H-conjugada 	segunda 

de f. 

DEFINIÇÃO 5: Para uma função f:R m 	R, define-se sua 	função 

H-conjugada segunda, 

f**:Rm  4- R, por 

f**(d)= inf {h(d) -  

h E H 

Investigar a relação existente entre a função f e sua 

H-conjugada segunda f** ser ã muito titil ao desenvolvimento da teoria 

de dualidade/penalidade. Da propriedade (iii) do Lema 1, conclui-se 

que f(d) 5 f**(d), V d e R. No Lema e proposição que se seguem, ca 

racteriza-se uma função H-côncava em um ponto d, através do conceito 

de função H-conjugada segunda. 

LEMA 2: Para uma função f:Rm  4- R, 

f**(d) = inf h(d), V d E R m . 

h E Hf 

Prova: Tem-se da Definição 5 que 

f**(d) = inf {h(d) 	f*(h)), 

h C H 

Ou, de forma equivalente, 

f**(d) = inf {h(d) + r - f*(h) 	r), 

h E H 

V r C R. Na operação do infimo, escolhe-se para cada h 

rh - - f*(h). 



Dada a propriedade de translação tem-se O = f*(h) + 	f*(11 1 ), 
onde h'(d) = h(d) + rh' Logo, pelo Lema 1, (ii), 

f**(d)= inf h'(d). 

f 

PROPOSIÇÃO 1: Uma função f:R m  -+ R H -cOncava em do  se e somen 
te se. 

f(do ) 	f**(4). 

Prova: imediata a partir do Lema 2 e da Definição 5. 

Para o conjunto H selecionou-se o subconjunto H f 	das 
funções h C H majorantes de f. Estabelece-se agora um outro 	subcon 

junto de H, que generaliza a noção de supergradiente de f em um pon 

to de Rm . 

DEFINIÇÃO 6: Para uma função f:R m  R o conjunto de funções 	h 

E H que satisfaz a desigualdade 

h(d) - h(d o ) = f(d) 	f(d0 ), V dERm , 

é chamado H-superdiferencial de f em do . 

Para o conjunto H-superdiferencial de f em do  ser ã usa 

da a notação â H° (f). Diz-se que f 6 H-superdiferenciãvel em d o 	se 
O â H 	(f) 	0. 

Existe uma relação clara entre os conceitos de 11-super 

diferenciãvel e H-conjugada. 

PROPOSIÇÃO 2: As seguintes afirmações são equivalentes: 
(i) h C â H° (f); 

(ii) h(do ) - f(do ) = inf {h(d) - 

d e Rm 

(iii) h(do ) = f(do ) + f*(h). 

Prova: imediata a partir das Definições 4 e 6. 

DEFINIÇÃO 7: Se h E â /di°(f) e h(d o ) = f(do ), h ser ã uma 11-super 

gradiente de f em do. 



Como H + r 	H, temos da Definição 6 que 4_1/°(f) + r c 
â d0 (f) e assim, se â d°(f) 	0, admitirã ao menos uma H-supergradien H 	 H 	 — 
te de f em d o . 

O Lema seguinte mostra que uma H-supergradiente de 

em do  é majorante de f. 

LEMA 3: Se h é uma H-supergradiente de f em d, então 

h e H. 

Prova: imediata a partir das Definições 1, 6 e 7. 

A seguinte proposição estabelece a relação 	existente 

entre os conceitos de função H-superdiferenciãvel e função H-côncava 

em um ponto de Rm . 

PROPOSIÇÃO 3: Se f é H-superdiferenciavel em do , então é H-con 

cava em do . 

Prova: Como f 	H-superdiferenciavel em d o , existira ao 	menos 

uma função H-supergradiente de f em do . Seja E essa fun 

ção, isto é, H e Hf  (pelo Lema 3) e E(do) = f(d0), ou 
f(do) = inf h(d 0 ), 

h E H
f 

3 - Tópicos em Teoria de Dualidade/Penalidade 

Nessa seção considera-se o problema geral (P) e 	deri 

vam-se os problemas (D) e (PP) (apresentados na seção 1) usando 	os 

conceitos generalizados de função côncava, função conjugada e de su 

perdiferencial. O objetivo principal da seção será. mostrar resulta 

dos de dualidade forte para (P) e (D) e também um resultado de equi 

valência entre (P) e (PP). 

Seja W.M.,5 o conjunto de funções h:Rn  R (R) que são 

não-decrescentes, isto é, h(d 1 ) k h(d 2 ), V (1 1 , d 2  C Rm 	tais 	que 

d l  k, i 	1,...,m. i 	1 

Uma função importante de gm  é a conhecida função per 

turbação de (P), definida por 

4)(d)= sup {f(x): g(x) < d}. 

x C X 

É imediato que 4)(b) = v (valor -ótimo do problema (P)). 



Observa-se que H 	a propriedade de translação, 
isto g Hm  + r 	H. Considerando que o conjunto H, definido na 	Se 

- 

ção 1, poderá ser um subconjunto de H m , e que no desenvolvimento que + 
segue deseja-se efetivamente que isso ocorra, usa-se a mesma notação 

para um subconjunto de H isto 6, H H. O Lema a seguir caracteri 
za subconjuntos de H. 

LEMA 4: H 	Hm se e s6 se — + 

V h C H,Vdo  E Rm , h(do ) 	inf h(d), 

d E Rm  

do  ç  d 

Prova: imediata. 

Relacionando o resultado do Lema 4 com o problema (P) 

pode-se considerar os xEX tais que g(x) = do . 

Na proposição seguinte mostra-se que a conjugadad.afun 

ção perturbação está fortemente relacionada com as funções f e g usa 

das na definição do problema (P), considerando-se as funções h E H 

c Hm . + 

PROPOSIÇÃO 4: VIIEH 	Hm , — + 

-r(h) = sup {f(x) - h(g(x))}. 

x E X 

Prova: sup {f(x) - h(g(x))} = sup {f(x) - inf h(d)} = 

x E X 	 x E X 

g(x) 5 d 

sup {sup f(x) - h(d)} = sup {4)(d) - h(d)} =  

d 	x 

g(x) 5  d 

COROLÁRIO 1: H 4)  g não-vazio se e s6 se 

f(x) 	h(g(x)),VxEXealgumhEHc H 11+1 . 

Pode-se definir agora a seguinte função: 

L(x,h) = f(x) - h(g(x)) + h(b), V x E X, h E H 

L(x,h)gafunção Lagrangeana paraxEXehEH 	H. — + 



Por exemplo, considere-se que H é mo conjunto das 	fun 

ções Lineares não-decrescentes, isto é, h(d) = y u. d., V d E Rm 	e i=1  

algum u e R. Então L(x,h) = f(x) - 	ui (g i (x) - b i ), que 	a forniu 

lação tradicional, onde os u i ts são i=l os conhecidos multiplicadores 

de Kuhn-Tucker. Em geral para g(x) 	b, x E X (isto é, x viável para 

(P)), L(x,h) 	f(x). Assim sup L(x,h) 	f(x) e sup L(x,h) k V, isto 

	

xEX 	 xGX 
é, sup L(x,h), hEH, é um 'imitante superior para o valor õtimo 	do 

xEX 
problema (P). Pode-se procurar o menor desses limitantes através do 

problema. 

(D) 
	

w = inf 	sup L(x,h). 

hEH xEX 

(D) 	o problema dual de (P). (P) 6 chamado 	problema 

primai_ Diz-se que (D) é viável se existir h E H tal que w 	o.. 

A viabilidade de (D) pode ser caracterizada ainda atra 

vés do seguinte Lema. 

LEMA 5: As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) (D) 	viável, 

(ii) h(g(x)) ? f(x),VxCXealgumhEHcHm , — 

(iii) é não-vazio. 

Prova: imediata a partir da definição de (D) e do Corolário 1. 

Os comentários feitos para a construção do problema (D) 

e o Lema 5 mostram a seguinte proposição. 

PROPOSIÇÃO 5: (Dualidade fraca) 

Se (p) é" viável e (D) é viável então v 5 w. 

A procura de condições para a dualidade forte (v w) 

nos levará ã consideração de que çb deve ser H-cõncava em b, como se 

gue. 

LEMA 6: 4)**(b) = w. 

Prova: 	(1)**(b) = inf {h(b) -  
hCH 

mas, pela Proposição 4, 

-4)*(h) = sup {f(x) - h(g(x))}. 

Assim, 	xEX 



= inf {11(b) + sup [f(x) 	h(g(x))1} 

hGH 	xeX 

inf sup {f(x) 	h(g(x)) + h(b)} 

hEH xGX 

inf sup L(x,h) = w. 

hEH xGX 

PROPOSIÇÃO 6: (dualidade forte) 

v = w se e sci se 0 é H-cancava em b. 

Prova: Supondo v = w =0(b), 

pelo Lema 6, w =  

Assim, 0**(b) 	cp(b) e 	ê H-cOncava em b. 

Supondo agora que 4ê H-cõncava em b, isto 6, 

4)**0)) = i;b(b) = v. 

Mas, pelo Lema 6, w = 0**(b). Assim, v = w. 

Usando a relação existente entre os conceitos de H-su 

perdiferencial e H-cOncava (Proposição 3), pode-se mostrar o seguin 

te corolãrio. 

COROLÁRIO 2: Se na definição de L(x,h), h C a b (0) então v = w. H 

Prova: imediata a partir da Proposição 3. 

Mas um resultado mais forte pode ser obtido quando 0 é 

H-superdiferenciável. 

PROPOSIÇÃO 7 (equivalência): sup L(x,h) = 0(b) se e s6 se 
xGX 

h C a b  (0) H 

Prova: sup L(x,h) = sup {f(x) - h(g(x))} + h(b) 

xGX 	 xEX 

	

+ h(b). Mas (Kb) 	-0*(h) + h(b) equivale, confor 

me a Proposição 2, a h G a llji (0). 

Pode-se definir então o problema 

(PP) 
	 ph = sup L(x,h), h G H 	H. 

xGX 



Ficou evidenciada a importância de ser encontrada uma 

classe de funções H 	Hm, para a qual (1) 	H-côncava ou 	H-superdife — + 
renciãvel em b, assegurando respectivamente a dualidade forte entre 

(P) e (D) ou a equivalência entre (P) e (PP). 

No trabalho de Lorena (1985) apresenta-se as seguintes 

classes, para as quais 0 será: H-côncava e H-superdiferenciãvel, res 

pectivamente. 

Hn 	{h: h(d). r + p.ip. (11d-y11), r E R, p > O 

d e Rm , e y C Y), 

onde YRIT1  é um conjunto denso, 

11.11 	um norma de Rm , e 

R 	uma função não-decrescente, tal que 

(i) V ó > O, V t o 	O, 1M(t 0 ,.5)(limitante), Vt = ó, 

*(t + t o )/*(t) 5  

(ii) *(t) 	O 	t 	O. 

A condição (i) indica que funções que crescem ao infi 

nito em alguma vizinhança do ponto t o  não são consideradas. 

São exemplos de funções do tipo * : 	a > O; 	a 

a > O. 

Ha = {ha :Rm  .4 R : ha (d) 
i.1 

para X i ,B i  e R+ , a > O, b i  6 R). 

Examinou-se a função hl G H, isto é; 
m 	 a  

h1(d) = 	[X-(d.-b.)+ 	 no trabalho de Lorena e Oli 

veira (1984), concluindo-se que h l  generaliza algumas funções penali 

dade exatas. A classe Hn generaliza os Lagrangeanos aumentados (Lore 

na, 1985). 

O seguinte teorema generaliza as condições 	de 	Kuhn 

-Tucker para problemas de Programação não-linear. [Lorena, 1985]. 

TEOREMA 1: x* E X e-  uma solução Otima de (P) e H6â H121(0) se e sé 

se as seguintes afirmações são satisfeitas: 

(i) g(x*) 5 b, 



(ii) sup (f( x) _ F(g(x))} = f(x*) -  
xEX 

(iii)Ti e Fim , 
 

(iv)h(g(x*)) = N(b). 

4. Conclusões 

Os conceitos estendidos de função cOncava, conjugada e 

superdiferencial, que aparecem na Seção 2, são particularizações pa 

ra Rn  das definições de Dolecki e Kurcyusz (1978), bem como a classe 

de funções Hn  da Seção 3. A seção 3 apresenta um conjunto de exten 

sões que aparecem, em parte, no trabalho de Tind e Wolsey (1981), em 

bora os autores não avancem muito nessa direção. 

Da classe de funções H, a função 11 1  faz parte da cias a 
se de funções superaditivas, e um resultado relevante 	que 11 1  é-  uma 

função que proporciona a dualidade forte entre os problemas apresen 

tados e não é" igual ã função perturbação do problema primai. Tind e 

Wolsey (1981) apresentam uma classe tão geral que a função perturba 

ção esta contida nessa classe. 
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