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ESTUDO DE PROBLEMAS DE REGRESSÃO MALCONDICIONADOS OU COM 

PRESENÇA DE MULTICOLINEARIDADE 

L.A.N.Lorena(INPE)*e J.R. Reis (INPE)* 

RESUMO 

Apresenta-se uma aplicação do estimador "ridge" pa 

ra seleção de variáveis no modelo de regressão linear múl 

tiple. Relaciona-se o problema de multicolinearidade e mal 

condicionamento do sistema de equações normais, usando-se 

o conceito de némero de condição espectral da matriz asso 

ciada ao sistema. 

Apresenta-se um exemplo de estimação da 	demanda 

por vestuário a título de comparação deste método apresen 

tado com outros métodos tradicionais para seleção de variá 

veis. 

ABSTRACT 

An application of the ridge estimator to the 

selection of variables in the linear multiple regression 

model is presented. The concept of spectral condition 

number of the matrix associated to the system is used to 

relate the multicollinearity and ill-conditioned problema 

of the normal system of equations. An example of the 

estimation of demand for clothing is presented to compare 

this method with other traditional methods for the 

selection of variables. 

* Instituto de Pesquisas Espaciais, Conselho Nacional 	de 
Desenvolvimento Cientifico e Tecnológico. Caixa 	Postal 
515; 12200 - São José dos Campos, SP - Brasil. 



1. INTRODUÇÃO  

O presente trabalho tem por objetivo utilizar o mó 

todo de estimação "ridge" na seleção de variáveis relevan 

tes ao modelo da regressão linear múltipla. Este mátodo 

foi inicialmente sugerido por Hoerl and Kennard (1970), pa 

ra atenuar os efeitos de forte multicolinearidade nesses 

modelos. 

O trabalho está voltado unicamente para o aspecto 

de estimação, sendo evidenciado os efeitos da multicolinea 

ridade na solução de sistemas de equações normais malcondi 

cionados. 

Supondo-se um modelo de regressão múltipla normali 

zado, na Seção 2, enfatiza-se a relação existente entre 

malcondicionamento e multicolinearidade. Apresentam-se ai 

guns aspectos do estimador "ridge" na Seção 3 e a Seção 4 

mostra um exemplo de aplicação do método em um problema 

que usa variáveis econômicas, discutido em Koutsoyiannis 

(1981), onde foram utilizados testes convencionais para se 

leção de variáveis, tais como "F" e "critério R 2 ". 

2. O MALCONDICIONAMENTO EA MULTICOLINEARIDADE 

Seja o modelo de regressão linear: 

Y = X O + e, 	 (1) 

onde X(~) á a matriz de observações das variáveis inde 

pendentes do modelo, admitindo-se que X tem característica 

p e os vetores associados às variáveis são normalizados. 

Y(nx1) á o vetor normalizado de observações da variável 

dependente do modelo, 0(px1) é o vetor de parâmetros , e 

e(nx1) é o vetor de erros, tal que E(e)=0, E(e e t)=o 2 In _ 

onde I 	a matriz identidade de ordem n, e t denota trans 

posição. 



Seja o sistema de "equações normais" na forma 

A x = b, 	 (2) 

fazendo-se A=XtX, x=6, e b=XtY. _ 

Para motivar e caracterizar a definição do número 

de condição de uma matriz, considere-se a sensibilidade de 

x em (2) a pequenas perturbações nos elementos de A e b.Com  

respeito somente a pequenas variações, Sb em b, a nova solu 

ção x + dx de (2) será definida por: 

A(x + dx) = b + db. 	 (3) - 

Subtraindo-se (2) de (3), resulta A Sx = (Sb, ou: 

dx = A-1 db. 	 (4) 

Então, 

1idxj1=11A-1 61311E.11A-1 11.11Sbli, 	 (5) 

onde as normas de matriz e de vetor são compativeis (Wilkin 

son, 1965). De (2) tem-se 11bIldlIA11-11x11, e segue-se de 

(5) que o erro relativo, 116&I,  na solução de (2) satisfaz 
II x 	II 

Ildx11 	IIA 	11.1161c11 	 11 6b11  E 	 (6) 

11xII 	IIA11 -1 -11b11 	 libil 
_1 

Como HAHHIA H é um indicador da sensibilidade da solu 
_1 

ção de (2) a perturbações, define-se K(A) = 	 !leo 

mo número de condição da matriz A. 

Define-se a norma espectral de uma matriz genérica 

13, e indica-se por 1113j1 e como: e = 	, onde g - 
 ItlaX 

é o maior autovalor de BtB. Como a matriz A = XX é simétri 

ca e definida positiva, seus autovalores são todos reais e 

positivos e, então, 11All e = 	, onde 	é o maior auto MaX 	 max 	 - 
valor de AtA = A 2 , e, portanto, o maior autovalor de 	A 

(Schwarz et alii, 1973). 



Define-se o número de condição espectral de uma ma 
triz genérica 13, denotado por Ke (B), como: 

K(B) = IIBII e . 1113- e 	Para a matriz A, 

_ 
Ke (A) = HAII e . HA

I 
 II e = 

À
iltaX f 	 (7 ) 

min 

onde ',min  é o menor autovalor de A, e, portanto, 1/A mín  é o 
_1 

maior autovalor de A . 

Assim, a Relação (7) fornece um número que indica a 

sensibilidade a perturbações da solução das equações . nor 
_ 

mais. Observa-se que: Ke (A) = IIAII e . HA
1

eWAA e=1, 

com a igualdade valendo somente no caso de A ser ortogonal. 

Esta última afirmação estabelece a relação existente entre 

um problema de regressão com variáveis independentes corre 

lecionadas (isto é, com presença de multicolinearidade) e o 

número de condição espectral para as equações normais, ou 

seja, conforme Ke (A) »1 existe multicolinearidade e insta 

bilidades na obtenção de â. 

3. ALGUNS ASPECTOS DO ESTIMADOR "RIDGE°  

Seja o modelo de regressão linear Cl) e o estimador 

de mínimos quadrados de O, â = (X tX) -1  XtY. 

Define-se o quadrado da distância entre 0 e â por : 

D2  = IIR-OH 2  = <R-s,R-s> 	 (R-0). 	 (8) 

Então (Searle, 1971): 

E(D2 ) = a 2  . Traço (XtX) -1  I 	 (9) 

ou E(ât  â) = St 	+ a2  . Traço(XtX) -1 	 (10) 

e, quando e é normalmente distribuldo, tem-se: 

Var(D 2 ) = 2s 4  . Traço(XtX) -2  . 	 (11) 
t- 	- Como XX e simétrica e definida positiva, pois tem 

característica p, logo ela possui p autovalores reais posi 

tivos. Sejam: À mâx  = 	 Xp /mu  >0, os p autova 



lores de XX, então, de (9), o valor médio do quadrado da 

distância entre 'ReSádado por: 
P 

E(D2 ) = ac E 

	

j..1(  1 	 (12) 
'  xi  

e, de (11), sua variância, quando o erro é normal, será: 

Var(D2 ) = 2a 4 	/ 1  ‘ 2 - 	 (13) s=1 1--/ 
i 

Portanto, limites inferiores para a média e variân 

cia são, respectivamente: (7 2/Xmin  e 2 a4/Àdin. 

Sabe-se que quando o c/ min  « 1,K(Â) »1 existirá 

multicolinearidade. Como consequencia, verifica-se que a 

distância entre B e O tende a ser grande e, de acordo com _ 

(10), 

E(nt0) = E(11M1 2 ) = 11$11 2  + C2 /'À 	, 	 (14) min 
e ilgil estará "inflacionada". 

Neste caso, o malcondicionamento implica um aumento 

em 	1. Quando o valor do coeficiente de correlação sim 

pies, 	j, 	próximo a 1 (um) para as variá ri3  

veisxi e.oreflexo em R pode ser sério, com grandes x3 , 

instabilidades nos coeficientes do Modelo (1). 

Para contornar, o problema da "inflação" e instabili 

dade associadas ad éstimador Hoerl and Kennard (1970) su 

geriram usar outro estimador P*, dado por: 
t 

= 	XtX + RIJ 	X Y ; K 	0. 	 (15) 

Tal estimador recebeu o nome de estimador "ridge". 

A seguir são apresentadas algumas propriedades do 

estimador "ridge": 

a) IID*11 é uma função monótona decrescente continua em K, 

tal que quando K+0, , IIMI+0, ou seja, o problema da "in 

fiação" estará atenuado para D*. 

h) O estimador 	é uma transformação linear de R, e que de 

pende unicamente de X e X. Seja: g* = cxtX+KI) -1 XtY,mas 

	

XtY=(XtX)Eentão 	=(XtX+KI) -1  (XtX)À,ou 1* = Z. Segue 



-se, imediatamente, que R* é um estimador viciado de B, 

pois E(R*) = X K O. 

c) Se O t = 11011 2  é limitada, então existe um K tal 	que 

E(D2 ) para R* é menor que E(D 2 ) para R. 

Hoerl and Kennard (1970) sugerem ainda uma represen 

tação bidimensional, em K e R*(K), denominada traço "ridge", 

em que, considerando-se K variando no intervalo 10,1], um 

certo número (geralmente quinze, para K = 0; 0,02; 0,04 ; 

0,06; 0,08; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1) 

de estimação de R*(K) são realizadas. A cada valor de . K>0 , 

K.1, e de acordo com os valores de r
ij' i j, as instabili 

dades no valor dos coeficientes são diminuídas e os autores 

sugerem uma seleção visual para o melhor valor de K. Eviden 

temente, para K = 0, tem-se R*(0) = R, o estimador por mini 

mos quadrados. 

Na Seção 4, apresenta-se um exemplo de traço "ridge 

na seleção de variáveis, aplicado a uma função demanda por 

vestuário, em que se usa o critário visual para a seleção 

do "melhor" estimador "ridge". 

Usa-se tambám, no exemplo, o critário de comparar 

cada estimativa com a anterior, tu seja: 

li* (Katual ) 	(Kanterior )  I E  A' 	 (16) 

onde t é um pequeno valor prefixado. 

4. EXEMPLO  

O exemplo apresentado é discutido por Koutsoyiannis 

(1981), páginas 240 a 242, para mostrar os efeitos da multi 

colinearidade nos coeficientes estimados em modelos de re 

gressão múltipla. 

Os dados, apresentados na Tabela 1, relativos aos a 

nos de 1959 a 1968 incluem Gastos com Vestuário (G.V.), Ren 



da Disponível (R.D.), Ativo Liquido (A.L.), Índice de Pre 

cos para Vestuário (I.P.V.) e Índice Geral de Preços 

(I.G.P.). 

O modelo estimado por mínimos quadrados á: 

(G.V.) = -13.53 + 0,097(R.D.) + 0.015(A.L.)-0,199(I.P.V4+ 

+ 0.34(I.G.P.), 	 (17) 

e tem-se ainda que: R2  = 0,998, d = 3,4 

E 22  = 28,15, E e2  = 0,33, 

E22 /(K-1) 	28,15/4 F* 	 15,6, 

Ee2/(n-K) 	0,33/5 

(Johnston, 1963). 

Como F0 05'  com vi = K-1 = 5 e v2 = n-1<= 5 graus ,  

de liberdade, á 5,19, rejeitou-se a hipótese nula, o que 

indica que existe um relacionamento significativo(pc0,05 ) 

entre os gastos com vestuário e as variáveis explanatórias 

InITIneCITT 1 

DADOS PARA ESTIMAÇÃO DA FUNÇÃO DEMANDA POR VESTUÁRIO 

ANO 

GASTOS 
COM - VESTUARIO 
(Lm) 

(C.V.) 

. RENDA 
DISPONÍVEL 

(Em)  

(R.D.) 

ATIVO _ 
LÍQUIDO ‘ 
(£m/  (A.L.) 

ÍNDICE DE 
PREÇOS PARA 
VESTUÁRIO 
(1963=100) 
(I.P.V.) 

ÍNDICE 
GERAL DE 
PREÇOS 

(1963=100) 
(I.G.P.) 

1959 8,4 82,9 17,1 92 94 

1960 9,5 88,0 21,3 93 96 

1961 10,4 99,9 25,1 96 97 

1962 11,4 105,3 29,0 94 97 

1963 12 . 2  117,7 34,0 100 100 

1964 14,2 131,0 40,0 101 101 

1965 15,8 148,2 44,0 105 104 

1966 17,9 161,8 49,0 112 109 

1967 19,3 174,2 51,0 112 .. 
111 

1968 20,8 184,7 53,0 112 111 . 



Entretanto, as variáveis explanatórias são seriamen 

te multicolineares, como pode ser visto na matriz de Corre 

lações abaixo: 

R.D. A.L. I.P.V. I.G.P. 

1, 0.988315 0.980356 0.987666 

A.L. 0.988315 1. 0.969962 0.969477 

I.P.V. 0.980356 0.969962 1. 0.991796 

I.G.P. 0.987666 0.969477 0.991796 1. 

Desta forma o autor usa o "critério R 2 ", descrito 

por Neter and Wasserman (1974), página 376, e também consi 

dera a significância dos coeficientes estimados através de 

seus desvios padrões, concluindo pela escolha do modelo 

G.V. = f (R.D., I.P.V., I.G.P.) corno o melhor (veja a Tabe 

la 2); portanto, excluindo a variável A.L. do Modelo (17) 

por não apresentar coeficiente significativo. 

O professor Koutsoyiannis faz considerações a res 

peito do acréscimo em R 2 , quando são incluidas variáveis in 

dependentes ate compor o Modelo'  (17), e verifica, para cada 

relação, a significância dos coeficientes de regressão. 



b) A Figura 1 mostra o traço "ridge" para o exemplo. Confor 

me K + 1 as instabilidades diminuem, sendo que, 	visual. 

mente, para K=0,16 as instabilidades estão praticamente 

eliminadas. Neste caso, pode-se usar o seguinte modelo 

estimado: 

(G.V.)= -20,2186+0,0340(R.D.)+0,0802(A.L.)+0,0967(I.P.VJ 

+0,1674(I.G.P.) (18) 

como alternativo ao Modelo (17). Observa-se pela Tabela 

1 que as variáveis I.P.V. e I.G.P. apresentam dados mui 

to próximos, altamente correlacionados, o que evidencia 

que numericamente deveriam ser uma única variável. A mu 

dança de sinal do coeficiente da variável I.P.V. é justi 

ficada pela relação quase direta entre ela e a variável 

dependente - G.V. - (veja a Tabela 1). A variável R.D. 

a mais estável conforme mostra a Figura 1, embora ligei 

ramente superestimada para K = O (solução de minimos qua 

drados), enquanto a variável A.L. apresenta-se subestima 

da neste caso. 

c) Considerando-se o critério (16) para 6 = 0,01, seleciona 

-se como estimador "ridge": 

(G.V.) = -18,5820+0,0466(R.D.)+0,0689(A.L.)-0,0107(LP.VJ 

+0,2200(I.G.P.). (19) 

Neste caso, o coeficiente de I.P.V. é muito próximo a ze 

ro, sendo esta variável uma séria candidata a ser exclui 

da do modelo. A forma correta para fazer tal exclusão se 

ria considerar, em cada predição de G.V., o valor médio 

de I.P.V., que é equivalente a desconsiderar o efeito 

desta variável na predição de G.V.. A figura 2 mostra o 

traço "ridge" para o caso em que foi eliminada a varia 

vel A.L., conforme sugere o professor Koutsoyiannis. No 

ta-se que as instabilidades continuam, o que evidencia 



que o problema ainda malcondicionado. 

d) Os números de condição para os Modelos (18) e (19) foram 

25,07 e 62,91, respectivamente e evidenciam a melhor esta 

bilidade destas soluções. 

6. CONCLUSÕES  

Devido ao estimador "ridge" ser um estimador vicia 

do, suas propriedades estatísticas são desconhecidas, e não 

se deve pensar em critérios tais como E 2  para comparar o es 

timador "ridge" e o de mínimos quadrados. Hoerl and Kennard 

(1970) mostraram que existe K > O inversamente proporcional 

aos coeficientes estimados de regressão (para K=0), tal que 

o erro médio quadrático para o estimador "ridge" é menor que 

para o estimador por mínimos quadrados. A determinação de 

tal valor de K tem preocupado pesquisadores (veja o trabalho 

de Wichern and Churchill (1978) e suas referencias bibliográ 

ficas). Contudo, no aspecto de condicionamento das equações 

normais, a solução "ridge" & no mínimo mais estável que a de 

mínimos quadrados. 

Deve-se observar que, para o exemplo na Seção 4, os 

resultados obtidos pela análise "ridge" refletem os dados a 

presentados na Tabela 1, não sendo considerados, neste traba 

lho, os aspectos de teoria econômica referente ao sinal dos 

coeficientes de regressão, possivelmente explicáveis ã luz 

dos dados disponíveis. 
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