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Este trabalho considera uma fila M/G/1 com duas tawas de servi
go disponiveis e com entrada controlada. Em qualquer instante de tempo, uma
decisdo deve ser tomada sobre a taxa de servigo a ser empregada e sobre o fe
chamento ou ndo do sistema a novas chegadas. Esta decisdo ¢ baseada na compa
ragao do trabalho acumulade (tempo de espera virvtual), nesse instante, com
valores criticos. Existem custos de espera de clientes, de ociosidade do ser
vidor, de troca de tawxas de servigo, de perdas de clientes e uma recompensa
dependente da taxa de servigo empregada. E obtida a distribuicio  estaciond
ria da quantidade de servico acumulado, bem como a expressdo do vetorno me
dio por unidade de tempo. Resultados numéricos sdo apresentados para a fila
M/M/1, onde sdo determinados os valores criticos otimos que maximizam 0 re
torno medio por unidade de tempo.

15. Observacoes

Trabalho aceito para apresentagao no XVI Simposio Brasileiro de Pesquisa
Operacional, Florianopolise, Outubro de 1983.
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RESUMO

Este trabalho considera uma fila M/G/1 com duas ta
xas de servico disponiveis e com entrada controlada. Em quahuwr:um
tante de tempo, uma decisdo deve ser tomada sobre a taxa de servi
¢o a ser empregada e sobre o fechamento ou nao do sistema a novas
chegadas. Esta decisao ¢ baseada na compara¢do do trabalho acumula
do (tempo de espera virtual), nesse .instante, com valores criticos.
Existem custos de espera de clientes de ociosidade do servidor,de
troca de taxas de servicgo, de perdas de clientes e uma recompensa
dependente da taxa de servico empregada. E obtida a  distribuicado
‘estacionaria da quantidade de servico acumulado, bem como a expres
sao do retorno médio por unidade de tempo. Resultados numéricos
sao apresentados para a fila M/M/1, onde sao determinados os valo
res criticos otimos que maximizam o retorno médio por unidade de
tempo.

ABSTRACT

This paper is concerned with an M/G/1 queue with two
available service rates and a controlled input. A decision has to
be made, at each instant of time, about which service rate to use
and whether the entrance to the system should be closed or not for
new arrivals. This decision is based on the residual workload
(virtual waiting time), at this time, compared with critical
numbers. There are customer’'s waiting costs, server's iddleness
costs, service rate switching costs, penalty costs due to lost
customers, and a reward dependent upon the service rate being
used. The stationary distribution of the residual workload and
the average return per unit time are obtained. Numerical results
are given for the M/M/1 queue, where the optimal critical values
are determined so as to maximize the average return per unit time.



1. INTRODUCAO

0 problema de controle de filas ja foi abordado por
diversos autores (Crabill et alii, 1977). Em-geral, o controle atua
somente no processo de chegadas (Doshi, 1977} ou somente no proces
so de atendimentos (Thatcher, 1368; Cohen, 1976b; Tijms, 1977;
Doshi, 1978) ou ainda em ambos (Tijms and van der Duyn ° Schouten,
1977; Marins, 1981).

0 controle em todos esses trabalhos atua continuamen
te no tempo, baseado na quantidade de servigo. acumulado no sistema
(tempo virtual de espera), o qual deve ser processado pelo servi
dor, e nao no comprimento da fila.

Este trabalho baseia-se principalmente en Cohen
(1976b). Este autor considera o controle do processo de atendimen
tos de uma fila M/G/1 com duas taxas de servico disponiveis atra
vés de uma politica de controle que atua sobre a estacdo de servi
¢os, aumentando a taxa de atendimento sempre que a quantidade de
_sérvigo acumulado no Sistema no instante t, X , exceder a um nivel
¢ritico k. Isto visa & uma redugldo no tempo de espera e, Consequente
mente, nos seus custos,

Outra maneira de diminuir 0S5 custos de espera € fe
char o sistema para novas entradas sempre gue Xt exceder a um cer
to nivel critico.

Assim sendo, aqui se estende ¢ trabalho de  Cohen
(1876b), considerando-se agora uma politica de controle de dois ni
veis criticos k; & k,, com ky < k,, gue atua sobre a estagﬁoé& ser
vigos aumentando a taxa de atendimento sempre que X, eXceder ao ni
vel critico k3, bem como sobre © acesso a estacao de servicos fe
chando-o sempre que X, exceder ao nivel critico k».

Associados mo funcionamento do sistema existem  pre
mios relacionados com ¢ processo de atendimentos e quatro  custos
Adistintos: custo de espera de clientes, custo de oclosidade do ser
vidor, custo de troca de taxa de atendimento e custo de perda  de
clientes devido ao fechamento do sistema.



Na Secio 2 formula-se o modelo de controle. Na Secao
3 determina-se a distribuicdo estacionaria da quantidade de servi
¢o acumulado no sistema. Na_Segéo 4 determina-se a expressaoc do re
torno médio por unidade de tempo. Para o caso particular emque ky =
= k; = k, na Secdo 5 determina-se o valor otimo de k que maximiza
o retorno médio por unidade de tempo. Finalmente, na Secdo 6 faz-
se uma aplicacio numérica a fila M/M/1, considerando trés casos
particulares de controles e comparando os resultados obtidos.

2. DESCRICAO DO MODELO DE CONTROLE

Considera-se uma fila M/G/1 onde as chegadas ocorrem
de acordo com um processo de Poisson a uma taxa A > 0. Se o siste
ma esta aberto, os clientes juntam-se a fila; em caso contrario
eles sio perdidos. Denota-se por {Yn} a sequéncia formada pelas
quantidades de trabalho demandadas por chegadas sucessivas e admi
te-se que {Y } é formada por variaveis aleatdrias  independentes,
com funcao de distribuicdo de probabilidades B(+) comum a todas, a
qual satisfaz:

a) By(+) & continua em {0,=), com B (0) = 0
b) E(Y) = B;
c) E(Y?) = B < = e E(Y’) = By < =

onde Y & uma variavel aleatéria com funcdo de distribuicao de pro
babilidades B(-).

A disciplina de atendimento sera de acordo com "Pri
meiro a Entrar, Primeiro a Sair (PEPS)". O trabalho existente mo
sistema sera processado de acordo com uma taxa o € {o,, g}, gp>01,
Definem~se:

a, = 2B & a, = AB

(B ] C2

e supbe~se que a, < 1.

Associado a este modelo de filas, existe 0 processo
estocastico {X,; t > 0}, onde X, & o nivel de trabalho acumulado
no sistema no instante t. Se X, < ki; o controlador deve manter o



sistema aberto e usar o;. Se ky < Xt ¢ k2, 0 controlador deve man
ter o sistema aberto e usar o,. Finalmente, se X, > ki, deve ife

3

char o sistema para novas entradas € usar.oz.
Admite-se a seguinte estrutura de prémios e custos:

a) retornos a taxa hi > 0 enquanto estiver em uso a taxa de
atendimento o; (i = 1, 2);

b) custos de espera avaliados por cy X, se X « ky, por c2 X,
se ka < X, ¢ ka, & por 3 X, se X, > ka2

L

c) custo de ociosidade h; > 0 por unidade de tempo, cobrado
enquanto © servidor permanecer 0cioso;

d} custo de perda de clientes P > 0 por unidade de tempo, co
brado enquanto o acesso a estacdo de servicos estiver fe
chado;

e} custo de troca de taxa de atendimento avaliado por f; > O
se a troca for de o, para oz ¢ por f; > 0 se for de oo pa
Tra Ulv

3, DETERMINACAO DA DISTRIBUICAO ESTACTONARIA V(=) DA QUANTIDADE DE
SERVICO ACUMULADO NO SISTEMA

A partir das Equagdes 3.2 e 4.2 de Gaver and Miller
(1962), determina-se que a funcao de distribuicio V(x,t) =Pr{X sx}
da varidvel aleatdria Xt satisfaz as equagdes integro-diferenciais:

X

2 V(x,t) = o3 2 V{x,t) - A V(x,t)«+AJ B(x-¥y)d V(y,i)
3t X Y

0
para 0 €« x <« k33

‘ _ X
BV, t) mos <& V(x,t) = A V(x,t) u[ Bx-y)d V(y,t)
at X Jo b4

para kg ¢ x < ka;

) ) . vk
=1-V(x,t)==oz 2 V{x,t) ~ A V(x,t)~+lJ B(x~y)d_ V(y,t) =+
2t X o Y
:x L
+ A J d. V(y,t) vpara x 2 kzi

k, 7



onde todas as derivadas que aparecem sao derivadas ou a direita pa
ra x 3 0 ou a esquerda para x > 0.

Trabalhando com estas equacoes, determinam-se duas ex
pressoes para a transformada de Laplace-Stieltjes da distribuicdo
estacionaria da quantidade de servigo acumulado no sistema:

$(p) = J e P* av(x), ou seja:
o=

a k ; a - e
V0) + (1-—) J X av(x) + [1-_1-31 (=8 lo), 'J o™ PX v (x)
2 Ik a, o 4k,
¢ (p) = ,
1 - a, (2Bled
Bp
1-8(p) 1-8(p), (X2 _-px
o(p) = [1*‘32(————~—d] V(0) + az (———=) J e dv(x) +
Bp Bp kl
a, . k
+ [1-——i-+az(llﬁiﬂl)]J ’ e PX dv(x),
a; -’ Bp 0
onde:
B(p) = J e ¥ dB(x) e
o-
V(0) = lim V(0,t) =Pr {X =0}, isto €, V(0) é a porcentagem

t+w . .
de tempo em que o servidor permanece o0CiQ

50.

Uma vez conhecida a distribuicao de  probabilidades
B(-), pode-se determinar a distribuicao estacionaria V(+) usando a
metodologia desenvolvida por Cohen (1969), obtendo-se o seguinte
resultado (Costa, 1983):

V(x) V(0) « Wy(x) para x g ki, com:

I e P dw; (x) = [1 -alc——-——“B(")J}-l s
o= Bp .



V{x) = V(D) « Wa(x}) para k) < x g k2, com:

as k]_ N
14 (1 ~-—) J e" X aw, (x)

© ai 0
I e X AW, (x) = .
0 1 - az(l:ﬁigl)
Be
apy
V({0) = [a— + da(Wa(kp)) + (3 -——) W1(k1]:|
1

4. DETERMINACXO DA EXPRESSAQ DO RETORNO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO

Seja C, a duracido de um ciclo de renovacoes, isto €,
0 tempo entre dois instantes sucessivos ti e t: com Xt-=£0 e Xf*>0:

i=1, 2. Segue~.se facilmente que: . !

E(C) = (0 V(0))~

Da teoria dos processos regenerativos segue-se para qualquer fun
¢ao mensuravel de Borel g: R—>R que:

w 1 Ck
J g(x) AV(x) = | E‘{J gx,) dt} ,
(R E(Ck) )

se a primeira integral existe (Feller, 1971).
Desta maneira, o custo médio de espera por unidade

de tempo sera:

ki k> = ]
cl‘j x dV(x) =« ch x dV(x) + cs‘[ x dv(x).

D k]_ kz

I(klyk2)

0 custo mé&dio de ociosidade por unidade de tempo se

T(klykZ)

hs V(0).

0 custo médio por manter o sistema fechado por unida

de de tempo sera:

Plki,k2) = P [1-V(0) Wz(kz)] .



0 ganho médio por unidade de tempo, pelo uso das ta
xas de atendimento, sera:

R(ki,k2) = hy [V(0) Wy(ky) - V(0O)] + he [1-V(0) Wi(ki) ] .

Seja S(ki,k2) o custo médio por unidade de tempo de
troca de taxas de servigo de ¢, para o2 € vice-versa. Para determi
nar S(ki,k:), & necessario obter o numero médio de cruzamentos do
processo estocastico {Xe5 t2 0} com o nivel k; durante um ciclo
ocupado. Sabe-se que o nimero de cruzamentos do nivel ki  durante
um ciclo ocupado, a partir de valores inferiores a esse nivel, ¢,
com probabilidade um, igual ao nilmero de cruzamentos do nivel k.,
a partir de valores superiores a esse nivel, durante um ciclo ocu
pado. Seja Dkl o numero de cruzamentos do processo {Xt; t>0} com
o nivel k; > 0, durante um ciclo ocupado, a partir de valores supe
riores a esse nivel.

Cada instante no qual ocorre tal cruzamento do nivel
k, € um instante regenerativo do processo {X,; >0}; segue-se ime
diatamente que a distribuicdo de Dk para o presente modelo € a
mesma distribuicdo do numero de cruzamentos, a partir de valores
superiores ao nivel k, do processo Xy > 0} com o nivel k duran
te um ciclo ocupado de um sistema de filas M/G/1 comn intensidade
de trafego a; ¢ 1 (Cohen, 1976b).

Esta distribuicdo foi estudada em Cohen (1969) €, dos
resultados 13 obtidos [ver Capitulo III.5, Equacdo 5.93)], segue-se
que para o presente modelo:

B dwl (kl)
E{D, } = Wi(ky) - B(ky) » Walky) = (—) .
1 - &3 dk]_
Logo:
aw; (ki)
S(ka;k2) = {(£1+£2) 0a] V(O) —— .
dk;

Finalmente, tem-3e que o retorno médio por unidade
de tempo, G(k;,k,), & dado por:

G(l(:_ ,kg) = R(kg_ ,](,2) - I(k1 ,kz) —-Ttkl )-k.Z) - P(kl ;‘k2) - S(kl !k2)

ouz



G(ky,k3) = hy [V(0) Walky) - V(0)] + hy [1-V(0) Walky)] -

o

ki ) ka
- [C;I x dv({x) + sz x dV(x). + c3f

o ki ka

X dV(x)] - h3V(0)

dWy (kj)

- PL1-VO W (k)] - [(£2 4 £2) 02 JV(O) —p— - (1)
"3

5. DETERMINACAO DO VALOR OTIMO DE k (k, =k, =k) QUE MAXIMIZA O RE
TORNO MEDIQ POR UNIDADE DE TEMPO

.Para o caso particular em que k; =k, =k tem-se a se
guinie expressio para o retorno médio por unidade de tempo (Costa,
1983):

az k By_
G(kK) = ha - P+ V(0) {- (cy+cp (an ---‘:1--)) JO x dW, (x) - c2 32(-2—83 Wi(k) +
1

W, (k)
}. (2)

+ hy (Wy (k) = 1} = (hy = P) Wy(k)~hy- (£, + £5) 0y Ix

Na analise de G(k) o termo que envolve os custos de
‘troca de taxas exige uma investigacdo da derivada dW; (k) /dk que
nem sempre existe e, qQuando existe, pode ter um comportamento  ra
zoavelmente irregular (Cohen, 19765).

Porém, para a; =1 3 fungio Wy (+) €& uma funcdo de re
novacio tal gue (Cohen, 1976a):

2B3B
Wax) - 28 x. (3)
B2 383
Quando X » @,
Esta relacio e exata se B(x) = 1-e"X/B, x » 0. Con

‘tudo, para uma grande classe de distribuicoes B(-), a Relacao 2 e,
também para valores moderados de x, uma aproximacao muito boa para
a expressao exata de Wy (+).

No presente caso tem-se (Costa, 1983):



dG (k) 2 [ Ak
S5 = V) [Akz +Bk+C ],

onde:

2
As-2¢y (9?2,
Ba

B=-2cy [22(8/82) +2/3 (8/82)7 (B3/82)] ,

C - {hl a2+ hy+hs+Pas+ (£1+£2) (1) (28/B2) -
-~hyap -c¢C» ag (32/283} (28/82).

0 valor o6timo de k, k*, sera portanto a raiz positi
va da expressio:

Ak? + Bk « C = 0,

e ‘a condigcdo. para & existéncia do valor otimo, k*, € que C 2 0.

6. UMA APLICACAQO A FILA M/M/1

0 modelo de controle considerado nesta secao € o mes
mo utilizado para a fila M/G/1, admitindo-se agora que B(x) =
= 1 -e'x/B, x 3 0.

Neste caso, ndo € necessario fazer a; = 1, uma  vez
que a derivada dW, (k) /dk existe e pode ser obtida da Relagio 2.
Para o ¢aso particular em que k) =ky =k a derivada da expressao do
retorno medio por unidsde de tempo serada dada per {Costa, 1983):

a ‘ k
aG (k) = V(0)2 {-B(-—i)k-—B(’i*az‘ii)j Wi(x) dx +
dk ay '

ay Jo
+ — By =) % — | ———
Ay * T A ECRY 8 ] dk

onde:
B = cCy+czlas -azfay) ,

C=hy«~hy «+P-~C2 a8,



D = hy+hs ,

kr
]

(f1+£2) 0y .

0 valor de k, k*, que maximiza © retorno médio  por
unidade de tempo, € o valor correspondente a unica raiz  positiva
da equacao implicita:

k
k + A, j Wl(X) dx = Aa > (3)
o
onde:
A1 = 31/82 + ay - 1 ’
a1
Ay = -C/8+ (D/p) [(ar/az) + &y = 1] # (B/B)(—) ,
a,g
desde que:

B <0 e C(az/ay)-D{1l+aps-az/a1)~E{(1/8) 2 0.

Para efeito.de comparacHo numérica, a seguir conside
ram-se trés tipos diferentes de controles que atuam em uma fila
M/M/1, a saber:

CONTROLE A: € um controle que atua sobre a estagdo de servicos,

aumentando a taxa de atendimento sempre que a quanti
dade de servigo acumulado no sistema exceder a um ni
vel critico k.

CONTROLE B: € um controle que atua sobre a estacao de servigos,

aumentando a taxa de atemdimento, ® sobre o acesso a
estacao de servigos, fechando-o, sempre gue a quantil
dade de servigo acumulado mo Sistema exceder a um ni
vel critico k.

CONTROLE C: & um controle que utiliza dois miveis criticos, k;, e

k2, com ky <kz, © @atua sobre a estacap de servigos,
aumentando a taxa de atendimento sempre que a quantl
dade de servico acumulado mo sistema exceder a um ni
vel crItipo X3, © sobre © aresso a estagao de servi
¢cos, fechando-o quando a qmamxidade de servico acumu
lado no sistema exceder ao miwvel critico k..



Utilizam-se os seguintes dados:
A= 12,0; 1/8 = 3,0; cy=cz2=¢c3=8,0;.P =1,0;
(£, +£2) = 0,5; hs=1,0 e o) = 5,0.

0s valores de h; e h, serdo dados pela seguinte ex
pressdo:

2
h; = -0,10; + 2,0 o.

i i i=1, Z.

‘Desta forma procura-se encontrar nao s6 os valores
otimos de k, k; e k,, como também a melhor relacdo A= ox/01, A2 1,0,
de forma a maximizar G(k) ou G(k:,kz).

0Os seguintes resultados foram obtidos:

0,798;

CONTROLE A: k* = 0,875, A* = 2,20 e G(k*)

CONTROLE B: k* 2,20 e G(k*) 0,814;

H
fl
I

0,891, A*’

CONTROLE c: 13 = 9,852, A7
‘ 1,015.

k3

2,10 e G(k¥,k2) = 0,821;

It

0 resultado para o Controle A foi obtido a partir de
equacbes derivadas por Cohen- (1976b) para a fila M/G/1 e o resulta
do para o Controle B foi obtido a partir da Equacao 3. Para a  ob
tencdo do resultade para o Controle C a partir da Equacdo 1, foi
utilizado um algoritmo de programacdo ndo-linear (método de Fletcher-
Powell).

Conclui-se entao nesse exemplo particular que, para
valores moderados de P e hy, o controle que atua simultancamente
nos processos de atendimentos e chegadas (Controle B) promove  um
melhor retorno que aquele que atua apenas no processo de atendimen
tos (Controle A), e que a politica de controle de dois niveis cri
‘ticos (Controle C) promove um melhor retorno que a de um Unico ni

vel critico (Controle B).
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