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RESUMO 

Este trabalho esta baseado no modelo elaborado 	por 
Deshmukh e Pliska, publicado em 1980 na revista "Econometrica", pa 
ra o problema de explorar e consumir um recurso natural não-renová 
vz1 de maneira Otima em presença de incertezas. Aqui e apresentado 
um exemplo simplificado de aplicação deste modelo para o caso 	da 
otimização da exploração e consumo do petreleo' extraído de 	reser 
vas brasileiras. Para esta aplicação foi desenvolvido um metodo dg 
obtenção da solução numerica aproximada para uma equação 	integro 
-diferencial que surge no modelo citado. São estudados tambem 	os 
efeitos causados na politica etima de exploração e consumo devido 
a alterações em parãmetros tais como: custo de extração, preço de 
petróleo' importado, taxa máxima de extração e investimentoemexplo 
ração. 

ABSTRACT 

This paper is based on Deshmukh and Pliska's model, 
published in 1980 by Econometrica, for optimally consuming a 
natural resource and exploring for new sources of supply of that 
resource, in the presence of'uncertainties. Here a simplified 
application of this model is presented for the case of optimal 
consumption and exploration of Brazilian oil. In order to apply 
Deshmukh and Pliska's nadei, it was necessary to develop a 
numerical method to obtain an approximate solution to an 
integro-differentialequation. Other problems studied are the 
effects on the optimal consumption and exploration policies caused 
by changes in parameters like: ou l extraction costs, imported oil 
prices, maximum rate of oil extraction and investment on 
exploration for new sources of supply. 



1 - INTRODUÇÃO 

Este trabalho está baseado no artigo de Deshmukh e 

Pliska (1980) sobre o caso de um recurso natural que é essencial e 
que pode ser armazenado sem depreciação ao longo do horizonte de 
planejamento. Apesar de o recurso não poder ser reproduiido,a quan 

tidade disponível pode ser aumentada pela exploração e procura de 
novas fontes. 

Segundo os autores "o processo de exploração envolve 
incertezas a respeito do tempo atg a descoberta de uma nova jazi 
da, assim como da quantidade de recursos lá existente. Essa incer 
teza pode ser controlada parcialmente pela intensidade de explora 

ção escolhida pelo decisor. Um grande esforço de exploração é mais 

dispendioso, mas & mais provável que resulte numa descoberta mais 
rãpida de uma grande quantidade de recurso. 

Alem de ser possível aumentar o estoque 	disponível 
átravás da exploração,. este estoqúe pode diminuir devido ao 	uso. 
Uma alta taxa de consumo produz uma maior utilidade social imedia 

ta (apesar de a uma taxa decrescente), mas Unhem deixa uma menor 
quantidade de recursos para consumo futuro. Assim, a exploração e 
o consumo atuais afetam não somente as utilidades e os custos ime 
diatos mas tambgm o estoque futuro, e, consequentemente, todas as 
decisões futuras. A cada instante do tempo, dada a quantidade co 
nhecida de reservas do recurso, o problema do decisor g  determinar 

as taxas (Stimas de exploração e consumo de modo a maximizaro valor 
esperado descontado da utilidade do consumo menos o custo de expio 

raça° sobre um horizonte de planejamento infinito, levando em con 
ta as incertezas envolvidas". 

E necessãrio ressaltar que o modelo formulado 	por 

peshmukh e Pliska (1980) considera algumas hipOteses simplificado 
ras as quais o tornam mais facilmente tratável tanto do ponto 	de 
vista econgmico quanto do matemático. As principais delas são 	as 
que 3t seguem: 

- A função beneficio social pode serexplicitada como a utilida 
de proveniente do consumo menos o cUsto gerado pelo esforço 
de exploração. 



- Não há penalidade alguma para o caso de ocorrer completo es 

gotamento das reservas conhecidas. 

- Todo o sistema e considerado invariante no tempo. 

- A frequência e a magnitude das descobertas dependem apenas 

do esforço de exploração, sendo desprezados o efeito apren 

dizado proveniente das explorações no passado e a crescente 
dificuldade em conseguir novas descobertas, uma vez que o es 
toque total 5 finito. 

O metodo aplicado por Deshmukh e Pliska (1980) para 
resolver esse problema e baseado em Morais (1977), consistindo em 

desenvolver um modelo markoviano para o nivel .de reservas conheci 
das e então aplicar a teoria de Processos Markovianos deDecisãopa 

ra obter os controles &timos. 

Sob certas condições, os autores demonstraram que a 

função que expressa o beneficio social liquido esperado em termos 

da politica de consumo e exploração utilizada, e do nivel conheci 
do de reservas, e a fanica função continua que satisfaz uma equação 

integro-diferencial estocestica de argumento avançado e sua condi 
ção inicial. 

A importância dessa função decorre do fato de que, a 

traves dela, e possível encontrar os parãmetros que determinam qual 
a politica ótima dentre aquelas pertencentes a uma certa classe de 

políticas de consumo e exploração. 

Contudo, a equação acima referida só possui solução 
explícita conhecida para alguns poucos casos particulares. Assim, o 

objetivo deste trabalho e utilizar o metodo de obtenção de solução 

aproximada daquela equação, desenvolvido por Milioni (1983), fazen 
do um exemplo simplificado de aplicação do modelo de Deshmukh e 

Pliska (1980) no qual e considerado o C85.0 de otimizaçãodo consumo 

e exploração do petróleo no Brasil. 

Na seção 2 e feita uma revisão bibliográfica de mode 

los que incorporam o aspecto da incerteza em suas análises relati 

vas a economia de recursos naturais não-renováveis. Na seção 3 5 



feita uma breve descrição do modelo elaborado por Deshmukhe Pliska 

(1980), bem como do metodo de obtenção da sua solução aproximada. 

Na seção 4 .  feita a aplicação prática simplificada para o caso do 

consumo e exploração do petreleo no Brasil, e na seção 5 são apre 

sentados os resultados obtidos, bem como suas análises.= 

2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

O tema "Economia de Recursos não-Renováveis" foi in 

troduzido na literatura por Hottelling (1931) atraves de seu traba 

lho clássico. Desde então, dada a relevância do assunto, muitos' au 
tons vêm se dedicando a ele, usando diferentes metodos de aborda 

gem. Porem, e possiVel constatar pelos trabalhos já desenvolvidos 

que, embora haja um consenso sobre a fundaMental importância desem 
penhada pelo aspecto da "incerteza" no problema de administrar di 

naMicamente um recurso não-renovável, poucos autores tem explicita 

mente incorporado tal aspecto em suas análises. 

Por exemplo tem-se os trabalhos de Loury (1978) 	e 

Gilbert (1979) que, usando a técnica de programação dinâmica, pes 

guisaram o caso em que o nivel total de reservas e desconhecido, 

mas pode ser avaliado através de prospecção. MacQueen (1961, 1964) 
estudou o caso em que o nivel conhecido de reservas sofre variações 

aleaterias em instantes aleatOrios que fogem ao controle do plane 

jador. Dasgupta e 1-leal (1974) trabalharam com a possibilidade do 
surgimento de uma nova tecnologia que não necessitasse consumir re 

cursos limitados. O avanço tecnolegico pode ser parcialmente con 
trolado pelo investimento realizado, mas o prazo para sua disponi 

bilidade prática e aleaterio. Na mesma linha, seguiram-se 	traba 

lhos de Davison (1978) e Kamien e Schwartz (1978). 	Finalmente, 

Deshmukh e Pliska (1980) analisaram o caso em que o nivel total de 
estoque & desconhecido, e o nivel disponível comprovado de estoques 

pode ser aumentado pela descoberta de novas jazidas. A frequência 

de descobertas, bem como as suas magnitudes, pode ser controlada 
parcialmente atraves do emprego de um esforço de exploração decidi 

do pelo planejador. Este último artigo oprincipal no qual se ba 

seia este trabalho, e, alem de jã ter mencionado na Introdução, se 

rá analisado mais detalhadamente na sessão seguinte. 



3 - FORMULAÇÃO DO MODELO  

No trabalho de Morais (1979), que divulgou pesquisas 

recentes sobre controle de sistemas de armazenamento continuo em 

tempo continuo pela tecnica de Processos Markovianos de Decisão, e 
encontrada a seguinte equação que descreve genericamente sistemas 

desse tipo: 

Xt 	XO + I t -r(X )du 	, t?,0, , 	u 
o 

onde X t  6 o nivel de estoque no instante t; X 0  e oestoque inicial; 

I t 6 a entrada total durante o intervalo [0,t]; e r (X u) é a taxa 

de salda no instante u, quando o nivel de estoque e X. Esta equa 

ção diz simplesmente que o nivel de estoque no instante t e igual 
ao estoque inicial mais a entrada total durante [0,t] menosa salda 

total no mesmo intervalo. 

O interesse principal de Morais (1979) estãna descri 

ção do comportamento probabilistico do sistema e no controle do ni 
vel de estoque atraves da atuação sobre os parâmetros do processo 

de entradas e sobre a taxa de saldas r. Sob certas hipeteses sobre 
essas quantidades, demonstra-se que o processo estocãstico (X t ;ta 

01 e um processo de Markov em tempo continuo e com espaço de esta 

dos continuo. 

E admitido que, a cada instante t, o nível de estoque 

e observado, por exemplo, X t x, e e selecionada uma ação "a" que 

especifica a taxa de reabastecimento de estoque, a distribuição da 

quantidade a reabastecer e a taxa de consumo. Simultaneamente, re 
cebe-se uma recompensa que depende de x e de "a", a qual e conti 

nuamente descontada ao longo do tempo, a uma taxa constante. O ob 
jetivo e, então, fazer' as escolhas das ações de modo a maximizar o 

valor esperado dessa recompensa, ao longo de um horizonte infinito 

de planejamento. 

A teoria acima foi aplicada por Deshmukh e Pliska 

(1980) na área de recursos naturais não-renováveis. Nesta aplica 

Cão, X t 
6 o nivel comprovado de reservas de um recurso natural não 



-renovável, medido em determinado instante de tempo t maior 	ou 

igual a O. Não há distinção entre reservas comprovadas no subsolo 

e reservas, já extraidas e armazenadas. 

A cada instante de tempo t um planejador central ob 

serva o nivel de estoque Xt  = x e adota uma politica iï que consis 

te em escolher: 

r(x) taxa de consumo a ser utilizada com r(0)=0 e r(x) c C = 

COM T 	co. 

p(x) esforço de exploração a ser dispendido com p(x) e P = [0,P] 

com p 

Uma politica u e chamada admissivel se for uma função 

mensurável de Borel u: 	continua a esquerda. 

Seja a medida 8(p(x),dy) a função que determina a ta 

xa probabilistica de descobertas de jazidas de magnitude y com 8 
(p(x),.) sendo uma medida de probabilidade e 8(.,dy) umafunçãocon 

tinua em p(x). Por exemplo: 

0(p(x),dy) = X(p(x))F(dy), 

onde F g a função de distribuição da variável aleateria Y, 	dimen 

são de uma jazida descoberta; e A(p(x)) e uma função continua que 

determina a taxa probabilistica de descobertas. Neste exemplo, o 

esforço de exploração afeta a taxa de descobertas, mas não as suas 

magnitudes. 

Seja ainda u[r(x)] a função continua que determina o 

beneficio social gerado pelo consumo realizado ã taxa r(x), e 

h(p(x)) a função continua que determina o custa ocasionado quando 

se usa um esforço de exploração p(x). 

A cada politica 1T g associada uma função que g chama 

da retorno esperado descontado v(z), que torrespandeaoretorno 11 

quido obtido com a adoção da politica ir e quando Xt,= z, continua 

mente descontado a uma taxa a constante, 



Então: 

r -  
v(z). E 1 Iexp(-at)fu(r(X t ))-h(1)(X t )))cltlX 0 .z , za0. 	(1) 

o 

A obtenção da forma funcional explícita de v(z) a par 

tir da Definição 1 constitui-se normalmente numa difícil tarefa. As 
sim sendo, uma alternativa possível á a utilização do teorema de 
Deshmukh e Pliska (1980) que se segue. 

TEOREMA 1 - v(z) & a única função limitada, absolutamente con 
tínua 	em (O, 	), com derivada a esquerdav'(z) 
contínua a esquerda e com v'(z)r(z) limitada 	em 
(O, 	) que satisfaz: 

ev(z) 	n(r(z))-h(p(z))-v 1 (z)r(z) + 

z>0 

i m [v ( z+Y)-v(V))0(p ( z),dy ), 

o (1) 

sujeita ã condição inicial: 

v(0) = -h(p(0)+ f Ev(y)-v(0))0(p(0),dy). 
O 

(3) 

Uma das principais vantagens desse teorema vem a ser 

a de que se, devido a algum fundamento, houver motivos que levam a 
crer que, para certas funções h(.), u(.) e w(r(.), p(.)), o retor 
no esperado descontado v(z) é de uma forma funcional específica, en 
tão é possível verificar se essa suspeita é procedente ou não, tes 
tando-a no teorema acima. 

A Equação 2 vem a ser uma equação 	integro-diferen 
cial estocástica de argumento avançado, para a qual sõ se conhece 

solução exata para alguns poucos casos particulares. Contudo, o tra 

balho de Milioni (1983) apresentou dois métodos de obtenção da solu 

ção aproximada para casos mais gerais. Assim, aqui será usado este 

resultado de Milioni para elaborar um exemplo simplificado de apli 



cação desse modelo no qual 6 analisado o caso do consumo e explora 
ção do petróleo no Brasil. 

O método desenvolvido por Milioni (1983) óbaseadona 

aproximação de r(x) por uma série de segmentos de reta dotipoK. . ix 

Milioni concluiu então que se a medida 0(p(x),dy) for do tipo: 

B(p(x),dy) = i(p(x))u exp( - uy)dy 

e se u[r(x)] for uma função polinomial de qualquer grau n inteiro 
positivo, então v(z) poderá ser aproximada por uma série de segmen 

tos de funções polinomiais do mesmo grau. Ou seja, se: 

2 
u[r(x)] = a 0 +a 1 r(x) + a 2 [r(x)) .  + 	+ an [r(x)] 

então v(z) será do tipo: 

n 
.(z) . A 	.+ A z + ... + A z 	x. 	< x < x. vi 	 , 1_1 	1' i 3 O 	i,1 	i,n 

onde os coeficientessão dados por: 

j 	n-j k. A. . = (1/a+jK.) [a.K. + 	A. . 	X . 	/(1.t 3 !)) , 
1,3 	 1 	3 1 	 I,3+k 

k=1 

com i = 1, 2,..., m, onde m é o numero de retas do feixe K ix 	que 

são utilizadas para aproximar r(x), e j = O, 	n, onde n ó o 

grau da função polinomial u[r(x)]. 

Apesar de constatar que a forma funcional de v(z) a 

cima não g solução exata para v(z), Milioni (1983) concluiu, anal! 
tica e numericamente, que trata-se de uma boa aproximação. 

4 - O PROBLEMA 

Aqui é estudado o caso da otimização do consumo e ex 

ploração do petróleo no Brasil tomando 1980 como ano base ou de re 
ferencia. Isto quer dizer que, neste exemplo, o final de 1980 6 o 



momento no qual é tomada a decisão sobre a politica r(r(x), p(x)) 
a ser adotada a partir de 1981 de forma a maximizar v(z), valor es 
perado do retorno, descontado continuamente a uma taxa constante ao 

longo de um horizonte infinito de planejamento. 

Este estudo ficará restrito a uma única classe de po 

liticas, ou seja, não são feitas comparações entre diversas 	clas 

ses de políticas, e sim apenas buscados os parâmetros que 	maximi 

zam v(z) para a classe estudada. 

São feitas também as seguintes hipóteses: 

0(p(x),dy) = A(p(x))r(dy) 

x(p(x)) = a + bp(x) 

E(dy) e vexp(-vy)dy 

o que equivale a admitir que o esforço de exploração só afeta a ta 
xa de descobertas, e essa atuação dá-se linearmente. Ainda, a dis 

tribuição da variável 'aleatória Y, magnitude de uma jazida 	desco 

berta, 	admitida ser exponencial negativa. 

É necessária então a determinação dos parâmetros À e 

o que ó feito com o auxilio da Tabela 1. 



TABELA 1  

DADOS HISTÓRICOS 

Ano I.G.P. I.Expl. I.Dfl. Tot.D. N.C.D. 

66 38.2 124 90 10.7 2 

67 25.0 164 95 24.5 1 

68 25.5 233 108 13.3 1 

69 20.1 312 120 14.0 3 

70 19.3 442 142 10.3 2 

71 19.5 451 121 9.9 1 
72 15.7 616 144 0.7 O 

73 15.5 855 172 5.9 2 

74 34.5 1508 226 7.3 3 

75 29.4 2290 265 11.0 2 

76 46.3 4229 335 24.7 1 

77 38.8 5186 296 47.3 6 

78 40.8 6148 249 16.3 O 

79 77.2 11969 274 29.6 1 

80 89.0 21907 265 22.9 2 

FONTES: I.G.P. 	- Boletim do Banco Central do Brasil 

I.Expl. 	- Relatório da Petrobrás 

Tot.D. 	- IPEA 

N.C.D. 	- IPEA 

SIGLA 
	

SIGNIFICADO 
	

UNIDADE 

I.G.P. 	índice Geral de Preços 	 % 

I.Expl. 	Investimento em Exploração 	10 6  Cr$ 

I.Dfl. 	Investimento Deflacionado 	10 6  u.m. 

Tot.D. 	Total de Petróleo Descoberto 	10 m' 

N.C.D. 	Número de Campos Descobertos 	unidades 

As informações contidas nas colunas 2 e 3, respecti 

vamente, Índice Geral de Preços e Investimento em Exploração reali 

zado no Brasil, geram a informação contida na coluna 4, ou seja, 

Investimento em Exploração Deflacionado a partir de 1965, medido 



em unidades monetárias (u.m.) que representam o valor de um cruzei 
ro em qualquer instante de tempo, deflacionado 'até 1965. 

Na coluna 5 é mostrada a quantidade total de petrõleo 
descoberto em cada ano, e na coluna 6, Námero de Campos Descober 
tos, são expostos os valores relativos ao total de unidades de cam 
pos petrolíferos descobertos por ano, definindo "campo petrolífero" 
como uma região delimitada e demarcada, que não se interseccione 

com outras regiões e cujo potencial de reservas esteja definitiva 
mente avaliado. 

Com essa informação da coluna 6, com aquela contida 
na coluna 4, e com a utilização da técnica de ajuste de curvas por 
mínimos quadrados é possível obter: 

A(p) s 1.1231 	0.0037p, 	 (4) 

com a ressalva que tal resultado só' õ válido para p pertencente ao 
intervalo (90,33$], que é a faixa na qual se situam os dados utili 
zados para a obtenção de X(p). 

Com as informações contidas nas colunas 5 e 6 ó pos 
sivel estimar o parâmetro u que, no caso da variável aleatõria ex 
ponencial negativa, g igual ao inverso da media. Portanto, se Y g 
a magnitude de cada campo descoberto, então u = 1/E(Y), onde 

ntyl 	Vol.Tot.Descoberto / Etim. de Campos Descobertos; 

logo, E[Y] = Soma da coluna E / Soma da coluna 6 = 9.3 e, 	portan 
tó, 

 
• 0.108. 

Resta ainda serem definidos: 

a 	- Taxa anual de descontos, 
r(x) 	- Taxa de consumo de petrõleo extraído das reser 

vas nacionais. 
p(x) . 	- Esforço de exploração do petrõleo nacional. 
h(p(x)) 

	

	- Custo devido ao esforço de exploração realiza 
do. 

u(r(x)) 	- Utilidade proveniente do consumo. 



- Máxima taxa de consumo do petróleo nacional devido 
*ás restrições tecnicas quanto ã capacidade de extra 
ção. 

- Máximo esforço de exploração devido asrestriçõesor 
çaMentárias da Petrobrás. 

- Xo . Nivel comprovado de reservas. 

h(r(x),p(x)) - Politica de Consumo e exploração a ser utilizada. 

São feitas então as seguintes hipóteses: 

a ik 12% ao ano (Obs. 1) 

h(p(x)) e p(x) (Obs. 2) 	 (5) 
r = 10.9 x 105 3  (Fonte: IPEA) 

= 330 x 106 u.m. (Obs. 1) 

z . 200 x 10 6 m 3  (Fonte: IPEA) 

u(r(x)) = r(x) (Cimp 	Cnac) (Obs. 3) 	 (6) 
Cimp = Preço medio do m 3  de petróleo importado em 1980 

Cnac a Custo de extração e industrialização do in s  de 
petróleo retirado de reservas nacionais 

Cimp 	US$ 192.47 (Fonte: IPEA) 

Cnat e US$ 157.25 (Obs. 1) 
Valor 'media de 1 Dólar em 1980 = Cr$50.00 . 1.143 u.m. 

Portanto: Cimp = 220 n.m. e .Cnac = 180 u.m. 

p(x) = p a constante, portanto h(p(x)) = p 

KI, 	O <x< x* (Obs. 4) 
• 11 (r(X))13 (x)) = 	r(x) 

X 

MI XI <1(2, 

OBSERVACÕES: 

1. EStimado por impossibilidade de obtenção de dados reais. 

2, É possivei fazer h(p(x)) = p(x), uma vez que p(x) está de 

fin•do em unidades monetárias (ver Tabela 1). 

3, É suposto que autilidade gerada pelo consumo de 1 m 3  de pe 

trólto nacional e igual a economia em chilaresdecorrente do 

taro -de hit ser necessária a importação de igual quantida 

de de petróleo do exterior. 



4. Tal politica implica que o esforço de exploração será sem 
pre constante, e a taxa de consumo sere constante por in 

tervalos, ou seja, í constante e igual a K2 enquanto o ni 

vel de estoque for superior a x*, e constante e igual 	a 
K 1 (< K2) se o nivel de estoque for inferior a Jec. Para 	e 

feito de cálculos, foi Considerado K = 7 x 10 € M 3  e x* 

50 x 10 6 m 3 , o que implica considerar que, quando o nivel 

de estoque cair a menos do que $0 x 10 6 m 3 , e aplicado um 

racionamento de aproximadamente 35% na taxa de consumo de 

petreleo nacional, em relação à taxa máxima de consumo ;. 

Agora, sob as hipeteses formuladas, são variados os 

parâmetros K 2 ep de forma a procurar o par que maximiza o retorno 
e=p-vado decontado v(z). Os resultados (resumidos) podemserencon 
trados na Tabela 2, na qual: 

v(z) = Retorno esperado descontado obtido por aproximação (em 

10 5 u.m.). 

TABELA 2 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

p K2 v(z) p K2 V(Z) 

90 7.0 3853 200 7.0 3400 
90 8.0 4153 200 8,0 3730 
90 9.0 4430 200 9.0 4035 

• 	90 10.0 4689 200 10,0 4319 
90 10.5 4811 200 105 4453 
90 10.9 4906 200 10.9 4557 

100 7.0 3811 330 7.0 2863 
100 8.0 4114 330 8.0 3228 
100 9.0 4395 330 9.0 3567 
100 10.0 4655 330 10,0 3882 
100 10.5 4778 330 10.5 4030 
100 10.9 4874 330 10.9 4146 

5 - ANÁLISE DOS RESULTADOS  

Pela observação da Tabela 2 ; possivel constatar que 

o retorno esperado máximo (e igual a 4906 x 	 quando são 



utilizados o menor esforço de exploração e o máximo valor de 1(2, ou 

seja: 

p 	90 x 10 6u.m. e K2 = 10.9 x 105 3  

Portanto, dessas informações seria possível concluir 

que v(z) é mgximo quando consome-se ã taxa mgxima que permiteares 

trição i , e realiza-se o menor esforço possível de exploração. Con 

tudo, tais resultados são questiongveis, em virtude de algumas sim 

plificações existentes no modelo. 

Neste caso, fica evidente pela definição da 	função 

utilidade (Equacão 6) que a utilidade sõ aumenta quando for aumen 

tada a taxa de consumo, que õ.  limitada, por razões técnicas, ao va 

lor.  r. Por sua vez, é importante ressaltar que 17. é muitopequeno se 

comparado ao nivel inicial de reservas comprovadas. Assim sendo, a 

realização de um esforço de exploração maior, ainda que provoque um 

aumento na frequência de descobertas, com consequente aumentodoni 

vel de estoque, acarretara apenas maiores custos, sem provocar au 

mento na utilidade associada ao consumo, que não poder aumentar de 

vido às razões técnicas já mencionadas. 

Mais ainda, fica nítido também que um aumento no es 

forço de exploração p(x) provoca um aumento muito pequeno na fie 

quência de descobertas de novas jazidas X(p(x)) (Equação4). Emcon 

trapartida, aumentar p(x) implica aumentar identicamente o custo 

associado "a exploração h(p(x)) (Equação 5). 

Essas considerações explicam o resultado obtido, ou 

seja, o valor máximo para o retorno esperado descontado foi obtido 

quando se utilizaram o mínimo esforço de exploração possível e a 

maxima taxa de consumo. 

Alguns dos problemas mencionados podem ser contorna 

dos pela introdução de alterações nas hipóteses formuladas. Assim, 

suponha-se inicialmente que a restrição técnica que limita a taxa 

de consumi g superior ã real, por exemplo: 

r = 40 x 106m3. 



Tal hipótese em nada altera a conclusão anterior, ou 

seja, é novamente constatado que o retorno esperado descontado& mã 
ximo (nesse caso igual a 8928 x 10 3 u.m.) quando explora-se à taxa 

mínima (1-)= 90 x 103 u.m.) e consome-se'à taxa mãxima possível (1(2= 
. 40 x 103 m 3 ). O maior retorno obtido neste caso poderia conduzir 
à conclusão que seria vantajoso aumentar a capacidade atual de ex 
tração de petróleo nacional. Há que se lembrar, entretanto, que 
tal conclusão decorre de uma análise feita sob a hipótese de que 
não há penalidades quanto ao aumento na taxa de consumo, ou seja, 
não há penalidades para a exaustão das reservas nacionais. 

Desta forma, & conveniente analisar a.influência de 
um efeito penalizador de consumo a taxas muito elevadas, como por 
exemplo a incorporação em u[r(x)] de um termo de segunda ordem em 
r(x) com coeficiente negativo. 

Seja então, por exemplo, a seguinte forma funcional 
para a função utilidade: 

urr(x)] = 40r(x) - 0.36[r(x)] 

O coeficiente do termo de primeira ordem foi calcula 
do, como no exemplo anterior, como a diferença entre o custodecon 
Sumir um m 3  de petróleo importado e um n 3  de petróleo proveniente 
de jazidas nacionais, e o termo de segunda ordem, arbitrado, foi 
colocado com a intenção de penalizar uma taxa excessivamente eleva 
da de consumo de petróleo nacional, pelo motivo estratégico da to 
tal dependência do petróleo exterior caso ocorra a exaustão das re 

servas nacionais. 

Resolvendo esse novo problema pelo mótodode obtenção 

de v(2) por aproximação, conclui-se então que v(2) ó máximo (e i 
gual a 5379 x 10 3 u.m.) quando: 

p = 90 x 10u.m. 	e 	X2 = 37 x 10 3m 3 . 

Ou seja, a taxa de consumo que maximiza o retorno esperado 	descon 
_ 	 — 

tado não ó mais igual a r, embora permaneça idêntica aconclusãore _ 

lativa ao esforço de exploração a ser utilizado. Também é possível 



observar que houve uma diminuição do retorno máximo em relação ao 

caso em que não há penalidades no consumo. 

Admitindo agora que alterações na economia mundial 

provocaram um novo aumento no preço do petrgleo, alterando os parã 

metros da função utilidade que agora premia com maior Intensidade 
o consumo de petróleo proveniente de reservas nacionais, por exem 

pio: 

2 
u[r(x)] = 42r(x) - 0.36[r(x)] 

e resolvendo então o problema sob essa nova configuração, os novos 

parãmetros ótimos encontrados são: 

p = 90 x 10 6 u.m. 	e 	K2 = 38 x 10 6 m 3 , 

fornecendo um retorno v(z) igual a 5825 x 10u.m. Ou seja, 	houve 

um aumento no nivel ótimo de consumo de petróleo proveniente de ia 
zidas nacionais na ausência de racionamento, como era de se espe 

rar, devido ao aumento do custo de petróleo importado. Houve ainda 

um aumentó no retorno v(z) com relação ao caso anterior, uma vez 

que agora o consumo de 1 m s  de petróleo nacional implica uma maior 

utilidade. 

Em seguida g analisado o caso em que a relação entre 

p e i(p) 	mais forte do que a que consta na Equação 4, por exem 

pio: 

X(p) = 1.1231 + 0.007p. 

Sob essa nova hipótese, e supondo uma função utilida 

de novamente do tipo: 

u[r(x)] = 40r(x) - 0.3611:(x)3 

para que seja máximo o valor do retorno esperado descontado, g ne 

- • cessario que: 

p . 97 x 10 6 u.m. 	e 	12 = 37 x 11)-6m3, 



fornecendo um retorno v(z) igual a 5750 x 10 6 u.m. 

Pica nítido agora que o nivel ótimo de esforço de expio 

ração não mais é o nivel mínimo. Ê provável que um estudo com da 
dos históricos mais remotos provasse que a relação entre p e x(p) 

aproxima-se mais dessa Ultima hipótese do que a que foi' considera 

da na Equação 4. 

Da mesma forma, o problema poderia ser analisado ca 

so houvesse alteraCOes no custo de exploração, na frequencia de des 
cobertas, na penalização do aumento exagerado do consumo, no valor 

critico do nivel de reservas a partir do qual há racionamento, na 

politica de eonsumo'e exploração, etc. 

Finalmente, resta acrescentar que, embora este traba 

lhe dedique-se a uma aplicação pratica na área de recursos natu 
tais não-renovãveis, o modelo estudado ó genórico,.podendo nimbem 
ser usado nas ãreas de controle de filas, estoques, etc. 
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