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RESUMO

0 presente trabaiho trata do problema de explorar e con
sumir um recurso natural nao-renovavel de.maneira otima em presenca
de incertezas. Deshmukh e Pliska demonstraram que a funcdo objetivo-
valor esperado da utilidade do consumo menos os custos de exploracao,
descontado continuamente ao longo de um horizonte infinito de planeja
mento - & a unica funcao que satisfaz uma equacao integro-diferencial
e sua condicao inicial. Tal equacdo possui solucao explicita conheci
da para alguns casos particulares. 0 objetivo aqui e propor dois meto
dos de obtencao da solucao numérica aproximada desta equagao para ca
sos mais gerais. A partir desta solucao aproximada e possivel determi
nar os parametros que caracterizam as politicas otimas de consumo e
exploracao.

ABSTRACT

We are concerned with the problem of optimally
exploring and consuming a non-renewable natural resource in the
presence of uncertainties. Deshmukh and Pliska proved that the
objetive function - the expected utility value of consumption minus
the exploration costs, discounted over an infinite planning horizon-
is the unique function to satisfy an integro-differential equation
and its boundary condition. This equation has been solved only for a
few particular cases. The goal here is to propose two methods for
obtaining an approximate numerical solution to that equation for more
general cases. This approximate solution can then be used to obtain
the parameters that characterize the optimal consumption and
exploration policy.



1 - INTRODUCAQ

0 objetivo deste artigo e apresentar dois metodos de so
lucao aproximada de uma equacao Tntegro-diferencial de argumento avan
¢ado, que surge no estudo de Deshmukh e Piiska (1980), relativo a de
terminacao de politicas otimas de consumo e exploracdo de recursos na
turais nao-renovaveis.

Este trabalho de Deshmukh e Pliska esta situado no con
texto do tema "Economia de Recursos Naturais Nao-Renovaveis", que foi
introduzido na literatura por Hotelling (1931). Desde entao, dada a
relevancia do assunto, muitos autores vem se dedicando a ele, usando
diferentes metodos de abordagem. Porem, € possivel constatar que, em
bora exista um consenso sobre a fundamental importancia desempenhada
pelo aspecto da "incerteza" no problema de administrar dinamicamente
um recurso nao-renovavel, poucos autores tem explicitamente incorpora
do tal aspecto em suas analises. '

Por exemplo, tém-se os trabathos de Loury (1978) e
Gilbert (1979) que se preocubaram com a taxa otima de consume quando
o estoque total do recursc & desconhecido, mas pode ser avaliado atra
vés de prospeccao. Dasqgupta e Heal (1974) determinaram a politica oti
ma quando ha incerteza sobre o instante no qual surgira um perfeito
substituto para o recurso que se esta analisando. MacQueen {1961,
1964) estudou o caso em que o nivel conhecido de reservas varia em
quantidades aleatorias em instantes aleatorios de tempo que fogem ao
controle do planejador. Finalmente, Deshmukh e Pliska (1980) estuda
ram o caso de um recurso natural (tal como petroleo, minéerio, etc.)
que © essencial e pode ser armazenado sem depreciacao ao longo do ho
rizonte de planejamento. Apesar do recurso hao poder ser reproduzido,
sua quantidade disponivel pode ser aumentada.pela exploracao e procu
ra de novas fontes. Segundo estes autores, "o processo de exploracao
envolve incertezas a respeito do tempo ate a descoberta de uma  nova
Jjazida, assim como a respeito da quantidade de recursos la existen
te. Essa incerteza pode ser controlada parcialmente pela intensidade



de exploracao escolhida pelo decisor. Um grande esfor¢o de exploragao
e mais dispendioso, mas e mais provavel que resulte numa descoberta
mais rapida de uma grande quantidade de recurso. Alem de ser possivel
aumentar o estoque disponivel atraves da exploracdo, este estoque po
de diminuir devido ao uso. Uma alta taxa de consumo produz maior uti
Vidade social imediata (apesar de a uma taxa decrescente), mas tambem
deixa menor quantidade de recursos para consumo futuro. Assim, a ex
ploracac e o consumo atuais afetam nao somente as utilidades e os cus
tos imediatos, mas também o estoque futuro, e, consequentemente, to
das as decisoes futuras. A cada instante do tempo, dada a quantidade
conhecida de reservas do recurso, o problema do decisor e determinar
as taxas otimas de exploracao e consumo, de modo a maximizar o valor
esperado descontado da utilidade do consumo menos o custo de explora
¢ao sobre um horizonte de planejamento infinito, levando em conta as
incertezas envolvidas".

- E necessario ressaltar que o modelo formulado por
Deshmukh e Pliska (1980) considera algumas hipoteses simplificadoras,
as quais o tornam mais facilmente tratavel tanto do ponto devista eco
nomico quanto do matematico. As principais delas sao as que se seguem:

e A funcao beneficio social pode ser explicitada como a utilida
de proveniente do consumo menos o custo gerado pelo esforco de
exploracdo.

e Nao -ha penalidade alguma para o caso de ocorrer a exaustao das
reservas conhecidas.

e Todo o sistema € considerado invariante no tempo.

e A frequencia e a magnitude das descobertas dependem apenas do
esforco‘de exploracdo, sendo desprezados ¢ efeito devido ao
aprendizado proveniénte das exploracoes no passado e a crescen
te dificuidade em conseguir novas descobertas, uma vez queo es
toque total e finito.



0 metodo aplicado por Deshmukh e Pliska (1980) para re
solver esse problema e baseado em Morais (1977), e consiste em desen
volver um modelo markoviano para o nivel de reservas conhecidas e, en
tao, aplicar a teoria de Processos Markovianos de Decisao para obter
0s controles otimos.

Sob certas condigcoes estes autores demonstraram que a
funcao que expressa o beneficio social 1iquido esperado, em termos da
politica de consumo e exploracao utilizada e do nivel conhecido de re
servas, @ a unica funcio continua que satisfaz uma equacio  integro
~diferencial estocastica de argumento avancado e sua condicao ini
cial.

A importancia dessa funcao decorre do fato de que, atra
ves dela, e possivel encontrar 0s parﬁhetros que determinam qual a po
Jitica Gtima dentre aquelas pertencentes a uma certa classe de politi
cas de consumo e exploracao.

Contudo, a equacio acima referida so possui solugdo ex
plicita conhecida para alguns casos particulares. Assim, o objetivo
deste trabalho & aprésentar dois metodos de obtencdo da solucdo aprg
ximada daguela equacao, para casos mais gerais. ‘ -

Na Secdo 2 e apresentada a formulacao do modelo. Na Se
¢ao 3 sao apresentadbs 0s casos particulares para-os quais aforma fun
ciona1 exata do retorno esperado descontado & conhecida. Na Secao 4
sao apresentados os dois metodos de obtencao aproximada do retorno es
pérado descontado. Na Secao 5, alguns resultados obtidos pelos meto
dos aproximados propostos'sﬁo numericamente comparados com alguns re
sultados exatos descritos na Secio 3. Finalmente, na Secdo 6 sao fei
tos alguns comentarios sobre a utilizacio dos metodos de aproximacao
propostos.



2 - FORMULACAD DO MODELO

Seja X, o nivel comprovado de reservas de um recurso na
tural nao-renovavel, medido em determinado instante de tempo t maior
ou igual a 0. Nao ha distincdo entre reservas comprovadas no subsolo
e reservas ja extraidas e armazenadas.

A cada instante de tempo t um planejador central obser
va 0 nivel de estoque Xt = X e adota uma politica m, que consiste em
escother:

r(x) - taxa de consumo a ser utilizada,
com r(x) € C = [0,r] comr < «» e r(0)=0.
p(x) - esforco de exploracao a ser despendido,

com p{x) ¢ P = [0,p] com p < =.

Uma politica = sera chamada admissivel se foruma funcdo
mensuravel de Borel = : RsCxP, continua a esquerda.

Seja a medida g(p{x}, dy) a funcdo que determina a taxa
probabilistica de descobertas de jazidas de magnitude y, tal que
g{p(x),.) & uma medida de probabilidade e g(.,dy) & uma funcao conti
nua em p(x)}. Por exemplo:

8{p(x), dy) = a(p(x))F(dy),

onde F & a funcdo de distribuicdo da variavel aleatoria Y, dimensdo
de uma jazida descoberta, e A(p(x)%é uma funcao continua que determi
na a taxa probabilistica de descobertas. Neste exemplo, o esfor¢o de
exploracao afeta a taxa de descobertas, mas nﬁo as suas magnitudes.

Seja ainda u(r{x))a funcao continua que determina o be
neficio social gerado pelo consumo realizado 3 taxa r(x), e h(p(x)) a
funcao continua que determina o custo ocasionado gquando se usa um es
forco de exploracdo p(x).



A cada politica = e associada uma fungido que & chamada
retorno esperado descontado v(z}, que corresponde ac retorno 1iquido
obtido com a adocdo da politica « quando X, = Z» continuamente descon
tado a uma taxa « constante.

Entao:

o0

v(z) £ | e ulr(x))-h(p(X ) Idt[X =2 |, 230. (1)

0

A obtencao da forma funcional explicita de v(z) a par
tir da Definicdo 1 constitui normalmente uma dificil tarefa. Assim
sendo, uma alternativa possivel e a utilizacao do teorema de Deshmukh
e Pliska (1980) que se segue.

TEOREMA 1 - v(z) & a unica funcdo limitada, absolutamente conti
nua em (0,»), com derivada a esquerda v'{z) continua a esquerda
e com v'(z)r{z) limitada em (0,») que satisfaz:

av(z) = u{r(z}) - hip(z)) - v'{z)r(z) +

[w Ev(zey)-v(y)] 8 (p(z),dy), 250, (2)
1]

sujeita a condicao inicial:

av(0) = -h(p(0)) + IWEV(y)-V(O)] s (p(0), dy). (3)
1)

Una das principais vantagens desse teorema vem a ser a
de que se, devide a algum fundamento, houver motivos para crer que pa
ra certas funcoes h(.), u(.) e n(r(.),p(.)) o retorno esperado descon



tado v(z) & de uma forma funcional especifica, entdo pode-se verifi
car se essa suspeita e procedente ou nao, testando-a no teorema aci
ma.

Contudo, a Equacdo 2 vem a ser uma equacao integro-dife
rencial estocastica de argumento avancado, para a qual so se conhece
solucao exata para alguns casos particulares que sdao apresentados na
Secao 3. Assim sendo, o proposito principal deste trabalho & apresen
tar dois metodos de obtencao da solugdc aproximada dessa equacao para
casos mais gerais, o que sera feito na Secao 4.

3 - LEVANTAMENTO DOS CASOS RESOLVIDOS

A seguir apresentam-se alguns casos para os quais a for
ma funcional de v(z) foi obtida explicitamente. E necessario salien
tar que alguns desses casos sao bastante particulares, tendo portanto
um potencial pequeno de apIicécﬁo em casos reais. Contudo, a finali
dade principal da apresentacao desses casos seri a de possibilitar a
comparacao com 0s resul tados obtidos pelos metodos de aproximacao, que
sio discutidos na Secio 4.

Para todos os casos abaixo sdo validas as seguintes hi
poteses:

r(0) = 0.
g{p(x), dy) = a(p{x))F(dy).
Fdy) = uexp (~py) dy, u>0.

p(x) = p = éonstante, que implica que
A{p(x)) = » = constante > 0, e
h(p(x)) = h = constante > 0.

ULr(x)1 = ulr(x)] - hi(p(x)) = ulr(x}1 - h.

A primeira hipotese € bastante razoavel, pois  implica
considerar que nao e possivel consumir o recurso quando seu estoque



esta esgotado. A segunda hipbotese ja foi comentada na Secao 2. A ter
ceira hipotese diz respeito a considerar a funcdo de distribuicio da
variavel aleatoria Y (dimensdo de uma jazida descoberta) como sendo ex
ponencial negativa, o que implica que quanto maior for o tamanhoda ja
zida, menor sera a probabilidade de encontra-la. A quarta hipotese, ou
seja, considerar que o esforco de exploracao desempenhado e constan
te, implica tambem considerar constantes os custos envolvidos (h) e a
frequencia de descobertas (1). Finalmente, U[r{x)] € definida como a
fungao utilidade 17quida, ja subtraida dos custos de exploracdo.

3.1 - CASO r{x) = r {CONSTANTE), SE x > 0

Este problema foi resolvido por Morais (1981) que usou
dois metodos para obtencdo de v(z) quando @ adotada uma politica
r{r(x), p(x)) sob as hipoteses acima. O primeiro metodo baseou-se na
Definicao 1 e no resultado de Cinlar (1975) sobre tempos locais de um
processo de armazenagem. 0 segundoc metodo usou o resultado de Morais
e Pliska (1980) sobre controle de sistemas de armazenamento, analogo
ao Teorema 1 da Se¢do 2.

Morais (1981) concluiu entdo que, para gqualquer funcido
U(r(x}) continua e limitada, a forma funcional de v(z) &:

v(z) = A + Bexp (-Cz),

onde
C = raiz positiva de rw® + {(ry-i-a) w - ap = 0,
B = -(U(r) - U(0)}/(rC),
A = U(r)/a.

Kx, SE x > 0, e U POLINOMIAL DE GRAU n

3.2 - CASO r(x)

Se ULr(x)]

a +a r(x)+ az[r(x)]2 + oot an[r(x)]",
o 1



entao:

v(z) = Ap + AX + Ax%2 + ... + Anx",
onde

Ay = [1/(a + 3007 Tagkd + 234001 A /(0T
J=0,1,2,..., n.

E interessante observar que 05 resultados acima tambem
satisfazem o Teorema 1, ainda que este s0 esteja provado para funcoes
r(x) limitadas em {0,»), o que naturalmente n3o e o caso de r(x)=Kx.
0 mesmo metodo empregado por Morais (1981) permitira, sem maiores difi
culdades, a generalizacdo da solucao exata para v(z) quando Ulr({x)]
for um polinomio de quaiquer grau h inteiro positivo. Pode-se entao
observar novamente que os resultados obtidos saoc identicos aos expos
tos acima, obtidos pela utilizacdo do Teorema 1 (Milioni, 1983).

3.3 -~ CASO r(x) = BANGBANG DE 2 NIVEIS

Ky O<xsx*,
r(x) = (4)
L Kz x*<x

com x*<m e Ky<K,<r,

Baseando-se no resultado exato descrito na SecSo 3.1, a
sequinte solucao para v(z) foi testada quando r{x) & do tipo BANGBANG
de 2 niveis, ou seja, conforme definida acima, para qualquer fungao
ULr{x)] continua e Timitada:

A, + By exp (-Cyz)  O<zgx*,
v(z) = (5)

A, + B, exp (-C,z) x*<z.
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Conclui-se entdo que, se r{x) for como na Expressao 4, en
tao v{z) serd como na Expressao 5 apenas se x* for do tipo:

= (-1/C)In[Cy (A1-A, ) (Co+u)/uB1(C1-C2) 1.

Para qualquer outro valor de x* a forma funcional de v(z)
e diferente daquela descrita na Expressdao 5 {Milioni, 1983).

3.4 - CASO r(x) = BANGBANG DE n NIVEIS

4

Ky 0 < x g x3,
Kz XF < X g xg,
r{x) =
* *
Km_1 Xhap <X € L
*
L Km xm_1<x.
Baseando-se no resultado obtido na Secao 3.3, foi testada:
[ Ay + By exp(-C,2) 0 <z sx¥,
A, + B, exp(-C,z) x¥ <z g Xx¥,
v(z) = % . s » . s = (6)
* *
Am_l + Bm_1 exp(-Cm_lz) Xr o, < TS XE
- *
~ A, + B exp(-C ) Xp-1 < Z-
Concluiu-se que v{z) serd do tipo descrito na Expressao 6
apenas se

= (-1/CnLC,, (A -As, )(Cy )/ (uB(C4-C5, 1D,
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i=1,2,3, ..., m1, ou seja, existe e € unico o vetor x* = [x¥,
eees  X* 3 para o qual v(z) tera a forma funcional descrita na
pressao 6 (Milioni, 1983).

3.5 - CASO r{x) = RAMPA-PLATAFORMA

(x) Kx D<xgx*,
rixJ= { Kx*  x*<x,

quando ULr(x}] = a  + air{x) + a,[r(x)12.

Baseando-se nos resultados das Secoes 3.1 e 3.2,
testada:

A+ Bz + Cz2 O<zgx*,
v(z)= ,
D + Eexp(-Fz) x*<z.

Com o auxilio do Teorema 1, verificou-se que essa

X3

Ex

foi

ex

pressio para v{(z) so e valida para um Unico ponto x* (Milioni, 1983).

3.6 - CASO r{x) = EXPONENCIAL

Quando r{x) for do tipo:

rix) = by - boexp(—blx), x>0

ULr{x)] ='a, + aix,

pode-se verificar que

viz) = A+ Be'CZ

(Milioni, 1983).
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4 - METODOS DE APROXIMACAQ

4.1 - PRIMEIRO METODO - APROXIMACAG POR PLATAFORMAS

Como foi visto na secdo anterior, e pequeno o numero de
casos para os quais a forma explicita da funcao v(z), retorno espera
do descontado como funcdo do nivel de estoque, € conhecida. Em alguns
casos as solucoes so existem para funcoes utilidades particulares, e
em todos eles supoe se que o esforco de exploracao @ constante.

Nesta secao € proposto um metodo de obtencdo da  forma
funcional aproximada de v(z) quando as fungoes r(x) e p{x), descritas
na Secio 2, sio quaisquer funcdes continuas e limitadas, possiveis
portanfo de ser aproximadas, cada uma delas, por uma funcao do tipo
salto, ou, como doravante serao chamadas, por uma serie de platafor
mas.

Sera verificado que, se a medida s{p(x},dy) fordo tipo:
B(p(x),dy} = Mp(xDu{exp(-ny))dy,

entdo v(z) pode ser aproximada por uma série de segmentos de funcoes
do tipo exponencial.

As seguintes hipoteses serdao consideradas.

_ A funcdo continua e limitada r(x) pode ser aproximada
por ¥(x) do tipo:

0 X = x; =0,
F(x) = r.i x?_l <X$ x?) .i = 1,2,-.09 m-1’ (?)
* <
L Yoo Xpo1 <X

que implica aproximar u[r(x}] por urr(x)3:
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*
) u, X =X, = 0,
urrfx)=qu;  x¥_, xs xP 1= 12,00, -,
u X* o oex,

m m-1

A funcao continua e limitada p(x) pode ser aproximada
por p{x} do tipo:

Po X = x* = @,

P(x) =4 ps X3, <xs x¥, 1 =120, md, (8)

Ao X = x; =0,

Alp(x)) = Ao X xexds 1= 12, e,
A xr‘:’}_l <X
h, x =x% =0,

h(p(x)) =4 hy  x¥_, <x¢ x¥, i = 1,2,..., 01,
he, Xty Xe

Nesse caso, sera verificado se a seguinte forma funcio
nal de v(z) pode ser aceita como solucao para o retorno esperado des
contado:

v.{z) = A, + B,exp(-C.z) x¥ _ <zg x¥,
V(Z) - 1 1 1 1 i-1 1 (9)
L Vg(2) = A, + Boexp(-C 2) X%y <2

onde Ai’ Bi e Ci, i=1,2,..., m sao coeficientes a determinar.

Para fazer tal verificacao serao seguidos 0s seguintes
passos:



- 13 -

a) Verificar se v(z) como na Expressao 9 satisfaz a Equacao 2 do
Teorema 1.

b) Verificar se a Condicdo Inicial 3 do mesmo teorema tambem @
satisfeita.

¢) Verificar a continuidade de v(z).

Tais passos sao suficientes, uma vez que as demais con
dicGes do Teorema 1 sio verificaveis.

Sob as hipoteses formuladas, a Equacao 2 do Teorema 1
transforma-se no sistema de equacoes abaixo:

X~z
av(2) = ug - by = 32y + [Ty (a)-v,(2)18(p, )

0

x*
m-i J (
) I [vi(zvy) - vi(2)I8(p;.dy) + | Lv(z+y)-v4(2)18(ps,dy)
jeier xx, d x* T .z
J-1 n-1
(10)
para x$_1 <Zg x? com x; =0eid=1,2,3,0.., m~1,

- v, (2 + [w[vm(2+y)-vm(z)]B(pm,dy)
+]

uvm(Z) = Um - hm

*
para x*_ . <Z.

Este sistema pode ser resolvido para qualquer medida
8(p;,dy).

Entretanto aqui sera resolvido sob a hipotese:

B{p;.dy) = A;F(dy) = x;ulexp(-uy))dy. (11)
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Incorporando a Hipotese 11 no Sistema 10, as integrais
de cada uma de suas m equacoes podem ser calculadas. Em sequida, se
forem calculadas as transformadas de Laplace de cada equacao resultan
te, e forem igualados a zero os coeficientes dos termos de ordem dife
rente, serao obtidos todos os coeficientes Ai e Ci:

C1 = raiz positiva de r‘iw2 + (riu-a-xi)w -ap =0

A, = (ui - hi)/a

com i = 1,2,..., m, e mais um sistema de m-1 equacoes:

A, + uBiexp(-Cixg)/(Ci+u) = Ai+1 +

+ By, exp(-C, x¥ )/(C. +w)  (12)

com o= 1,2,..., m-1.

0 Sistema 12 permite relacionar Bi+1 com Bi na forma:

Bi+1 = [Ai-Ai+1 + Biuexp(-Cix$)/(Ci+u)](Ci+1+u) /

(vexp(-C;, x¥)).

Assim, se o valor de B, for obtido, tem-se todos os de
mais B., uma vez que os coeficientes A; e C; ja se encontram explici
tados.

Para calcular B, & usada a condicao inicial do Teorema
1 sob as hipoteses 7, 8, 9 e 11, a Equacao 3 transforma-se em:

x*
[ J[AJ-+Bjexp(-ij)]uexp(-uy)dy,

*
X3,

. m
(0‘. + }‘1)(A1 + Bl)_+ h]_ = A 2

J=1
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* - . . .
com x; =0e X = ©» 3 qual, resolvidas as integrais e considerando a

Equacao 12, reduz-se a:
By=-ui/{riCy).
Assim sendo, foram encontrados todosos coeficientes Ai’
B, e C,s i=1,2,..., m, que fazem com que v(z), como na Expressac 9,

satisfaca as Equagoes 2 e 3 do Teorema 1.

Entretanto, resta verificar a continuidade de v(z) no
ponto x?, ou seja, verificar se:

* - *
Ai + BiexD('Cixi) = A + BiTlexp( Ci+1xi)’

i+l
i = 1,2,..., ITI-1.
Esta analise sera dividida em duas partes:

a} Quando riuvakl gt

Da expressao 12 fica claro que a continuidade de v(z) e veri

ficada se:
1= u/(Ci+u), ou u >> Ci’ i=1,240.., M.

Mas
C, = (/w2 baur; - w)/(2r;)

onde

W= (ur‘-

oo li) > 0 (pela hipotese).
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Entao

[]
C. s v m.l/r',i » €& psera >> Ci se u>> v a"/ri s

-I.

ou seja,
LT
r‘.'u o

Portanto, quando r.u>a+ Xy, a continuidade & aproximada
mente verificada se:

RTETv AN
r‘}u o
b) Quando Py <o+ Ayl

Nessas circunstancias, torna-se dificil a verificacao analiti
ca da continuidade aproximada de v(z)}, devendo ser feita uma
analise numerica de cada caso estudado.

Neste ponto pode-se concluir que v(z}, como na  Expres
s30 9, nao & a solucao correta para o problema definido sob as Hipote
ses 7 e 8, uma vez qﬁe nao fot possivel constatar exatamente a conti
nuidade de v{z). Contudo; tal solucdo aproxima-se da solucao verdadei
ra, partindo essa constatacao da cohparac$0 numerica com resultados e
xatos descritos na Secao 3.

Faz-se Util, porem, um outro metodo de obtencao de so
lucbes aproximadas, pois isso tornara possivel comparar numericamente
os resultados obtidos em cada um dos métodos de aproximacao, 0 que po
dera ser Util nos casos em que a forma funcional exata de v(z) nao e
conhecida.
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4.2 - SEGUNDG METODO - APROXIMACAO POR SEGMENTOS DE RETAS

Nesta secao, e proposto um novo metodo de obtencao da
forma funcional aproximada de v(z) quando as funcoes r(x) e p(x) sao
continuas e limitadas. Neste segundo metodo, p(x) @ novamente aproxi
mada por uma série de plataformas, mas r(x) & aproximada por uma sé
rie de segmentos de reta do tipo Kix.

Se a medida 8(p(x), dy) for do tipo:
s{p(x), dy) = a(p(x) v (exp(-uy))dy

e se U[r(x)] for uma funcao polinomial de qualquer grau n inteiro po
sitivo, entdo v(z) podera ser aproximada por uma serie de segmentos
de polinomiais do mesmo grau.

As seguintes hipoteses serao consideradas.

A funcao continua e limitada r(x) pode ser aproximada
por r(x) do tipo:

= X¥ =
0 X = X% = 0,
- * *
r(x) =4 Kx Xjoy € X € Xgs §= 152,000, M- (13)
*
Kmx Xpey < X

As funcoes p(x), A(p(x)) e h (p{x)) sEo consideradas co
mo na Hipotese 8, e supGe-se que a funcao utilidade e da forma:

ulr(x)] = a, + ar(x) + as[r(x)12 + ... + an[r(x)]". (14)

Entio, v(z) sera testada como abaixo:

'* *
* : K .. a <zsx'
V) - v1(z) A1’0 + A1 {2+ + A1nz ST

Vm(Z) ot Am,1 Z+ oe0 A z ,xm 152

(15)
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onde Ai
nar.

g2 =h2,moe =012, n sao coeficientes a determi

A verificacao da Hipotese 15 segue exatamente 0s mesmos
trés passos descritos na Secao 4.1.

Por raciocinio analogo, conclui-se que as Equacoes 2 e
3 do Teorema 1 sao satisfeitas com as hipoteses acima, desde que o0s
coeficientes Ai j sejam do tipo:

»

i, 2(3+0)1/ (%501,

. j n-j
Ay = (Wae KOGk + b Ay 5

j=0a1s~~'sn e 'i=1,2,o..,l'ﬂ

com a continuidade sendo verificada por aproximacao desde que:

Ki ® Kigoo

ot
2

i ® M

i=1%1,2,..., m-1.

Isto posto conclui-se, como na Secac 4.1, que a solucao
proposta na Expressao 15 nac e solucao para o prbblema definido pelas
Hipoteses 13 e 14, novamente pelo fato de a continuidade de v(z) ndo
ter sido observada, a nao ser por aproximacao. Contudo, tal  solucao
tambem se aproxima da solucio verdadeira, pértindo essa constatacao da
comparacao numerica com resultados exatos descritos na Secio 3.

E possivel observar tambem que este segundo metodo pode
ser aplicado em alguns casos de funcoes r(x) descontinuas, como & o
caso de r(x) = BANGBANG. Entretanto,.para que a aproximacao possa ser
feita com sucesso, € necessario gque nhao haja uma abrupta ‘variacao no
valor de K.x ao longo de todo o dominio de r(x) que estiver sendo es
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tudado. Isso implica, por exemplo, a impossibilidade de aproximar fun
¢0es cujo modulo da diferenca entre o seu valor 3 esquerda e 3 direi
ta do ponto de descontinuidade seja suficientemente elevado, de manei
ra a fazer com que os valores de K; imediatamente a esquerda e a di
reita do ponto de descontinuidade sejam muito diferentes.

Resta dizer que outros metodos de aproximacdo de  v(z)
foram tentados, e 0 mais promissor parecia ser aquele baseado na apro
ximagcao de r{x) por uma serie de segmentos de reta dotipo K031+K1’ix.
Entretanto, a utilizacao do Teorema 1 leva a equacoes que mostram
que tal aproximacao so @ vilida quando Ko,i=0’ 0 que resulta no caso

que foi analisado nesta secao.
5 - COMPARACOES NUMERICAS

Nesta secdao sao comparados alguns resultados numericos
obtidos pelos metodos de aproximacao descritos nas Secdes 4.1 e 4.2
com os resultados exatos para os casos particulares descritos na  Se
cao 3.

As comparacoes podem ser feitas para qualquer valor do
estoque inicial z; assim,‘sergo feitas arbitrariamente para o conjun
to de valores z = 10, 20, 30, ..., 100, usando um conjunto de valores
diferentes para as constantes x, u e o em cada caso. Nas tabelas a se
guir e mostrada somente a parte inteira dos resultados obtidos, para
facilidade de apresentacao.

E jmportante dizer que aqui s3o feitas apenas algumas
comparacoes. Um estudo mais detalhado desse mesmo tipo pode ser encon

trado em Milioni {1983).

5.1 - COMPARACKO COM 0 CASO r{x) = Kx

Nesse caso & usado o primeiro metodo de aproximacao em
que r{x) e aproximada por uma serie de plataformas.
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a) Dados utilizados:

ULrx)}] = 27 + 26r(x) - [r(x)2?,

K=1,A.=2349 u=8’a=0’1?-‘
b) Partigao:

§ = X5 - X;_ =2para i=1,2,3,...,100,

i i
ry = (r(xi) + r(x1+1))/2.
¢} Resultados:
z v(z) -v(2) |desvio|
nivel inicial valor exato valor aproximado %
10 371 372 0
20 453 455 0
30 442 445 1
40 340 344 1
50 145 150 4
60 -142 -136 4
70 -522 -514 1
80 -993 -984 1
90 - 1557 -1547 1
100 -2212 «2202 0

5.2 - COMPARAC@O COM 0 CASO r{x) = r (CONSTANTE)

Nesse caso e usado o segundo metodo de aproximacao em
que r(x) & aproximada por uma série de segmentos de retas do tipo
Kix.
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a) Dados utilizados:

Ulr{x)J = 10 + 3r(x),
r = 10, =4, u=1,8, a=0,07.

b) Particdo (20 segmentos de reta do tipo K.x):
K1 = 0,1’ paSSO = 0,05, KZO = 1’1.

c} Resultados:

z v(z) v(z) |desvio]
nivel inicial valor exato valor aproximado %
10 266 264 ]
20 293 290 1
30 317 280 8
40 338 302 11
50 358 325 9
60 377 347 8
70 393 369 6
80 409 39 4
90 423 413 2
100 436 436 0

5.3 - COMPARACAOD COM 0 CASO r{x) = bg - bs (exp(-bix))

Nesse caso sao utilizados os dois metodos de aproximacao
propostos, para fins de comparacao.

a) Dados utilizados:

ULr(x)] = -12 + 1,8r(x), b, = 100, by = 0,05,
A= 1,8, p=4, o = 0,07,
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b) Particdo (aproximacdo por plataformas):
§ = Xy = X5 .= 2 para 1=1,2,3,..., 100,
ry = (r(xi)+r(xi+l))/2.

c) Particao (aproximagdo por segmentos de retas):

10 segmentos de reta do tipo Kix,

K, = 0,2, passo = 2, K,, = 20,2,

d) Resultados:

z viz)  v(z) v(z) |desvio] |desvio]
nivel valor valor valor da aproxima da aproxi
inicial exato aproximado aproximado ¢do por pla magdo por

por plataformas por retas taformas(%) retas (%)

10 -107 -107 -107 0 0

20 -89 -89 -89 0 0

30 -72 -72 =72 0 i

40 -55 -54 ~56 1 i

50 -38 -37 -38 2 i

60 -21 -20 -21 5 1

70 -5 -3 -4 28 19

80 12 14 14 13 13

90 28 30 31 6 9

100 45 47 48
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Neste momento & interessante citar a origem desse resul
tado, que e um dos mais importantes entre os expostos neste trabalho.
A suposicao de que o retorno esperado descontado v{(z)} poderia ser ex
presso como uma funcao do tipo exponencial, caso a taxa de consumo
r(x) fosse do tipo exponencial que sai da origem e a funcdo utilidade
fosse polinomial do primeiro grau, nasceu da observacao dos graficos
da funcao v(z) obtida pelos metodos de aproximacao. A importancia des
se resultado decorre do fato de que foi possivel, através da observa
¢do grafica de v(z) obtida por aproximagao, conjecturar qual seria a
forma funcional exata de v(z). Testada no Teorema 1, essa conjectura
mostrou-se verdadeira. Assim, os metodos de aproximacio desenvolvidos
proporcionaram uma nova solu¢ao exata para o problema, ainda que em
condicoes particulares. Foi possivel constatar também que se r(x) for
do tipb exponencial que nao passe pela origem, v(z) deixa de ser uma
funcao exponencial. Tal cbnstatacﬁo pode ser feita tanto por compara
cao numerica quanto pela utilizacao do Teorema 1.

b - CONCLUSﬁES

Como visto, foram desenvolvidos dois metodos de obtencao
da solucdo aproximada para a funcdo v(z) que expressa o beneficio so
cial 1Tquido esperado em termos das taxas de consumoe exploracao, res
pectivamente r(x) e p(x), e do nivel inicial comprovado de reservas z
de um recurso natural nao-renovivel.

Desta forma, e possivel agora encontrar o0s parametros
que determinam qual a politica otima entre aquelas pertencentes a uma
certa classe.

Por exemplo, se for estudada certa classe de politicas
ny do tipo:
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rix? O<xgx*
r(x) =
rox*? x*<x com rox*2gr,

p(x) = p = constante

entdo, utilizando os metodos de aproximag¢do propostos, visto que o re
sultado exato nao & conhecido nesse caso, @ possivel determinar por
analise numerica os parametros ri, r» e x* que maximizam v(z) sob
m1s OU seja que determinam Max171 [v(z)3.

Mais ainda, & possivel comparar diferentes classes de po
1iticas. Assim, se for considerada uma outra classe, por exemplo =2,
para a qual:

1/2
rasx D<xgx*
r{x} = 1/2 /2
ryx* X*<x Com ryx* £
p(x) = p = constante

entdo & possivel da mesma forma determinar os parametros que maximi
zam v(z) sob m;, ou seja,que determinam Maxﬂz [vi(z)].

Portanto, para um certo valor z @ possivel escolher a
melhor entre as classes de politicas m, e my, ou seja, aquela que for
nece o maior valor para Max“i fv(z}], i=1,2.

Deve-se ressaltar que o ideal seria se se pudesse en
contrar a forma funcional exata de v(z) para qualquer politica
alr{x),p(x}]. Entretanto, metodos de resolucdo de equacies  integro
-diferenciais de argumento avancado ainda s30 rarosna 1iteratura, por
tratar-se de teoria relativamente recente. Em particular, ainda ndo
foi obtida a solucao geral das Equacoes 2 e 3.
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Com este trabalho espera-se ter despertado mais interes
se por esse problema, pois sua solucao tem aplicacoes potenciais na
area de modelagem do consumo e exploracao de recursos naturais  nao
-renovaveis.
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