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RESUMO

0 trabalho apresenta um estudo de modelos de regressao linear
mal~condicionados ou com presenca de multicolinearidade. 0 desenvolvimento
e dirigido para ressaltar os graves efeitos que sao provecados pelas insta
bilidades nos coeficientes estimados, no caso em que o sistema de equagoes
normais apresenta-se mal-condicionado. { numero de condigae da matriz nor
mal (apresentada ma forma de matriz de correlagaes) 2 relacionado ao proble
ma da multicolinearidade. O estimador "ridge" & apresentado como alternati
vo ao de minimos quadrados, para casos onde ha forte multicolinearidade, evi

denciando as relagces entre eles em um exemplo no final do trabalho.
ABSTRACT

This paper presents a study of ill-conditioned linear
regression models or with multicolinearity. The objective is to point out
the bad effects resulting from perturbations in the estimated coefficients,
when the system of normal equations is ill-conditioned. The condition
number of the normal matrix (presented in.the correlation matrix form) is
related to the multicolinearity problem. The ridge estimator is presented
as alternative to the least squares one, when there exists strong
multicolinearity. The relationship between these two estimators is showed

in an example at the end of the paper.



1. INTRODUCAO

O presente trabalho tem o objetivo de descrever ometodo de es
timagao "ridge", sugerido por Hoerl e Kennard [1], para atenuar os efeitos
de forte multicolinearidade em modelos de regressao linear multipla,

0 trabalho esta voltado unicamente para o aspecto de estima
cao, sendo evidenciado os efeitos da multicolinearidade na solugao de siste
mas de equagoes normais mal-condicionados.

Na Segao 2 & apresentada a normalizagao do medelo linear ge
ral de regressao multipla. Na Secao 3 e enfatizada a relacao existente en
tre mal-condicionamento e multicolinearidade. O estimador "ridge" & apresen

tado na Secao 4, sendo dado um exemplo de sua aplicagac na Segdao 5.

2, NORMALIZAGAO DO MODELO DE REGRESSAO MULTIPLA

Seja o modelo de regressao linear

Y=XB+¢e, (2.1)

~ -~

onde X(nxp) e a matriz de observagoes das variaveis independentes do mode

[

o, e admite-se que r{X) = p < n (X tem caracteristica p),

Y(nx 1) e o vetor de observagoes da variavel dependente do modelo,

B(px 1) & o vetor de parametros, e

E(nacl) 2 o vetor de erros, tal gque E(E) =0, E(E Et) = czln, onde In
2 a matriz identidade de ordem n, e t denota transposigao.

Usando-se o estimador mao-viciado de variancia minima, ou o
estimador de maxima-verossimilhanga quando o vetor aleatorio ¢ e normal,
tem—-se

5= ™7 x%Y,
- - * - .
como estimador de B, que proporciona a minima soma de residuos ao quadrado:

$(®) = @ -xB° @ - X .

Seja
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0 modelo Y=X B , ou

11 + 82 Xi + c. * B X, (2'3)

2 p 1p

transforma-se (depois de normalizar Y) em:

Y. X X. X,
1 1l + g 12 + + R 1p
1 2 L 4
(b4} SN flx2! =
v el " lIxll " 1341 2
ou 0= XD x. + L LR + xl - L]
1 1 2
ol R el 2 le Il PP
Comparando-se (2.3) e (2.4), observa-se que:
Il ,
Si = Bi , i=1,...,p (2.5)
™

Desta forma, pode—se usar o modelo (2.4), obtendo-se Ei por minimos quadra
dos, e os valores de Ei sao obtidos por (2.5).
0 calculo de Ei para o modelo (2.4) implica a resolugao das

"equagoes normais":

&% 3= X9, (2.6)

- Y -
onde Y = -_T- . Se em (2.2), iy < 0, Vi,j (i # j), os vetores X, e X sao

41 —pn T
ortogonais ~ e a matriz XtX e igual a Ip (matriz identidade). Neste caso,

E' poée ser calculado em {(2.6) de modo imediato por:

=X

[ Re-1]



Quando XX se "distancia" de Ip’ X nao & ortogonal, ris # 0 para algum i#j
e o Sistema (2.6) pode apresentar-se instavel e sujeito a erros computacio
nais no calculo de B'. Observando-se que Ty € o coeficiente de correlagao
simples entre X5 € Xj neste caso as variaveis X, e xj estarao correlaciona

das. Caso 1 > rij >> 0, a multicolinearidade estara presente.

3. NUMERQ DE CONDICAO DE UMA MATRIZ

Seja o sistema de "equagoes normais" (2.6) na forma

Ax=b, (3.1)

~ -

fazendo-se A = ﬁti, x=8', eb = X%,

Para motivar e caracterizar a definig¢zao do nimero de condigao
de uma matriz, considere-se a sensibilidade de x em (3.1) a pequenas pertur
bagoes nos elementos de A e b. Com respcito somente a:pequenas variacoes,

§b em b, a nova solucao x + éx de (3.1) sera definida por
A(E + 6§) =b + &b. (3.2)

Subtraindo-se (3.1) de (3.2) resulta A éx = b, ou

G§ = Afl

sb . (3.3)

Define-se norma da matriz A, e indica-se por |[A||, como uma
fungao de valor real dos elementos da matriz A, satisfazendo as  seguintes
propriedades:

a) {|all > 0, com ||A]] = O somente se A = 0;

b) [feall = e[

|All para qualquer escalar c;
c) [fa+BY| < Al + ||B]] (desigwaldade do tridngulo); e

ay lla-8] < fiall - (=ll, 51 .

Entao, de (3.3) vem:

lisxll =11a™" ebll < Na™'[i-lisnll , (3.4)



" onde as normas de matriz e de vetor sao compativeis [8]. De (3.1}

el < Nall-lxf ,
il x| . .
e segue de (3.4) que o erro relativo, | , na solugao de (3.1) satisfaz
X
-1
Nex|l  [la7 11 llexll I
§ = Hafl-lla™ |l (3.5)
=l Hafl™t el Hell

Como HA||-”A-”| ¢ um indicador da sensibilidade da solugao de (3.1} a per

turbagoes, define-se K(A) = "All-lAﬁln como nimero de condigcao damatriz A,

Define-se a norma espectral de uma matriz generica B, e indi

ca-se por HB][e,‘como:

lsll, = VT »

max

- . t . - .- .
onde Emﬁx € 0 maior autovalor de B B. Como a matriz A = XtX e simetrica e
definida positiva (veja 2.2), seus autovalores sao todos reais e positivos
e entao ||A||_ = A - , onde A_-_ & o maior autovalor de AtA = A2, e & portan
e max max -
to o maior autovalor de A [5j.
Define-se o numero de condicao espectral de uma matriz genméri

ca B, denotado por Ke(B), como

-1
&, = sl - 157, -
Para a matriz A,
-1 Amdx
k&) = [lalf - la7 [, = 57— > (3.6)
‘ min

onde Amin & o menor autovalor de A, e portanto 1/Amin & o maior autovalor
-1

Portanto, a Relagao (3.6) fornece um numero que indica a sen

sibilidade a perturbagbes da solucao das equagoes normais. Observa-se que

R ) = Nlall, - a7, 5 Naa™ ), =1,



com a igualdade valendo somente no caso de A ser ortogonal. Esta Gltima afir
magao estabelece a relagao existente entre um problema de regressao com va
ridveis independentes correlacionadas (isto &, com presenca de multicolinea
ridade) e o nimero de condig@ao espectral para as equagoes normais, ou seja,
conforme Ke(A) »> 1 existe multicolinearidade e instabilidades na obtengao
de B'.

4. TRATAMENTOS DE MODELOS DE REGRESSAO LINEAR MAL-CONDICIONADOS

Seja o modelo de regressao linear (2.1) e.o estimador de mini

mos quadrados de B,
=0 xY.
Define-se o quadrado da dist3ncia entre g e B por:

b2 = [[B~gll2 = <B-8, B-> = B-0)" B-8) . (4.1)
Entao [6]:
E(D2) = 62 - Trago(x'X)7! , (4.2)
ou E(Et E) = gt B+ g2 Trago(XtX)_l , (4.3)
e, quando € e normalmente distribuido, tem-se:

var(D?) = 2¢% - 'I‘:cago(XtX)-2 . (4.4)

Como X'X & simétrica e definida positiva (pois r(X) = p), pos

sui p autovalores reais positivos. Sejam:

os p autovalores de XtX, entao, de (4.2), o valor medio do quadrado da dis

tancia entre B e B e dado por:

2y = 2 1 X
E(D)_Gizl("i : 4.5)



-~ » - -
e de (4.4) sua variancia, quando o erro e normal, seral:

Var(p?) = 26* § ()2, (4.6)
i=1 i
Portanto, limites inferiores para a media e variancia sao,
respectivamente:

2 4

Ht~ v . —
Usando-se X X, verifica-se que quando 0 < Amin << 1, Ke(A)>>1
existira multicolinearidade. Como comnsequéencia, verifica-se que a distancia

entre E e B tende a ser grande e, de acordo com (4.3),

BB = B(JIBIID = lIgll2 + 022 <, (4.7)
= = ~ - min
e ||Bl| estard “inflacionada".

Verifica-se, entdao, que o mal-condicionmamento implica um au
mento em HE[]. Quando o valor de rij’ i# j, @ proximo a 1 (um) para as va
riaveis X; e X5, 0 reflexo em B pode ser sério, com grandes instabilidades
nos coeficientes do Modelo (2.1).

Para contornar o problema da "inflagao" e instabilidades asso
ciadas ao estimador B, Hoerl e Kennard [1] sugeriram usar outro estimador

E*, dado por:

g = [x%x + k1] ' x%y g

-
=
W
=

. (4.8)

Tal estimador recebe o nome de estimador "ridge".
A seguir sao apresentadas algumas propriedades do  estimador

"ridge'':

1 Esta sendo admitido sem demonstragao que x'x & diagonaliz&vgl, e que se
A =871 XXX S ¢ g matriz diagonal semelhante a X'X (onde S é a matriz mo
dall), entac

p
Trago A = Trago(X'X) = } 1A, .
i=1



a) Seja K » 0 arbitrario, entao B* minimiza a soma dos quadrados dos

residuos
S(B*) = (1 - XM (¥ - XB%)

para a esfera centrada na origem e cu30 raio ao quadrado & igual a
B* g% = Hg*[[z. Alem disso, S(E*) € uma fun¢ao mondtona crescente
em K e, portanto, a solugao "ridge" requer algum acrescimo da soma
dos quadrados dos residuos em relagao 4 soma dos quadrados dos re

siduos para o estimador de minimos quadrados.

b) ||8*| @ uma fungdo monStona decrescente continua em K, tal que quan
do K + «, “E*H + 0, ou seja, o problema da "inflagao" estara ate

nuado para B¥;

¢) O estimador B* & uma transformagao linear de B, e que depende uni

camente de X e K, Seja

g = (¢ kD xfy
mas th = (XtX)ﬁ, entao E* = (th + KI)-I (XtX)E, ou B* = Zg B. Se
gue-se, imediatamente, que B* & um estimador viciado de g, pois
E(B%) = Z, 8 3

d) Se gtg = [f8]|2 @ limitada, entdo existe um K tal que E(D?) para B*
€ menor que E(D?) para B ;

e) O estimador "ridge" & equivalente a um estimador de minimos quadra
dos, quando os dados sao suplementados por um conjunto ficticio de
dados, tomados de um experimento ortogonal HK’ onde os valores cor

respondentes para Y serao nulos.

Seja aumentar X por HK‘ entio as equagoes normais ficam:

X Y

t L t - — t . t -~
: }].l() oHo L] E* - (X : I].I:) [ Y

K Q

ou (X X +H HK) B* = XtY Como H e ortogonal, Ht:H € um mGltiplo escalar

de I , e para qualquer valor de K, a matriz Hy pode ser tal que Hy HK—K I,

1/2

por exemplo H =K Ip. Hoerl e Kennard [1] apresentaram uma representﬂ

gao bidimensional, em K e g*(K), denominada trago "ridge" em que, conside



rando-se K variande no intexrvalo [0,1], um certo numero (geralmente quin
ze, para K = 0; 0,02; 0,04; 0,06; 0,08; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7;
0,8; 0,9; 1) de estimacoes de B*(K) sao realizadas. A cada valor de k>0,
K + 1, e de acordo com os valores de rij’ i # j, as instabilidades no valor
dos coeficientes sao diminuidas e os autores sugerem uma selegao visual pa
ra o melhor valor de K. Evidentemente, para K = 0, tem-se E*(O) = E, ¢ esti
mador por minimos quadrados.

Na Segao 5, apresenta-se um exemplo de trago "ridge”, aplica
do a uma fun¢do demanda por vestuario, em que se usa o criterio visual para
a selegao do "melhor" estimador "ridge".

Usa-se tambem, no exemplo, o critério de comparar cada estima
tiva com a anterior, ou seja
)| < 4, (4.9)

B (K, a1 ~ B R

atual anterior

onde A e um valor pequeno prefixado.

5. EXEMPLO

0 exemplo apresentado & discutido por Koutsoyiannis (37, pags
240 a 242, para mostrar os efeitos da multicolinearidade nos coeficienteses
timados em modelos de regresszo multipla.

Os dados (apresentados na Tabela 5.1), relativos aos amos de
1959 a 1968, incluem gastos com vestuario (G.V.), renda disponivel (R.D.},
ativo 1iquido (A.L.), Indice de pregos para vestuario (I.P.V.) e indice ge

ral de pregos (I.G.P.).

0 modelo estimado por minimos quadrados &:

(G.V.) = -13.53 + 0,097(R.D.) + 0.015(A.L.) - 0,199(1.P.V.) +

+ 0.34(I.G.P.) , (5.1)
e tem-se ainda que:
R? = 0,998, d = 3,4

7 92 = 28,15, § e? = 0,33,



_LTERD g ys
T 2ty | 0,33/5

F*

15,6, [2] .

Como Fy oo COm V1 = K-1=5 e v, =n-K= 5 graus de liberdade, & 5,19,
»

rejeitou-se a hipotese nula, indicando que existe um relacionamento signifi

cativo (p < 0,05) entre os gastos comvestuario e as variaveis explanatorias.
TABELA 5.1

DADOS PARA ESTIMACAO DA FUNCAQ DEMANDA POR VESTUARIO

55 | oy | g [ L0108 08 [ S0t
ANO |VESTUARIO DIS€§§§VEL Lﬁggano VESTUARIO | PRECOS
(£m) (RoD) | (AL |(1963=100) | (1963=100)
(G.v.) (I.P.V.) (1.G.P.)
1959 8,4 82,9 17,1 92 94
1960] 9,6 88,0 21,3 93 96
1961 10,4 99,9 25,1 96 97
1962 11,4 105,3 29,0 9% 97
1963 | 12,2 117,7 34,0 100 100
1964 ) 14,2 131,0 40,0 101 101
1965| 15,8 148,2 44,0 105 104
1966 | 17,9 161,8 49,0 112 109
1967 | 19,3 174,2 51,0 112 111
1968 | 20,8 184,7 53,0 112 111

Entretanto, as variaveis explanatorias sao seriamente multico

lineares, como pode ser visto na matriz de correlagoes abaixo:

R.D. A.L. I.P.V. 1.G.P.
R.D. 1. 0.988315 0.930356 0.987666
A.L. 0.988315 1. 0.969962 0.969477
I.P.V. | 0.980356 0.,969962 1. 0.991796
I.G.P. | 0.987666 0.969477 0.991796 1.

e, desta forma, o autor usa o "critério R2", descrito por Neter e Wasserman

[4], pag. 376, e tambem considera a significancia dos coeficientes estima



dos atraves de seus desvios padroes, concluindo pela escolha do modelo

G.V. = f(R.D., I.P.V., I.G.P.) como o melhor (veja a Tabela 5.2), excluin-
do, portanto, a variavel A.L. do Modelo (5.1) por nao apresentar coeficien
te significativo.

0 professor Koutsoyiannis usa consideragoes a respeito do
acréscimo em RZ, quando sao incluidas variaveis independentes até compor o
Modelo (5.1), e verifica, para cada relacao, a significancia dos coeficien

tes de regressao.

TABELA 5,2

RESULTADOS DAS REGRESSOES EFETUADAS POR KOUTSOYIANNIS [37]

8 B1 B B3 By R2
0 (R.D.) [(A.L)|(T.P.V)|[(1.G.P.)
_ -1,24 { 0,118 _ _ _
G.V.=£(R.D.) (0,37) | (0,002) 6,995
~ 1,40 | 0,126 _ -0,036 _
G.v._f(RCD.’I.PQV.) (4’92) (0,01) (0’07) 0,996
G.V.=f(R.D.,I.P.V.,| 0,94 | 0,138 [-0,037} ~0,034 _ 0.996
ALY) (5,17) [(0,02) [(0,05)| (0,06) *
G.V.=£(R.D.,I1.P.V., [-12,76 | 0,104 _ -0,188 § 0,319 |, 497
1.G.P.) (6,52) [(0,01) {0,07) |(0,12) *
G.V.=£(R.D.,I.P.V., |~13,53 | 0,097 | 0,015| -0,199 | 0,34 |, .00
A.L.,1.G.P.) (7,5) ](0,03) }(0,05)| (0,09) |[(0,15) |’

Nota: Os nUmeros entre parénteses sao os desvios padroes dos coefi
cientes estimados.

Com a finalidade de mostrar as instabilidades estimativas dos
coeficientes do Modelo (5.1), usaram-se, neste trabalho, os dados da Tabela
5.1 como entrada em um programa de computador para determinacaoc dos estima
dores "ridge" dos parametros (coeficientes) da fungao demanda por vestua

rio. 0s resultados estao resumidos abaixo:



a)

b)

c)

Para K = 0 em (4.8) (estimador de minimos quadrados) ou (5.1),tem-

se

= Ke(K) = Amax
win

Amin = 0,0036 A
} = 1084,3228 >>> 1 ,

- ” L3 - - L]
ou seja, o problema e extremamente mal-condicionado (existe multi

¢colinearidade) e, portanto, a solugac serid extremamente instavel;

A Figura 5.1 mostra o tracgo "ridge" para o exemplo. Conforme K ~ 1
as instabilidades diminuem, sendo que visualmente, para K= 0,16 as
instabilidades estao praticamente eliminadas. Neste case, pode-se

usar o seguinte modelo estimado

(G.V.) = -20,2186 + 0,0340(R.D.) + 0,0802(A.L.) + 0,0967(I.P.V.) +

+ 0,1674(I.G.P.) (5.2)

como alternativo ao Modelo (5.1). Observa-se pela Tabela 5.1 gque
as variaveis I.P.V. e I.G.P. apresentam dados muito proximos,. alta
mente correlacionados, evidenciando que numericamente deveriam ser
uma unica variavel. A mudanca de sinal do coeficiente da variavel
1.P.V. ¢ justificada pela relagao quase direta emtre ela e a varia
vel dependente (G.V.) (veja a Tabela 5.1). '

A variavel R.D. é a mais estavel conforme mostra a Figura 5.1, em
bora ligeiramente superestimada para K = 0 (solugao de minimos qua
drados), enquanto a variavel A.L. apresenta-se subestimada neste

caso.

Considerando-se o criterio (4.9) para A = 0,01, seleciona—-se como

estimador "ridge":

(G.v.) = -18,5820+ 0,0466(R.D.) + 0,0689(A.L.) - 0,0107(1.P.V.) +

+ 0,2200(I.G.P.), (5.3)

Neste caso, o coeficiente de I.P.V. & muito proximo a zero, sendo
esta variavel uma séria candidata a ser excluida do modelo. A for
ma correta de se fazer tal exclusao, seria considerar em cada pre
dicao de G.V. o valor médio de I.P.V., que & equivalente a descon

siderar o efeito desta variavel na predigao de G.V..



A Figura 5.2 mostra o trago "ridge" para o caso em que foi elimina
da a variavel A.L., conforme sugere o professor Koutsoyiannis. No
ta-se que as instabilidades continuam, evidenciando que o problema

ainda & mal-condicionado.

d) Os nimeros de condigao para os Modelos (5.2) e (5.3) foram 25,07 e
62,91, respectivamente, evidenciando a melhor estabilidade destas

solugoes,
6. CONCLUSOES

Devido ao estimador "ridge" ser um estimador viciado, suas pro
priedades estatisticas sdo desconhecidas e mao se deve pensar em critérios
tais como R?, para comparar o estimador "ridge" e o de minimos quadrados.
Hoerl e Kennard |:1] mostraram que existe K > O inversamente  proporcional
aos coeficientes estimados de regress3o (para K = 0), tal que o Erro Medio
Quadratico para o estimador "ridge" & menor que para o estimador por mini
mos quadrados. A determinagao de tal valor de K tem preocupado  pesquidado
res (veja o trabalho de Wichern e Churchill [7] e suas referencias biblio
graficas). Contudo, no aspecto de condicionamento das equagdoes normais, a
solugio "ridge" @ no minimo mais estavel que a de minimos quadrados.

Deve—~se observar que para o exemplo na Se¢ao 5, os resultados
obtidos pela analise "ridge" refletem os dados apresentados na Tabela 5.1,
nio sendo considerados, neste trabalho, os aspectos de teoria economica re
ferente ao sinal dos coeficientes de regressdo, possivelmente explicaveis a

luz dos dados disponiveis.
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