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RESUMO

O desenvolvimento de missdes espaciais que tém por alvo pequenos corpos celestes, a
saber, asteroides e cometas, ¢ relativamente recente no historico da ciéncia e engenharia
espaciais. Neste estudo desenvolve-se o modelo fisico de um sistema de asteroides
duplo constituido por um corpo principal, mais massivo e assumido como esférico e
homogéneo, e por um corpo menor, irregular e alongado, dotado de rotagdo em torno de
seu eixo de maior momento de inércia. Neste sentido, o corpo mais massivo do sistema
¢ modelado como particula e assume-se o corpo menos massivo como sendo um dipolo
de massa em rotagdo. Considerou-se que os pontos de massa que compdem o dipolo em
rotacdo apresentam massas diferentes, o que implica em um dipolo assimétrico e
assumiu-se sincronia entre o0 movimento de translacdo do dipolo em torno do baricentro
do sistema com o movimento de rotacdo do dipolo em torno de seu proprio centro de
massa, o que leva a ressonancia spin-6rbita no movimento do asteroide. O movimento
composto deste corpo ¢ confinado ao plano de movimento do corpo principal. Mediante
este modelo, determinam-se as posi¢des dos pontos de equilibrio do sistema e estudam-
se as curvas de velocidade zero do mesmo. Para tanto, recorre-se a teoria do Problema
Restrito de Trés Corpos Classico. Notou-se que o modelo em estudo preserva a
quantidade de pontos de equilibrio do problema tradicional. Além disso, os pontos de
equilibrio adjacentes ao dipolo sdo os que sofreram maiores deslocamentos em sua
localizagdo quando tais resultados sdo comparados com o Problema Restrito de Trés
Corpos Classico, que ¢ adotado como problema de referéncia, de modo a se enfatizar a
influéncia do alongamento de um dos corpos sobre a dindmica do sistema. Por fim,
analisou-se diferentes configuragdes de condigdes iniciais para o movimento de uma
particula de prova em orbita ao redor do dipolo € no mesmo plano dos corpos do
sistema, obtendo-se, com isso, o tempo de permanéncia dessa particula no sistema antes
que a mesma colida com algum asteroide que o constitui ou sofra ejetagdo gravitacional
desse sistema.

Palavras-chave: Dipolo de Massa. Pontos de Equilibrio. Curvas de Velocidade Zero.
Trajetorias de Veiculos Espaciais.
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DYNAMIC ANALYSIS OF A SYNCHRONOUS BINARY SYSTEM WITH NON-
UNIFORM MASS DISTRIBUTION

ABSTRACT

The development of space missions targeting small celestial bodies, namely asteroids
and comets, is relatively recent in the history of space science and engineering. In this
study, the physical model of a double asteroid system constituted by a main body, more
massive and assumed as spherical and homogeneous, and by a smaller, irregular and
elongated body, also having rotation around its axis of greatest moment of inertia is
developed. In this sense, the most massive body of the system is modeled as a particle
and the less massive body is assumed to be a rotating mass dipole. It was considered
that the mass points that make up the rotating dipole have different masses, which
implies in an asymmetric dipole. It was also assumed synchronism between the
movement of translation of the dipole around the barycenter of the system with the
movement of rotation of the dipole around its own center of mass, which leads to the
spin-orbit resonance in the motion of the asteroid. The movement of this body is
confined to the plane of movement of the main body. Using this model, the positions of
the equilibrium points of the system are determined and the zero velocity curves of the
system are studied. For that, the theory of the Restricted Problem of Three Classical
Bodies is used. It was observed that the model under study preserves the amount of
equilibrium points of the traditional problem. In addition, the equilibrium points
adjacent to the dipole are those that have suffered the greatest displacements in their
location when such results are compared with the Classical Three Body Restricted
Problem, which is adopted as a reference problem, in order to emphasize the influence
of the elongation of one of the bodies on the dynamics of the system. Finally, different
configurations of initial conditions were analyzed for the movement of a test particle in
orbit around the dipole and in the same plane of the system bodies, obtaining, therefore,
the survival time of this particle in the system before that it collides with some asteroid
that constitutes or undergoes gravitational ejection of this system.

Key words: Mass Dipole. Equilibrium Points. Zero Velocity Curves. Trajectory of
Spacecrafts.
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1 INTRODUCAO

O interesse do setor espacial na exploracdo de asteroides e de sistemas constituidos por
tais corpos celestes € crescente. Diversas missdes espaciais foram concebidas e enviadas
a asteroides e, atualmente, missoes similares encontram-se em fase de desenvolvimento.
O interesse por asteroides ndo se resume ao campo da Astronomia, com estudos de
aspectos do sistema solar primitivo preservados em tais corpos celestes. O risco de
colisdo nao nulo de asteroides com a Terra tem preocupado significativamente as
agéncias espaciais de diversos paises. Investigar a dindmica de asteroides que se
aproximam regularmente da Terra ¢ andlise obrigatéria para o estabelecimento de
possiveis missdes espaciais de desvio do curso de corpos que possam vir a ser
potencialmente perigosos ao planeta. Além disso, observa-se o aumento de interesse
econdmico sobre asteroides, uma vez que tais corpos, em sua maioria, sdo constituidos
por metais que, um dia, poderdo apresentarem-se escassos na Terra. Desta forma, a

atividade mineradora de recursos naturais presentes em asteroides ¢ uma alternativa

para suprir a demanda das atividades industriais.

A descoberta de que existem sistemas de asteroides constituidos por dois ou trés corpos
animou a comunidade cientifica. Estes sistemas binarios e triplos, em geral, possuem
um corpo mais massivo, denominado primario principal, e por pelo menos outro
primdrio, menor € menos massivo. Este ultimo, devido a sua pequena massa, apresenta
gravidade reduzida. Esta caracteristica de asteroides pouco massivos mostra-se como
favoravel a realizagdo de atividades mineradoras de seus recursos. Por outro lado, a
forma assimétrica tipica destes corpos, aliada ao movimento de rotacdo de um asteroide
em torno de seu proprio centro de massa, e a presenga de outro asteroide nas
proximidades do asteroide alvo, além de perturbagdes inerentes do ambiente espacial,
tornam a analise da dinamica orbital de uma sonda nas vizinhancas de um desses corpos
consideravelmente complexa. Devido as perturbagdes de forma e de corpo sobre um
veiculo espacial, o mesmo pode vir a colidir com algum dos primérios constituintes do
sistema ou a ser ejetado gravitacionalmente do mesmo. Consequentemente, o
entendimento dos aspectos qualitativos e quantitativos da dindmica e estabilidade

orbitais de um veiculo espacial num sistema de asteroides e, em particular, nas



proximidades de um de seus primdrios, ¢ vital para o sucesso de uma missdo cujo alvo

sdo asteroides ou sistemas de asteroides.

1.1 Objetivos

O objetivo deste estudo ¢ desenvolver um modelo fisico para o campo potencial
gravitacional de um sistema binario de asteroides em que o primario mais massivo €
assumido homogéneo e esférico e em que primario menos massivo apresenta forma
alongada, com distribuicdo assimétrica de massa ao longo de seu eixo maior. Este
primario ¢ dotado de rotagdo em torno de seu eixo de maior momento de inércia e
apresenta ressonancia spin-orbita com o primario principal do sistema. Apos a obtengao
do modelo fisico para o campo potencial gravitacional do sistema binario, estudam-se
aspectos qualitativos do movimento orbital espontaneo, isto ¢, ndo controlado, de uma
particula de prova neste sistema, como a localizacdo de seus pontos de equilibrio e o
tracado de suas curvas de velocidade zero. Também estudam-se configuracdes para as
condigdes iniciais de movimento da particula de prova em relagdo ao centroide do
primario menos massivo que permitam o maior tempo de permanéncia dessa particula
em oOrbita desse primario antes que a mesma colida com algum dos primarios, ou seja,
ejetada gravitacionalmente do sistema. Para isto, langca-se mdao do modelo matematico
do Problema Restrito de Trés Corpos Classico para representacdo fisica do sistema
binario, tomando-se a particula de prova como terceiro corpo e faz-se uso do modelo de

dipolo de massa em rotagdo para representagdo fisica do primario menos massivo.

1.2 Justificativas e Motivacao

Apesar de existirem modelos que representam de forma bastante fiel e particularizada a
forma de um asteroide e, consequentemente, seu campo potencial gravitacional, como o
Meétodo dos Poliedros, existem modelos mais generalistas, como aqueles que permitem
representar fisicamente o campo potencial gravitacional de uma classe de corpos
celestes com forma e distribuicdo de massa similares. A utilizacdo de um modelo mais
geral se faz necessaria quando o asteroide, alvo de uma missdo, € pouco conhecido.

Além disso, este tipo de modelo fornece informacdes uteis para o planejamento de



novas missdes. Um exemplo, empregado neste estudo, ¢ o modelo de dipolo de massa
em rotagdo, por meio do qual representa-se um corpo alongado e com distribui¢do
assimétrica de massa por dois polos que concentram toda a massa do referido corpo. Por
meio da variacdo dos parametros desse modelo, associados a extensdo e a distribuigao
de massa do corpo representado, pode-se estudar a dependéncia da forma e da
intensidade do campo potencial gravitacional do mesmo com tais pardmetros. Desta
forma, abrange-se a parametrizacdo e a descri¢do do campo potencial gravitacional de
uma variedade de corpos celestes cuja forma € similar, permitindo-se o estabelecimento
de um método para estudo geral da dindmica e estabilidade do movimento orbital de um

veiculo espacial num sistema celeste constituido por asteroides similares.

1.3 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertagdo ¢ composta por cinco capitulos. Neste Capitulo 1 apresenta-se a
Introducdo. No Capitulo 2, Revisdo da Literatura e Fundamentagao Tedrica, empreende-
se uma revisao de estudos em que se estabelecem modelos representativos da forma e
distribuicdo de massa de asteroides, bem como de seus campos potenciais
gravitacionais, como ponto de partida para analise da dindmica e estabilidade orbitais de
uma particula de prova nas vizinhangas desses corpos celestes. Em particular, destaca-se
o modelo de dipolo de massa em rotagdo, que ¢ adotado neste estudo. Ainda nesse
capitulo, realiza-se uma concisa descricdo dos fundamentos teodricos fisicos associados
ao Problema Restrito de Trés Corpos Classico. Em seguida, no Capitulo 3, Modelo
Fisico do Estudo, realiza-se a descri¢do teorica da parametrizacao de um sistema binario
de asteroides em que o primario menos massivo, devido as suas caracteristicas de forma
e distribuicdo de massa, ¢ representado como dipolo de massa em rotagcdo, dotado de
ressonadncia spin-orbita com o primario principal do sistema celeste. Nesse capitulo,
obtém-se um modelo analitico aproximado para o campo potencial gravitacional de
cada primario, bem como do sistema binario de asteroides. Na sequéncia, o Capitulo 4,
Resultados e Discussdo, ¢ dividido em trés se¢des: na Secdo 4.1, apresenta-se a variacao
das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio de um sistema bindrio mediante
variacdo dos parametros que compdem o modelo fisico do estudo; na Secao 4.2, mostra-

se a variagdo do tracado das curvas de velocidade zero do sistema bindrio a medida que



tais parametros sao variados dentro de determinados intervalos. Por fim, na Se¢do 4.3,
apresenta-se as grades de condigdes iniciais referenciadas ao centroide do dipolo, para o
movimento de uma particula de prova no sistema, analisando-se as configuragdes
paramétricas que aumentam o tempo de permanéncia da mesma em Orbita em torno do
primario representado como dipolo. O ultimo capitulo desta dissertagcdo ¢ o Capitulo 5,

Conclusdo, em que se faz uma sintese deste trabalho.



2 REVISAO DA LITERATURA E FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo inicia-se com a apresentagdo breve das caracteristicas de asteroides
relevantes ao estudo aqui realizado seguida por revisdo de trabalhos que abordam a
representacdo do campo potencial gravitacional de asteroides e de aspectos da dindmica
de um corpo em suas vizinhangas. Depois, empreende-se a fundamentagdo teodrica

pertinente a este estudo.

2.1 Aspectos Gerais sobre Asteroides

Asteroides sd3o corpos celestes que possuem composicao rochosa e/ou metalica,
principalmente de niquel e ferro. Tais corpos descrevem Orbitas heliocéntricas
(International Astronomical Union — IAU, 2013; Jet Propulsion Laboratory — JPL,
2018). O maior asteroide ja observado é Ceres (ou 1 Ceres na designagdo de planeta
menor pela Unido Astrondmica Internacional), com diametro de aproximadamente
948 quildémetros, ao passo que o menor asteroide ja observado ¢ o 2015 TC25, com
extensdo maxima de 2 metros. Tais corpos também apresentam formas diversas que
variam de aproximadamente esférica, como € o caso de Ceres, a muito irregulares, como

¢ o caso de 216 Kleopatra, que apresenta forma similar a de um osso.

A forma de um asteroide esta relacionada com sua distribuicdo de massa. Quanto mais
massa um corpo de dimensdo finita possui, maior serd a intensidade da forca
gravitacional sobre sua propria distribuicao de massa, de modo que esta forca se opde as
forcas de coesdo dos materiais constituintes do corpo (Instituto de Astronomia e
Geofisica — IAG/USP, 2015). Desta forma, asteroides de grande porte e muito massivos
apresentam formas arredondadas em decorréncia do prevalecimento de sua auto
gravitagdo. Em oposicao, pequenos asteroides, por serem pouco massivos, ndo exibem
prevaléncia da gravitacdo propria sobre as forcas de coesdo e, consequentemente,

apresentam formas consideravelmente destoantes as arredondadas.

Embora alguns asteroides desenvolvam suas oOrbitas heliocéntricas numa faixa que se

inicia internamente a Orbita da Terra e estende-se para além da oOrbita de Saturno, a



maior parte desses corpos celestes localiza-se numa regido entre as 0rbitas de Marte e de
Jupiter, denominada Cinturdo Principal de Asteroides. Acredita-se que tais corpos sejam
remanescentes dos primordios da formagao do sistema solar, ha mais de quatro bilhdes

de anos (JPL, 2018).

Avangos tecnoldgicos no setor espacial, em particular em missdes espaciais de
investigacao cientifica do sistema solar, permitiram que se tivesse conhecimento acerca
de caracteristicas dos asteroides que, até¢ entdo, ndo eram conhecidas. Em 1993, o
sobrevoo da sonda Galileo ao redor do asteroide Ida mostrou, pela primeira vez, que tais
corpos celestes também podem estar acompanhados de objetos menores, também
asteroides, que orbitam o centro de massa do sistema de corpos (WALSH, 2009). Desde
entdo, foram encontrados e catalogados numerosos sistemas bindrios e alguns sistemas
triplos de asteroides. Sdo conhecidos mais de 160 sistemas bindrios de asteroides, o que

equivale de 2% a 3% dos corpos do Cinturao Principal (WALSH, 2009).

Apesar de asteroides se concentrarem entre as Orbitas de Marte e Jupiter, varios desses
corpos migram do Cinturdo Principal em direcdo ao Sol e, consequentemente, acabam
por cruzar as oOrbitas dos planetas interiores do sistema solar. A causa deste fendmeno
sd0 as ressonancias orbitais entre Jupiter e Saturno. Nas regides onde se dao tais
ressonancias um asteroide passa a ter sua Orbita heliocéntrica, originalmente confinada
no interior do cinturdo, perturbada de tal modo que este corpo passa a adquirir uma nova
orbita, também heliocéntrica (DVORAK, 2008). Asteroides que se aproximam
periodicamente da Terra sdo classificados como NEAs (Near Earth Asteroids). Os
NEAs fazem parte de uma categoria mais ampla de corpos celestes denominada NEOs
(Near Earth Objects). Tais objetos, além dos asteroides, também incluem cometas.
Tecnicamente, NEAs sdo asteroides cuja distancia no periélio ¢ inferior a 1,3 au' (JPL,
2018). Sabe-se ainda que existem sistemas bindrios de asteroides que se aproximam da
Terra e, desta forma, sdo classificados como NEAs. Atualmente sdo conhecidos mais de
14000 NEAs (JPL, 2018). Cerca de 15% dos asteroides classificados como NEAs sdo
sistemas binarios (WALSH, 2009).

" 1 au (unidade astrondémica) é a distincia média Terra-Sol e vale aproximadamente 1,495970 x
108 km.



Outra importante caracteristica dos asteroides € que, assim como qualquer corpo celeste,

tais corpos apresentam movimento de rotagdo. Asteroides se estabilizam em rotagdo

uniforme sobre o eixo de maior momento de inércia, independentemente de seu estado

de rotagdo inicial (SCHEERES et al., 2000).

Virios asteroides tém se tornado objeto de estudo ou alvo de missdes espaciais. As

raz0es que norteiam o interesse por esses corpos celestes sao:

(1)

(i)

Investigar a composi¢do quimica desses corpos, com a finalidade de
operagdes mineradoras de seus recursos, em particular metalicos, que
possam vir a tornarem-se escassos na Terra futuramente, ou que ja sejam
escassos no presente. Além disso, os constituintes quimicos de asteroides
mostram-se como matérias-primas de apoio as atividades de exploracao
espacial. Em particular, diversos corpos da categoria NEAs podem ser
alcangados com relativa facilidade em termos de consumo energético e
muitos desses corpos, apresentam gravidade superficial reduzida pelo fato de
possuirem pouca massa. Tal configura¢ao reduz o custo de transferéncia de
rochas e materiais pouco aderidos a sua estrutura para as proximidades da

Terra (CRAWFORD, 2013).

Refinar a compreensdo da dinamica celeste desses corpos, principalmente de
asteroides de grande porte, para o desenvolvimento de estratégias de
prevencdo a possiveis colisdes dos mesmos com a Terra. Alguns asteroides,
especialmente os da categoria NEAs, representam risco ndo nulo de impacto
com a Terra (CRAWFORD, 2013). Entre os NEAs, existe a subcategoria de
asteroides PHAs (Potentially Hazardous Asteroids). Tais corpos exibem
distancia minima de intersecao com a oOrbita da Terra menor ou igual 0,05 au
ou tém didmetro maior que 150 metros. Estima-se que 1697 asteroides sdo
PHAs para a Terra (JPL, 2018). Para que se desenvolvam manobras de
desvio de curso de asteroides da categoria PHAs h4 a necessidade de
missdes espaciais em que um veiculo deve ser capaz de visitar asteroides em

curto prazo. Uma das estratégias de desvio envolve a implantagdo de



dispositivos propulsivos na superficie desses corpos. Para isto requer-se
compreensdo detalhada da natureza das superficies de asteroides para que se

possa prever como esses corpos reagirao a tais intervengdes (CRAWFORD,

2013).

(iii))  Promover maior conhecimento acerca da origem e formacdo do sistema
solar. Asteroides sdao constituidos por materiais que ndo foram incorporados
aos planetas quando o sistema solar se formou. Tais corpos exibem
informacgdes cientificas relacionadas as propriedades dos primordios do Sol,
de processos astrofisicos no disco protoplanetario, entre outros

(CRAWFORD, 2013)

2.2 Revisao da Literatura

A Astrodinamica teve consideravel desenvolvimento a partir da concepgao e realizagao
de missoes espaciais cujos alvos foram e sdo corpos celestes de pequeno porte, como
asteroides. A partir dessas missdes comegou-se o estudo qualitativo e quantitativo da
estabilidade de um veiculo espacial nas vizinhangas de corpos celestes com distribui¢ao
assimétrica de massa e dotados de rotacdo, além da andlise de navegabilidade orbital de
veiculos espaciais em torno desses corpos (SCHEERES et al., 2000). Uma vez que ndo
existe um padrdo na distribuicdo de massa, na forma, dimensao e constituicdo de corpos
celestes pouco massivos, como os asteroides, cada um desses objetos apresenta
caracteristicas unicas. Diversas caracteristicas desses corpos somente sdo confirmadas
ou descobertas quando um veiculo espacial se aproxima de seu alvo de missdo
(SCHEERES et al., 2000). Somado a este fato, como visto, muitos asteroides dispdem-

se em sistemas binarios e triplos.

Qualquer que seja a finalidade de uma missdo espacial que tem por alvo um asteroide, a
estimativa do campo potencial gravitacional desse objeto como corpo central ¢ de
fundamental importancia para o sucesso da mesma. Enquanto um veiculo espacial
estiver a distancia consideravel do corpo celeste a ser orbitado, este corpo pode ser

considerado como particula devido as suas dimensdes serem muito menores que a



distancia deste ao veiculo. Consequentemente, sob tais condi¢des, o campo potencial
gravitacional do corpo celeste apresenta simetria radial relativamente ao veiculo
espacial e, desta forma, este campo adimite ser representado pelo modelo de potencial
gravitacional de particula. A medida que o veiculo espacial se aproxima do corpo alvo,
mediante fase de Operagdo de Curta Aproximacao (Close Proximity Operation), a
forma e a distribui¢do de massa desse corpo, bem como caracteristicas de sua dindmica,
como rotagdo, ndo mais permitem tal simplificacdo do modelo de seu campo potencial
gravitacional. A forma assimétrica desses corpos combinada com sua rotacdo em torno
de seu centro de massa leva ao acoplamento da variacao da intensidade e da distribui¢ao
do campo potencial gravitacional do asteroide devido a rotacdo com seu movimento
orbital em relagdo a um ponto arbitario do espago. Desta forma, este campo, além de
ndo ser simétrico no espago, também varia no tempo, numa escala temporal menor, com
a rotacdo do asteroide e, numa escala temporal maior, com seu movimento orbital. Tal
fenomeno induz pertrubagdes de curto e de longo periodo, respectivamente, ao
movimento orbital de um veiculo espacial ao redor desse corpo, considerando-se como
orbita de referéncia para o0 mesmo uma Orbita kepleriana. Estas perturbagdes sao tao

mais intensas quanto maior for a proximidade do veiculo ao corpo central.

Para corpos celestes que apresentam simetria em sua distribuicdo de massa,
caracteristicas de sua dindmica, como rota¢do, ndo induzem apreciavel varia¢do
temporal do campo potencial gravitacional em relagdo a um dado ponto no espaco.
Desta forma, as equagdes que governam o movimento de uma particula de prova nas
vizinhangas de um corpo em tais condigdes sdo autonomas no tempo. Contudo, para
corpos com distribui¢do assimétrica de massa, sua rotagdo implica na variagdo temporal
do campo pontencial gravitacional em relacdo a determinado ponto do espaco, além
deste campo possuir sua intensidade variante com a distancia que se toma a partir do
corpo. Neste caso, as equacdes do movimento de uma particula de prova, nas

proximidades de um corpo que apresente tais caracteristicas, deixam de ser autdnomas.

A partir do exposto € imperativo que missdes espaciais, cujo alvo ¢ um ambiente
gravitacional de grande complexidade e variabilidade, apresentem em seu

desenvolvimento flexibilidade sobre os parametros de missdo associados ao corpo alvo,



com o desenvolvimento de métodos fisicos que permitam ajustar convenientemente o
modelo de campo potencial gravitacional de um corpo em que algumas de suas
caracteristicas somente serdo assessiveis e compreendidas quando o veiculo espacial

estiver consideravelmente proximo de seu alvo (SCHEERES et al., 2000).

O modelo do campo gravitacional de um corpo ¢ parte indispensavel no planejamento e
analise do movimento orbital ao seu redor (CUI;, QIAO, 2014). A representagdao
qualitativa e quantitativa do campo potencial gravitacional de um corpo extenso recorre
a adocdo de diversos métodos. Um dos métodos mais recorrentes ¢ o de expressar o
campo potencial gravitacional de um corpo extenso de forma aproximadamente eférica
por meio de aproximacdes via fun¢des do tipo harmonicos esféricos. Corpos com
pronunciado achatamento sdo melhor representados considerando-se modelos que
recorrem a aproximacdes via fung¢des do tipo harmoénicos elipsoidais (HOBSON, 1955;
PICK et al., 1973; CUI; QIAO, 2014). Nos modelos que fazem uso de aproximacgdes via
funcdes harmonicas, o potencial gravitacional de um corpo € expresso via séries de
poténcias da razao entre o semi-eixo caracteristico do corpo de dimensao finita e a
distancia do centro deste corpo a um ponto arbitrario do espaco, em que se pode
considerar um veiculo espacial, por exemplo. Tais modelos fornecem expressdes
analiticas para o campo potencial gravitacional de dado corpo. Contudo, tais expressoes
ndo sdo altamente precisas uma vez que s6 podem ser contabilizadas mediante o
truncamento da série considerada, o que introduz erros de truncamrnto ao modelo. Em
tais modelos verificam-se também problemas no dominio de convergéncia da série
(CUIL QIAO, 2014). Além disso, tais modelos prescindem que o corpo de dimensdo
finita apresente alguma simetria radial, o que, em geral, ndo se verifica na maioria dos

asteroides, em particular, para os menos massivos.

Corpos celestes que ndo possuam simetria radial e, portanto, que apresentam massa
distribuida ao longo de uma forma assimétrica e dotados de movimento de rotagao
introduzem considerdvel complexidade a estimativa de seu campo potencial
gravitacional e tem-se, desta forma, grande desafio em elaborar-se um modelo de
potencial gravitacional para um corpo central com tais caracteristicas (ZENG et al.,

2015a). Para um veiculo espacial nas vizinhancas da superficie de um corpo de formato
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assimétrico, como ¢ o caso de asteroides de pequena massa, observa-se que sua
extensdo e distribuicdo de massa aliadas a sua rotacdo em torno de determinado eixo
repercutem consideravelmente na dinamica orbital do veiculo ao seu redor
(SCHEERES, 2012). O modelo baseado em harmdnicos esféricos, por exemplo, ao ser
aplicado em tais corpos pode convergir muito lentamente, ou até mesmo divergir

proximo a superficie do corpo.

Como alternativa de método para a representacao do campo potencial gravitacional de
corpos com as caracteristicas mencionadas, foram concebidas as aproximacdes
tridimensionais, por meio das quais um corpo ¢ representado por formas geométricas
convenientes de tal modo a obter-se melhor compreengdo da dindmica de um veiculo
espacial em suas proximidades (CUI; QIAO, 2014). Destaca-se o Método dos Poliedros,
desenvolvido por Werner, em 1994 (WERNER, 1994). Neste método, obtém-se o
campo potencial gravitacional de um corpo com alta precisdo, embora ndo exista uma
expressdo analitica para o mesmo. Devido a alta precisao deste método baseado na
forma geométrica do corpo, o mesmo tem sido amplamente empregado em numerosos
estudos para descrever o campo potencial gravitacional de diversos asteroides. A
desvantagem deste método é que o mesmo baseia-se no conhecimento prévio e
detalhado da forma do corpo celeste sob estudo para que se possa discretizar a
superficie do mesmo por meio de uma malha geométrica conveniente. Um modelo
proveniente deste método s6 pode ser construido mediante observacdes de radar.
Consequentemente, o modelo de campo potencial gravitacional estabelecido
especificamente para um dado asteroide via Método dos Poliedros ndao pode ser aplicado
a outro corpo. Além disso, dada a complexidade geométrica do Método dos Poliedros, o

mesmo apresenta elevado tempo de processamento computacional.

Aspectos gerais acerca da dindmica de um veiculo espacial nas proximidades de um
corpo de forma assimétrica podem ser obtidos com a aplicagdo de modelos
geometricamente menos sofisticados em que, por exemplo, o corpo em estudo ¢
representado por multiplos polos tomados como particulas. Em seguida, aspectos mais
refinados da dindmica de um veiculo ao redor desses corpos podem ser obtidos

mediante aplicagdo de métodos mais sofisticados, como o Método dos Poliedros. Como
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outros exemplos de métodos para a estimativa inicial do campo potencial gravitacional
de asteroides, tem-se os modelos de dipolo de massa rotativo (GOZDZIWSKI;
MACIEJEWSKI, 1998) ou ainda, de segmento de reta macigo rotativo (ELIPE; LARA,
2003). Em particular, o modelo de dipolo de massa rotativo ¢ utilizado para representar
0 campo potencial gravitacional nas proximidades de corpos celestes dotados de forma
alongada e assimétrica (ZENG et al., 2015a). Também foram desenvolvidos modelos de
dipolo em que consideram-se polos oblatos (ZENG et al., 2015b). Tais modelos,
embora sejam conceitualmente mais simples que o Método dos Poliedros, devido a ndo
considerarem com precisdo a extensdo e a forma dos corpos celestes retratados ou
reduzirem esta extensdo a formas geométricas convenientes, possuem a vantagem de
representarem classes de objetos celestes que apresentam aspectos de forma e de
distribuicdo de massa similares. Como consequéncia, tais métodos aproximativos
permitem a concepg¢do ¢ o estabelecimento de modelos de campos potenciais
gravitacionais para consideravel variedade de objetos, o que ¢é o oposto a
particularizacdo do potencial gravitacional obtido via Método dos Poliedros. Além
disso, o modelo de dipolo de massa rotativo, por exemplo, requer pouca disponibilidade
de capacidade computacional, sendo praticamente instantineo em termos de

processameto.

O modelo de dipolo de massa rotativo foi proposto por Chermnykh em 1987
(CHERMNYKH, 1987) e adotado para aproximar o campo potencial gravitacional de
um corpo com forma de halter com rotacdo (KOKORIEV; KIRPICHNIKOV, 1988;
KIRPICHNIKOV; KOKORIEV, 1988; GOZDZIEWSKI; MACIEJEWSKI, 1998). A
utilizacdo deste modelo foi extendida a investigacdo da estabilidade dos pontos de
equilibrio  triangulares do sistema rotativo representado (GOZDZIEWSKI;
MACIEJEWSKI, 1999; GOZDZIEWSKI, 2003). O modelo de dipolo de massa em
rotacdo, desta forma, permite que sejam representadas com adequada flexibilidade as
principais caracteristicas de um corpo alongado, com distribui¢do assimétrica de massa
e dotado de rotagdo. Além disso, este modelo pode ser empregado para compor sistemas
de asteroides, como um sistema binario, por exemplo. Tal abordagem foi considerada
em estudos em que foi adotado o modelo de dipolo de massa simétrico € com rotagao

(SANTOS et al.,, 2017a; SANTOS et al., 2017b; SANTOS, 2017c). Por meio de
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parametros do modelo de dipolo de massa em rotagdo compondo um sistema de
asteroides, como um sistema binario, ¢ possivel representar a fracdo de massa desse
sistema que esta encerrada em determinado corpo (primario) que o constitui. Também
pode-se tomar a massa do corpo assimétrico e alongado e particioné-la em duas porgdes,
fazendo-se uso do modelo de dipolo de massa. Pode-se, ainda, considerar a dimensao
caracteristica do corpo assimétrico, que ¢ sua elongacdo. Mediante a variacdo de tais
parametros, torna-se possivel estudar a evolugdo da dinamica de uma particula de prova,
que pode representar um veiculo espacial, por exemplo, nas proximidades desse sistema

e, em particular, nas vizinhangas do corpo assimétrico.

Tabela 2.1: Comparagdo entre modelos de potencial gravitacional de asteroides alongados e de
sistema binario.

Aut Modelo de Modelo de Dipolo de Dipolo de
utor
(Ano) sistema dipolo de massa massa Haste Rotacéo
no
binario massa simétrico assimétrico
Chermnykh Sim
Nao Sim - e Sim
(1987) (sem massa)
Gozdziewski; ) )
o ] Sim Sim
Maciejewski Nao Sim e e )
(sem massa) (uniforme)
(1998)
Gozdziewski; Sim )
.- . . . Slm .
Maciejewski Nio (estendidoa ~  ------- e Sim
(sem massa)
(1999) polo oblato)
) Sim
Elipe; Lara Sim
Nao Nao - e (com )
(2003) (uniforme)
massa)
Zeng et al. . . . Sim Sim
Nao Sim Sim Sim )
(2015a) (sem massa) (uniforme)
Sim Sim
Zeng et al. ) Sim Sim
Nao Sim (com polo (com polo )
(2015b) (sem massa) (uniforme)
oblato) oblato)
Santos et al. Sim Sim
Sim Sim Sim Nao
(2017a,b,c) (sem massa) (uniforme)
. ) ) . Sim Sim
Presente estudo Sim Sim Sim Sim )
(sem massa) (uniforme)

Fonte: Produ¢do do Autor.
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Na Tabela 1 apresentam-se as principais caracteristicas dos modelos para representacao
do campo potencial gravitacional de corpos assimétricos e alongados, compondo ou ndo
um sistema binario, apresentados anteriormente. Por meio de comparagdo ¢ possivel
notar que neste estudo considera-se o modelo de dipolo de massa em rota¢ao uniforme
para a representacdo de um asteroide alongado e assimétrico (dipolo simétrico ¢ um
caso particular também considerado neste estudo). Esse modelo ¢, além disso,

introduzido como parte de um sistema binario de asteroides.

2.3 O Problema Geral de Trés Corpos

Considerando uma missdo espacial em que o veiculo de exploracdo executa a fase de
Operacao de Curta Aproximagao em relagdo a um sistema binario de asteroides, tem-se,
no total, um sistema fisico constituido por trés corpos que interagem gravitacionalmente
entre si a todo instante. Como primeira abordagem do problema, pode-se considerar
cada corpo do sistema como particula (ponto de massa), admitindo-se como hipotese
que as dimensdes desses corpos, em particular dos asteroides, sao desconsideraveis em
comparac¢do com a distancia média do veiculo espacial aos seus respectivos centros de
massa. Além disso, impde-se que o sistema de trés corpos ¢ gravitacionalmente isolado
em relagdo ao universo de tal modo que ndo sdo consideradas perturbagdes
gravitacionais oriundas de outros corpos alheios ao sistema. Na auséncia de forgas
dissipativas sobre o movimento dos corpos que compdem o sistema bindrio de

asteroides, tem-se que este sistema € conservativo.

Na sequéncia, realiza-se a descri¢do formal do Problema Geral de Trés Corpos, bem
como das hipoteses que conduzem ao Problema Restrito de Trés Corpos Cléssico

(PRTCC) estabelecendo-se sua representagdo matematica.

Seja S € R3 um referencial cartesiano ortonormal e dextrogiro, com origem no ponto
0(x0,Y0,20) € R®. A partir de R® compde-se €; ,, que € o espago vetorial euclidiano
normado de dimensdo trés e afim. Neste espaco, a norma de um vetor ¢ extraida

mediante norma métrica euclidiana. Ao assumir-se que o espago ¢ afim, admite-se que
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qualquer ponto de R3 possa ser tomado, por conveniéncia, como origem. Admite-se que

o ponto 0(xg, Yo, Zo) ¢ fixo em R e que S é um referencial inercial fixo em €3 ,.

Considere as N = 3 particulas constituintes do sistema fisico supracitado, indexadas por

j = 1,2,3. Assume-se que suas massas finitas m; > 0 sdo invariantes no tempo. Tais

particulas ocupam instantaneamente as posi¢des Ffo(t) = xjo(t)? + yjo(t)f + Zjo(t)E
relativamente a 0(xg, Yo, Zp), com (xjo(t), yjo(t),zjo(t)) € R3, no instante t € R (ou

t € [ty, [, ty € R, t, = 0, para sistema causal). Além disso, [|7]| = ||J]| = ||7€|| = 1.

Como resultado classico da Mecanica Celeste, o centro de massa de um sistema de
N > 2 corpos que interagem por meio de forcas centrais admite ser tomado como
origem de um referencial inercial. Seja B(xg,yg,z5) € R® o centro de massa do
sistema fisico de trés corpos em consideracdo cujo vetor posicdo em relacdo a
0(x0,Y0,20) € denotado por 7, (t). Neste sentido, define-se Sp R3 um novo
referencial cartesiano ortonormal e dextrogiro, com origem em B(xg, Vg, Zg), admitido,
tdo logo, como inercial, com o qual realiza-se, doravante, a parametrizagdo de G3 ,.
Mediante covariancia das Transformagdes de Galileu de S para S (S — Sp) e
considerando-se que ndo exista prevaléncia em massa de qualquer corpo do sistema, as
equagoes que expressam qualitativamente a dinamica de cada particula do sistema fisico

no referencial Sy sdo como em S.

Considere ?}-B(t) = ij(t)T +Y, ()] + Z, (t)E o vetor posi¢do da j-ésima particula do
sistema parametrizado a partir de Sg. A forca de atragdo gravitacional exercida pela k-

ésima particula sobre a j-ésima particula, com k # j, ¢ dada pela Lei da Gravitagdo

. - 2
Universal Newtoniana“:

Tp — T

> kg~ 'ip

Fje = gmmye-——— - (2.1)
Tkp TJB”

? G denota a Constante da Gravitagio Universal e seu valor é aproximadamente 6,67408 x 10~ Nm?/
2

kg-.
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C . 5 d . ,
Dadas as posigdes 7 _(t,) € as velocidades 7 _(ty) = [— T (t)] das trés particulas
IB IB dat /B t=t,
do sistema num instante inicial ty € R,{, = 0, satisfazendo-se a condigdo de
distinguibilidade 7 ,(to) # f’}-B(tO), se k #j, a descricio do movimento de cada

particula em Sp ¢ obtida mediante solucdo do sistema de equagdes a derivadas

ordinarias:

3 5
E () = e " s o123
mty () = ) gmymy ——— |3' J=123. (2.2)
k=1 7 T;
k) ke
Ou ainda, como se segue:
3 - -
5 Tkp —Tj .
() =G ) men—t e, =123, 23)
k=1 T; T,
k] ke
sendo:
i ?}B” -
(2.4)

J[65,© = 215 ©] +[0,0 =315 ©]” + |51, - 250

Considera-se V; a energia potencial gravitacional do sistema de N = 3 particulas. Tem-

se Vi:R3N/A—] — o0,0[, sendo VS:—ZKKRSNQ% em que o conjunto
B 'JB

. _ — (7 > 3N.2 7 3N /A &
singular A= Uqcjcpen Brj> com Ayj= {(Pp, ..., Tyg) € RNV:T) o = TjB}. R3N/A € o
espago de configuracdes do sistema e a fungdo V; é suave, ou seja, € de classe C*, além

de ser real analitica (VOLCHAN, 2007). Mediante formalismo matematico, o presente

arranjo fisico requer a solucdo de um problema de valores iniciais num sistema de
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3N = 9 equacgdes escalares a derivadas ordinarias de segunda ordem das coordenadas
paramétricas de posi¢cdo de cada particula com relacdo ao tempo, ndo lineares e
acopladas (VOLCHAN, 2007). A solugdo deste sistema de equagdes oferece a descricao
completa da evolucdo geométrica do sistema no tempo considerando-se o efeito das
interacdes de forca central do tipo gravitacional sob cada particula constituinte. O
problema apresenta, de forma geral, 3N = 9 graus de liberdade em G3 ;. Além disso,
para que o problema seja completamente integravel, requisitam-se conhecidas 2(3N) =
18 integrais primeiras do movimento das particulas do sistema. A solugdo deste
problema existe e ¢ Gnica, mas ndo ¢ possivel expressa-la analiticamente (VOLCHAN,

2007).

2.4 O Problema Restrito de Trés Corpos

Se a massa de uma particula de prova ¢ adotada arbitrariamente como mj3, por exemplo,
¢ uma consideragdo razodvel, neste problema, assumir-se que mz; K my; € my K m,.
Como consequéncia, o0 movimento dos corpos de massas m; € m,, em relacdo a Sg, ¢
pouco influenciado pelo movimento da terceira particula. Sua massa reduzida, em
comparagdo aos demais corpos do sistema, induz sutis acelera¢des gravitacionais sobre
os demais corpos mais massivos. Nao obstante, pode-se afirmar que o movimento dos
corpos mais massivos do sistema €, a processo de limite para m3 — 0 (mas mz # 0),
independente do movimento da terceira particula a ponto de serem auto reguldveis em

relagcdo a Sp, como apresentado a seguir:

- 2 - _ 2
wlzlgl}o ?'13(1:) = gwllizlo m, ”_7:23 _7:13”3 . “j33 :’13”3
Top —Tip T3p — Tip
. . (2.5)
Top — Tip

=gm

2 - - 3’
”TZB - rlB”
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-

s Pip ~ T2p T~ Tap
fim a0 =6t o=l Ty - szIF)

I (2.6)
g — T2p

:gm

1 .
”FlB - FZBHB

Consequentemente, as equacdes que descrevem o movimento das particulas do sistema,

no referencial S do centro de massa, sdo:

- -
. T —T
Frp(0) = Gm;—L2—F 2.7)
”rZB - TlB”
. Ty, — T
FZB(t) = gml _)13 _)ZB 3 (28)
”rlB o rZB”
3 FlB_F3B FZB_F3B
T3 (t) = g <m1 N + m2 ) (29)
’ ”rlB - ?33”3 ”FZB - 77313”3

As particulas P; e P,, de massas m; e m,, respectivamente, em relagdio a Sp,

apresentam como momenta angulares:

5, =m(5,0A%,0).)=12 (2.10)

-

em que LjB ¢ constante para todo t € [ty, o[ a processo de limite para m3 — 0. O

momentum angular total do sistema de trés corpos pode ser escrito, entdo, como:
[:)B :Z]-B+ZZB' (211)

A quantidade EB, que consequentemente € constante para todo t € [t,, o[, define um

plano @ que lhe € ortogonal. O plano @ < R? delimita a regido de restri¢do de €3 , em
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que se da o movimento dos corpos mais massivos do sistema, em relacdo a Sg. Além

disso, tem-se que B(xg, 5, 2Z5) € @.

Seja 9 o plano definido por B(xz, g, z5) € pelos eixos Bx e By de Sp. Genericamente,
pode-se ter um angulo a nao nulo ente os planos Y e @, medido a partir de J. Nesta
configuragdo, pode-se definir um novo referencial inercial S'p, com origem em
B(xg, Y5, Zg), tal que Bz ¢ ortogonal a @ e define a dire¢do e o sentido de apontamento
do vetor ZZB do sistema. Novamente, a passagem da descricdo mecanica do movimento
das particulas de Sy para S'g (S — S'g) é covariante por Transformagdes de Galileu e

as equagdes que representam tal descricdo passam a ser:

_, I S
— T
() = gm,—2 1B _ (2.12)
”rZB rlB”
S ! F ’
FZB(t) - g 1 _)1,B _)ZIB 3 (213)
”rlB rZB”
S ! 5 ! S ! 5 !
’ ”rlB T3B|| ”rZB T3B”

2.5 O Problema Planar Restrito de Trés Corpos

A partir das consideragdes anteriores, pode-se delinear a configuracdo em que todas as
particulas constituintes do sistema movem-se no plano @ Vt € [t,, co[. Para que esta
configuracdo seja fisicamente possivel, basta impor as seguintes condi¢des iniciais ao

movimento da particula de menor massa (ms):

Z'35(to) = 2'35(ty) = 0. (2.15)
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Nestas condi¢des, e sabendo-se que para todo t € [ty o[, as forgas de atracdo
gravitacional devidas as interacdes de m5; com m, e de m3 com m, sdo coplanares a @,

entdo a trajetoria de my relativamente a S’y é uma curva ¢c; C @ Vt € [t,, .

2.6 O Problema Planar Circular Restrito de Trés Corpos

No plano @ os corpos mais massivos m; e m, descrevem trajetérias c; C wec, C @
YVt € [ty, oo, respectivamente. Devido a hipdtese de restrigdo imposta, 0os corpos mais
massivos interagem gravitacionalmente mediante o modelo do Problema de Dois
Corpos da Mecénica Celeste. As trajetorias de m; ¢ m, em relagdo a S'g no plano
orbital @ s3o Oorbitas keplerianas, admitidas fechadas. Como pode ser visto em
(GEIGES, 2016), o fato de B(xp,yp, z5) ser fixo em €} ,implica no movimento
sincrono das particulas mais massivas em relagdo a este ponto em suas respectivas
orbitas. Além disso, ¢; € ¢, se intersectam em dois pontos e tém, devido ao movimento
sincrono das particulas, linha das apses comum 8 € w. Em rela¢do a S'g prova-se que a
partir das Equagdes 2.12 ¢ 2.13 tais orbitas, em relag¢do a B(xg, Vg, Zg), admitem serem

expressas analiticamente como:

a, (1 - 912)
! — e 14 2.16
Cl rlB(vl) 1 + 81COS(V1)’ ( )
a,(1— e?
Coi1y (Vo) = z( 2) (2.17)

1+ eycos(vy)

em que v, € v, sdo as anomalias verdadeiras de m; e m, em relacdo a linha das apses,
respectivamente. Do movimento sincrono entre os corpos mais massivos, pode-se
escrever que, dado vy, entdo v, = v; + . Tem-se ainda que a; € e;, j = 1,2 sdo os
semi-eixos maiores € as excentricidades de m, e m,, respectivamente, com e; € [0,1[.

Uma particular configuracdo para a forma de ¢; ¢ ¢, € aquela em que ¢; = 0,j = 1,2,
implicando no movimento circular uniforme e sincrono de m; ¢ m, em torno de

B(xg, yg, zg). Nesta condigdo, pode-se escrever que:
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ciir{y = a1V vy €[0,2m, (2.18)

C2iTyp = Ay Y v, € [0,27]. (2.19)
Ou ainda, em forma algébrica:

Cl:X1,32 +y1,32 == a%, (220)

Cz:xZIBZ + yZIBZ = a%. (221)

Admitindo-se que m; > m,, entdo, em relagdo a B(xg, Vg, Zzg), ¢ verdade que a; < a,.
Nota-se que no caso de ¢; e ¢, serem circunferéncias concéntricas a B(xg, Vg, 2Zp) €

considerando-se a; < a,, tem-se que ¢; N ¢, = Q.

Como dito anteriormente, ndo sdo consideradas quaisquer perturbagdes sobre o
movimento dos corpos que compdem o sistema bindrio de asteroides. Segue, como
consequéncia, que ndo se verifica possibilidade de colisdo entre os corpos que o
constituem. Como serd apresentado mais adiante, neste capitulo e nos Capitulos 3 e 4,
sobre o terceiro corpo (particula de prova) considera-se o efeito da pressdo da radiagao
solar e analisa-se o efeito dessa perturbacdo no movimento da particula, como a

tendéncia de sua colisdo com os corpos do sistema binario de asteroides.

Utilizando-se a terminologia da Mecanica Celeste, refere-se a cada corpo mais massivo
do sistema como um primario, sendo o corpo principal, de massa mq, o primario I e o
corpo de massa m,, o primario II. Para simplificar a nomenclatura do problema em
estudo, o Problema Planar Restrito Circular de Trés Corpos (PPRCTC), de agora em
diante, serd referido como o Problema Restrito de Trés Corpos Classico (PRTCC).
Como nota-se, embora as hipoteses admitidas até aqui e que culminam no problema
exposto o tornem bastante particular, o mesmo apresenta vasta aplicagdo pratica

(DANTAS; LLIBRE, 2009; DULLIN; WORTHINGTON, 2014). Ao se estudar o
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PRTCC pretende-se analisar o movimento de uma terceira particula sob influéncia
gravitacional dos primarios como exposto anteriormente. Em termos de formalismo
fisico, o terceiro corpo do sistema ¢ tomado como particula de prova P; = P e esta, ao
movimentar-se no mesmo plano definido pelo movimento dos primérios, ndo exerce
qualquer influéncia gravitacional sobre esses corpos, devido considerar-se a massa desta
particula desconsiderdvel face as massas dos primarios. Se M =my + m, + m3 ¢ a

massa total do sistema, sem perda de generalidade, observa-se que:

lim M =m; +m,. (2.22)

mz—0

Desta forma, a massa total do sistema em estudo restringe-se, a processo de limite acima
apresentado, a massa total do subsistema gravitacional de dois corpos composto pelos
primdrios I e II que definem um sistema binario de corpos (SZEBEHELY, 1967;
PRADO, 2001; RAMIREZ; VIDAL, 2013).

Figura 2.1: Representacdo do PRTCC.

Fonte: Produ¢ao do Autor.

A partir de agora, de modo a empregar-se notagdo mais simples a descricdo do

. . . . . . . -
problema, considera-se o referencial inercial Sg: Bxyz como o referencial cujo eixo Bz

¢ perpendicular ao plano @w de movimento dos trés corpos do sistema. O referencial
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Sp: Bxyz, na terminologia da Mecanica Celeste, ¢ denominado referencial sideral, como
apresentado na Figura 2.1. Além disso, assume-se a; = a ¢ a, = b. Da condi¢ao de
movimento sincrono dos primarios em relagdo a B(xg, Vg, Zg), tem-se que seus
movimentos médios orbitais sdo n; = n, = n. O potencial gravitacional dos primarios

expresso no referencia sideral ¢ dado por:

T mz), (2.23)

U=g¢g (— —

Ry Ry
em que R, = |75 — 1713” e Ry = |75 — FZB”, sendo 75 =7 = x(t)T + y(t)] o vetor
posicao sideral de um ponto arbitrario no plano @, que pode ser tomado como a posi¢ao
instantanea da particula de prova, como ilustrado na Figura 2.1. Pode-se, ainda, escrever

em termos de coordenadas cartesianas siderais que:

Ry = {/[x(t) + acos(nt)]? + [y(t) + asin(nt)]?, (2.24)

R, = \/[x(t) — bcos(nt)]? + [y(t) — bsin(nt)]?. (2.25)

As quantidades x(t) e y(t) expressam as coordenadas cartesianas siderais instantaneas
da particula de prova P. A partir das Equagdes 2.24 e 2.25, verifica-se que U =
Ulx(t),y(t), t]. Segue que as equagdes que descrevem o movimento desta particula

devido interagdo gravitacional com os primarios, no referencial sideral Sp sdo:

d? d
Wx(t) =5 Ulx(t),y(t), ], (2.26)
@ = 9 U 2.27

em que:
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my[x(t) + acos(nt)] N m,[x(t) — bcos(nt)]

d
U, y(0),1] = —g{ 7 7

}, (2.28)

my[y(t) + asin(nt)] m,[y(t) — bsin(nt)]
R * R

9]
@U[X(t).)'(t).t] = —9{ } (2.29)

Nota-se que as Equacdes 2.28 e 2.29 nao sdo autonomas no tempo. De modo a se
descrever o movimento da particula de prova P em @ por meio de equagdes que nao
dependam explicitamente do tempo, e sabendo-se que a dependéncia explicita com o
tempo em U deve-se ao movimento periddico dos primarios I e II em relagdo ao
referencial sideral, recorre-se a configuragdo de sincronia em que os primarios se
mostram permanentemente alinhados sobre a reta 7 C @, que passa por
B(xg,yg, zg) Vt € [ty, [. Desta forma, adota-se 7~ como a reta suporte a um dos eixos
de um novo sistema de referéncia Sz:BX¥yZ c R3, ortonormal e dextrogiro, que
acompanha o movimento circular uniforme sincrono dos primarios e, desta forma, em
relacdo ao qual as coordenadas de posi¢ao dos primarios I e II sejam invariantes com o
tempo. Este novo referencial, dotado de rota¢do uniforme centrada em B(xg, yg, Z5),
com velocidade angular n sendo, portanto, ndo inercial, ¢ denominado referencial
sinddico, como apresentado na Figura 2.1. Como pode ser visto em Szebehely (1967),

as equacdes de movimento da particula de prova neste novo referencial sao:

e d 2 +a] | my[#(D) - b]

() = 20— F(6) = 2% (©) — g{m xﬁﬁ =+ ’;23 } (2:30)
2
2y<t)+2n—x<t)—n §(0) - gmly(” may©) (231)

Ry

em que X(t) e y(t) sdo as coordenadas cartesianas sinddicas instantdneas da particula

de prova. Em Sg, devido & aciio das forgas de Coriolis e centrifuga, que sdo forgas
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ficticias, o potencial ao qual a particula de prova P esta sujeita ¢ denominado de

potencial efetivo, dado por:

T S L ororiz o o2 m o M
Ulx(t),y(t)] = =n*[X¥()* + ()] + G| =+ =), (2.32)
2 Ry R,
com ﬁl = ”"Z:B - ?13” c ﬁz = ”%B —_ %ZB”’ com ?B = % = f(t)?"}' y(t)]:), |f” = ||]:>|| =
1, de tal modo que:
Ry = 20 + al? + 507, (233)
R, = J [%(t) — b]? + F(t)> (2.34)

Deve-se enfatizar que R; = R, e R, = R,. Como mostrado em Szebehely (1967), o

presente problema admite uma relagdo denominada Integral de Jacobi:

()2 +§(t)? = 2U[x(b), ()] = C. (2.35)

Na Equacgido 2.35, C ¢ a Constante de Jacobi e expressa uma nova integral primeira do
movimento da particula de prova no sistema. Fisicamente, C esta associada ao negativo

da energia mecanica total especifica da particula de prova no referencial sinddico Sg.
Ainda como feito em Szebehely (1967), ¢ conveniente adimensionalizar a representagao
matematica da descricdo fisica do movimento da particula de prova realizada nas

equagoes apresentadas. Seja M = m; + m, a massa total do sistema. Considere:

l=a+hb, (2.36)
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a distdncia entre primdrios. Tais quantidades sdo constantes para todo t € [t,, .
Fazendo-se a andlise dindmica sobre cada primario em movimento circular uniforme em

torno de B(xg, Vg, Zg), no referencial sideral, chega-se a:

mym,

G 7= myn®a = m,n?b. (2.37)

Destas relagdes chega-se a:
Gm, = bn?l?, (2.38)
Gm, = an?®l?. (2.39)

Combinando as Equacdes 2.38 e 2.39 obtém-se:
GM = n?P3, (2.40)

Apds manipulagdes algébricas, obtém-se:

a_m
T =2 (2.41)

b my
=1 242
I M’ (242)

Definindo-se % = u, tem-se que % = 1 — u. O parametro adimensional u ¢ a razdo de
massa ¢ de distancia do sistema e permite, desta forma, que se estabeleca relagdao entre
as escalas de massa e de distancia do problema. Dado que fisicamente deve-se verificar
que u €]0,1[, tal parametro é do tipo candnico ¢ estabelece a equivaléncia de escala de
massa e de distdncia do problema a unidade, isto €, no sistema candnico de unidades do
problema em estudo a massa total do sistema, referida a massa total dos primarios pela

Equagdo 2.22, ¢ unitaria, assim como, mediante Equagdes 2.36, 2,41 e 2.42, chega-se
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que a distancia entre os primarios também ¢ unitaria. Além disso, na descricdo do

movimento da particula de prova no referencial sideral, ao se admitir a mudanca de

., .oXx y
Val‘laVGIST=€,7=17, t* = nt e que:

R
71 =p1= J [£(t*) +ucos(t)]* + [n(t*) + psin(t)]*, (2.43)
R, ]
2= py = [0 — (L= WeosEI + () — (1 - i), Q:44)
obtém-se:
; £(t7) = —G {(1 - [f(t*)3+ ucos(t)]  plE() — A . D COS(t*)]}’ (2.45)
dt P1 P2
2 _ * L N (1 _ s rex
q0+2 n(t") = -G {(1 u)[n(tp); psin(t")] N uln (") (1,03 p) sin(t )]}_ (2.46)

Analogamente, pode-se empreender a representa¢do adimensionalizada das equacdes de

movimento da particula de prova no referencial sinddico. Adota-se a mudanca de

|2

variaveis em que%~ = x", .= y,t"=nte:
R,
Too= (Gt ey, 2.47)
R
T=02= J[x* —A-wPP+y (2.48)
Entao:
=2y = Q. (x",y"), (2.49)
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U+ 2x" =05 (x%,y7), (2.50)
* * ok 0 * * % * * % 0 * * ok
onde Q- (x*, y*) =§Q (x%y") e Q- (x",y7) :a_y*ﬂ (x*,y*), com:

1
(nl)?2

Q' (x"y") = Uz, ()]
1-p

Ve +w)? +y?

1
= (" +y) + (2.51)

U

+
VIx' =1 - w2 +y*?

Ap0s este processo de adimensionaliza¢do das equacdes de movimento da particula de
prova expressas nos referenciais sideral e sinddico, chega-se a forma adimensional da

Integral de Jacobi:

J.C*Z + y*Z — ZQ*(x*,y*) _ C*, (252)

¢ . . .
em que C* = €2 constante adimensional de Jacobi.

2.7 Pontos de Equilibrio do PRTCC

No referencial sinddico Sz, adotando-se a adimensionalizagdo de coordenadas
estabelecida na secdo anterior, definem-se pontos de equilibrio do PRTCC os pontos

P;(x;*,y;") € @ que, matematicamente, sdo pontos criticos da fungdo de potencial

efetivo Q" (x*, y*). Desta forma, tem-se que:

]
Q- (27" = [ax* ﬂ*(x*,y*)]x*zxi* =0, (2.53)
y=y
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0
ay*

ﬂ*(x*,y*)]x* = 0. (2.54)

=xi*

Y=y

‘Q;*(xi*’yi*) = [

Fisicamente, em P;(x;",y;") a resultante das forcas gravitacionais devida aos primarios
¢ compensada pela pseudo forga centrifuga. Deve-se enfatizar que o campo de forga
gravitacional exercido por um primario em @ C €3, decai em intensidade com o
quadrado da distancia tomada em relagdo ao proprio corpo, ao passo que o campo de
pseudo forga centrifuga tem sua intensidade incrementada com a distancia tomada a
partir da origem B(xg, ¥, zg) do referencial sinddico Sp. No referencial sideral Sg, para
primarios de massas diferentes, nao se verificam pontos de equilibrio devido ao fato de,
neste referencial, os pontos de w c €; , estarem sujeitos apenas & sobreposi¢do dos
campos de forgas gravitacionais devidos aos primarios, ndo havendo, assim,
compensagdo dinamica por outro campo de for¢a alheio aos gravitacionais. Do fato de
P;(x;*,y;*) € @w ser um ponto de equilibrio, uma particula de prova P ao ocupar tal
posicdo num dado instante estard sujeita a aceleragdo efetiva nula em relagdo a
B(xg,yg, zg) neste instante. Além disso, se a velocidade inicial da particula de prova
disposta num ponto de equilibrio for nula, a particula de prova permanecera
indefinidamente em tal ponto. Em decorréncia deste fato, os pontos de equilibrio sao

também denominados de pontos estacionarios (PRADO; KUGA, 2001).

Explicitando os termos das Equagdes 2.53 e 2.54, tem-se o sistema algébrico nao linear

seguinte:

L A=+ ule" — (1 —p)]
Xi = 3 T 3 (2.55)
[+ +y7%12 " — A -] +y*?)2

. (1 —wyi" wy;i"
yit = ) R - NEX (2.56)
[+ +y*12 {Ix*—A—-w]*+y*}2

Por inspecdo, constata-se que y;* = 0 verifica identicamente a Equacdo 2.56. Desta

forma, existem pontos de equilibrio da forma P;(x;", 0).
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Figura 2.2: Pontos de equilibrio do PRTCC.

o5

Fonte: Geiges (2016).

Empregando-se métodos numéricos, como, por exemplo, o método da bissecgdo,
encontram-se trés valores reais de x;* para os quais y;* = 0 ¢ que correspondem a trés
pontos de equilibrio, a saber, L;(x;1%,0), com 0 <x;4* <1—pu, Ly(x;,"%0), com
X" >1—pe Li;(x3%,0), com x;3* < —u, como apresentado na Figura 2.2. Do fato
de tais pontos terem ordenada sinddica nula, e por estarem localizados ao logo das
abscissas sinodicas, admitem também serem denominados como pontos de equilibrio

colineares do sistema.

O PRTCC ainda possui mais dois pontos de equilibrio associados a outras duas solugdes
reais do sistema algébrico ndo linear das Equacdes 2.55 e 2.56. Para y;* # 0, estas
equacdes sdo satisfeitas se, e somente se, p; = 0, = 1, isto &, se a particula de prova
ocupar uma posi¢ao equidistante dos primarios e que seja igual a escala geométrica do
problema (MURRAY; DERMOTT, 1999). Nota-se que este arranjo ocorre
simetricamente ao eixo das abscissas sinodicas, dados que os campos de forcas

gravitacionais e centrifugo sdo simétricos a este eixo. Logo, haverd os pontos de

1r . * * * * * * *x *
equilibrio  Ly(xp4",y14™) € Ls(xps’,yis™), com xp," =x5" e Yy =—yi5".
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. . 1 V3
Analiticamente, pode ser verificado que x;," = x;5" = >~ W ¢ que Vi = 5 ¢©
x V3 T - .
Yis' =~ Estes pontos sdo dispostos nos vértices opostos pela base definida como o

segmento de reta ao longo das abscissas sinodicas entre os primarios de um par de
triangulos equilateros, como ¢ mostrado na Figura 2.2 e, por esta razdo, também sao
denominados de pontos de equilibrio triangulares. (MURRAY; DERMOTT, 1999). Os
pontos de equilibrio colineares e triangulares também admitem serem denominados de

pontos de Lagrange.
2.8 Curvas de Velocidade Zero do PRTCC

Considerando-se a Equagdo 2.52, pode-se notar que a velocidade da particula de prova ¢
uma fungdo de sua posi¢do no plano @ < € ;. O valor da constante Adimensional de
Jacobi C* pode entdo ser determinado mediante o conhecimento de condi¢des de
posi¢do x* = X%, y* = $* e de velocidade x* = £*, y* = * do movimento da particula
em w. (MCCUSKEY, 1963; SZEBEHELY, 1967). Matematicamente,

C* s s Sx ,
—- =—= (x*,9*,x*,9*) estabelece patamares para o tracado das curvas de nivel da

funcdo de energia mecénica total especifica adimensionalizada da particula de prova no

referencial sinddico:

1-p
VO + w2ty

C*_l w2 w2y Loy
> —2(x +9*%) 2(x +y*9)
) 2.57)

Vi = (1 - w2 +y*?

. c* . , . A . PRI
Fisicamente, — 2 determina o nivel de energia mecanica total especifica admissivel a

P

particula de prova associado as condi¢des (X*,7*,%£* 7*). Por meio da determinagio de
C* mediante tais condigdes, a Equagdo 2.52 passa a oferecer um mapa de distribui¢ao de
velocidade para a particula de prova em @ associado ao valor C*no referencial sinédico
Sp em relacdo a B(xg,yg, z5). Desta forma, é possivel determinar as componentes

sinodicas de velocidade da particula numa dada posigdo P(x*,y*) € w. De outra forma,
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por meio desta constante, para componentes de velocidade sinddica dadas, pode-se
determinar o conjunto de pontos em que permite-se o deslocamento da particula de

prova quando esta apresentar tal velocidade para um dado nivel de energia mecanica

, C* fnk o~k Sx A . , .
especifica —7(x ,¥*,%*,9*) . Formalmente, tal conjunto de pontos é denominado de

curva de velocidade I" associada as condi¢des de posicao e velocidade dadas, isto é:

Figura 2.3: Pontos de Lagrange do PRTCC e curvas de velocidade zero associadas para
u=0,01.

Fonte: Murray; Dermott (1999), modificado.

Em particular, destaca-se o conjunto de pontos P(x*,y*) € @ para o qual tem-se as

. . N2 2.2
curvas de velocidade zero I' = [; do sistema desde que X* + $* = 0, como mostrado

na Figura 2.3. Desta forma:

L= {(",y) €@ | 20°(x",y) = C*(%",9",£%,5) = 0 }. (2.59)
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Ax Ak /\*

Equivalentemente, para dado C*(%*, 9%, £*, 7*), I\, pode ser definida como:
Tp: 2Q°(x*, y*) = C*(&", 9", 2%, 5%). (2.60)

*A*A

Do fato da Equagdo 2.60 admitir ser reescrita como Q*(x*,y*) = — (x , %), as

curvas [, também podem ser chamadas de curvas equipotenciais, isto €, sdo o conjunto
— —

de pontos P(x*,y*) € @ em que se verifica a identidade VQ*(x*,y*) = 0, dado que

(A* y*,X*,¥*) ¢é constante. Estas curvas particulares sdo também referenciadas como

curvas de Hill. Explicitando-se os termos da Equagdo 2.60, tem-se:

1—u N 2
Ve +w?+y? Y= (-l +y* (2.61)
=C*(%7,9%5").

X2+ y*2 42

Observa-se que o movimento da particula de prova sobre P(x*,y*) € w para dado

C*(%*,9*,%*,9*) é limitado pela relagido apresentada na Equagdo 2.60, uma vez que tal

movimento deve verificar que b + j/‘* > 0, necessariamente, ou equivalentemente

que:

207 (x",y") = C* (&%, 97, %%, 9%), (2.62)
caso contrario, estar-se-ia permitindo a particula de prova que o quadrado da norma
métrica euclidiana de seu vetor velocidade sinddico seja negativo. Assim, o conjunto de
pontos P(x*,y*) € w admissiveis fisicamente ao movimento da particula, influenciado

pelos campos de for¢a gravitacionais dos primarios e pelo campo da pseudo forca

centrifuga, em Sg, em rela¢ao a B(xg, yg, Zg) compdem a regido:

A= {(x"y) €w | 205 (x" y*) = CH (&%, 9%, 55,59 ). (2.63)
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A regido plana confinada no interior de Iy, denotada por A™, é aquela em que os pontos

A% A%k A

P(x*,y*) € @ apenas verificam 2Q*(x*,y*) > C*(&", 9", £*,$*), ou mais formalmente:

Tais regides também sdo denominadas de regides de Hill (DUTT; SHARMA, 2011).
Nota-se que as regides de Hill sdo limitadas pelas curvas de Hill (MCCUSKEY, 1963).
E fundamental salientar, no entanto, que A ¢ a regido permitida ao movimento
espontaneo da particula de prova. Ao se lancar mao de uma particula que possa
desenvolver velocidade diferente da que possui devido o sistema fisico em estudo, como
¢ o caso de um veiculo espacial dotado de propulsdo, a regido permitida a seu

movimento passa a abranger todo o plano @.

Em termos da descri¢ao feita acima, observa-se que nao se obtém qualquer informagao
acerca da trajetoria da particula de prova no sistema. Tal descricdo permite um estudo
qualitativo de seu movimento, conhecendo-se as regides permitidas ao movimento
espontdneo da particula e seu limite estabelecido pelas curvas de contorno

equipotenciais (MCCUSKEY, 1963).

Conhecidas as coordenadas sinddicas dos pontos de Lagrange L;i=1,2,..,5 do
sistema e impondo-se a condi¢do de velocidade nula para a particula de prova, pode-se
determinar o valor da constante Adimensional de Jacobi associada a cada ponto de
equilibrio, denotada por C*i(a?* =x* P =y, 8 =0, = O),i =12,..,5 ¢ que

estabelece uma curva de velocidade zero que contém o dado ponto de equilibrio:
Ci(® =x"9" =y, =0, =0) = 20" (x;", yi")- (2.65)
A partir de C*;, fazendo-se novamente recurso da Integral de Jacobi, pode-se determinar

o conjunto de pontos P(x*,y*) €w que, assim como L;, compdem a curva de

velocidade zero associada a constante determinada:
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Lo, ={(x"y") €@ | Q*(x", y") = Q" (x", ;") = 0}. (2.66)

*

. ct, . N , . . . ’
Como visto, — ~ ¢ a energia mecanica total especifica adimensionalizada da particula

de prova, parametrizada no referencial sinddico Sg. Quanto menor C*, maior ¢é a energia
mecanica especifica da particula em seu movimento em . Para valores altos de C*, o
quadrado da velocidade da particula no sistema sinddico sera nao negativo desde que a
particula esteja a grande distdncia do centro de massa B(xg, Vg, 2g) do sistema em

comparagao a sua distancia ao primario I e ao primario II, ou se a particula estiver muito
proxima dos primarios, isto é, para ||7*]| = /x*2 +y*2 > 0, =/ (x* + )2 +y*2e
17 = Va2 + y*2 > 0, = /[x* — (1 — w)]? + y*? ou se g, ou g, forem pequenos.

Assumindo que a particula de prova esteja a grande distancia de B(xg,Yg, Zg), a

Equagao 2.52 admite ser escrita como:

X2+ yt=x*2+y*? +e(xt,y*) — C, (2.67)
em que:
1 —
e(x*,y") =2 ( ay £>, (2.68)
01 Q2

¢ um pequeno parametro se sao verificadas as condi¢des de desigualdade acima
apresentadas (MCCUSKEY, 1963). Em particular, considerando-se curvas de

velocidade zero (||#*||* = 0), a Equagio 2.67 passa a ser:
Xty =C"—e(xt,yY), (2.69)

que ¢ aproximadamente a equacdo de uma circunferéncia de raio /C* — e(x*,y*)
(MOLTON, 1960). Tal curva, que ¢ uma curva de Hill, ¢ o limite de uma regido oval
que contém ambos os primarios. Nesta configuragdo cinética sinddica, a particula de
prova sé pode mover-se espontaneamente a distancia dos primarios. Sua aproximacao

aos primarios € cineticamente proibida espontaneamente, a menos que se faga uso de
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propulsdo, no caso de um veiculo espacial. Em contrapartida, para um alto valor de C* e
considerando-se a configuracdo geométrica em que a particula estd muito proxima do
primario I (g, pequeno), os termos da Integral de Jacobi associados ao pseudo potencial
centrifugo e ao potencial gravitacional do primario II tornam-se desconsideraveis. Na
condicdo de velocidade zero, esta configuragdo resulta em uma oval ao redor do
primario I e a particula ¢ necessariamente encontrada em seu interior proxima desse
primario. Analogamente, para um alto valor de C* e considerando-se a configuracdo
geométrica em que a particula estd muito proxima do priméario II (g, pequeno), os
termos da Integral de Jacobi associados ao pseudo potencial centrifugo e ao potencial
gravitacional do primario I tornam-se desconsideraveis. Verificando-se a condicdo de
velocidade zero, esta configuracdo resulta em uma oval ao redor do primario II e tem-se
que a particula de prova ¢ necessariamente encontrada em seu interior nas vizinhangas
desse primario. Mesmo que se assumam na analise acima estabelecida g; ¢ g, de
mesma ordem de grandeza, as ovais de cada primario serdo tdo maiores quanto maior
for a massa do corpo associado (PRADO, 2001; DUTT; ANILKUMAR, 2014). No
problema em estudo, dado que m; > m,, tem-se que a oval do primario I ¢ maior que a
do primario II. Desta forma, a particula de prova apresenta uma maior regido em @
circundante ao primdrio I, permitida espontaneamente a seu movimento, do que em
comparagdo com a regido circundante ao primario II. Verificadas pela particula de
prova qualquer uma das duas ultimas configuragdes geométricas apresentadas, a mesma
permanecerd proxima ao primario vizinho, mantendo-se no interior da oval
correspondente, ndo havendo espontaneidade cinética de transferéncia para a oval do
outro primario. Isto ocorre devido a existéncia de uma barreira de energia entreposta aos
primdrios. Além disso, também verifica-se a barreira de energia para a particula em
relagdo a seu escape do primario vizinho para regides mais afastadas do sistema binario
assim como tal barreira ¢ presente para uma particula inicialmente afastada do sistema
binario em relagdo a sua aproximac¢do a um de seus primarios constituintes. Tais
barreiras, no entanto, podem ser transpostas fazendo-se uso de propulsdo, por exemplo,

no caso de um veiculo espacial.

Diminuindo-se o valor de C*, as regides ovais circundantes aos primarios se expandem

a tal ponto que ||7*]|*> = 0, mesmo para g, e @, maiores e, consequentemente, atenuam-
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se as contribui¢cdes dos termos gravitacionais na Equagdo 2.69. Além disso, verifica-se a
retracdo da oval externa e o tangenciamento entre as ovais dos primarios. O ponto de
tangéncia ¢ aquele em que se verifica a minima energia (maior valor de C*) ao longo do
segmento de reta entre os primarios. Tal ponto ¢ o ponto de Lagrange L; que, devido a
sua relagdo com as ovais dos primarios, ¢ também denominado de primeiro ponto de
contato entre as mesmas (SZEBEHELY, 1967). Deve-se observar ainda que, sendo L; a
primeira intersec¢do entre as ovais, que tem seus limites na forma de curvas de Hill,
uma particula ao migrar de uma oval de um primadrio para outra alcangara este ponto de
equilibrio com velocidade sinddica nula. Além disso, ao estar sobre este ponto, a
particula passara a ter aceleragdo efetiva também nula (SZEBEHELY, 1967; PRADO,
2001).

Prosseguindo-se com a redugdo de C*, verifica-se o tangenciamento da oval externa dos
primarios com as ovais dos primarios I e II. Os pontos de tangenciamento correspondem
aos pontos de equilibrio L,, entre a oval externa ¢ a oval do primario Il e L3, entre a
oval externa e a oval do primario I. Logo, L, e L; também sdo primeiros pontos de
contato (e pontos de libragdo), mas ndo para o mesmo valor de C*. De fato, C*, >
C*L,, 0 que implica que pode ocorrer a libragdo de uma particula de prova entre a oval
do primario II e o exterior do sistema binario mais facilmente em termos de energia
(energia menor) do que para o primario I e o exterior. Isto se deve ao fato de que, dado
que o primario I ¢ menos massivo em comparagdo ao primario I, a particula de prova
estd sujeita a atragdo gravitacional menos intensa aquele primario pelo critério de
massa. Em termos praticos, um veiculo espacial pode se aproximar ou deixar o sistema
bindrio mais facilmente, em termos de energia, por L, do que por L3 (SZEBEHELY,

1967).

Valores ainda menores de C* implicam no fato de a energia mecanica total especifica da
particula de prova, no referencial sinddico, assumir valores mais elevados.
Consequentemente, o movimento espontaneo da mesma se estende por uma regido no
plano @ muito maior. As ovais dos primarios se conectam entre si € com a oval externa
ndo mais apenas pelos pontos de equilibrio L, L, e L3, respectivamente. Isto significa

que a libragdo entre tais ovais é menos custosa cineticamente. Contudo, quando C*
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assume valores proximos ou iguais a C*;, = C*;_, surgem novas regides de restri¢do ao

movimento da particula de prova, desta vez associadas aos pontos de equilibrio L, € Ls

(SZEBEHELY, 1967).

2.9 Forma e Distribuicdo de Massa dos Primarios

Assume-se que os primdrios t€ém massas finitas. O primario I, de massa m,, por
hipétese de modelo, ¢ mais massivo e apresenta forma aproximadamente esférica. O
primario II, de massa m,, apresenta formato irregular. A forma irregular do primario II

¢ explicada, em boa medida, pelo fato de m, < m,, como apresentado anteriormente.

Figura 2.4: Representacdo artistica de um sistema binario de asteroides.

AZ=EZ
N

Fonte: Producdo do Autor’.

’As ilustragdes de asteroides presentes na Figura 2.4, Figura 2.5 e na Figura 2.6 foram extraidas de:
http://photobucket.com/gifs/spinning%?20asteroid%?20transparent%?20animated%20gif%20rock

https://www.generation-nt.com/terre-quasi-satellite-asteroide-actualite- 1930094 .html
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Por se tratarem de corpos extensos, isto €, providos de estrutura interna, denota-se por
By, o centro de massa do primario I e, analogamente, por By, o centro de massa do
priméario II. Observa-se ainda que seus respectivos centros de massa estdo localizados
no interior do espago ocupado por cada um dos primérios, como representado na Figura
2.4. Na figura, W, denota a velocidade angular associada ao movimento orbital dos
primarios em torno de B(xg, Vg, zg) no referencial sideral Sg. Além disso, os primarios
possuem rotacdo em torno de seus respectivos centros de massa. Devido ao formato
esférico do primario I, sua rotagdo ndo introduz aspectos relevantes a este estudo.
Quanto ao primdrio II, devido sua forma assimétrica, deve-se considerar sua rotagao.
Para parametrizagdo angular da rotagdo deste primdrio, consideram-se o sistema de
referéncia local S;: Bp,X;y;2;, que € ndo inercial transladante e que ndo acompanha a
rotacdo do primario II e o sistema de referéncia do corpo do primario II
Sp2: Bp2Xp2Yp2Zp2, que € ndo inercial girante € que por ser fixo ao corpo deste primario,
acompanha-lhe o movimento de rotagdo. Observa-se que os referenciais S, € Sy, t€m
origem comum em By, € que By,,z; = By, 2, a todo instante, como mostrado na Figura
2.4. Esta congruéncia se sobrepde, convenientemente, ao eixo de maior momento de
inércia do primadrio II, que € o proprio eixo de rotacdo do mesmo. O primario II possui

velocidade angular de rotagdo Wy, que é assumida constante no tempo.

O primario I, devido apresentar forma esférica, por hipdtese, e assumindo-se que seja
homogéneo e isotropico em sua estrutura interna, admite ser correspondido a um ponto
de massa, denotado por P;, que € coincidente com o centro de massa Bj; deste corpo.
Este modelo para o primério I ¢ resultado do Principio da Correspondéncia de Campo
Potencial Gravitacional estabelecido entre o campo potencial gravitacional de um corpo
com distribui¢do radial e simétrica de massa e o campo potencial gravitacional de uma
particula. Neste estudo ndo sdo considerados termos de harmoénicos esféricos para

expressar-se, matematicamente, o campo potencial gravitacional do primario I.
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Figura 2.5: Representagdo artistica do Primario Il em (a) seu equivalente pelo Modelo de Dipolo
de Massa em Rotacao em (b).

zZ = sz Iz’ — Zp.,

>V,

X

Xp; xp2

(a) (b)

Fonte: Produ¢ao do Autor.

Devido a forma irregular e alongada do primério II, este ndo admite ser correspondido a
uma particula (ponto de massa) que coincida com seu centro de massa, mesmo que se
considere que este corpo seja, em sua estrutura interna, homogéneo e isotropico. Por
esta razdo, adota-se o modelo de dipolo de massa em rotacdo, em que um corpo
desprovido de qualquer simetria e que, em particular, tenha sua massa aproximadamente
distribuida ao longo de um eixo caracteristico do corpo, pode ser modelado como dois

pontos de massa, a denotar, P,; e P,,, de massas m,, € m,,, respectivamente, tal que:

myq + Mypy = My, (270)

como mostra a Figura 2.5. Neste modelo aproxima-se o campo potencial gravitacional
de um corpo irregular e alongado com rotacdo em torno do eixo perpendicular a sua
elongacdo (eixo de momento de inércia dominante) ao campo potencial gravitacional de
um par de pontos de massa vinculadas entre si por uma haste ideal (rigida e sem massa),

com rotacdo em torno de um eixo perpendicular a ela. O comprimento desta haste ¢ a
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distancia caracteristica entre os dois pontos de massa, isto €, trata-se do comprimento do

asteroide a ser considerado, que ¢ assumido constante no tempo.

Ao se considerar a dimensdo, forma e distribuicdo de massa dos primarios, passa-se a
considerar o Problema Restrito de Trés Corpos Completo (PRTCCp). De fato, o
problema j& admite ser tomado como completo quando a distribui¢do de massa e a

dimensao de pelo menos um dos primarios sao consideradas.

2.10 Ressonancia Spin-6rbita no PRTCCp

Em Mecanica Celeste, define-se estrutura ressonante o sistema dinamico constituido por
um corpo perturbador e por um corpo perturbado. O corpo perturbado sofre a influéncia
de uma forca externa periddica que pode ser de origem gravitacional ou de maré devidas
ao corpo perturbador. Neste sentido, ressonancia ¢ a comensurabilidade entre duas ou
mais frequéncias associadas aos modos dindmicos da estrutura ressonante (ROIG,

2006). O sistema binario em consideragdo compde uma estrutura ressonante.

Neste estudo, considera-se a ressonancia associada a comensurabilidade do movimento
orbital (modo dindmico de translacdo) e do movimento de rotacdo (modo dindmico de
rotagdo) sobre o primario II, assumido como corpo perturbado, pelo primario I que ¢ seu
corpo perturbador. A tal ressonancia denomina-se ressonancia spin-Orbita. Ela surge
devido a distribuicdo assimétrica de massa de um corpo com movimento de rotagdao
(spin) em torno de outro corpo ou do centro de massa do sistema. Em decorréncia da
assimetria de massa e a sua rotac¢do, o corpo perturbado exibe variagcdes periddicas de
seu campo potencial gravitacional que se acoplam ao seu movimento orbital. O campo
potencial gravitacional oscilante periodicamente em relagdo ao corpo perturbador leva a
aplicacdo, por parte deste corpo, de forcas de maré sobre o corpo perturbado. Tais
forcas sdo responsaveis pela transferéncia de energia de rotagdo do corpo perturbado,
associada a seu momentum angular de spin e, desta forma, a seu modo dindmico de
rotacdo, para seu modo dindmico de translacdo, alterando-lhe a energia e,

consequentemente, o momentum angular orbital (ROIG, 2006). Este processo se da em
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regime transiente até que seja alcancgada pelo corpo perturbado a comensurabilidade de

frequéncias entre seus modos dinamicos.

Figura 2.6: Representacdo artistica de um sistema binario de asteroides com primario Il em
ressonancia spin-orbita.

Fonte: Produ¢édo do Autor.

Observando-se a Figura 2.6 e, como denotado anteriormente, se Wp ¢ a velocidade
angular do modo dindmico de translagdo (orbital) dos primarios em relacdo a
B(xp,yp,zg) no referencial sideral Sp, e se Wy, ¢ a velocidade angular do modo
dindmico de rotagdo (spin) do primario II em relagdo a seu centro de massa B,),, entdo,

pela condigdo de ressonancia spin-Orbita, segue que:

Wpy = W, (2.71)
Como ||Wp || = n, em que n ¢ o movimento médio dos primarios em Sz, ¢ imediato que:
[z | = [[w, ]| = . (2.72)
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Desta forma, para o primario II existe comensurabilidade 1 : 1 entre as frequéncias de

movimento orbital e de rotacao devido a ressonancia spin-orbita.
2.11 Efeito da Presséo da Radiacéo Solar

Um corpo que se apresenta iluminado pelo Sol, em sua trajetéoria em determinado
sistema gravitacional, estara sujeito a aceleragao induzida pela pressdo da radiagdo solar
(MONTEBRUCK; GILL, 2000; BEUTLER, 2005; MASSAGO, 2016). A aceleracao
decorrente da pressdo devida a radiacdo solar sobre um corpo ¢ causada pela
transferéncia da quantidade de momentum linear dos fotons solares para a sua superficie
externa irradiada. A quantidade de momentum linear associada a cada foton depende da
energia do proprio foton e, portanto, a intensidade da forca aplicada pelo Sol sobre o
corpo depende da energia irradiada pelo Sol. Desta forma, tal forca serd tdo mais

significativa quanto maior a proximidade do corpo ao Sol (KUGA et al., 2011).

A aceleragdo induzida pela pressao da radiacdo solar sobre um corpo, no referencial

sideral, pode ser expressa como:
A R\ -
Gy = C;—P, (—0) D, (2.73)

em que C, ¢ o coeficiente de reflexdo e depende da refletividade da superficie do corpo
iluminada pelo Sol, C, € [1,2]: 1 denota absorgao total da energia irradiada pelo Sol e 2
denota reflexao total dessa energia pela superficie do corpo iluminada. Recorda-se que
quanto mais escura for esta superficie, maior serd a absor¢cdo da radiagcdo solar e,
consequentemente, menor sua refletividade. Dada uma absorcdo maior da radiagdo
solar, mais significativa sera a transferéncia de momentum linear dos fotons para o
corpo. O valor de C, adotado neste estudo ¢ apresentado no Capitulo 3. Denota-se por P

a pressdo da radiagdo solar na orbita terrestre (a 1 au), aproximadamente constante, de

valor 4,55 - 107 N/m?. O termo R, ¢ a distAncia média Terra-Sol (1 au) e D = ||5|| =

JIx(@) — x5(0)]2 + [y(t) — ys(t)]? é a distancia instantinea do corpo ao Sol, sendo

x(t) e y(t) as coordenadas siderais do corpo e xs(t) e ys(t) as coordenadas siderais do
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Sol, com D=

|l

. Assume-se, por hipdtese, que o movimento aparente do Sol em

relagdo ao baricentro B do sistema binario se d4 no mesmo plano de movimento dos

primarios desse sistema. O termo A denota a area do corpo exposta a luminosidade
, . A, . <
solar e m ¢ a massa desse corpo. Desta forma, a quantidade —¢ denominada razao area-

massa do corpo. A oOrbita de um corpo cuja razdo area-massa ¢ muito grande pode sofrer
perturbagdes significativas devido a forca de pressdo da radiagao solar (KUGA et al.,
2011).

Figura 2.7: Movimento aparente do Sol em relagdo ao baricentro do sistema binario.

=
> =

Trajetoria aparente

do Sol em relacioa B

- X

Fonte: Produgao do Autor.

Na Figura 2.7 apresenta-se o movimento aparente do Sol em relagdo ao baricentro B do
sistema binario. Denota-se por 7 o vetor posi¢do de um corpo em relagdo ao baricentro
B, no referencial sideral, que interage gravitacionalmente com os primarios do sistema
(nas interacdes gravitacionais, em relacdo aos primdrios, este corpo admite ser

representado como particula de prova P). A quantidade § representa o vetor posi¢io
relativo do Sol a B e D é o vetor posi¢ao do corpo relativamente ao Sol, ambos no
referencial sideral. Dado que ||7]] < ||5 || a todo instante de tempo t, segue que S = -D

se, em somente se, ||S|| = ||5|| ese §=—D, em que § e D sdo os vetores unitarios
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associados a § e a D, respectivamente. Das relagdes geométricas acima apresentadas e a

partir da Equagdo 2.73, vem que:

IR

a

)= GoR, (&) (-$) (2.74)

D

Seja vg a anomalia verdadeira do baricentro B do sistema binario em relagdo ao Sol.
Nota-se que vs admite ser também entendida como a anomalia verdadeira aparente do
Sol em relagdo a B. Por meio de vs pode-se escrever que § = cos Vgl + sinvgj, no
referencial sideral. Dado que em relacdo o Sol o sistema binario admite ser representado
como um ponto de massa coincidente com seu baricentro B, a interagdo gravitacional
entre este sistema e o Sol, no referencial sideral, pelo modelo do Problema Restrito de

Dois Corpos resulta em:

as(l - esz)

s =51 = 137 Cosvs
N

(2.75)

em que ag € o semi-eixo maior da oOrbita heliocéntrica de B, no referencial sideral, e e;
é sua excentricidade. E imediato que x5(t) = s(vs)cosvs e ys(t) = s(vs)sinvs. Em
particular, se a orbita do baricentro B do sistema bindrio em torno do Sol apresenta
es = 0, pode-se aproximar a Orbita aparente do Sol em relagdo a B para uma Orbita
circular. Seja ng o movimento médio do baricentro B do sistema bindrio em relagdo ao
Sol. Nota-se que ng admite ser também entendido como o movimento médio aparente
do Sol em relagdo a B, de tal modo que vg = ngt, como ilustra a Figura 2.7. Por meio
de ng pode-se escrever que § = cos(ngt)l + sin(ngt)j. Além disso, pode-se considerar,
por aproximacdo, que s(vs) = ay para todo vg € [0,2m[. Logo, denotando-se a
aceleracdo sobre o corpo devido a pressdo da radiagdo solar, de forma

dimensionalizada, por &, = —- @, tem-se:
adimensionalizada, por a, = nZl ap, lem-se:

, %CT%R*(%)Z Ns No . . (Ms N (2.76)
P EO 6T e —p@r ) ()]

>
a
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em que, como apresentado anteriormente, n ¢ o movimento médio dos primarios em

y e A . . y . X .
torno de B, [ ¢ a distancia entre os primarios, 7= e %= 1. Observa-se ainda que

X a n a . n . n .
B = Tscos (75 t*) e ? =7, = Tssm (75 t*). Verifica-se que ngt = ft* pois

t* = nt, como definido anteriormente.

A justificativa para se considerar o efeito da pressdo da radiacdo solar neste estudo ¢ o
fato de que, a depender da posicao instantanea do corpo (veiculo espacial) em relagdo a
seu centro de movimento orbital (como, por exemplo, o centro de massa do primario
assimétrico) tal efeito tende a empurra-lo contra este primario do sistema, fazendo com

que o corpo colida com o asteroide.
2.12 Determinacdo das Condicdes Iniciais ao Movimento da Particula de Prova

Para que se determine o movimento da particula de prova sujeita ao campo potencial
gravitacional devido ao sistema binario em estudo, ¢ necessario conhecer as condi¢des
iniciais de posi¢ao e velocidade da particula relativamente a dado referencial, escolhido

convenientemente.

Considere o referencial S;: By,x;y;2;, com origem no centro de massa B, do primario
I, tratado como dipolo de massa em ressonancia spin-6rbita com o primario I, como
mostrado na Figura 2.6. As condic¢des cinematicas iniciais de movimento da particula de
prova sdo determinadas considerando-se que, por hipdtese, no instante inicial ¢y, a
particula interage gravitacionalmente apenas com o primdrio II, assumido como ponto
de massa coincidente com seu centro de massa B,),. Desta forma, ao se desconsiderar a
influéncia gravitacional do primario I, bem como os efeitos de perturbacao decorrentes
da forma do primario II e, portanto, do dipolo, pode-se considerar, no instante
mencionado, que o par primario II — particula compde um subsistema gravitacional de
dois corpos e, consequentemente, 0 movimento da particula de prova em torno de B,,; €
kepleriano. Tais consideragdes sobre o sistema fisico em estudo sdo tomadas de modo a
ser admitida a existéncia de uma oOrbita osculadora inicial para a particula de prova em

to em torno de By, isto €, uma Orbita que, no referido instante, tangencia a Orbita real
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da particula de prova, em determinado ponto, ao redor do dipolo. Os elementos orbitais
osculadores permitem, desta forma, a descri¢gdo da orbita que seria desenvolvida pela
particula de prova em torno de B, se ndo existissem a agdo gravitacional do primario I

e as perturbagdes gravitacionais de forma do primario II.

Sejam ay, ey, iy, Oy, Wy 0s elementos orbitais da oérbita kepleriana osculadora inicial,
em ty, da particula de prova em torno de B,,, sendo a, seu semi-¢ixo maior orbital, e,
sua excentricidade orbital, iy a inclinagdo do plano orbital da particula de prova com
relagdo ao plano de referéncia definido por By,x;y;, 0, a longitude do nodo ascendente
orbital, medida a partir da dire¢do de referéncia definida por By,x; € w, 0 argumento do

pericentro orbital, medido a partir da linha nodal osculadora.

Considere o referencial perifocal Sy: By,x,Y,Z,, com origem também em B, de tal
modo que By, x,Y, define o plano orbital osculador da particula de prova. Sejam, neste
referencial Xp0, Ypo> Zpo> Xpo> Ypo € Zpo as condigdes cinematicas iniciais de posi¢do e
velocidade da particula de prova. Para a passagem destas condi¢gdes ao referencial S;
empreende-se, entdo, a seguinte transformagdo de coordenadas por meio de trés

rotagdes sucessivas, como se segue (KUGA et al., 2012):

X10 Xpo

{3’10] =T(0y, iy wy) {ypo}, (2.77)
Z10 Zpo

X10 Xpo

{ylol = T (0, ip, wo) { Ypo (s (2.78)
ZlO ZpO

em que J' (0, iy, wg) ¢ a matriz de transformagao de coordenadas de S,, para Sy :

T (Bg, ig, W) = N3(—0g) Ny (—ip)IN3(—wy), (2.79)
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com:

cos®, —sin®, 0
9?3(—@0) = [Sin@O COS@O 0 ) (280)
0 0 1
1 0 0
N, (—ip) = [0 cosi —siniO], (2.81)
0 sinip cosiy
coswy —Sinw, 0
N (—wgy) = [sinwo coswy O]. (2.82)
0 0 1

Em particular, considera-se que a oOrbita osculadora inicial da particula de prova, da

condicdo de coplanaridade dos trés corpos do sistema, apresentada nas secdes

precedentes, possui ig =0 (6rbita direta) ou iy =m (6rbita retrograda). Como

consequéncia imediata, ndo € possivel determinar a linha nodal osculadora e, desta

forma, tem-se que ©, ¢ indefinido. Para contornar tal singularidade, por convengao,

considera-se uma linha nodal osculadora coincidente com a dire¢do definida por By, x,,

0 que permite, assim, admitir ©, = 0. Além disso, neste estudo, por conveniéncia,

impde-se a oOrbita osculadora que a linha das apses osculadora coincide com a linha

nodal osculadora. E imediato, entdo, constatar que wy = 0.

No referencial perifocal, do Problema Restrito de Dois Corpos e considerando-se

coplanaridade da particula de prova com os primarios, tem-se que (KUGA et al., 2012):

Xpo = o(cosug — ep), (2.83)

Ypo = Aoy 1 — eg2sinuy, (2.84)

Zyo = 0, (2.85)
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ag

Xpo = —MNg— Sinu, (2.86)
To
ay”
Ypo = Mg — 1 — ep?cosuy, (2.87)
0
2o =0, (2.88)

onde n, ¢ o movimento médio orbital osculador da particula, u, ¢ a anomalia excéntrica
osculadora, medida a partir da linha das apses osculadora e 1y, € a distancia da particula

de prova ao centro de massa do dipolo em t,. E sabido que:

ap(1— eg)

\ (2.89)
1 + egcosv

r(vo) =79 =

em que Vv, ¢ a anomalia verdadeira da particula em t,. Tal quantidade ¢ medida a partir
de Bp,xp. No instante considerado, supde-se que a particula esteja sobre a diregdo
definida por B,,xp, 0 que permite assumir que Vo = 0 e, consequentemente, tem-se

que:
T'O = ao(l - eo). (290)

que ¢ o raio do pericentro da oOrbita da particula. Pode-se relacionar a anomalia

verdadeira da particula de prova com sua anomalia excéntrica por meio da equagao:

tan (E) = 1~ ¢ tan (E) (2.91)
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Para vo = 0 e, como dito acima, sabendo-se que a anomalia excéntrica ¢ medida

também a partir de By, x,, tem-se que u, = 0, qualquer que seja ey. Logo:

Xpo = ao(1 — ep), (2.92)
Ypo =0, (2.93)
Xp0 =0, (2.94)

. Qo
Ypo = Ny V1—ep? (2.95)

1—e

Recorda-se, ainda que, em decorréncia dos valores de inclinagdo do plano orbital
osculador considerados, tem-se que z;0 = zpo = 0 € Z;0 = Zpo = 0, tanto para Orbitas

diretas quanto para orbitas retrogradas. Entdo, para uma orbita direta:

{22} - [(1) 2] {;Zg} (2.96)

i0=0

gﬁﬂ}iozo - [(1) (1)] {;22} (2.97)

E, para uma orbita retrograda:

0 A F [ B

(.-
Yio ig=m 0

I
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Por conveniéncia, pode-se passar as condi¢des iniciais cinematicas

da particula de prova

para o referencial sideral Sz. Recorda-se que o referencial S; ¢ nado inercial, pois por

estar fixo ao centro de massa do primario II, acompanha-lhe em seu movimento orbital.

No entanto, a todo instante, verifica-se que Bx || Bp,x;. Desta forma, por transformagao

de coordenadas mediante translacdo, tem-se que:

Xo = X(t)¢=¢, = bcos(nt) ¢, + X1,

Yo = Y(t)¢=t, = bsin(nt) =, + Y10,

).CO = x(t)t=t0 - _anin(nt)t=to + X'lo,

Yo = Y()¢=¢, = nbcos(nt)=¢, + Yio-

Considerando as quantidades &, = %,no = 3%,5'0 = %, Mo ="
X0 = %’, Vi = % e nty = t,, vem que:

$o = (1 —pcos(tg) + Xy,

no = (1 — psin(ts) + Fo,

o = —(1 — wWsin(ty) + %o,

o = (1 — wcos(ty) + Jo-
Analogamente, fazendo-se X, = x—?o, VYpo = %, fcpo = %, f/po =
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(2.101)
(2.102)

(2.103)

(2.104)
(2.105)
(2.106)

(2.107)

Ypo .
%, e definindo-se:



dy =T (2.108)
tem-se que:

Xpo = Ao(1— e), (2.109)

Ypo =0, (2.110)

Xpo =0, (2.111)

. ng a
Yo = ———1/1—¢g?, (2.112)

nl-e

Deve-se notar que, na Equacdo 2.109, X,, € o proprio raio do pericentro orbital

adimensionalizado da particula de prova em relagdo ao primario representado como

dipolo. Segue que:

fzo} 1 o {ipo}
~ = S 0 2.113
{yZO ip=0 [0 1] Ypo ( )

%10 10 {fpo}
. = o 2.114
{)’lo}- -0 [0 1] Ypo ( )
5510} _ 1 0 {fpo}
{)710 I _1] Foo’ (2.115)
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9;510 t 0 fpo
{ilo}i():”_[o —1]{%0}' (2.116)

Considerando-se a Terceira Lei de Kepler para a particula de prova em sua orbita

osculadora, vem que:
gmz = nozaog. (2117)

Recordando-se, ainda, a Equagao 2.40, obtém-se que:

Mo U
—= | 2.11
n dy? 2.118)
Consequentemente:
2 U 1+ eO)
— ) 2.119
Yoo = 1G] (1 “ e (119)

Na equagdo 2.119 a quantidade f/po denota a velocidade adimensional da particula de
prova no pericentro orbital ao redor do dipolo. Assim, a partir das Equagdes 2.104 a
2.119, apresentam-se, em particular, as condi¢des iniciais para o movimento da
particula de prova no pericentro orbital ao redor do dipolo e expressas no referencial

sideral, para o instante inicial t;. No caso de orbita direta, tem-se:

$o = (1 — p)cos(tp) + ao(1 — ep), (2.120)
Mo = (1 — wsin(ty), (2.121)
& = —(1 — wsin(ty), (2.122)
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o = (1 — w)cos(ty) + 5%(1 i Zg) (2.123)
e, no caso de orbita retrograda, tem-se:
o= (1 —pcos(ty) +dy(1— ep), (2.124)
no = (1 — wsin(ty), (2.125)
& = —(1 — wsin(ty), (2.126)
. p(l+eg
o = (1 — pcos(t) — a_0(1 — e()). (2.127)

Assumindo-se t; = 0 (sistema fisico causal), para orbita osculadora inicial direta e

considerando-se seu pericentro, segue que:

So=1—p+ay(1— ep), (2.128)
Mo =0, (2.129)
& =0, (2.130)

. p(1+ 90)
=1- — , 2.131
7]0 ‘u + do (1 - eO ( )
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e, para orbita osculadora inicial retrégrada e considerando-se seu pericentro, tem-se:

So=1—pu+ay(1— ep),
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(2.133)

(2.134)

(2.135)
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3 MODELO FiSICO DO ESTUDO
3.1 Aspectos Geométricos do Modelo

Neste capitulo, empreende-se a constru¢cdo do modelo fisico de um sistema bindrio de
asteroides em que o primario I, mais massivo, ¢ assumido com forma esférica e o
primario II, considerado de formato alongado e com distribui¢do assimétrica de massa ¢
representado mediante modelo de dipolo de massa em rotagdo. O sistema ¢ considerado
em ressondncia spin-orbita. Por meio deste modelo analitico, estabelecem-se as
equacdes de governo do movimento de uma particula de prova em relagdo ao centro de
massa (baricentro) do sistema bindrio. Neste capitulo recorre-se a descrigao fisica e

matematica realizada no Capitulo 2 para o PRTCC.

Figura 3.1: Representagdo dos pontos de massa constituintes do sistema binario considerando-se
configuragdo de ressonancia spin-orbita para o dipolo.

L ANZ=Z
Wo A

s

Fonte: Produ¢do do Autor.
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Como visto no Capitulo 2, o primario I admite ser correspondido a um ponto de massa,
denotado por P; = Bp;, em que By, € o centro de massa deste corpo. O dipolo €
composto por dois pontos de massa (polos), P,; € P,,, de massas m,; € my,,
respectivamente, tal que a soma das massas dos polos resulta na massa total do priméario
II. O centro de massa do dipolo, B, € ponto virtual, isto €, ndo concentra massa. Da
Figura 3.1 pode-se verificar que, como consequéncia da configuracdo de ressonancia
spin-Orbita sobre o primario II, os pontos de massa P;, P,; ¢ P,, permanecem alinhados
ao baricentro B do sistema binario. A dire¢do de alinhamento é convenientemente
escolhida para a definigdo do referencial sinddico Sz que apresenta rotagdo uniforme de
intensidade n (movimento médio orbital dos primarios) em relagdo ao referencial
sideral S no plano @ de movimento dos primarios. A particula de prova é representada

por P. A massa total do sistema binario ¢ dada por:

M = mq + myq + msy,, (31)

em que m, ¢ a massa do primario L.

Os raios das trajetérias dos centros de massa dos primérios I e II sdo dados,

respectivamente, por:

a = d(Bpy,B) = d(B, Bp1), (3.2)

b = d(B,,, B) = d(B, B,,). 3.3)

Dado que m; > m,, por hipétese, segue que a < b. Define-se:

| =d(By;,B) +d(B,;,B) =a+b, (3.4)
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0 pardmetro geométrico caracteristico do sistema, isto €, a distancia entre os centros de
massa dos primarios. Uma vez que a particula de prova (terceiro corpo) nao induz
aceleracdo gravitacional sobre os primarios € que as 6rbitas dos primarios em torno de
seu baricentro B sdo circunferéncias, a quantidade [ ¢ invariante no tempo. A velocidade
angular do modo dindmico de translagdo de B,; € de B, (movimento medio dos
primérios) ¢ denotada por W, e sua intensidade ¢ definida como ||Wp|| = n. Considera-
se que o primario II apresenta movimento de rota¢do no plano @, em torno de seu
centro de massa B,,. Como visto no Capitulo 2, para parametrizagdo angular da rotagao
do primario II, consideram-se o sistema de referéncia local S;: B,,x;y,2;, 0 qual € ndo
inercial transladante e que ndo acompanha a rotacdo do primario II e o sistema de
referéncia do corpo do primario Il Spz: BpaXp2Yp2Zp2, 0 qual € ndo inercial por rotagdo
e que por ser fixo ao corpo deste primdrio acompanha-lhe o movimento de rotagdo.
Observa-se que os referenciais S, ¢ S, t€m origem comum em By, € que Bz =
Bp22p2, a todo instante, o qual € o eixo de maior momento de in¢rcia do primario II e
eixo de rotacdo do mesmo, como pode ser visto na Figura 3.1. O primario II possui

velocidade angular Wy, de norma métrica euclidiana constante no tempo.

Sejam d; e d; as distancias de Py € Py, a Bp,, respectivamente:

dy = d(P1,Bp;) = d(Byz P21), (3.5)
e
d, = d(Py2,Byz) = d(Bpa, Pra)- (3.6)
Define-se, entdo, que:
d = d(Pyq, Pyy) = d(Pyy, Pyy) = di + d,. (3.7)
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A quantidade d ¢ referida como o parametro geométrico caracteristico do dipolo de

massa, isto €, seu comprimento, que ¢ assumido constante no tempo.

Figura 3.2: Representagc@o dos pardmetros geométricos caracteristicos do sistema.

«P

Fonte: Produ¢ao do Autor.

Como os pontos de massa P; = By, P,y € P,; se mostram permanentemente alinhados
sobre o eixo das abscissas sinodicas, as trajetorias de Py, P,; € P,, sdo circunferéncias

conceéntricas a B e, respectivamente, de raios:

d(B,P;) = a, (3.8)
d(B,P,;) =b—d,, (3.9
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A Figura 3.2 ilustra o arranjo geométrico do sistema em estudo.

3.2 Equacdes de Movimento da Particula de Prova no Referencial Sideral

Considere a particula de prova (terceiro corpo), representada por P, de massa m3 <K m,
e m3 <K m, cujo movimento estd, por hipotese, restrito ao plano @ de movimento dos
primarios. Para descrever o movimento desta particula no plano @ em relagdo ao
referencial sideral Sy ¢ necessario levar em consideragdo a forga resultante sobre a
mesma, que € a causa de seu movimento. Admitindo-se que o problema em estudo ¢
conservativo, isto ¢, que todas as forgas que regem os movimentos dos primarios e da
particula sdo associadas a potenciais e, que, em particular, estes potenciais sdo devidos
as massas dos corpos do sistema, isto €, sdo potenciais gravitacionais, pode-se definir o
potencial gravitacional de cada primdario do sistema, com os quais a particula P interage.

Seja U (||17, ) o potencial gravitacional do primario I. Tem-se que:

S my 3.11
U (7DD = G =, G-11)
174l
sendo G a constante da gravitagdo universal e ||7;|| = r; a norma métrica euclidiana do

vetor posigdo relativo da particula de prova P ao ponto de massa P; = B);.
Analogamente, considerando-se o modelo de dipolo de massa para o primario II,
assume-se que o potencial gravitacional deste primario ¢ a superposi¢do linear dos
potenciais gravitacionais dos pontos de massa (polos) P,; e P,,. Sendo

Up (17111, 117221 o potencial gravitacional do dipolo, tem-se que:

Up (172111, 172211 = Uz1 (1721 1D) + Uaz (lI7521), (3.12)

com Uy ([I17511]) € Uy, (JI7211) os potenciais gravitacionais dos pontos de massa P,; €
P,, do dipolo, respectivamente e ||7q|| =121 € ||[Tz]l =12, as normas métricas

euclidianas dos vetores posi¢do relativos da particula de prova P aos polos P,q € Py,,
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respectivamente. E importante salientar que a forma com a qual se compde o potencial
gravitacional do dipolo de massa, como feito acima, assume que os pontos de massa Py,
e P,, sdao corpos puntiformes individuais, isto ¢, mediante recorréncia ao modelo de
dipolo de massa, o primario II, que ¢ corpo extenso, passa ser representado por dois
corpos puntiformes tais que a soma das massas dos mesmos seja a massa do corpo

original. Expressando-se os potenciais gravitacionais de cada polo do dipolo, tem-se

que:
Uy (i ) = gﬁ (3.13)
c
Una (172 ll) = g”’:—”” (3.14)
Desta forma, ¢ imediato que:
Up (Il 1211 = G (”’;12211” + ”’;‘2222”). (3.15)

Nota-se que, neste modelo, devido cada polo ser um corpo, P,; € P,, ndo possuem
vinculo material entre si. No entanto, deve ressaltar que existe vinculo geométrico entre

os polos que ¢ o pardmetro geométrico d caracteristico do dipolo de massa.

Definindo-se U como o potencial gravitacional composto do sistema no referencial
sideral Sg, isto é, o potencial gravitacional decorrente da superposi¢cdo dos potenciais
gravitacionais de cada ponto de massa constituinte dos primarios, ao qual esta sujeita a

particula de prova, chega-se a:

62



U = U7 17ll 17221 = U (17D + Up (1724 L 17221 (3.16)

my mypy my;
= Q( —+ =+ — )
7l N7l 721

Figura 3.3: Representagdo dos vetores posigdo relativos da particula de prova a cada ponto de
massa constituinte do sistema.

Fonte: Produc¢édo do Autor.

Os vetores posigdo relativos 7y, 71, Ty, de P aos pontos de massa que compdem 0s
primarios sdo mostrados na Figura 3.3. Tais vetores sdo elementos de €3 c €3 ,, em
que €3 é o espaco vetorial euclidiano normado de dimensio dois com origem em B e
que define o plano @ de movimento dos primarios. Dado que estes vetores sdo de

posigdo relativa, tendo seu afixo em P(x(t),y(t)) e sua origem em

P1EBp1(X1(t)’3’1(t))a P21(X21(t):3’21(t))9 Pzz(xzz(t):}’zz(t)) , tem-se, no

referencial sideral Sz que:

7 =7 x(®),y(@), x,(8), y1 ()] = [x(®) — x, O]T + [y () — y1 (O]}, (3.17)

o1 = To1[x(£), y (), X210 (1), Y21 ()] = [x(t) — 221 O]T+ [y(®) —y21 (D]},  (3.18)
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Tay = T2 [x(6), y (), X22(£), Y22 (O] = [x(t) — 2 (O]T+ [y(t) — y22.(D]).  (3.19)

Desta forma, segue que:

3.20
170l = JIx(®) = 51 + ©) =7 OF, o0
3.21
IFonll = e (®) = 5 OF + ®) = 71 O N
(3.22)

IFzall = J[(®) = 52 (OF + [(0) = y2al O

Desta forma, pode-se reescrever o potencial composto do sistema, ao qual esta sujeita a

particula de prova, como:

U= U[x(t),y(®), x1(t), y1(£), X21(t), 21 (2), X22(£), y22 ()]

—g Y (3.23)

j=1,21,22\/[x(t) - Xj (1:)]2 + [y(t) - }’j(t)]z

Devido o movimento orbital dos primdrios ser circular e uniforme e considerando-se a
configuragdo de ressonancia spin-Orbita sobre o dipolo de massa, tem-se que as
anomalias verdadeiras de Py, P,; € P,,, a saber, v;(t), v,1(t) e v,,(t), respectivamente,

sdo tais que:

v,(t) =nt +m, (3.24)
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V1 (t) = v (8) = nt, (3.25)

como pode ser visto na Figura 3.3. Escrevendo-se as coordenadas cartesianas siderais de
P;, P,; e P,, em termos dos parametros geométricos caracterisiticos do sistema e do
dipolo de massa e em fun¢do das anomalias verdadeiras de cada ponto de massa que

compoe o sistema, tem-se que:

x,(t) = acos[v,(t)] = acos(nt + m) = —acos(nt), (3.26)
y1(t) = asin[v,(t)] = asin(nt + ©) = —asin(nt), (3.27)
x21(t) = (b — dy)cos[vy, ()] = (b — dy)cos(nt), (3.28)
Y21(t) = (b — dy)sin[v,1(t)] = (b — dy)sin(nt), (3.29)
X22(t) = (b + dy)cos[v,, ()] = (b + dy)cos(nt), (3.30)
V22(t) = (b + dy)sin[vy, ()] = (b + dy)sin(nt). (3.31)

Pelas Equagdes 3.17 a 3.19 € 3.26 a 3.31, o potencial gravitacional composto do sistema

pode ser expresso na forma:

U =Ulx(t),y(t),t]. (3.32)

Desta forma, nota-se que o potencial gravitacional composto do sistema, se
parametrizado no referencial sideral, com origem em B, depende explicitamente do

tempo e também implicitamente com o mesmo nas quantidades x(t) e y(t). Isto posto,

65



segue que, neste referencial, a equacdo de governo do movimento da particula de prova

é:

d? d?
ms l x(t)+1d 2y(t)l

d 2
= V{myU [x(t) y(), ]} .
9
{ ax(t) Ulx(®), y(0),t] + WU[X(t),y(t).t]}.

Separando-se as componentes cartesianas da Equagdo 3.33, obtém-se:

dZ
2 d
Fy(t) =50 Ulx(t), y(t), t]. (3.35)

A partir das Equacdo 3.23, tem-se que:

d
BN U[X(t), Y(t); t]

dx(t)
3 {ml [x(t) + acos(nt)] N myq[x(t) — (b — dy) cos(nt)]
17113 1724113 (3.36)
My, [x(t) — (b + d,) cos(nt)]}
+ S )
17211
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0
YN U[X(t), Y(t); t]

dy(t)
_ {ml y(® + asin(mt)]  maly(®) - (b — dy) sin(nt)]
g TAE E (337)
my,[y(t) — (b +dy) Sin(nt)]}
+ = .
||7”22||3

Logo, das Equacdes 3.34 a 3.37, chega-se a:

%x(t) _ ¢ {m1 [x(t)”%ﬁ;m(nt)] N My [x(t) ”(;921”51) cos(nt)]
myy[x(t) — (b + dy) cos(nt)] (3.38)
1752113 }'
i my [y(t) + asin(nt)] | my[y(t) — (b — dy) sin(nt)]
ac? =76 { T,
4 my,[y(t) — (b + d,) sin(nt)]} (3.39)
1752113 '

3.3 Equac0es de Movimento da Particula de Prova no Referencial Sinddico

De modo a estabelecer a analise do movimento da particula de prova P em relagdo ao
baricentro B dos sistema, independentemente da variagdo temporal explicita do
potencial gravitacional composto dos primarios, adota-se, como visto no Capitulo 2, um
novo sistema de referéncia em que o potencial gravitacional composto do sistema ndo ¢é
explicitamente dependente do tempo. Este referencial, também com origem em B, € o
referencial sinddico Sp, definido a partir da dire¢do de alinhamento dos pontos de massa

Py, P,; e P,, dos primarios.
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Sejam X(t) e y(t) as coordenadas paramétricas de posi¢ao de P, dependentes do tempo,
no referencial sinddico Sz. As relagdes de transformacgdo de coordenadas paramétricas

de Sy para Sy sdo:

x(t) = X(t) cos(nt) — y(t)sin(nt), (3.40)

y(t) = X(t) sin(nt) + y(t)cos(nt). (3.41)

Introduzindo-se a correspondéncia {(f(t),f/(t)), (x(t),y(t))} c R? & {z(t),Z(t)} c
C, definem-se os vetores posi¢do de P em Sy e em Sp, respectivamente, em relagdo a B

por:

2(t) = #(t) + i (1), (3.42)

Z(t) = x(t) + iy(t) = z(t)e™, (3.43)

emquei=+vV-—1.

Sejam, ainda, pela mesma correspondéncia, os vetores posicdo em Sp dos pontos de

massa Py, Py; € Py,

Z1() = x,(t) + iy, () = ae!™*™) = —geint, (3.44)
Zy1(t) = x31 () + iyo1 (£) = (b — dy)e™, (3.45)
Zyo () = x25(t) + iy22(8) = (b + dy)e™. (3.46)
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Segue-se entdo as normas métricas euclidianas dos vetores posi¢ao relativos de P a P;,

P,; e P,, expressas no referencial sideral:

1710l =7 = 1Z(®) = Zy (Ol = Y [x(®) = 2 (O] + [y () = y: (D], (3.47)

1721l = 721 = 1Z(8) = Zo1s (DI = VIx(8) = %21 O + [y(©) —=y22 (D], 348

1722l = 722 = 1Z(8) = Zo2 (DIl = V[x(8) = x22 (O + [y(©) =y (]2 349

Das Equacdes 3.43 a 3.49, segue que:

1Z(@®) = Z, (Ol = llz(t) + all[le™]| = ll2(8) + all, (3.50)
1Z(®) = Zo1 O = l12() = (b = dl[[e™]| = ll2(t) = (b — I, (3.51)
1Z(t) = Zoa @1l = 12(t) = (b + d)Il|[e™ | = llz(&) = (b + dI. (3.52)

pois, pela Identidade de Euler:

lle™|| = llcos(nt) + isin(nt)|l = [cos?(nt) + sin?(nt)]/2 = 1. (3.53)

Expressando-se as normas métricas euclidianas dos vetores posi¢do relativos de P a Py,

P, e P,, expressas em Sp, tem-se que:

170 = = l|lz(t) + all = V[E@®) + al? + [F(D)]3, (3.54)
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1711l = 151 = ll2(&) = (b — DIl = V[E®) — (b — dD]? + [F(D]2, (3.55)

721l = 152 = ll2(£) = (b + dy)Il = V[E(t) — (b + d)]? + [FO]% (3.56)

Observa-se que as normas métricas euclidianas dos vetores posi¢do 7y, 71 € Ty, de P
nos sistemas Sz e Sp devem, necessariamente, serem as mesmas, uma vez que tais

quantidades sdo escalares e, portanto, invariantes com o sistema de referéncia adotado.

Da Equagao 3.43, tem-se que:

2 2 2

d? _ d d _ d . d 2 int
Wz(t)—@X(t)ﬂWy(t)— Wz(t)‘“znaz(t)_" z(t)|e™, (3.57)

Recorrendo-se as Equagoes 3.38 e 3.39, obtém-se:

2

d d?
22 X0 +izzy(O

my

17113

=—G {[x(®) + acos(nt)] + i[y(t) + asin(nt)]}

+ s (1) = (b = dy)eos(nt)]

172411

+i[y(®) — (b — dy)sin(nt)]}

i (X0 = (0 + dy)eos(no)]

(3.58)

+ i[y(t) — (b + dy)sin(nt)]};.

Mas, ¢ sabido que:
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[x(t) + acos(nt)] + i[y(t) + asin(nt)] = [z(t) + a]e™ =7, (3.59)

[x(t) — (b —dy)cos(nt)] + i[y(t) — (b — dy)sin(nt)]
= [2(6) = (b — d)]e™ = 7y, (3.60)

[x(t) — (b + dy)cos(nt)] + i[y(t) — (b + dy)sin(nt)]
= [2(6) = (b + dp)]e™ = 7. (3-61)

Tao logo, pode-se escrever que:

2

dZ
T2x(O) +izy(0)

mq
g{” ) +al + sl - G -d)] 5

7 1||3
[2(6) = (b + d)lf ™.

+
I zzII3

Observa-se que a equacdo acima ¢ o vetor aceleragdo da particula de prova

parametrizado no referencial sideral. Das Equacdes 3.57 e 3.62, obtém-se que:

2

d
o —z(t) + lan—Z(t) —n?z(t) =

= 9{” sl +al+ [z(t) — (b —dy)] (3.63)

alP
T [0 — (b + 1)

I zzII3

que ¢ o vetor aceleracao da particula de prova no referencial sinddico.

Mas, da Equacdo 3.42, segue imediatamente que:
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d d
—Z(t) _—X(t)‘H_}’(t) (3.64)

Logo, vem que:

2

o —z(t) + LZniz(t) —n?z(t)

2

d
=T —X(t) — 2n—y(t) — n%%(t) (3.65)

+'d2~t+2 d”t 25(t
ldtzy() ndtx() n“y(o)|.

Entdo, vem que:

~G {7 20 + al + i 200 = (b = d)] + i [200) = 0 + do)]f

| 21|I3

II II3
{[x(@®) = (b —d)] +iy(O)}

| 21II3

= 9{” AE {x@®) +al+ iy} + 7=

1722 1°

m .~
+ 2 ([%(t) — (b + dy)] + ly(t)}} (3.66)

~6 {7 B0 + @] + T 2 — (b — )

I 21II3

+ [%(t) — (b + dy)]

| zzII3

+ifEE© +

7O+ )

I 21II3

Assim, por inspecdo, separando-se a parte real da parte imaginaria da equacao acima,
chega-se ao seguinte sistema de equagdes a derivadas ordinarias de segunda ordem nao

lineares, com coeficientes constantes e acopladas:
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2 . d . .
X(t) — 2n Ey(t) —n“x(t)

iz
- g{” i E0) +al ¢ 21”3 [%(6) = (b — dy)] .67
+ ” 22”3 [X(t) (b + dZ)]}:
2 d
10 —y() + Zn—x(t) —n?y(t)

(3.68)

= GO O O

I zzII3

As Equagoes 3.67 e 3.68 sdo as componentes escalares do vetor aceleragao da particula
de prova P no referencial sinddico. E de fundamental importancia a interpretagio fisica
de cada um dos termos das equacdes acima. O fato de o movimento da particula de
prova ser considerado, agora, no referencial sinddico, que € ndo inercial, implica que
este movimento ¢ associado a pseudo aceleragcdes que sdo consequéncia de pseudo
forcas presentes neste referencial, dado que a Primeira e a Segunda Leis da Mecanica
ndo sdo covariantes por Transformag¢do de Galileu do referencial sideral (inercial) para o
referencial sinddico. Neste sentido, de modo a se garantir uma representacao da equagdo
de movimento da particula também em referencial ndo inercial, vale-se do recurso de
compor-se 0 analogo a Segunda Lei da Mecanica neste referencial, fazendo-se
necessaria, para isto, a introdugdo de forcas ficticias, também denominadas de pseudo
forcas. Uma vez que os referenciais sideral e sinddico t€ém a mesma origem no
baricentro dos primadrios, a saber, o ponto B, e que, em particular, o movimento de
rotacdo do sistema sinddico em relagdo ao sistema sideral da-se com velocidade angular
constante, identificam-se, imediatamente, duas pseudo forgas (forgas ficticias) sobre a
particula de prova além da forca gravitacional resultante devido os primarios. Tais
forcas ficticias sdo, a saber, a forca corioliana e a for¢a centrifuga, das quais, as

aceleragdes correspondentes sdo, respectivamente, apresentadas na sequéncia:
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N d ~ = d ~ =
a(t)corioliana =2n [a y(t)l - Ex(t)]]' (3.69)

C_i(t)centrifuga =n? [f(tﬁ + y(t)ﬂ’ (3.70)

sendo T e f os vetores unitarios da base ortonormal dextrégira do referencial sinddico.
Observa-se que a pseudo aceleragdo corioliana ¢ fung¢ao das velocidades da particula de
prova no referencial sinoddico, ao passo que a pseudo aceleragdo centrifuga ¢ fungao das
coordenadas cartesianas de posi¢do da mesma neste referencial, sendo esta segunda
aceleragdo, portanto, uma aceleragdo de posicdo, tal qual a aceleragdo gravitacional.
Nao obstante, assim como se associa a aceleracdo gravitacional um potencial, do mesmo
modo, a pseudo aceleracdo centrifuga associa-se também um potencial denominado de
pseudo potencial centrifugo. Deve-se notar que as equacdes do movimento da particula
(Equagdes 3.67 e 3.68) sdo acopladas nas componentes cartesianas da aceleracdo

corioliana, tornando o sistema de equagdes acima nao separavel.
A aceleracao:

d? d? N
a(t)e— x(t)1+dt237(t)f, (3.71)

¢ denominada de aceleracdo efetiva, em alusdo a seu equivalente no sistema sideral de

referéncia e:

(1), = —g{{” T EO + 0l + s (R — (b= d)

I 21II3

+

50 - (b + a1}

I zzII3 (3.72)

m =
RETO O * i O

| 21|
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¢ a aceleracdo gravitacional composta, que ¢, como sabido, também presente na
parametrizacdo do movimento da particula de prova no referencial sideral. A
onipresenca das forgas gravitacionais deve-se ao fato de tal espécie de forca ser de
interagdo. Assim, o sistema de Equacdes 3.67 e 3.68 pode ser reescrito, de forma

compacta e na forma vetorial, como se segue:

C_i(t)e = C_i(t)corioliana + C_i(t)centrifuga + C_i(t)g- (3~73)

A Equagao 3.73 admite ser reescrita na forma:

d(t)e — A(O) coriotiana = VU[E(E), 7(1)]
d
0x(t)

. 9
Iz, y©)] + oM O[z(t), ()], (3.74)

c~l¢

em que U[%(t),7(t)] é potencial efetivo ao qual a particula de prova esta sujeita no
referencial sinoddico. Observa-se que o potencial efetivo ndo depende explicitamente do

tempo. Segue entdo que:

d? d o
O —2n—3() = O] Ulx@®), (0], (3.75)
d? d 0
7 V(O + 2 %(t) = mu[x(t),y(t)]- (3.76)

Por inspecao nas Equagdes 3.67 e 3.68, ¢ imediato que:
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FHO) Uz, 5(0)]

=n2%(t)

g{” SO +al 4 RO - 6-a)] G

| 21II3

+ 2 5(e) — (b+d2)]},

I zzII3

9]

——O1E,50)] = 270 - G

50} I + |3y(t)} 578

|3y()+

Q)

171

| 21| 1722

Das Equagdes 3.77 e 3.78, pode-se constatar que o potencial efetivo U[%(t), 7(t)]
apresenta duas componentes, a saber, o pseudo potencial centrifugo e o potencial

gravitacional composto do sistema, respectivamente dados por:

2

U[2(0), 7(0] = 2 ([EOF + 701 (.79
~ N _ my mzq M2
Tl ©.901 = ([ * [y * ) (3.80)

Tao logo, tem-se que:

U@, )] = Uc[x(t) F(O1 + Us[%(8), ()]
SEOP + O + 6 (7

m21 My, > (3.81)

70 ol ol

O sistema de Equacdes 3.67 e 3.68 possui integral conhecida. Observa-se que:

0

d d
—x(t) TS x(t) - 2n—x(t)—y(t) = ax(t) FHO)

U[x(t), (0], (3.82)
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d d d 0
50 -555(0) + 2n- 50 2(6) = = 5(0) =0 TT(0), 50)

ay(t) (3.83)
Somando-se os termos correspondentes das Equagdes 3.82 e 3.83, tem-se que:
d d? d d?
X0 77230 + 23O 550
_d. a d o (3.84)
- 5(0) 320 DIEO, 501 + 590 53205 DIEO, 50
Tomando-se a primitiva temporal da igualdade de fun¢des acima, segue que:
d
[—x(t)ﬁx(w +—3(0) dtzy(t)] dt
f O ( OE@,50) (3.55)
O3 U0, 301}

Mas, nota-se que:

d d? 1(rd ? rd ?
—x(t) x(t)+ I J’(t)_a{z{af(t)] +[55’(t)] }} (3.86)

e, além disso, vé-se que:

&~

d 9] d
3O 32 DEO, 501 + 570 5205 DIEO,5(0)] =
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Logo:

f% %{[%fc(t)]z + [dity(t)]z} dt = f%ﬁ[i(t},y(t)]dt. (3.88)

E, desta forma, segue que:

C
5 (3.89)

%{[%f(t)]z + [dty(t)] } U[x(), y(t)] -

¢, . . . . ~
em que —— ¢ uma constante de integragdo convenientemente escolhida. Entdo, pode-se

€SCrever que:

[£5@] +[L50] = 20000, 50 - (.90)

Observa-se que:

[%m)]z + [%y(t)r = B, (351)

que ¢ a norma métrica euclidiana do vetor velocidade da particula de prova P em

relacdo ao referencial sinddico Sg. Assim, verifica-se que:

Bl = 201%0), 501 - (3.92)

Ou ainda, de forma expandida:
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n? m21 My ~
13| = { {x@®1 [y(t)]}+9( ERaTINTES )}_C- (3.93)

7l Tl Tl

Tal equagdo ¢ a Integral de Jacobi e a constante de integragio € é a Constante de Jacobi,
como apresentado no Capitulo 2. Recorda-se que C ¢ uma nova integral primeira do

movimento do sistema em estudo.

Como [X(D)]? + [7(D)]? = ||7_’)(t)||2, em que ||1::(t)|| ¢ a norma métrica euclidiana do

vetor posi¢do de P em S, pode-se também expressar-se a Integral de Jacobi como:

m m ~
t — n2 t + 2 ( _)21 + _>22 ) - L,
Bl = FOI"+ 26 (R + i * o (3.94)

Como sabido, a Integral de Jacobi possui interpretacdo fisica: trata-se da equagdo que
relaciona as componentes da energia mecanica total especifica da particula de prova
considerando-se o referencial sinddico. Nota-se que a metade da Constante de Jacobi € o

inverso aditivo dessa energia especifica. Ou seja:

5 ||V(t)|| uiE®),y@®)] = (3.95)

Nlﬁl

L .2 ~
A parcela %”ﬁ(t)” ¢ a energia cinética especifica e a parcela —U[X(t),J(t)] é a

energia potencial especifica da particula de prova no referencial sinddico.

3.4 Adimensionalizacéo das Equactes de Movimento da Particula de Prova
Considerando o sistema binario e representando a interagdo gravitacional entre os

primarios como a interagdo gravitacional entre seus centros de massa By,; € By, podem-

se obter relacdes algébricas entre as escalas de massa e geométrica entre 0s primarios.
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Da igualdade entre forgas gravitacionais e centripetas sobre cada primdrio, no

referencial inercial Sg, tem-se que:

. Tumy
man® =§—p5— (3.96)
m,m
m,bn? = G ;2 1 (3.97)
Logo, tem-se que:
Gm, = al®n? (3.98)
Gm, = bl*n>. (3.99)

Somando-se os termos correspondentes das Equagdes 3.98 e 3.99, chega-se a:

G(m; + my) =n?l%(a + b). (3.100)

Mas, como sabido, m; + my, = M ea+ b = [. Logo:

n’l® = GM. (3.101)

Fazendo-se o quociente entre os membros das Equagdes 3.98 e 3.101 e das Equagdes

3.99 € 3.101, obtém-se:

m, a
M 1

’ (3.102)

80



m; b
™M T (3.103)

Analogamente, como feito entre os centros de massa dos primarios, ¢ possivel
estabelecer relagdes algébricas entre as escalas de massa e geométrica internas ao

dipolo, como se segue:

My dyn? = gmz;fznzzl (3.104)
Mypdyn? = gmzczifz"m, (3.105)
de onde obtém-se que:
Gmy, = n’d?d,, (3.106)
Gmyy = n*d*d,. (3.107)

Somando-se os termos das Equagdes 3.106 e 3.107, tem-se:

g(le + mzz) = nzdz(dl + dz) (3108)

Mas, como sabido, m,; + my, = m, e d; + d, = d. Logo:

n2d® = Gm,. (3.109)
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Fazendo-se o quociente entre os membros das Equagdes 3.107 e 2.109 e das Equagdes

3.108 e 3.109 chega-se a:

My _

m,  d’ (3.110)
(]

My _dy

m, d (3.111)

Por conveniéncia, introduz-se agora o processo de adimensionalizagdo dos parametros
massicos e geométricos caracteristicos do sistema binario e do dipolo de massa. Define-
se 0 parametro massico caracteristico do sistema binario (fator de massa do sistema

bindrio) como:

m;
M ® (3.112)
Consequentemente, tem-se que:
%ﬂ_ﬂ, (3.113)
de tal modo que:
%Jr%:l_uﬂt:l, (3.114)

82



. . A . . 1
verificando-se a unidade candnica de massa do sistema e com 0 < u < > de modo a

garantir-se que o primario representado como dipolo seja o corpo menos massivo do

sistema binario.

Das Equagdes 3.102 e 3.103, pode-se relacionar tais resultados as distancias que os

centros de massa de cada primario apresentam em relacdo ao baricentro B do sistema.
Tao logo, tem-se:
m; (3.115)
a=—I1=ul, :
M U

— ml — —
b=orl=0-wl (3.116)

A partir destes resultados pode-se definir os pardmetros geométricos caracteristicos

adimensionais das o6rbitas dos primarios, como se segue:

a (3.117)
l

b (3.118)
: .

Esta parametrizacdo € tal que a distancia adimensionalizada entre os centros de massa

dos primarios I e II seja invariavelmente igual a unidade canonica de distancia do

sistema, pois:

(3.119)

+-=pu+1—-—pu=1.
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Analogamente, define-se o parametro de massa caracteristico do dipolo de massa em

rotacao:
Ma1 _ u (3.120)
o .
Dado que:
Moy Mz _ My (3.121)
M M M’
tem-se que:
Maz _ (3.122)
M H—pu.

O parametro de massa u do sistema e o pardmetro de massa pu* do dipolo podem ser
relacionados mediante a quantidade f, denominada fator de massa do dipolo. Este fator

expressa a fracdo de y, compreendida, por escolha, pelo polo P,; do dipolo, tal que:

u=fu, (3.123)

com0<f <1
Tao logo, as Equagdes 3.120 e 3.122 podem ser reescritas como:

m 124
ma_ e (3.124)

M2 _ (1 (3.125)
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Como feito anteriormente, das Equacgdes 3.110 e 3.111, pode-se relacionar as distancias

de cada ponto de massa constituinte do dipolo aos pardmetros adimensionais de massa

caracteristicos do sistema binario e do dipolo, como se segue:

_Ma2 o
d = -d=01-1d

Destes resultados pode-se definir os pardmetros geométricos

adimensionais dos pontos de massa P,; ¢ P,, do dipolo, como se segue:

Define-se, ainda, o parametro geométrico caracteristico do dipolo como:

N-l Q.

d*

Tao logo, tem-se das Equagdes 3.128 e 3.129 que:

d,
7= (1-1)d,

85

(3.126)

(3.127)

caracteristicos

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)



d 3.132

de tal forma que a distdncia adimensionalizada entre os pontos de massa P,; ¢ P,;
constituintes do dipolo de massa em rotagcdo seja também invariavelmente igual a uma
fragao da unidade canonica de distancia do sistema, pois:

d, (3.133)

d,
T+T=(1—f)d*+fd*:d*,

tal que 0<d* <« 1, de modo a garantir-se que o comprimento do dipolo seja

significativamente menor que a escala geométrica do problema.

Uma vez feita a adimensionalizagdo dos parametros massicos e geométricos
caracteristicos do sistema binario e do dipolo, pode-se empreender a
adimensionaliza¢do das coordenadas paramétricas de posicdo siderais e sinodicas de
cada ponto de massa constituinte do sistema, e, consequentemente, obter-se as equagoes
adimensionais siderais e sinddicas do movimento da particula de prova no plano de
movimento dos primarios. No que se segue, como feito no Capitulo 2, define-se o
instante adimensional t*, que deve ser entendido como o proprio angulo de anomalia

verdadeira do centro de massa do primario II, isto é:

t* = nt. (3.134)

Sejam as coordenadas paramétricas de posi¢ao siderais adimensionais de P dadas por:

£(e") = th) (3.135)
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y(t) (3.136)

n(t*) = -

Além disso, sejam as normas métricas euclidianas adimensionais siderais dos vetores

posicdo da particula P relativos a P;, P,; € P,, dados por:

-

Al

Pr="" (3.137)
Il

P21 == (3.138)
IRl

Paz == (3.139)

Define-se o operador linear de derivacdo ordinaria temporal adimensional como:

20—t (=0
t d(ﬁ) t (3.140)
Entao, segue que:
dZ
g O =n’l— *zf( )_Taf(t )U[lf(t ), In(¢"), —] (3.141)
d? d? 1
Fy(t) = nzldt*zrl(t*) = 7 U [lf(t ), lT](t ), —] (3.142)

Logo, vem que:
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d2
e §(t") :W

v [z, e ]

af(t )
1 £ (3.143)
EHG {nzlz v [lf(t ). Ine )‘E]}’
2 1 0 t*
10 n(t) = WWU [lf(t ), In(t )'z]
(3.144)

_ %{# U [lf(t*), ln(t*),%*]}.

Dado o potencial gravitacional composto dos primarios no sistema sideral de referéncia,
Ulx(t), y(t),t], define-se o potencial gravitacional composto adimensionalizado neste

mesmo sistema como:

1
Q) 1), ] = o UT©, 0,8 = U e me ] 5 s

Entao, segue que:

QLEE) ()] = oo (T + T + T

1Zall 1172l (3.146)

Da adimensionalizagdo dos parametros massicos e geométricos caracteristicos do
sistema binario e do dipolo, bem como das coordenadas siderais paramétricas da

particula de prova, vem imediatamente que:

1-
QEE)n(E), "] =G —53 2l3

(3.147)

em que:

88



p1 = {[E") + pcos(t)]* + [n(t™) + usin(t*)]*}/?, (3.148)

p21 ={§@) — [1—p— (1 - fld]cos(t)]?
+ ") — [1 —u— (1 = f)d*]sin(t*)]?}/?, (3.149)

P2z = {[E@) — (1 — p+ fd*)cos(t)]?
+ [n(t") = (1 = p + fd)sin(t)]2}2, (3.150)

Mas, como sabido, GM = n?[?. Logo, segue que:

1-p

P1

Q[EED),n(e), 7] =

! !
ot A=ho (3.151)

Com isto, as Equacdes 3.143 e 3.144 ficam, ap6s manipulacdes algébricas elementares:

dz * 1- u * *
— ) = _{ P [E(t*) + ncos(t™)]
LB @)~ 1= - Pl eos(e)
e u cos (3.152)

1 -
+ ( ; ];)ll [E(t*) — (1 —pu+ fd*) cos(t*)]},

22

2

n(t*) = - { 3M [n(t") + psin(e)]
P1

dt**
LI ) —[1—p— Q- fd]sin(t)}
™E (3.153)
P22
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Fazendo-se, agora, a adimensionalizagdo das coordenadas paramétricas de posi¢cdo

sinddicas da particula de prova, definem-se:

epey _ X(E)
() =—7 (3.154)

A
N\

~
p—g

yr(t) === (3.155)

‘

Além disso, sejam as normas métricas euclidianas adimensionais dos vetores posi¢do da

particula P relativos a P;, P, ¢ P,, dados por:

17l

== (3.156)
Il

T21 = P21 = 7 (3.157)
R

T22 = P22 = T (3.158)

Utilizando-se o operador linear de derivacdo ordindria temporal adimensional, dado na

Equacao 3.140, tem-se que:

d ~ _ l d * (4%
g X =nl—=x*(t7), (3.159)
d ~ _ l d * [k
a)’(t) =nonY (). (3.160)
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Consequentemente, as Equacdes 3.75 e 3.76 ficam:

2 d 1 -
n2l e x*(t*) — ZnZI%y*(t*) =130 ® Ulx(t), ()]
1 0 _ (3.161)
= T Ul (), 1y ()
d? d 1 0 _
n2l e y*(t*) + 2n?l pFre x*(t*) = 1oy @) Ulx(t), ()]
1 0 _ (3.162)
= 1y Tl ),y @)
Ou ainda:
dt*zx(t)_ dt*)’@)—mm [Lx*(t7), Ly*(t")]
0 1 - (3.163)
= s G Ul €@}
dt*zy(t)+ dt*x (t)_WW [Lx* ("), ly™ ()]
9 1 _ (3.164)
= {WU[lx (), 1y" (¢ )]}.

Analogamente, dado o potencial efetivo dos primarios no referencial sinodico,
U[x(t),#(t)], define-se o potencial efetivo adimensionalizado neste mesmo sistema

como.:

91



1 1

2 (), y" ()] = 5 RO, 70 = 5 Ul (69, ly* ()], (3.165)
Entdo, vem que:
@[ (£, v ()]
1 n?
= == {lx"()]* + [ly* (t)]*}
n2i2 2 (3.166)

M |1—-u u [0
+G—==|—+f—+0—-f)—]|
g lel3 rl* f ,rz*l ( f ) rz*z

Novamente, dado que GM = n?[3, tem-se:

Qe (), 5" ()]
L (r Lok cH L q_nt @ier
=3 EOP + P+ =+ f=+ A= GO

E, além disso, pode-se escrever que:

i = {lx"(¢) + ul? + [y @O (3.168)

21 = {[x*(t*) —[-pu—-Qa-pal+ [y*(t*)]z}l/z’ (3.169)

3, = {[x* (") — (L — p+ fd)]? + [y (t)]*32 (3.170)

E, desta forma, as equagdes de movimento da particula de prova adimensionalizadas e

no referencial sinddico sdo:
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d? d

T ()~ 2y (@)
= x"(t")
1 —_
- { *311 [x*(t") + ul + %{X*(t*) —-[1-u—-QQ-pHay GI17)
n 1
1 —
+ % [x*)—(A—pu+ fd*)]},
2 d
17 yi(t*) + 2 I x*(t*)

=y(t)_ <3 +f*3+(1_f) *3]3](1:)
n 1 T2

As Equagdes 3.171 e 3.172 admitem serem reescritas de forma compacta,

respectivamente, como:

() = 2y7(t7) = Q- [x" (), y* ()], (3.173)
yrET) + 227 (@) = Q7 [x" (), ¥y ()], (3.174)
em que:
0
QF [x*(t"), y*(t*)] = 2% (t") Q [x* (), y*(t*)], (3.175)

0
0yl @),y (] = 5

) Q [x* (), y*(9)]. (3.176)

Partindo-se da Equacao 3.92, a Integral Jacobiana, ao ser adimensionalizada, resulta em:
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2 ~

1 .. _ 2 (g s ¢
alFl =25 {Tx0. 501 -3}

Mas, observa-se que:

d

Bl = [Sx0)] +[L50)| - nZF{[dt*x*a*)]z + [d‘i*y*(m]z}.

E, como ja mostrado, Q*[x*(t*), y*(t*)] = njzz U[%(t), §(t)]. Definindo-se:
1
C = W C,

em que C* ¢ a constante adimensional de Jacobi. Entdo, tem-se que:

dt* dt*

#nZZz {[ d x*(t*)]z N [ d y*(t*)r} =207 [ (¢9), y (t)] = .

Assim, a Integral Adimensional de Jacobi fica:

[dci*x*(t*)r + [di*y"(f*)r =2Q7[x* ("), y* ()] - C".
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3.5 Alteracéo de Escala do Problema

A partir das Equacdes 3.168 a 3.170, tem-se que as abscissas sinddicas

admensionalizadas dos pontos de massa P;, P,; ¢ P,, do sistema sdo:

xi =x1(W) = —4, (3.182)
x;l =x;1(.uifﬂd*) = 1_ﬂ_(1_f)d*; (3183)
X3z = X3 (, f,d") =1 —pu+ fd". (3.184)

Os parametros adimensionais y, f e d* sdo denominados parametros do modelo fisico
em estudo (parametros do sistema binario). Mediante variacdo desses parametros, em
seus respectivos intervalos de validade anteriormente apresentados, tem-se a variagao
das abscissas sinddicas dos pontos de massa Py, P,; € P,, do sistema, em particular, dos
polos P,; e P, do dipolo, que, como visto, tém suas abscissas dependentes de mais de
um parametro do sistema. Consequentemente, como apresentado no Capitulo 2, as
posi¢des sinddicas dos pontos de equilibrio do sistema dependerdo dos valores
assumidos por tais parametros. Particular interesse tem-se sobre os pontos de equilibrio
L, e L, que sdo vizinhos ao dipolo dado que a descricao da dinamica de uma particula
de prova nas vizinhangas desses pontos de equilibrio ¢ fundamental na compreensao do
movimento da mesma ao redor do dipolo em alusdo a um veiculo espacial movendo-se
proximo ao asteroide tomado como primdrio II. Contudo, das Equagdes 3.182 a 3.184,
observa-se que a adocao da escala geométrica do problema como sendo a distancia, em
unidades candnicas, entre os centros de massa dos primarios introduz variacdo nas
coordenadas dos pontos de equilibrio L; e L, do sistema, ndo apenas associada ao
parametro y, mas também em relagdo a variagdo dos parametros f e d*, de tal modo

que:
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xp, =x;,(w f,d"), (3.185)

xp, = xi,(u, f,d"). (3.186)

Consequentemente, a analise de x;, € x;, para d* fixo, por exemplo, implica na
dificuldade de se desacoplar o efeito de variagdo de massa de cada polo pelo parametro
f em relagdo ao efeito de variacdo de posi¢do dos polos decorrentes desse mesmo
parametro, ja que f também determina a distancia, a partir do centro de massa do
dipolo, de cada um dos polos. Desta forma, de modo a se analisar apenas o efeito de
variagdo de massa dos polos P,; ¢ P,, pela variagdo do parametro f na localizacdo dos
pontos de equilibrio L; e L, do sistema, adota-se uma nova escala geométrica para o
problema considerando-se a distdncia entre os centroides (centros geométricos) dos

primarios.

Para corpos homogéneos, isotropicos e com distribuicdo radial de massa, como
assumido, por hipotese, ao primdrio I do sistema, tem-se a coincidéncia, num mesmo
ponto, de seu centro de massa (By) € seu centroide (Cpq). Logo, para este corpo, tem-se
xgpl = xzpl. No entanto, em corpos assimétricos, ndo homogéneos e ndo isotropicos,
como ¢ o caso do primdrio II, modelado como dipolo de massa em rotagdo, a
coincidéncia desses pontos nao ¢ verificada. Considerando-se, porém, que o primario II
seja alongado e que sua massa ¢ distribuida ao longo do eixo que caracteriza tal

alongamento, por hipdtese, pode-se considerar que seu centro de massa (By;) € seu
centroide (Cp,) permanecem dispostos sobre tal diregdo de alongamento. Além disso, da
condigdo de ressondncia spin-Orbita, € possivel afirmar que B, e Cp; localizam-se

sobre 0 eixo das abscissas sinddicas do sistema.

Seja § a distancia entre By, € C,, para o primario II, isto €:
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8 = d(Bpa, Cya). (3.187)

A quantidade § ¢ denominada margem estéatica do primdrio II. Considere ainda que xgpz
e xépz sdo as abscissas sinddicas de B, ¢ C,,, respectivamente. E perceptivel que para
X531 < X5, € assumido-se m,; > m,,, tem-se xgpz < xépz. Do contrario, se my; < My,
entdo xgpz > xépz. Evidentemente, para m,; = m,,, tem-se xgpz = xzpz, que ¢é a

configurac¢do de dipolo simétrico.

Recorda-se que [ ¢ a distancia entre os centros de massa dos primarios. Pelo modelo de
escala geométrica anteriormente adotado para o problema, a quantidade [ define tal
escala. A partir de agora, considera-se uma nova escala geométrica para o problema,
definida como a distancia entre os centroides dos primarios. Consequentemente, se esta

nova escala ¢ denotada por ', tem-se que:

I'=14%06. (3.188)

O termo +6 ¢ devido ao fato de a posi¢do do centro de massa do dipolo oscilar em
relagio ao centroide do mesmo conforme varia-se o pardmetro f para dado d* fixo. E
importante ressaltar que a margem estatica ¢ uma quantidade ndo negativa. Como a
massa do sistema € constante, pode-se presumir uma propor¢ao entre a massa associada
ao centro de massa By, do dipolo, a saber, m, e a massa desse corpo associada a (5,
denotada por m,.. Tal relagcdo ¢ justificada como sendo linear pelo fato de se assumir

que o corpo do primadrio II ¢ homogéneo, por hipotese. Entdo, tem-se que:

m, /M _ myc/M
l - U (3.189)

Definindo-se:
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Mye
M He (3.190)

vem, pela Equacdo 3.189, que:

“c=“(1i§) (3.191)

~ . ;. . . mic _ mq _
entdo, pelo raciocinio empregado acima verifica-se que —==—=

* A%
Se XB,, = XCpys

1 — p. Consequentemente, tem-se que a nova escala geométrica do problema, dada

entre os centroides, passa a ser:

' (3.192)

que serad a unidade canodnica se, e somente se, § = 0 conforme configuracdo de dipolo
simétrico. Assim, na configuracdo genérica de dipolo assimétrico, a nova escala do
problema, definida entre os centroides dos primérios, ndo ¢ fixa conforme varia-se o

parametro f nem, tampouco, vale a unidade candnica.

Nota-se que, da Equagdo 3.192, do baricentro do sistema ao centroide do dipolo a escala
vale 1 — u e ¢é independente de f, ao passo que do baricentro do sistema ao centroide do
primario I a escala vale y, = u.(6). De modo a fixar-se em u a distdncia do primario
mais massivo ao baricentro do sistema binario e considerar como variante a f a escala

entre o centroide do dipolo e o baricentro, faz-se:

1—pu+p, =u+x2p2. (3.193)
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Entdo, pela Equacao 3.193, tem-se que:

s 10)
xcp2=1—2u+u(1i7)=1—lli#7- (3.194)

Figura 3.4: Priméario II com polo P,; mais massivo.

=t

sz Cpz

1—1)d &
[

d/z

Fonte: Producao do Autor.

E necessario, ainda, verificar a relacdo analitica entre a margem estatica 6 e o fator de

massa f e o comprimento caracteristico d do dipolo. Considerando-se o polo P,; como
. . . 1 _— ~
0 mais massivo do dipolo (5 < f <1) e sua posi¢do em relagdo a By, € a margem

estatica, como apresentado na Figura 3.4, tem-se que:

d
1-fd+4 =3 (3.195)
De onde se obtém que:
5= (_1+f)d (3.196)
> .
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Figura 3.5: Primario II com polo P,, mais massivo.

-t

CpZ BpZ

v
i

Fonte: Producdo do Autor.

. . . . 1
Considerando-se agora o polo P,, como o mais massivo do dipolo (0 < f < E) e sua

posi¢do em relacdo a B, € a margem estatica, como apresentado na Figura 3.5, tem-se

que:
d
fd+é =5 (3.197)
De onde vem que:

0= G—f) d. (3.198)

Assim, verifica-se que § = §(f, d), de modo que:

[ 5 1 1
prz<xcp2:5(f,d)=(—§+f>d, §<f<1
1 1
S )?sz >J?Cp2:5(f,d) = (E_f)d' 0 <f<§ (3.199)
1
kapZ :prz:é‘(f'd) :0' :E
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Assim, a nova escala geométrica do problema passa a ser:

(3.200)

Nota-se, desta forma, que a escala geométrica estabelecida entre os centroides ¢ variavel
A L 1

conforme o parametro f ¢ variado e que para um mesmo valor de f # > tem-se a mesma

forma analitica para o comprimento da nova escala geométrica. Observa-se, desta forma

!
que, para 0 < f < %, tem-se [' < [, isto é, l/l < 1 e para % <f <1, tem-se l' > 1, ou

ainda ll/l > 1.

Entao, a abscissa sinoddica do centroide do dipolo em cada caso é:

pr2<xCp2:xcp2=1_ﬂ+'u(_z+f)d ' §<f<1

1 1
<prz>xcpz‘xsz=1—M—“(§_f>d*’ O<f<§' (3.201)

1

\XBpo = Xy P XCp, = 17 2
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Figura 3.6: Representacdo artistica do sistema considerando-se a distancia entre os centroides
dos primarios como nova escala geométrica.

Yy

A

Fonte: Producdo do Autor.

Assim, como apresentado na Figura 3.6, independentemente da posi¢do relativa do
centro de massa do dipolo em relagdo a seu centroide e pela Equacdo 3.194, tem-se,

para caso geral de dipolo assimétrico que:

1
x%z=]“‘“‘“(§‘f)d- (3.202)

Consequentemente, as coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos massa P,; € P,,

do sistema, considerando-se a nova escala geométrica para o problema sao:

1 d*
x£=x&wfﬂﬂ=1—u—#6—f%f—7' (3.203)
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*

1 d
X = x5 fd) = 1-p—p(5-f)d + 5 (3204

Figura 3.7: Variagdo da margem estatica adimensionalizada &*(f, d*) em fungdo dos
parametros f e d*.

1.0F
0.8r
0.6f

0.4¢

0.2t ‘
o 4

Ok - o . -
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
dA

Fonte: Producdo do Autor.

Nota-se ainda que:

5(f,d) (—%+f)d*=—(%—f)d*, %<f<1
AN . 17 (3.205)
3-7)a 0<f<3

em que &°(f,d*) ¢ margem estatica adimensional. Nota-se que 0 < §*(f,d") <
1VO0< f <1 pois d* <1, como pode ser visto na Figura 3.7. Como pode ser
observado nesta figura, para pequenos valores de d*, a margem estatica adimensional
do problema ¢ aproximadamente nula, pois tem-se um dipolo que tende a uma unica
particula (considerando-se d* — 0). Para valores de d* maiores e considerando-se
valores de f proximos ao da configuragdo simétrica, a margem estatica adimensional do
problema ¢ aproximadamente nula, como esperado. Para valores de d* maiores e
assumindo-se f para caso ndo simétrico, 6*(f, d*) sera tdo mais significativa quanto

mais proximos dos extremos de seu intervalo de validade, f € ]0,1[ estiver. Além disso,
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como 0 < u< %, entdo constata-se que 0 < u E —f | < 1. Consequentemente, pode-se

aproximar as Equacdes 3.203 e 3.204 para:

d*
X3 E x5 (d)=1—p— > (3.206)

*

d
Xy Expd) =1 —p+—,

> (3.207)

0 que ¢ razoavel ao se supor que o centro de massa do dipolo ndo deve localizar-se

distante do centroide do primario II.

Figura 3.8: Representacdo artistica do sistema bindrio em seus pontos de massa constituintes,
desconsiderando-se efeito da margem estatica.

Yy

A

Fonte: Producdo do Autor.

Na Figura 3.8 apresenta-se a representacdo do sistema binario em estudo,
desconsiderando-se o efeito da margem estatica. Nota-se o restabelecimento da unidade

candnica de distancia, tomada agora, entre os centroides dos primarios.
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Figura 3.9: Variagdo de pu E— fld* em funcdo dos pardmetros f e u considerando-se

d* = 0,1 em (a) e em fung¢do dos pardmetros f ¢ d*, considerando-se u = 0,1

em (b).
ulz-rla
1.0F, 2
da =0,1
0.020
0.015
1.%x1072
5 %102
0
0.04 - . ; ; 4
00 01 02 03 04 05
7]
(a)
ulz e
2
1.0
p=0,1
0.8+
8.x10™
0.6+
e e x107%

0.4+

4. x10™

2.x10"2

0.2t

0.04 : : :
0.00 005 0.10 015 0.20

(b)

Fonte: Producdo do Autor.

105



As Figuras 3.9 (a) e (b) mostram o valor de ,uE— f |d* conforme variam-se o0s

parametros do sistema em seus respectivos intervalos de validade. Nota-se o pequeno
incremento ou decremento a escala do problema devido a margem estatica quaisquer
que sejam as combinagdes adotadas aos valores dos parametros do sistema. Desta
forma, as abscissas sinddicas dos polos P, € P,, do dipolo dependem muito pouco do
fator de massa f do dipolo ao se adotar a nova escala geométrica variavel com f do
problema, como apresentado nas Equag¢des 3.206 e 3.207. Consequentemente, a
localizagdo dos pontos de equilibrio L; e L, do sistema, vizinhos ao dipolo, serdo
influenciadas pelo parametro f somente em termos das massas dos polos e ndo mais
também pelas distancias deles a referéncia geométrica local que, agora, com a nova
escala, ¢ o centroide Cp, do primario II. Como resultado, o potencial efetivo
adimensionalizado do sistema, considerando-se a escala do problema entre os centroides

dos primarios, ¢:

1
Q [x*(t7),y*(t)] = E{[x*(t*)]z + [y @)%} +

1-p
+
VI @) + ul? + [y (0)]?
i T2 + (3.208)
\/ ) - (1-p=-F)] + e
(1-fHu

2

J @) - (1-u+ %) + e

ou, de forma mais compacta:

1—p fu (A=f)u
T Tt T (3209

1 21 22

1
Q[x* @),y (t)] = E{[x*(t*)]z + @)+

em que:
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it =1 =) + pl? + [y ()17

2

i = j ey~ (1-1-5)] +pren

2

5 = j ey~ (1-u+5)| + e

(3.210)

(3.211)

(3.212)

Como resultados, as equacdes de movimento da particula de prova, no referencial

sinddico, depois de adotada a nova escala geométrica entre os centroides e

desconsiderando-se o efeito da margem estatica, sdo:

X*(t") —2y7(t7)
= x*(t*)

J (1 =[x (") +

lk (e () + ]2 + [y )22

*

- (-9

e - (-u-5)

+

3
2

+ [y*(t*)]z}

)
(1- f)u[x(t)—(l—/H !
%I
J

(- (-rs S + e
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() + 2x7(t")
=y*(t")

(1 =@y ")
{xr(€) + u)? + [y (e)]?)2

N fuy (&) 3 (3.214)

ﬂf““—(l—ﬂ—§ﬂ2+wwﬁnﬁi

)

.\ (1= fuy* (&) L
|

J

3
{[x*(t*) — (1 —u+ %)]2 + [y*(t*)]z}

3.6 Pontos de Equilibrio do Sistema

Como visto no Capitulo 2, os pontos de equilibrio do sistema fisico em estudo,
considerando-se o referencial sinddico Sg, sdo os lugares geométricos P;(x;*,v;*) € @
que verificam as equagdes Q" ,+(x*,y*) =0 e Q")+(x*,y") = 0. Considerando-se a
influéncia gravitacional de P;, P,; € P, e a alteracdo de escala geométrica apresentada

acima, tem-se, a partir das Equacgdes 3.209 a 3.212 que:
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P L A=-p&+w
[6 . Q (X py ):|x*=x.* = Xl - 3
X * L* * 2 x27]2
Y=Y [CGe* + )2 + ;2]

fulw - (1-n-%)

3
2 2

{[xl-* —(1-u- %)] + yi*z}z (3.215)

~ (1—f)u[xi*—(1—u+d7*)]

=0,

(= (s ] )

[ i Q*(x*,y*)] .

6y* x*=x;*
yr=y
o, (1 —wy;"
= y,* — 3
[ + )2 + yi2 ]2
fuy*
- ) 3 (3.216)
d* 2
= (=9 7]
(1= Puy”

- 5=0.

(= (- )] e

O sistema de Equacdes 3.215 e 3.216 apresenta, de modo geral, seis solugdes reais que

definem os pontos de equilibrio do sistema fisico em estudo. Uma dessas solugdes

representa um ponto localizado ao longo do eixo das abscissas sinodicas e entreposto

aos polos P,; e P,,. Como descarta-se 0 movimento da particula de prova entre tais

polos, uma vez que o modelo de dipolo esta associado a um corpo extenso (primario II),

o referido ponto de equilibrio ndo ¢ considerado neste estudo. Os demais cinco pontos

de equilibrio do sistema fisico dispdem-se no plano @ como os pontos de equilibrio no

problema classico. Encontram-se trés valores reais de x;* para os quais y;* = 0 e que

correspondem a trés pontos de equilibrio colineares a saber, L;(x;;,0), L,(x/,,0) e
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L3(x[3,0), além dos pontos triangulares L, (x4, Vi4) € Ls(X/s,V/s), com X[, = X[c €
Yisa = —Yis. A localizagdo dos pontos de equilibrio colineares, de forma qualitativa,

considerando-se os parametros p, f e d* do problema, sdo:

*

IrLl(lel O),O < le <1-— u _7

d* .
4' La(xiz 03z > 1=ttt (3.217)
k L3(x23'0), Xz3 < -—u

Para os pontos triangulares, suas coordenadas sinddicas podem ser determinadas, com

boa aproximacao, considerando-se a margem estatica:

[re=rbl-s-e-g]-a-
La(x[4,Yia): | (1-1) [1 ,u(—— )d* _] .U} (3.218)
k Via = Qe (X7, ") =xi, =0

e Bi-l-r)e %)
Ls(x1s,yis) (1-f) {% [1 —u (% —f) d* +§] _ ,u} . (3.219)
Vis = Q) (Y Dy, = 0

Embora, das relagdes acima, observa-se que os limites de posi¢do associados a L e a L,
ndo dependam de f, ao se desconsiderar o efeito da margem estética, os trés pardmetros
do problema, u, f e d* influenciam a localiza¢do desses pontos de equilibrio sobre o
eixo das abscissas sinodicas, conforme Equagdes 3.215 e 3.216, ainda que, como
apresentado na redefinicdo da escala geométrica do problema, tenha-se realizado o
desacoplamento do efeito do pardmetro f sobre a influéncia de massa em relagdo a
influéncia geométrica de P,; e P,, sobre a localizacdo dos pontos de equilibrio do
sistema. Os pontos triangulares L, e Ls também exibem dependéncia de suas

coordenadas sinddicas com os parametros p, f e d*, levando-se em conta a margem
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estatica. O ponto de equilibrio colinear L3, por ser vizinho ao primario mais massivo,
ndo apresenta consideravel variacdo de sua abscissa sinddica ao se variarem os

parametros f e d* que sdo exclusivos do dipolo. Assim, pode-se escrever que:

xp1 = x1( f.d7), (3.220)
xi2 = xio(u f.d%), (3.221)

xp3 = xp3(W), (3.222)
xpq = X[ (W, A7), (3.223)
Via = YW, f,d7), (3.224)
xis = x5 (W, f,d7), (3.225)
yis = yis(w f.d7). (3.226)

Das Equagdes 3.220 a 3.226 pode-se perceber que, ao serem variados os parametros L,
f,d*, individualmente, aos pares ou conjuntamente, ter-se-4 variacdo das coordenadas

sinodicas dos pontos de equilibrio do sistema.
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3.7 Curvas de Velocidade Zero do Sistema

Relembrando a Equagdo 2.52 para a Integral de Jacobi do PRTCC, pode-se,
analogamente, escrever tal equacao para o problema em estudo, em que se considera o

dipolo de massa em ressonancia spin-orbita como:

X2+ y*2 =204 (x*, y*) = C*. (3.227)

A partir das Equagdes 3.209 a 3.212, tem-se que:

x4y =[x (t)]* + [y (@)]?
(
+2{ 1w + Tr 2

(‘/[X*(t*) U+ ) J[x*(t*) —(1-u- %)] + [y* ()2

(3.228)

(1= fu
2

+ * -
J @)~ (1-u+ D) + e

Considerando os pontos de equilibrio L;,i = 1,2,...,5 do sistema, e assumindo-se a
condigdo para curva de velocidade zero (x*2 + y*% = 0), pode-se determinar o valor da
Constante Adimensional de Jacobi C*;(x* = x;*,y* = y;*,x* = 0,y* = 0) associada,

fazendo-se:

C=Cy=x"+y"?

1_
+2 L e

k\/[xi* + ul? + y*? \/[Xl B (1 - d)] 9,2

N (1—Pu l
N2 ’
Jbe = (s ) )

(3.229)
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em que x* = x;*,y" =y;" sdo as coordenadas sinoddicas do ponto de equilibrio L;.
Mantida a condigdo de velocidade zero, pode-se determinar, a partir do valor de C*; o
conjunto de pontos P(x*,y*) € w que verificam a Equagdo 3.229. Tais pontos

compdem a curva de velocidade zero (curva de Hill) associada a C*;:

* %2 %2
FOLL-:C i=X +y

1—u fu
v ; 2
\J[x HupE \/[x*_(l_“_d?)_ +y? (3.230)
h
N a-pe |
S - -+ L)+

As curvas de velocidade zero [, associadas aos pontos de equilibrio L;, i = 1,2, ...,5,
evidentemente nao sdo as unicas curvas de velocidade zero do sistema. Contudo, tais
curvas, denotadas por Ty, como apresentado na Equagdo 2.66, compdem-se como
curvas de velcidade zero de referéncia para estudo do mapa de velocidades do sistema
no referencial sinddico. Recorda-se que o movimento espontaneo da particula de prova
¢ confinado na regido delimita por uma curva de velocidade zero para dado valor de C*

que, como foi definido no Capitulo 2, verifica:

A={(x*y) ew|2Q*(x*,y*) = C*}, (3.231)

e que inclui as curvas de velocidade zero Iy, para C* = C*;. Como sabido, a
desigualdade acima equivale dizer que o conjunto de pontos de @ espontaneamente
permitidos a0 movimento da particula de prova é aquele em que, para dado C*, verifica-
se que x*2 4+ y*2 > 0, uma vez que, fisicamente, a particula nio pode desenvolver uma

velocidade cuja intensidade seja um namero real negativo.
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Assim, considerando-se a familia de curvas de velocidade zero Iy, do sistema

associadas a Constante de Jacobi C*; calculada num ponto de equilibrio L;,

i =1,2,..,5, verifica-se, das Equagdes 3.220 a 3.226, que, de modo geral:

€y = € fd?) = 20° [ G £, d"), 1" (s £ d)]. (3.232)

A partir da Equacdo 3.232 pode-se verificar que, considerando-se variagdes dos
parametros u, f,d* do sistema, as coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio do
sistema apresentardo variagdo correspondente, o que, por sua vez, leva a varia¢do de C*;
associada e, portanto, a modificacio do tragado das curvas de velocidade zero

relacionadas a um mesmo ponto de equilibrio. Desta forma, é imediato que:

1
Loy, = {(x*,y*) €| (" y) 50 fd) = 0}, (3.233)
* % * * * 1 * *
[‘OLZ:{(x,y)EZD'|Q(X,y)—EC z(ﬂ,f.d)=0}' (3.234)
% % * * * 1 * *
F0L3={(x,y)6w|ﬂ(x,y)—zc3(H:f'd)=0}' (3.235)
% * * * * 1 * *
F0L4={(x ,y)E(D'I.Q(x ,y)_EC 4(.urf'd)=0}' (3236)
% * * * * 1 * *
[‘OLS:{(x,y)EZD'|Q(X,y)—EC s(u,f,d)=0}- (3.237)

Vale ressaltar ainda que, embora C*,(i, f,d*) = C*5(u, f,d*) para quaisquer valores

de u, f e d*, o que implica em I,;, = I}y;., 0s pontos dessas curvas ndo se sobrepdem,
0Ly OLs
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uma vez que localizam-se em semi planos sinddicos diferentes, em relagdo ao eixo das

abscissas sinodicas.

Como apresentado na Equagdo 3.222, o ponto de equilibrio L3 do sistema, em primeira
aproximacao, tem sua abscissa sinddica dependente apenas do pardmetro de massa ¢ do
sistema binario. Os parametros f,d", associados ao dipolo, em sua variagdo, pouco
afetam a localizacdo de L3, uma vez que, como sabido, tal ponto de equilibrio ¢ vizinho
ao primario mais massivo do sistema binario cuja massa e distancia ao baricentro do
sistema ¢ fun¢do apenas de u. Desta forma, a Equacdo 3.235 pode ser reescrita, por

aproximacao, como:

1
Loy, = {(x*,y*) ew| Q(x*y") — 56*3(@ = 0}- (3.238)

3.8 Equacbtes de Movimento da Particula de Prova no Referencial Sideral

Considerando-se Pressdo da Radiagéo Solar

Voltando as Equagdes 3.152 e 3.153, que descrevem o movimento da particula de prova
no referencial sideral Sp e fazendo-se uso da nova escala geométrica adotada para o
sistema fisico em estudo, estabelecida entre os centroides dos primarios,

desconsiderando a margem estatica, tem-se que:

2 1—
dt+> §(t) = _{ ,013ﬂ [E(t*) + ucos(t™)]
1
+ p]::"“ {f(t*) - (1 —u- Ed*) COS(t*)} (3.239)

n (1[)_2—2?” [E(t*) —~ (1 —u+ % d*) COS(t*)]}'
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S £ Y T o
At n(t) = —{ PE [n(t*) + usin(t")]
1
+ ?:3 e = (1-u =5 sin(e)] 6240

N (1[)—2—2];)11 [U(t*) _ (1 —u+ %d*) sin(t*)]},

com pq, P21 € P2, dados, com a nova escala sem efeito da margem estatica, por:

p1 = {[E") + pcos(t)]* + [n(t™) + usin(t*)]*3/2, (3.241)

e Le)]
+ [r](t*) - (1 - %d*) Sin(t*)r}l/ | (3.242)

e ffos e
* ["(t*) N (1 —pt %d*) Sin(t*)]z}l/ . (3249

Considerando-se, entdo, o efeito da pressdao da radiacdo solar, apresentado na Equagao

2.76, tem-se:
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dﬁz §) =— {:f [£(t*) + pcos(th)]
+ p]:’; fe) ~ (1-n -5 ) cos(e)]
+ up_z—;)u [s‘(t*) - (1 —u+ %d*) cos(t*)]} (3249
~ [ldslleos (*¢°),

d;z nt) =~ {1[):3“ [n(t") + wsin(t?)]
- (oe—ta)oc
D1 da)anel)
~ s llsin (=),

onde:
e b4 (5
| = £ — % cos (n;;tﬂz + [t = % sin (28 t*)r' (3.246)

Recorda-se que o efeito da pressdo da radiag@o solar ¢ considerado sobre um corpo que,
neste estudo, representa um veiculo espacial em 6rbita ao redor do primario tratado

como dipolo e assume-se neste estudo que: C, = 1,5, A = 1m? m = 100kg, o que
resulta em % = 0,01m?/kg. Além disso, conforme apresentado no Capitulo 2, Ry = 1

aue P, = 4,55 107°N /m?.

Ao sistema de Equagdes 3.244 e 3.245 relacionam-se as condigdes iniciais de pericentro

dadas pelas Equacdes 2.128 a 2.131, para orbita direta centrada no dipolo, ou pelas
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Equagdes 2.132 a 2.135, para orbita retrograda centrada no dipolo. E importante
salientar que as referidas condi¢gdes iniciais foram deduzidas no Capitulo 2
considerando-se o movimento da particula de prova ao redor do centro de massa do
primario II, modelado como dipolo de massa em ressonancia spin-orbita com o primario
I. A partir da redefinicdo da escala geométrica do sistema binario, considerou-se a
distancia entre os centroides dos primarios como comprimento padrdo do problema.
Para um sistema binario genérico, em que o primario menos massivo ¢ assimétrico em
sua distribui¢do de massa, ndo se verifica a coincidéncia, num mesmo ponto, entre seu
centro de massa e seu centroide, como discutido. Desta forma, assumida a nova escala
geométrica, a rigor, as condi¢des iniciais de movimento da particula devem ser
relacionadas, num instante inicial, a uma orbita osculadora kepleriana em torno do
centroide do primario II (e portanto, do dipolo). Segue que, ao se fazerem as devidas
translagdes de coordenadas, do sistema de referéncia local do asteroide para o
referencial sideral, deve-se levar em consideragdo o efeito da margem estatica. Contudo,
dada, de modo geral, a pequena ordem de grandeza da margem estatica do sistema em
comparagcdo com a unidade canonica de distancia, para fins de simplificagdo da
descri¢do matematica do problema, pode-se, com boa aproximacao, desconsiderar o

efeito da margem estatica nas condic¢des iniciais cinematicas do problema.

E importante ressaltar ainda que nos termos das Equacdes 3.244 e 3.245 associados ao
efeito da pressdo da radiagdo solar, considerou-se o terceiro corpo do sistema com
extensdo no espacgo, dado que ¢ levada em consideragdo a area da superficie externa
desse corpo iluminada pelo Sol. Contudo, embora tal consideracdo induza a se pensar
que este corpo ndo mais admita ser tomado como particula, no que se refere a interagao
gravitacional do terceiro corpo com os pontos de massa dos primarios, assume-se que as
dimensdes fisicas daquele corpo sdo desconsideraveis em relacdo aos primarios,
enquanto corpos extensos e/ou desconsideraveis em relacdo aos pontos de massa
representativos dos primdrios, considerando-se a distancia instantdnea do terceiro corpo
a P;, P,; e P,,. Desta forma, nos termos gravitacionais das equacdes supracitadas,
mantém-se o uso do modelo de particula de prova (ponto de massa) para o terceiro

corpo do sistema.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo realiza-se a apresentacdo dos resultados obtidos via simulacdo
computacional do modelo fisico apresentado no Capitulo 3. O presente capitulo ¢ divido
em trés segdes: na primeira, apresenta-se a variacdo das coordenadas sinodicas dos
pontos de equilibrio do sistema fisico considerando-se a variagdo dos parametros do
sistema em seus respectivos intervalos de validade; na segunda parte, expdem-se as
curvas de velocidade zero do sistema, considerando-se, novamente, diferentes
combinagdes para os parametros do sistema; e, na terceira parte, sdo apresentadas as
grades de condigdes iniciais para o movimento de uma particula de prova no sistema
fisico, considerando-se como corpo central o primario II, tratado como dipolo de massa
em rotacdo com ressonancia spin-orbita. Em cada secdo, apos expostos os resultados,

realizam-se as devidas discussodes para elucida-los e justifica-los.

4.1 Variagdo das Coordenadas Sinddicas Adimensionais dos Pontos de Equilibrio
do Sistema

Analisando-se o modelo fisico apresentado no Capitulo 3, observa-se que os pontos de
massa P;, P,y e P,, do sistema fisico influenciam gravitacionalmente o espago
circundante, mediante os pardmetros u, f e d*, de duas formas: a primeira, em termos
da massa de cada ponto de massa e a segunda, mediante a distdncia de dado ponto do
espago circundante até cada ponto de massa constituinte do sistema fisico. A primeira
forma de influéncia dé-se o nome de efeito de massa e a segunda forma de influéncia
atribui-se o nome de efeito de distancia. Estes dois efeitos sdo simultineos e
concorrentes sobre os pontos do espago circundante aos primarios. Recorda-se que o
campo de aceleracdo gravitacional (campo de forca gravitacional especifica) aumenta
em intensidade linearmente com a massa de dado corpo, assumido corpo central, e decai
com o inverso do quadrado da distancia a partir do referido corpo, ao passo que a
pseudo forga centrifuga aumenta em intensidade linearmente com a distdncia em relagdo
ao centro de massa do sistema, no referencial sideral. As forcas gravitacionais devidas
as cada ponto de massa do sistema e a pseudo forca centrifuga determinam, verificando-

se as condi¢des de equilibrio dinamico apresentadas no Capitulo 2, a localizagdo dos
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pontos de equilibrio do sistema fisico no plano sinddico. Ocorre que tais efeitos terdo
sua intensidade e, portanto, sua extensdo nesse plano, diretamente influenciada pela
variagdo de valores dos parametros u, f e d* do sistema. Esta variacdo ¢ empreendida
de modo a se estudar as possiveis configuracdes gravitacionais de uma classe de
sistemas binarios de asteroides em que se considera o primario menos massivo alongado
e com assimetria de massa, atribuindo-lhe o modelo de dipolo de massa em rotagdo e
dotado de ressonancia spin-Orbita com um primdrio mais massivo, assumido com
formato esférico. Além disso, ao variar-se os parametros do sistema em seus respectivos
intervalos de validade, atribui-se a0 modelo matematico deste estudo significativa
flexibilidade para o modelo fisico do campo potencial gravitacional de um sistema
binario, bem como, de cada um de seus primarios, o que possibilita, por exemplo, a
redefinicdo do movimento orbital de um veiculo espacial neste sistema conforme sdo

conhecidos mais aspectos fisicos do mesmo.

Mediante as Equagodes 3.215 e 3.216, foram determinados os pontos de coordenadas
reais pertencentes ao plano sinddico que verificam tal sistema de equagdes. Como dito
nos Capitulos 2 e 3, essas solucdes reais sdo os pontos de equilibrio do sistema (pontos
de Lagrange), sendo trés deles, a saber, Ly, L, e Lj, colineares, dispostos ao longo do
eixo das abscissas sinodicas e os outros dois, L, € Ls, simétricos ao eixo das abscissas
sinddicas, denominados de pontos triangulares, como ocorre no PRTCC. Para a
ocorréncia desses pontos de equilibrio nao foi levado em conta o efeito da pressdo da

radiagdo solar.

Como apresentado nas Equagdes 3.220 a 3.226, as coordenadas sinddicas adimensionais
dos pontos de equilibrio do sistema fisico sdo funcdes de, pelo menos, um dos
parametros do modelo fisico apresentado no Capitulo 3, por aproximagdao. A seguir,
apresenta-se o comportamento das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio em

funcdo da varia¢do de cada um dos parametros do sistema.
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4.1.1 Comportamento das Coordenadas Sinodicas dos Pontos de Equilibrio em
Funcédo da Variacdo do Parametro de Massa do Sistema Binéario

Das Equagdes 3.220 a 3.226 verifica-se que as coordenadas sinodicas de todos os

pontos de equilibrio do sistema fisico dependem do parametro de massa u do sistema
binario, com 0 < u < %, como apresentado anteriormente. Da Equacao 3.208 observa-se

que este pardmetro contribui para o efeito de massa e para o efeito de distdncia
associado a cada ponto de massa P;, P,; ¢ P,, do sistema sobre seus pontos de

equilibrio.

Figura 4.1: Superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto dos primarios
do sistema em funcdo da distdncia a cada ponto de massa P;, Py; e Py,
considerando-se o referencial sideral (em t; = 0), em (a) e o referencial sinddico,
em (b), assumindo-se u = 0,01, f = 0,5 e d* = 0,1. Em (c), projecdo de (a) no
plano sideral (em t; = 0) e em (d), projegdo de (b) no plano sinddico.
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Figura 4.2: Mapas de aceleragéo (alcance gravitacional) dos pontos de massa P;, Py, € Py, do
sistema, em (a), no plano sideral (em t; = 0) e, em (b), no plano sinddico,
considerando-se ¢ = 0,01, f = 0,5ed* =0,1.
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Figura 4.3: Superficie de variacdo da intensidade do campo potencial composto dos primarios
do sistema em fungdo da distdncia a cada ponto de massa P;, Py; e P,,,
considerando-se o referencial sideral (em t; = 0), em (a) e o referencial sinddico,
em (b), assumindo-se u = 0,1, f =0,5 ¢ d* =0,1. Em (c), projecdo de (a) no
plano sideral (em ty = 0) e em (d), projegao de (b) no plano sinédico.

(2)
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Figura 4.4: Mapas de aceleragéo (alcance gravitacional) dos pontos de massa P;, Py, € Py, do
sistema, em (a), no plano sideral (em t; = 0) e, em (b), no plano sinddico,
considerando-se ¢ = 0,1, f = 0,5ed* = 0,1.
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Nas Figuras 4.1 (a) e 4.1 (b) e Figuras 4.3 (a) e 4.3 (b) apresentam-se as superficies de
variagdo da intensidade do campo potencial composto dos primarios do sistema
considerando-se a distancia a cada ponto de massa constituinte no referencial sideral,
em ty = 0, e no referencial sinddico, respectivamente. Considera-se que em ty = 0 o
eixo das abscissas sinddicas ao longo do qual encontra-se o dipolo coincide com o eixo
das abscissas siderais. Recorda-se que no primeiro referencial, todos os pontos do plano
sideral estdo sujeitos aos potenciais gravitacionais sobrepostos de P;, P,; € P,, a0 passo
que no segundo referencial, em adicdo a tais potenciais, acrescenta-se, como mostrado
nos Capitulos 2 e 3, o efeito do pseudo potencial centrifugo, o que compde sobre os

pontos do plano sinddico o potencial efetivo do sistema.

Nas Figuras 4.1 (c) e 4.1 (d) e Figuras 4.3 (c) e 4.3 (d), as superficies de intensidade do
potencial composto do sistema sdo projetadas nos planos sideral em ty = 0 e sinddico,
respectivamente. Nas Figuras 4.1 (c¢) e 4.3 (c), o potencial composto gravitacional ¢
mais intenso a medida que se toma proximidade de qualquer um dos primarios do
sistema, localizados no interior das regides brancas dessas figuras. A intensidade do
potencial composto gravitacional, no referencial sideral, decai a medida que se toma
distancia dos corpos constituintes do sistema. Nas Figuras 4.1 (d) e 4.3 (d), o potencial

efetivo do sistema ¢ mais intenso, pela parcela gravitacional composta, & medida que se
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aproxima de qualquer um dos primarios do sistema, novamente, localizados no interior
das regides brancas dessas figuras. Além disso, o potencial efetivo também ¢é mais
intenso, pela parcela de pseudo potencial centrifugo, conforme consideram-se pontos
radialmente mais distantes em relagdo ao baricentro do sistema binario. O potencial
efetivo do sistema, desta forma, apresenta uma regido mais ténue, em forma de coroa,
que circunda os primarios. Nota-se, ainda, que o pseudo potencial centrifugo reduz o
alcance do potencial composto gravitacional dos primarios, como pode ser visualizado

nas Figuras 4.1 (d) e 4.3 (d).

Como consequéncia direta a variagdo do potencial gravitacional composto, no
referencial sideral e do potencial efetivo, no referencial sinddico, tem-se a variagdo da
intensidade do campo de aceleragdes do sistema, em ambos os referenciais
considerados. Nas Figuras 4.2 (a) e 4.4 (a), em acordo com o apresentado nas Figuras
4.1 (c) e 4.3 (c), a intensidade do campo de aceleracdes gravitacionais devidas a P;, P,
e P,, ¢ mais significativa quanto menor a distancia a qualquer um desses pontos de
massa. Nas Figuras 4.2 (b) ¢ 4.4 (b), como apresentado nas Figuras 4.1 (d) e 4.3 (d),
devido ao comportamento do potencial efetivo apresentado, a intensidade do campo de
aceleragdo efetiva ¢ maior, pelas parcelas gravitacionais devidas a P;, P,; e P,,, quanto
menor a distdncia a qualquer um desses pontos de massa. A intensidade desse campo de
aceleracdo ndo inercial volta a crescer pela parcela da pseudo aceleragdo centrifuga
quando sao tomadas distancias maiores em relagdo ao baricentro do sistema. Observa-se
a existéncia de regides com aceleragdes menores ao longo do eixo das abscissas
sinddicas, sobretudo, adjacentes ao dipolo. Estas regides sdo aquelas em que se

encontram os pontos de equilibrio colineares do sistema, em particular L; e L.
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Figura 4.5: Variagdo da intensidade e do alcance do campo de aceleragdo gravitacional ao longo
das abscissas sinodicas adimensionais devido ao primario mais massivo, em (a) e
ao dipolo, em (b), tomando-se Ay > 0 (adotados f = 0,5ed”* = 0,1).
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Fonte: Producdo do Autor.

Como mostra a Figura 4.5 (a), considerando-se o referencial sinddico, & medida que o
parametro p ¢é incrementado, a massa do primario I, representado por P;, diminui,
reduzindo-se, com isso, o efeito de massa desse corpo sobre o plano sinddico, como
pode ser visto pelo estreitamento da zona de seu alcance gravitacional. Além disso,

dado o acoplamento de escala massa-distdncia ao baricentro do sistema binario, ao
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tomar-se Ay > 0, P; tende a se afastar do baricentro, aumentando, como isso, o efeito
de distancia desse primdrio em relagdo aos pontos do plano sinddico entrepostos entre
ele e o dipolo, o que pode ser constatado pelo recuo do alcance gravitacional desse

primario em relacdo a origem sinodica.

Simultaneamente a este fenomeno, pela Figura 4.5 (b), pode-se verificar que, para
Au > 0, o efeito de massa ¢ incrementado no par P,; € P,,, isto €, os polos do dipolo
tornam-se ambos mais massivos com a redu¢do de massa do primario principal do
sistema bindrio. Nas Figuras 4.1 (a) a 4.1 (d), considera-se um sistema binario com
1 = 0,01, e nas Figuras 4.3 (a) a 4.3 (d) apresenta-se um sistema binario com y = 0,1.

Devido ao acoplamento de escala massa-distancia ao baricentro do sistema binario, ao
tomar-se Ay >0, o par P,; ¢ P,, tende a se aproximar do baricentro do sistema,
intensificando o efeito de distancia desse primario em relagdo aos pontos do plano
sinddico entrepostos entre o dipolo e o primario I, o que pode ser constatado pelo

avanco da faixa de alcance gravitacional dos polos em relagao a origem sinddica.

Os comportamentos acima descritos sdo devidos ao fato de que, como sabido, o campo
de aceleragdo gravitacional tem sua intensidade linearmente aumentada com o aumento
de massa de dado corpo e apresenta redu¢do de intensidade com o aumento do inverso
do quadrado da distancia a este corpo. Tais efeitos afetam as condi¢des de equilibrio
dindmico entre as forcas gravitacionais devidas a P;, P,; € P,; e a pseudo forca
centrifuga. Deve-se enfatizar que as faixas brancas presentes nas Figuras 4.5 (a) e 4.5
(b) correspondem as regides circundantes brancas aos pontos de massa P;, P,; € P,, em
que se verifica abrupto crescimento da intensidade do campo potencial nas vizinhangas
dos primarios, a media que a distdncia aos mesmos tende a zero e também
correspondem as regides em branco apresentadas nas Figuras 4.2 (b) e 4.4 (b). Para os
pontos de equilibrio colineares, de modo geral, pode-se dizer que os pontos de massa
P, P,; e P,, afetam a localiza¢dao dos pontos L; e L, pelo fato destes serem vizinhos ao
dipolo e devido ao primario representado por P; ser o corpo mais massivo do sistema no
intervalo de valores adotados para u. Ao contrario, tem-se que Lz ¢ influenciado

majoritariamente por P;, que € o corpo mais proximo a esse ponto de equilibrio.
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Figura 4.6: Variagao das abscissas sinddicas dos pontos de equilibrio L; € L, mediante Ay > 0
para casos simétrico ¢ assimétricos de dipolo. Em (a), adota-se d* = 0,01 e em (b),
adota-sed” = 0,1.
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Fonte: Produc¢édo do Autor.

Nota-se que, independentemente do tamanho relativo do dipolo sobre a escala
geométrica do problema assumida entre os centroides dos primarios, o que ¢ dado pelo
parametro d*, e independentemente da distribuicdo de massa sobre o dipolo, dado pelo
parametro f, a medida que o pardmetro u aumenta, o ponto de equilibrio L, tende a
apresentar redugdo de sua abscissa sinddica em decorréncia da sobreposicdo de efeitos

de massa crescente e de distancia decrescente pelo primario II (par P,; € Pyy), € de
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efeito de massa decrescente sobreposto ao efeito de distancia crescente pelo ponto de
massa P;, considerando-se o baricentro do sistema. Este deslocamento de L; ocorre
devido a alteracdo das coordenadas do ponto de aceleragdo efetiva nula entre os
primarios, como determinado pelas Equagdes 3.215 e 3.216 de equilibrio e como pode
ser visto nas Figuras 4.6 (a) e 4.6 (b). Em outras palavras, qualquer que seja o valor do
parametro u no intervalo considerado, o aumento e a reducdo de massa dos primarios II

e I, respectivamente, atrai o ponto de equilibrio L; em direcdo ao baricentro do sistema
Co, C 1 c o~
binario. Observa-se que, no caso limite de yu = 5> tem-se a sobreposi¢do de L; sobre o

baricentro do sistema binario. Como este ponto ¢ fixo no plano de movimento, nesta
particular configuragdo, o sistema fisico também passa a possuir um ponto de equilibrio

em relagdo ao referencial sideral.

Simultaneamente ao deslocamento de L;, o ponto de equilibrio L, sofre afastamento
inicial em relacdo ao centroide do dipolo, seguido por reaproxima¢do ao mesmo,
conforme aumenta-se y, como apresentado nas Figuras 4.6 (a) ¢ 4.6 (b). E visivel a
partir dessas figuras que existe um valor de u para o qual a variagdo da abscissa de L,
em relagdo a tal parametro apresenta um maximo. Para valores menores que g maximo
(u = 0,15), ha predominio do efeito de massa crescente do par P,; ¢ P,, sobre a
condicdo de equilibrio para um ponto de aceleracdo efetiva nula com abscissa sinddica
maior que a do centroide do dipolo. Para valores maiores que ¢ maximo, o predominio
do efeito de distancia decrescente do par P,; e P,, em relacdo ao baricentro do sistema
induz efeito aposto ao anterior, trazendo este ponto de aceleragcdo efetiva nula para
abscissas sinddicas menores. Desta forma, quando p = 0,15 tem-se que ambos os
efeitos apresentados tém igual significancia sobre a localizacdo de L,, que apresenta
distancia méaxima em relagdo ao baricentro do sistema. E importante ressaltar ainda que
P; também atua sobre a localizagdo de L,. Com o aumento dos valores de u, o efeito de
massa do primario mais massivo do sistema ¢ reduzido ao passo que seu efeito de
distancia ¢ aumentado em relagdo ao baricentro do sistema binario, amortecendo o feito
de massa dominante do dipolo para baixos valores de u e intensificando o efeito de

distancia do primadrio II para valores mais altos desse parametro.
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Figura 4.7: Variagdo das abscissas sinodicas do ponto de equilibrio L; mediante Ay > 0 para
casos simétrico e assimétricos de dipolo. Em (a), adota-se d* = 0,01 ¢ em (b),
adota-se d* = 0,1.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.

Embora o ponto de equilibrio Lz também sofra os efeitos de massa e de distancia do
dipolo sobre sua localizagdo ao longo das abscissas sinddicas, como dito anteriormente,
sua posicao ¢ predominantemente determinada pelos efeitos de massa e de distancia
associados ao primario mais massivo do sistema, representado por P;. Como pode ser
visto nas Figuras 4.7 (a) e 4.7 (b), a medida que o pardmetro u de massa do sistema
binario aumenta, a consequente redu¢do de massa do primdrio acoplada ao seu
afastamento do baricentro do sistema induz ao também afastamento, em relagdo a este
baricentro, do ponto de aceleracdo efetiva nula vizinho a P;, de modo a serem
preservadas as condi¢des de equilibrio estabelecidas pelas Equagdes 3.215 e 3.216. Nas
Figuras 4.6 (a) e 4.6 (b) e Figuras 4.7 (a) e 4.7 (b) sdo representadas trés diferentes
configuragdes para o sistema binario relativas a distribui¢do de massa do dipolo: dipolo
simétrico (f = 0,5), e dipolo assimétrico (f = 0,25 e f = 0,75), para d* = 0,01 e
d* = 0,1, respectivamente. Observa-se que, quanto menor o valor de d* adotado para o
tamanho relativo do dipolo sobre a escala geométrica do sistema, tomada entre os
centroides dos primarios, menores sao as diferencas de posi¢ao assumidas pelos pontos
de equilibrio colineares para diferentes valores de f mediante variagdo do parametro de

massa y do sistema binario, como apresentado acima e como pode ser notado ao serem
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comparadas as Figuras 4.6 (a) e 4.6 (b), para L, e L,, ¢ as Figuras 4.7 (a) e 4.7 (b), para
Ls. A razdo deste fato é que quanto menor o valor assumido pelo parametro d*, mais
proximos os polos P,; € P,, do dipolo encontram-se do centroide do primario II, tal
que, a processo de limite, para d* — 0, tem-se a sobreposi¢cao dos polos num tnico
ponto de massa, retornando-se ao PRTCC, em que os primarios sao adotados como

particulas.

Figura 4.8: Variacdo das abscissas sinddicas dos pontos de equilibrio L, e Ls mediante Ay > 0
para casos simétrico e assimétricos de dipolo, assumindo-se d* = 0,1.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.

Mediante varia¢do crescente do pardmetro de massa do sistema binario (Au > 0), os
pontos de equilibrio triangulares L, e Ls também apresentam variacdo de suas
coordenadas sinddicas. Da Figura 4.8, observa-se que, para d* = 0,1 e considerando-se
casos simétrico e assimétricos de dipolo, as abscissas sinddicas dos pontos triangulares

decrescem linearmente, segundo modelo apresentado nas Equagdes 3.218 e 3.219, até se
localizarem sobre o eixo das ordenadas sinddicas, quando p = % A ligeira diferenca

entre as abscissas sinddicas de L, e Ls para f diferentes ¢ justificada pelo fato de que os
pontos triangulares sdo afetados em sua localizag@o pela distribuicdo de massa entre os
polos do dipolo. Além disso, como ocorre no PRTCC, os pontos de equilibrio L, € Lg
tém abscissas intermedidrias aos centroides dos primarios. Desta forma, quando P,, ¢
mais massivo (f = 0,25), tem-se as abscissas de L, ¢ Ls maiores que seu valor para o

caso de dipolo simétrico (f = 0,5), mas inferiores a posi¢ao do centroide do dipolo. Em
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contrapartida, quando P,; ¢ mais massivo, as abscissas dos pontos triangulares
permanecem inferiores a posi¢do do centroide do dipolo e passam a serem menores que
no caso simétrico (caso de referéncia). Nestas configuracdes, o primdrio I ¢
consideravelmente mais massivo que o dipolo e, consequentemente, desloca as
condigdes de equilibrio sobre os pontos triangulares para regides mais afastadas de si.
A medida que p aumenta, o afastamento do primario I em relagdo ao baricentro do
sistema € o consequente aumento de massa do dipolo tende a deslocar os pontos

triangulares para abscissas sinddicas menores.

Figura 4.9: Variagdo das ordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio L, e Ls mediante Ay > 0
para casos simétrico e assimétricos de dipolo, assumindo-se d* = 0,1.
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A partir das Equagdes 3.218 e 3.219, tomando-se x* = x[,_z, obteve-se a varia¢ao das
ordenadas sinodicas dos pontos triangulares conforme sua abscissa ¢ variada com
Ap > 0. Da Figura 4.9, considerando-se d* = 0,1, observa-se que, no caso simétrico, as
ordenadas de L, e Ls permanecem constantes, o que significa que, assim como no
PRTCC, as ordenadas desses pontos sdo independentes do parametro de massa do
sistema. Para os casos de dipolo assimétrico, observa-se ligeira variagdo das ordenadas
sinodicas dos pontos de equilibrio triangulares com incremento do parametro y. Para
esses casos, tomando-se Au > 0, L, e Lg apresentam ligeiro distanciamento do eixo das
abscissas sinddicas, que ¢ maximo para 4 = 0,25, na condi¢do de dipolo a f = 0,25, e,
simetricamente, L, e Lg apresentam ligeira aproximacdo do eixo das abscissas
sinddicas, que ¢ maxima também para yu = 0,25, na condi¢do de dipolo a f = 0,75. A
analise de variagdo das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio L, ¢ Ls mediante
variagdo do parametro p foi realizada considerando-se apenas o valor de d* = 0,1,
diferentemente da analise empreendida para os demais pontos de equilibrio do sistema,
pois o maior interesse deste estudo recai sobre os pontos colineares vizinhos ao dipolo,
a saber, L; e L,. Além disso, como foi observado na Figura 4.6 (a), as curvas de
variagao das abscissas dos pontos de equilibrio L; ¢ L, para d* = 0,01 se sobrepdem
assumindo-se diferentes valores para o parametro f. Dado que L, e L, sdo os pontos
mais proximos ao dipolo e, portanto, mais sensiveis a variacdo de sua distribuicdo de
massa, ndo ¢ esperada significativa variagdo no tragado das curvas dos pontos L, e Lg

parad® = 0,01.

Deve-se ressaltar ainda que, embora a pseudo forca centrifuga ndo varie explicitamente
com os parametros i, f e d*, dado que nos pontos de equilibrio, como apresentado nos
Capitulos 2 e 3, verifica-se a igualdade entre tal pseudo forca e as forcas gravitacionais
devidas aos pontos de massa P;, P,; € P,,, a medida que a resultante gravitacional do
sistema varia com os parametros do modelo, tem-se a igual variagdo da pseudo forga

centrifuga, como pode ser visto nas Equagdes 3.215 e 3.216.
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4.1.2 Comportamento das Coordenadas Sinddicas dos Pontos de Equilibrio em

Funcéo da Variacdo do Para@metro de Comprimento do Dipolo

Voltando as Equagdes 3.220 a 3.226, pode-se observar que as coordenadas sinddicas de
todos os pontos de equilibrio do sistema fisico, a exce¢do de L3, por aproximacao,
dependem do pardmetro de comprimento d* do dipolo, com 0 < d* << 1. Pela
Equagao 3.208 observa-se que este parametro influencia os efeitos de distancia dos
polos P,; e P,, do dipolo, a partir do centroide do mesmo. Vale ressaltar que ¢
considerada a nova escala geométrica do sistema, estabelecida entre os centroides dos
primarios. Além disso, ainda pela Equacdo 3.208, o parametro d* nao participa do efeito
de massa dos polos do dipolo, além de ndo estar presente no termo de potencial do
primario mais massivo. Desta forma, ao se considerar a variagdo de d*, a alteracdo das
coordenadas dos pontos de equilibrio do sistema binario se dard, por este parametro,

apenas devido ao efeito de distancia de P, € P,,.

Figura 4.10: Proje¢do no plano sideral (em ty = 0), em (a), e no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se d* = 0,01, parau = 0,1, f = 0,5.
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(b)

Fonte: Producao do Autor.

Figura 4.11: Projecdo no plano sideral (em t; = 0), em (a), ¢ no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se d* = 0,1, parapu = 0,1, f = 0,5.
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(b)

Fonte: Producao do Autor.

Figura 4.12: Projecdo no plano sideral (em t; = 0), em (a), ¢ no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se d* = 0,2, parapu = 0,1, f = 0,5.
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Nas Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b), Figuras 4.11 (a) e 4.11 (b) e Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b),
as superficies de intensidade do potencial composto do sistema sobre o dipolo, na
configuracdo simétrica (f = 0,5) e para u = 0,1, sdo projetadas nos planos sideral,
to = 0, e sinddico, respectivamente. Nas Figuras 4.10 (a), 4.11 (a) e 4.12 (a), o
potencial composto gravitacional do dipolo ¢ mais intenso a medida que se toma
proximidade de qualquer um de seus polos, localizados no interior das regides brancas
dessas figuras. A intensidade do potencial composto desse corpo, no referencial sideral,
decai a medida que se toma distancia do dipolo. Nas Figuras 4.10 (b), 4.11 (b) e 4.12
(b), o potencial efetivo do dipolo ¢ mais intenso, pela parcela gravitacional composta
dos polos, a medida que se aproxima de P,; ou de P,,, novamente, localizados no
interior das regides brancas dessas figuras. Ainda, pelas Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b),
percebe-se que para d* pequeno, da ordem da centésima parte da nova escala
geométrica do sistema, os polos P,; € P,, do dipolo dispdem-se muito proximos um do
outro, tal que, a processo de limite, para d* — 0, tenha-se a sobreposi¢do dos polos num
unico ponto de massa coincidente com o centroide do primario II, retornando-se a
configuragdo do PRTCC. Nas Figuras 4.11 (a) e 4.11 (b), e nas Figuras 4.12 (a) ¢ 4.12
(b) tem-se d* =0,1 e d* = 0,2, respectivamente, sendo possivel, sobretudo neste

ultimo caso, distinguir com clareza a influéncia gravitacional de cada polo do dipolo na
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regido que o circunda em relagdo ao referencial sideral e ao referencial sinddico,

respectivamente.

Figura 4.13: Variagdo da intensidade e do alcance do campo de aceleragdo gravitacional ao
longo das abscissas sinodicas adimensionais devido aos polos P,; e Py, do
dipolo, tomando-se Ad* > 0 (adotados ¢ = 0,1 ¢ f = 0,5).
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Fonte: Producao do Autor.

Como apresentado na Figura 4.13, considerando-se o referencial sinddico, a medida que
o parametro d* ¢ incrementado, a distancia entre os polos do dipolo aumenta, partindo-
se da configuracdo inicial de referéncia em que P,; e P,, encontram-se sobrepostos,
retornando-se ao PRTCC (d* = 0). A partir do exposto, o efeito de distancia de P,; e de
P,, tende a aumentar com Ad* > 0, em relagdo ao centroide do dipolo, como indicado
na figura acima. E importante notar, contudo, que para uma mesma configuragio dos
parametros de massa do sistema binario e do dipolo, u e f, respectivamente, e mesmo
considerando-se o caso de dipolo simétrico (f = 0,5), tem-se que o efeito de distancia
de P,; é menor que o de P,,, isto é, o alcance da influéncia gravitacional devido a P,;
sofre maior atenuacdo em comparagao com o mesmo efeito devido a P,,. A razdo deste
comportamento € o efeito de distdncia concorrente, no plano sinddico, do primério mais
massivo, que, pelo critério de proximidade aos polos do dipolo, €, evidentemente, muito

maior sobre P,; em comparagdo com P,,, como pode ser notado na Figura 4.13.
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Figura 4.14: Variagdo das abscissas sinodicas dos pontos de equilibrio L; e L, mediante

Ad* > 0 parayu = 0,01 em (a) e para u = 0,1 em (b).
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Fonte: Produc¢édo do Autor.

Como dito acima, d* expressa, em unidades candnicas, a fracdo da nova escala
geométrica do problema compreendida pelo dipolo. Desta forma, qualquer variagao de
comprimento do dipolo impactard na altera¢do das condi¢des de equilibrio da forga
resultante gravitacional com a pseudo forca centrifuga, de modo mais acentuado, nas
regides do plano sinddico vizinhas ao proprio dipolo. O fato de o parametro de massa p
do sistema ser mantido fixo para a variacdo de d* implica ndo s6 na ndo variacdo da
massa do dipolo mas, também, no fato de o primdrio mais massivo do sistema
apresentar sua massa constante. Em decorréncia desta configuragdo paramétrica, o
primario mais massivo blinda qualquer variagdo apreciavel na localizagdo do ponto de

equilibrio que lhe é adjacente, isto é, L3, conforme varia-se d*. Além disso, embora as
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coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio triangulares, L, e Ls, dependam
explicitamente do parametro d*, como pode ser visto nas Equagdes 3.218 e 3.219,
mediante analise estabelecida na secdo anterior, constata-se que o primario mais
massivo influencia majoritariamente a localizagdo desses pontos de equilibrio no plano
sinddico por seu efeito de massa dominante no sistema, em comparacdo com 0 mesmo
efeito atribuido ao dipolo como um todo. Por esta razdo, desconsidera-se, neste estudo,
a variacdo das coordenadas sinddicas de L, ¢ Ls mediante variagdo de d*. Assim,
restringe-se a analise do efeito de variagdo deste parametro a variacao das condigdes de
equilibrio associadas aos pontos colineares L, e L,, como apresenta-se nas Figuras 4.14
(a) e 4.14 (b). Quanto maior o parametro de massa u do sistema, maior ¢ a massa do
dipolo e, consequentemente, menor ¢ a distdncia de seu centroide ao baricentro do
sistema binario. Além disso, para valores maiores de p, mais significativo ¢ o efeito de
massa do dipolo sobre os pontos de equilibrio colineares que lhe sdo vizinhos, isto é, L;
e L,, que tendem a se localizarem a maiores distancias do centroide do dipolo de modo
a serem preservadas as condic¢des de equilibrio. Ainda, pelas Figuras 4.14 (a) e 4.14 (b),
para um dado u, percebe-se que o ponto de equilibrio L; € mais sensivel a variagao de
d* quando o polo P,; é mais massivo ¢, desta forma, o efeito de massa deste polo tende
a repelir L, para abscissas sinodicas menores, de modo a ser preservada a existéncia de
um ponto de aceleracdo efetiva nula entre o primario mais massivo € o dipolo.
Opostamente, o ponto de equilibrio L, ¢ mais sensivel a variacdo de d* quando o polo
P,, ¢ o mais massivo, o que leva ao efeito de massa do mesmo a repelir esse ponto de
equilibrio para abscissas sinddicas maiores, preservando-se, com isso, a existéncia de
um ponto de aceleracdo efetiva nula de abscissa sinddica maior que a do centroide do

dipolo.

4.1.3 Comportamento das Coordenadas Sinddicas dos Pontos de Equilibrio em
Funcéo da Variacao do Parametro de Massa do Dipolo

Recorrendo-se, novamente, as Equagdes 3.220 a 3.226, pode-se observar que as
coordenadas sinddicas de todos os pontos de equilibrio do sistema fisico, a excecdo de
L3, por aproximacdo, dependem do parametro de massa f do dipolo, com 0 < f < 1,

como apresentado anteriormente. Pela Equacdo 3.208 observa-se que este parametro
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também contribui para o efeito de massa dos polos P,; ¢ P,, do dipolo. Deve-se
enfatizar que, em decorréncia da ado¢do da nova escala geométrica do problema como
sendo a distancia entre os centroides dos primarios e considerando-se as Equacdes 3.206
e 3.207, em que se desconsidera o efeito da margem estética nas abscissas sinddicas dos
polos do dipolo, tem-se que f ndo altera o efeito de distancia de P,; e P,, sobre os
pontos de equilibrio do sistema, dado que os polos sdo mantidos fixos em relacdo ao
centroide do primario II, representado pelo dipolo. Desta forma, com a nova escala
geomeétrica, obtém-se o desacoplamento do efeito de massa dos polos P,; € P,, em
relacdo ao efeito de distancia dos mesmos sobre os pontos de equilibrio do sistema.
Além disso, ainda pela Equagdo 3.208, observa-se que o parametro f ndo compde o

termo de potencial associado ao primario 1.

Figura 4.15: Projecdo no plano sideral (em t; = 0), em (a), ¢ no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se 4 = 0,1, f = 0,25ed* = 0,1.
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Fonte: Producao do Autor.

Figura 4.16: Projeg¢do no plano sideral (em ty = 0), em (a), e no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se p = 0,1, f =0,5ed* = 0,1.
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Fonte: Producao do Autor.

Figura 4.17: Projeg¢do no plano sideral (em ty = 0), em (a), e no plano sinddico, em (b), da
superficie de variagdo da intensidade do campo potencial composto do dipolo
assumindo-se ¢ = 0,1, f = 0,75ed* = 0,1.
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Fonte: Producao do Autor.

Nas Figuras 4.15 (a) e 4.15 (b), Figuras 4.16 (a) e 4.16 (b) e Figuras 4.17 (a) e 4.17 (b),
as superficies de intensidade do potencial composto do sistema sobre o dipolo, nas
configuracdes simétrica (f = 0,5) e assimétricas escolhidas, (f = 0,25¢ f = 0,75), s@o
projetadas nos planos sideral para ty = 0, e sinddico, respectivamente. Nas Figuras 4.15
(a), 4.16 (a) e 4.17 (a), como apresentado anteriormente, o potencial composto
gravitacional do dipolo é mais intenso a medida que se toma proximidade de qualquer
um de seus polos, localizados no interior das regides brancas dessas figuras. A
intensidade do potencial composto, no referencial sideral, decai a medida que se toma
distancia do dipolo. Nas Figuras 4.15 (b), 4.16 (b) e 4.17 (b), o potencial efetivo do
dipolo ¢ mais intenso, pela parcela gravitacional composta dos polos, @ medida em que
se aproxima de P,; ou de P,,, novamente, localizados no interior das regides brancas

dessas figuras.
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Figura 4.18: Variagdo da intensidade ¢ do alcance do campo de aceleragdo gravitacional ao
longo das abscissas sinddicas adimensionais devido aos polos P,;, em (a) e P,,,
em (b), tomando-se Af > 0 (adotados u = 0,1ed* = 0,1).
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Figura 4.19: Sobreposicdo da variacdo da intensidade e do alcance do campo de aceleragao
gravitacional ao longo das abscissas sinddicas adimensionais devido aos
polos P54 e P,, do dipolo, tomando-se Af > 0 (adotados u = 0,1ed* = 0,1).
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Fonte: Producdo do Autor.

Como mostram as Figuras 4.18 (a) e 4.18 (b) e a Figura 4.19, considerando-se o
referencial sinddico, a medida que o parametro f é incrementado, a massa do polo Py,
aumenta, em detrimento da redu¢do da massa do polo P,,, partindo-se da configuragao
inicial arbitraria de que o polo mais afastado do baricentro do sistema ¢ o mais massivo.
A partir do exposto, o efeito de massa de P,; sobre o plano sinddico aumenta com
Af > 0, como pode ser visto pelo alargamento da zona de seu alcance gravitacional, na
Figura 4.18 (a), enquanto este mesmo efeito sobre P,, diminui, o que justifica o
estreitamento de seu alcance gravitacional, como mostrado na Figura 4.18 (b). Estes
efeitos sdo simultdneos sobre o dipolo, tal que a sobreposicdo dos mesmos e o alcance
gravitacional do par de polos do dipolo, para Af > 0, é mostrado na Figura 4.19.
Recorda-se que as faixas brancas presentes nas Figuras 4.18 (a) e 4.18 (b) e na Figura
4.19 correspondem as regides circundantes brancas aos pontos de massa P,; ¢ P,, em
que se verifica abrupto crescimento da intensidade do campo potencial nas vizinhangas
dos polos do dipolo, a medida que a distancia aos mesmos tende a zero e correspondem

as regides em branco apresentadas nas Figuras 4.15 (b), 4.16 (b) e 4.17 (b).
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Mediante a variagdo do pardmetro f, pelo efeito de massa dos polos do dipolo e de
modo a serem preservadas as condigdes de equilibrio do sistema, os pontos de equilibrio
apresentam variacdo de suas coordenadas sinddicas. Em particular, para o ponto de
equilibrio colinear L3 verifica-se que, por este ser o ponto de equilibrio mais proximo
do primario tomado como mais massivo, representado pelo ponto de massa P;, ndo ha
apreciavel alteracao de sua abscissa sinddica conforme varia-se f para dado valor de p e
d* fixos. A razdo para este comportamento ¢ o fato de que para dado valor de u, a
massa do primdrio mais massivo ¢ mantida constante e este primario, pela proximidade
a L3, domina gravitacionalmente sobre este ponto de equilibrio. Além disso, quanto
menor for o parametro de massa u do sistema binario, maior ¢ a massa do primario P; e,
consequentemente, mais proximo deste primdrio estara o ponto de equilibrio Ls,

recordando-se o apresentado nas Figuras 4.7 (a) e 4.7 (b).
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Figura 4.20: Variacdo das abscissas sinoddicas dos pontos de equilibrio L; e L, mediante Af > 0
para u = 0,001 em (a) e para u = 0,01 em (b).
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Fonte: Producdo do Autor.
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Figura 4.21: Variacdo das abscissas sinddicas dos pontos de equilibrio L; e L, mediante Af > 0
parap = 0,1 em (a) e para u = 0,3 em (b).
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Fonte: Produc¢édo do Autor.

Devido aos pontos de equilibrio colineares L, e L, serem vizinhos ao dipolo, observa-
se, conforme varia-se o parametro f, a variagdo de suas abscissas sinddicas, como pode
ser verificado nas Figuras 4.20 (a) e 4.20 (b) e Figuras 4.21 (a) e 4.21 (b). Fisicamente,
devido a maior proximidade destes pontos de equilibrio aos polos do dipolo P,; € P,,,
0os mesmos apresentam maior sensibilidade de posi¢cdo sobre o eixo das abscissas
sinddicas, em comparagdo a L;, conforme f assume valores diferentes e ao se
considerarem configuragdes de valores distintas para os pardmetros p e d*. Para cada
configura¢do dos parametros ye d*, a medida que o valor do parametro f aumenta,

ocorre alteragdo na distribuicdo de massa internamente ao dipolo, como dito
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anteriormente. De modo a ser mantido um par de pontos de equilibrio sobre o eixo das
abscissas sinddicas e que estes pontos sejam vizinhos aos polos do dipolo, constata-se
que o ponto L; tende a se afastar do centroide do dipolo ao passo que o ponto L, tende a
se aproximar deste ponto. Em contrapartida, considerando-se a reducdao do valor
parametro f, tem-se que o polo P,, apresenta incremento de massa ao passo que o polo
P,, sofre decremento de massa e, consequentemente, L; tende a aproximar-se do
centroide do dipolo enquanto L, tende a afastar-se deste ponto. Este comportamento se
deve ao fato de, internamente ao dipolo, também haver disputa de influéncia

gravitacional entre pontos de massa P,; e P,, pelo efeito de massa.

Mediante anélise das Figuras 4.20 (a) e 4.20 (b) e Figuras 4.21 (a) e 4.21 (b) constata-se
que, a medida que se assume valores menores para o parametro de massa y do sistema
binario, os intervalos de variagao das abscissas sinddicas dos pontos L, ¢ L,, mediante
variagdo de f, tendem a serem mais proximos do dipolo, cuja abscissa do centroide ¢
dada por 1 — pu. Fisicamente, quanto menor € o pardmetro de massa do sistema binario,
menor ¢ a massa do dipolo. Consequentemente, o efeito gravitacional de massa exercido
pelo dipolo sobre os pontos de equilibrio adjacentes ¢ reduzido ao passo que tal efeito
devido ao ponto de massa P; torna-se cada vez mais predominante. De modo a ser
preservada a condi¢do de equilibrio para ocorréncia de L; e L,, tais pontos tendem a
migrar para as proximidades do dipolo. L; apresenta incremento de abscissa sinodica
enquanto L, sofre decremento desta coordenada em relacdo a origem do referencial
sinddico conforme diminui-se o valor de u. Além disso, das Figuras 4.21 (a) e 4.21 (b),
nota-se que L; ¢ mais sensivel que L, a variacdo do pardmetro de massa do sistema
binario. Da Figura 4.21 (a) para a Figura 4.21 (b) a massa do dipolo ¢ triplicada:
enquanto o ponto L, apresenta sua variagdo devido a modificagdo de f em um mesmo
intervalo de abscissas, nota-se que L, sofre modifica¢do de seu intervalo de variagdo, ao
se tornar, aproximadamente, duas vezes mais distante do centroide do dipolo na Figura
4.21 (b) do que no caso anterior mostrado na Figura 4.21 (a). Isto ¢ explicado pelo fato
de L, ter sua localizacao entreposta ao ponto de massa P; e ao dipolo e, desta forma, ser
mais vulneravel aos efeitos simultaneos de incremento de massa de P; e decremento de
massa do dipolo, se comparado a L, que encontra-se a distdncia maior do primario mais

massivo do sistema. Também, quanto menor o parametro u do sistema binario, pela
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decorrente maior proximidade dos pontos L, e L, dos polos do dipolo, mais sensivel ¢ o
posicionamento desses pontos sobre o eixo das abscissas sinddicas conforme varia-se f.
A razdo para este comportamento ¢ que, a medida que o parametro y torna-se menor, 0s
polos do dipolo passam a dominar gravitacionalmente sobre a localiza¢ao dos pontos L,
e L, em termos do efeito de distancia. Desta forma, para o sistema fisico em estudo,
quanto menor o valor do pardmetro p, mais significativas serdo as influéncias
gravitacionais associadas ao efeito de massa e ao efeito de distancia na localizagdo dos
pontos de equilibrio L; e L, devidos ao ponto de massa P; e aos polos P,; ¢ P,, do
dipolo, respectivamente. Em contrapartida, quanto maior o valor de p, tais efeitos sobre

L, e L, tendem a se distribuirem similarmente aos trés pontos de massa do sistema.

As abscissas sinodicas dos pontos de equilibrio L; e L, também se mostram mais
sensiveis a variacao do parametro f a medida que se assume valores maiores para o
parametro d*. Fisicamente, quanto maior ¢ o valor de d*, mais afastados estdo os polos
P, e P,, do dipolo entre si. Consequentemente, a distribuicdo de massa do dipolo ao
longo do eixo das abscissas sinddicas abrange uma extensdao maior o que posiciona,
para um mesmo valor do parametro u, o polo P,; mais proximo ao ponto de massa P;,
mais massivo, ¢ o polo P,, a uma distdncia maior desse ponto de massa. Esta
consequente disposi¢cdo dos pontos de massa do sistema afeta a competi¢ao das forcas
gravitacionais atribuidas a cada um deles. Em linhas gerais, para dado parametro de
massa p do sistema bindrio, quanto maior a dimensdo relativa do dipolo em comparagado
a dimensao do sistema, maior sera a amplificacdo do efeito gravitacional dos polos P,
e P,, do dipolo em termos do efeito de distancia na localizagdo dos pontos de equilibrio
L, e L, face ao efeito gravitacional de massa associado ao ponto de massa P;. Desta
forma, maior € a variagdo das abscissas sinodicas de L; e L, para um mesmo incremento
de f e, como resultado, maior € o intervalo de posi¢gdes admissiveis para os pontos de

equilibrio em tal configurag¢do de parametros.

A partir do exposto nas Secoes 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3, pode-se observar que, assim como o
parametro u define a distribui¢do de massa no sistema binario e a distancia do centroide
de cada primario ao baricentro desse sistema, os parametros f e d* definem a

distribuicao de massa e a extensdo do dipolo sobre a escala geométrica do sistema,
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respectivamente, tomada entre os centroides dos primérios. Nao obstante,
gravitacionalmente, o primario II, modelado como dipolo de massa em rotacdo, se
constitui como um subsistema gravitacional no sistema gravitacional do sistema binario,
apresentando, desta forma, parametros proprios, a saber, f e d*. De modo geral,
percebe-se, a partir do exposto acima, que a dependéncia de posicionamento dos pontos
de equilibrio L; e L, do sistema com os parametros p, f e d* ocorre, simultaneamente,
em duas instancias gravitacionais: em primeira instdncia, a do sistema binario, o
parametro u determina o quao proéximo ou afastado devem estar L; € L, do ponto de
massa P; e do dipolo de modo a preservar-se a condicdo de equilibrio. Em segunda
instancia, a do dipolo, os parametros f e d* refinam a disposicdo dos pontos de
equilibrio L; e L, mediante distribui¢do de massa interna ao dipolo e sua extensdo,

respectivamente.

4.2 Analise das Curvas de Velocidade Zero do Sistema

De modo a quantificar a variacao das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio de
um sistema bindrio considerando-se o modelo fisico apresentado no Capitulo 3, adotou-
se, como exemplos, duas configuragdes para um sistema celeste composto de dois
asteroides: na primeira configurag¢do, assume-se 4 = 0,1 e d* = 0,01 e, na segunda
configura¢do tomou-se u = 0,1 e d* = 0,1. Para ambas as configuracdes escolhidas,
foram considerados trés valores para o parametro f de massa do dipolo de modo a
representar casos assimétricos (f = 0,25 e f = 0,75) e simétrico (f = 0,5) para o
dipolo. Variando-se f foram obtidas as coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos
de equilibrio para cada configuracao escolhida. Adotou-se a configuracdo em que os
primarios sdo dois pontos de massa com u = 0,1 como configuragdo de referéncia para
a analise das coordenadas dos pontos de equilibrio acima mencionada. Nota-se que,
nesta configuragdao de referéncia, passa-se ao restabelecimento do PRTCC. Na
sequéncia, apresentam-se as coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos de
equilibrio para as configuracdes consideradas e para a configuracao de referéncia, além
da variagdo, em termos percentuais, das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio

em relacdo a configuragdo de referéncia.
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Tabela 4.1: Comparacao das coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos de equilibrio do

sistema binario assumindo-se dipolo a diferentes valores de f, adotados u = 0,1 ¢
d* = 0,01 e configuraggo de referéncia (PRTCC).

Referéncia

f=0,25 f=0,5 f=0,75 (PRTCO)

XLy 0,6104095 0,6089613 0,6075462 0,6090351
XL, 1,2615434 1,2597743 1,2579719 1,2596998
X3 —1,0415076 —1,0416091 —1,0416305 —1,0416098

Vii_23 0 0 0 0

XLy s 0,4003350 0,4000108 0,3996869 0,4000000
Vi, 0,8657264 0,8660208 0,8663144 0,8660254
Vis —0,8657264 —0,8660208 —0,8663144 —0,8660254

Fonte: Produgao do Autor.
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Figura 4.22: Representagdo da localizagdo dos pontos de equilibrio do sistema binario
assumindo-se dipolo a diferentes valores de f. (Adotados 4 = 0,1 e d* = 0,01).
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Fonte: Produ¢ao do Autor.
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Tabela 4.2: Variagdo percentual das coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos de
equilibrio do sistema binario em relagdo a referéncia (PRTCC) sobre a nova
escala geométrica do sistema, assumindo-se dipolo a diferentes valores de f.
(Adotados u = 0,1ed* = 0,01).

f=0,25 f=0,5 f=0,75
Axy, (%) 0,226 —0,012 —0,244
Axy, (%) 0,146 0,006 —-0,137
Axp, (%) 0,010 0 —0,002
Axy, (%) 0,084 0,003 —0,078
Ay, (%) —0,034 0 0,033
Ay, (%) 0,034 0 —0,033

Fonte: Produ¢ao do Autor.
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Figura 4.23: Representacao da variagdo percentual das coordenadas sinddicas adimensionais dos

Variacio (%) em relhdio a Referéncia

pontos de equilibrio do sistema bindrio em relagdo a referéncia (PRTCC),
assumindo-se dipolo a diferentes valores de f. (Adotados ¢ = 0,1 e d* = 0,01). A
configuragdo de referéncia corresponde a linha de valor zero.
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Fonte: Produ¢édo do Autor.
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Tabela 4.3: Comparacao das coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos de equilibrio do

sistema binario assumindo-se dipolo a diferentes valores de f, adotados © = 0,1 ¢
d* = 0,1 e configuragio de referéncia (PRTCC).

Referéncia
f=0,25 f=0,5 f=0,75 (PRTCO)

XLy 0,6167710 0,6018982 0,5898750 0,6090351

XL, 1,2825658 1,2669562 1,2483811 1,2596998
X3 —1,0414106 —1,0416255 —1,0418403 —1,0416098

Vii_23 0 0 0 0

XLy s 0,4043092 0,4010811 0,3978973 0,4000000
Vi, 0,8625978 0,8655608 0,8684549 0,8660254
Vis —0,8625978 —0,8655608 —0,8684549 —0,8660254

Fonte: Produgao do Autor.
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Figura 4.24: Representagdo da localizagdo dos pontos de equilibrio do sistema binario
assumindo-se dipolo a diferentes valores de f. (Adotados . = 0,1 e d* = 0,1).
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Fonte: Produc¢édo do Autor.
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Tabela 4.4: Variagdo percentual das coordenadas sinddicas adimensionais dos pontos de
equilibrio do sistema bindrio em relacdo a referéncia (PRTCC) sobre a nova
escala geométrica do sistema, assumindo-se dipolo a diferentes valores de f.
(Adotados u = 0,1ed* =0,1).

f=0,25 f=0,5 f=0,75
Axy, (%) 1,270 —-1,172 —3,146
Axy, (%) 1,815 0,576 —0,898
Axy, (%) 0,019 0,001 —0,022
Axy, (%) 1,077 0,270 —-0,526
Ay, (%) —0,396 —0,054 0,280
Ay, (%) 0,396 0,054 —0,280

Fonte: Produ¢édo do Autor.
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Figura 4.25: Representacao da variacdo percentual das coordenadas sinddicas adimensionais dos
pontos de equilibrio do sistema binario em relagdo a referéncia (PRTCC),
assumindo-se dipolo a diferentes valores de f. (Adotados u =0,1ed* =0,1). A
configuragdo de referéncia corresponde a linha de valor zero.

+
0 n u 4 M 20,25
* Wi=05
1 ] £=0,75

Variacio (%) em reldio a Referéncia
{PRTCC)

1 — xl2 - x3 | xl45 - yl4 - yls

Fonte: Produ¢édo do Autor.

Mediante as Tabelas 4.1 ¢ 4.2, para u = 0,1 e d* = 0,01, e as Tabelas 4.3 ¢ 4.4, para
u=0,1ed" = 0,1, pode-se observar que, mantido constante o parametro de massa do
sistema binario e considerando-se os mesmos casos de distribuigdo de massa interna ao
dipolo, quanto maior o valor do parametro d*, maior ¢ a variacdo observada, em
unidades canodnicas (Tabelas 4.1 e 4.3) e em termos percentuais (Tabelas 4.2 e 4.4) das
coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio do sistema em relagdo a configuracao de
referéncia. Das Figuras 4.22 e 4.23 verifica-se que para valores pequenos de d*
(d* = 0,01) ndo se verifica consideravel variacdo das coordenadas sinodicas dos pontos
de equilibrio entre os diferentes valores adotados para o parametro f de massa do
dipolo. Tal variagdo torna-se mais perceptivel para valores maiores de d* (d* = 0,1).
Além disso, das Figuras 4.24 ¢ 4.25, quanto menor for o valor de d*, mais simétrica ¢ a
variagdo das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio, em unidades candnicas e
em termos percentuais, em relacdo as coordenadas assumidas por tais pontos na
configuragdo de referéncia, assumindo-se os casos de dipolo assimétrico. Estes
resultados ja eram esperados dado que, como foi verificado na se¢do precedente, a

I3

medida que o pardmetro d* ¢ reduzido, os polos do dipolo tendem a serem cada vez
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mais proximos um do outro tal que, a processo de limite, verifica-se a degeneracao do
dipolo em um unico ponto de massa coincidente com seu centroide, retornando-se ao

PRTCC (referéncia).

Devido aos efeitos de massa e de distancia dos pontos de massa P;, Py; € P,,,
explicados anteriormente, para dado pue d* fixos, verifica-se que os cinco pontos de
equilibrio do sistema binario exibem sensibilidades diferentes quanto a variacao de suas
coordenadas sinddicas a medida em que se varia o parametro de massa f do dipolo.
Com base nas Tabelas 4.1 a 4.4, e no que foi discutido na Secdo 4.1, pode-se observar
que, em comparagdo com a configuracao de referéncia, os pontos de equilibrio L; e L,
sd0 0s que apresentam maior variacao de suas coordenadas sinddicas conforme varia-se
f, o que se expressa em unidades candnicas por meio das Tabelas 4.1 e 4.3 e em termos
percentuais pelas Tabelas 4.2 ¢ 4.4 para as configuracdes de p e d* adotadas. Como ja
mencionado, esta variagdo mais acentuada para tais pontos de equilibrio justifica-se pela
sua sensibilidade ao pardmetro f mais significativa devido sua proximidade aos pontos
de massa P,; ¢ P,, que apresentam suas massas modificadas pela variagdo de f. Das
Tabelas 4.1 a 4.4 ¢ possivel perceber também que a abscissa sinddica de L, apresenta,
em ambas as configuragdes, maior diferenga em relacdo ao valor correspondente no
PRTCC quando f = 0,75, uma vez que, neste caso, o polo mais massivo do dipolo ¢
P54, o que tende, por efeito de massa, a deslocar de modo mais significativo o ponto de
equilibrio L;. Em contrapartida, nas configuragdes apresentadas, a abscissa sinodica de
L, apresenta maior diferenca em relacdo ao valor correspondente no PRTCC quando
f =0,25. Isto ocorre porque, neste caso, o polo mais massivo do dipolo ¢ P,, e,
novamente, considerando-se o efeito de massa, tal polo, ao ser mais massivo, tende a
deslocar de forma mais significativa o ponto de equilibrio L,. Observa-se também que
as coordenadas de L; e L,, no caso simétrico, sdo mais proximas das abscissas destes
pontos na configuracao de referéncia. A razdo deste comportamento se deve ao fato de
que, no caso de dipolo simétrico, como sabido, os polos P,; € P,, apresentam a mesma
fracdo em massa do quantitativo de massa do sistema pertencente ao primario II,
modelado como dipolo. Consequentemente, a auséncia de assimetria na distribuicdo de
massa entre os polos permite a sobreposicdo do centro de massa do dipolo sobre seu

centroide. Desta forma, a influéncia gravitacional de um dipolo simétrico sobre a
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localizagdao dos pontos L; e L, assemelha-se a influéncia gravitacional de um tnico

ponto de massa que concentra toda a massa do dipolo, como no PRTCC.

Em ambas as configuragdes para os parametros u ¢ d* consideradas, independentemente
da distribuicdo de massa interna ao dipolo, observa-se que a abscissa sinddica do ponto
de equilibrio L; ndo exibe significativa variacao e, além disso, as abscissas deste ponto
de equilibrio praticamente nao diferem em relagdo a configuracdo de referéncia, como
pode ser verificado nas Tabelas 4.1 e 4.2 e nas Figuras 4.22 ¢ 4.23 para d* = 0,01 e nas
Tabelas 4.3 e 44 e nas Figuras 424 e 4.25, para d*=0,1. A causa deste
comportamento ¢ o fato deste ponto ser proximo ao primario mais massivo do sistema,
cuja massa nao ¢ modificada em cada configuracdo de u e d* mediante variagdo de f.
Desta forma, pode-se afirmar que o ponto de equilibrio L3 do sistema sofre consideravel
inercialidade de posi¢cdo em relacdo a configura¢do de referéncia. Além disso, verifica-
se variagdo nas abscissas e nas ordenadas sinddicas, nestas ultimas de forma mais sutil,
dos pontos de equilibrio L, e Ls considerando-se variacdo do fator de massa f do dipolo
para cada configuragdo de pue d* adotada. Recorda-se que as abscissas sinddicas dos
pontos de equilibrio L, ¢ Lg s3o menores que as abscissas sinddicas do ponto de
equilibrio L;, qualquer que seja a configuracdo de parametros considerada, assim como
¢ verificado na configuragdo de referéncia (PRTCC). Consequentemente, os pontos
triangulares exibem menor distancia ao primario mais massivo que o ponto colinear L;.
Desta forma, este primario domina em efeito de massa e distancia sobre Ly € Ls, sendo
que o efeito de f sobre o dipolo na localizacdo desses pontos mostra-se menor, como
apresentado nas Tabelas 4.1 e 4.2 e nas Figuras 4.22 e 4.23 para d* = 0,01 e nas
Tabelas 4.3 ¢ 4.4 ¢ nas Figuras 4.24 ¢ 4.25, para d* = 0,1, em comparagdao ao que ¢
observado em L,. Ainda, conforme Tabelas 4.1 e 4.2 e Tabelas 4.3 e 4.4, ¢ possivel
perceber que as abscissas de L, e Lg, no caso de dipolo simétrico, sdo mais proximas
das abscissas destes pontos na configuracdo de referéncia, o que se justifica pelas
mesmas razdes apresentadas acima para L, e L,. Nota-se ainda que, para valores
maiores de d*, a variagdo de abscissas sinddicas dos pontos triangulares é mais
significativa quando f = 0,25 e, desta forma, quando o polo P,, é o mais massivo, o
que leva a constatacdo de que o efeito de distdncia entre as solucdes de equilibrio

triangulares e os pontos de massa do dipolo ¢ significativo. Uma vez que a distribui¢ao
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de massa do dipolo ¢ feita sobre o eixo das abscissas sinddicas, ndo ha variagdo de
massa ao longo das ordenadas sinddicas, o que explica a pequena variagdo das
ordenadas de L, e Ls conforme varia-se f, em comparacdo com a variacao das abscissas

sinodicas desses pontos.

Considerando-se as configuracdes 4 = 0,1ed*=0,01eu =0,1ed" = 0,1 ¢ fator de
massa f para os casos de dipolo assimétrico (f = 0,25¢ f = 0,75) e simétrico (f =
0,5), para cada ponto de equilibrio do sistema, determinou-se o valor da constante
adimensional de Jacobi, a partir da Equacao 3.227, como apresentado nas Tabelas 4.5 e
4.7, em unidades candnicas, a seguir. Apresentam-se também os valores da constante
adimensional de Jacobi associada a cada ponto de equilibrio para a configuracdo de
referéncia (PRTCC). Nas Tabelas 4.6 ¢ 4.8 apresentam-se as variagdes, em termos
percentuais, da constante adimensional de Jacobi associada a cada ponto de equilibrio

em relacdo a configuragdo de referéncia.

Tabela 4.5: Valores da constante adimensional de Jacobi associada aos pontos de  equilibrio
do sistema em fungdo de f, para p = 0,1 e d* = 0,01 e no caso de referéncia

(PRTCC).
Referéncia
f=0,25 f=05 f=0,75 (PRTCC)
C'L, 3,59122 3,59716 3,60303 3,59695
Cr, 3,47064 3,46679 3,46291 3,46668
', 3,09945 3,09958 3,09971 3,09958
Cr, . 2,90975 2,90999 2,91025 2,91000

Fonte: Produ¢do do Autor.
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Tabela 4.6: Variacdo percentual da constante adimensional de Jacobi em relagdo a referéncia
(PRTCC) associada aos pontos de equilibrio do sistema em fungdo de f, para

u=01led" =0,01.
f=0,25 f=0,5 f=0,75
AC™ L, (%) —0,15930 0,00584 0,16903
AC* L, (%) 0,11423 0,00317 —0,10875
AC* 1, (%) —0,00419 0 0,00419
AC*L, (%) —0,00859 —0,00034 0,00859

Fonte: Produ¢édo do Autor.

Figura 4.26: Representagdo da variagdo percentual da constante adimensional de Jacobi
associada aos pontos de equilibrio do sistema em fungdo de f, para u = 0,1 ¢
d* = 0,01 em relacdo a referéncia (PRTCC). A configuracdo de referéncia
corresponde a linha de valor zero.
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Fonte: Produ¢do do Autor.
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Tabela 4.7: Valores da constante adimensional de Jacobi associada aos pontos de equilibrio do

sistema em fungdo de f, para u=0,1¢ d*=0,1 e no caso de referéncia

(PRTCC).

Referéncia

f=10,25 =0,5 f=0,75

(PRTCC)
C*Ll 3,55619 3,61709 3,67261 3,59695
Cy, 3,51353 3,47731 3,43748 3,46668
C*L3 3,09832 3,09965 3,10097 3,09958
C'r, s 2,90743 2,90994 2,91243 2,91000

Fonte: Produ¢ao do Autor.

u=01led* =0,1.

Tabela 4.8: Variacdo percentual da constante adimensional de Jacobi em relagdo a referéncia
(PRTCC) associada aos pontos de equilibrio do sistema em fung¢do de f,

para

f=025 f=05 f=0,75
AC”,, (%) —1,13318 0,55992 2,10345
AC L, (%) 1,35144 0,30663 —0,84230
ACT L, (%) —0,04065 0,00226 0,04484

AC,, (%) —0,08832 —0,00206 0,08350

Fonte: Produc¢édo do Autor.
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Figura 4.27: Representacdo da variagdo percentual da constante adimensional de Jacobi
associada aos pontos de equilibrio do sistema em fungdo de f, para u = 0,1 ¢
d*=0,1 em relagdo a referéncia (PRTCC). A configuragdo de referéncia
corresponde a linha de valor zero.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.

A partir das Tabelas 4.5 a 4.8, pode-se constatar que, em decorréncia de na configuracao
u=0,1ed" = 0,01, como discutido anteriormente, os pontos de equilibrio do sistema
apresentarem menor variacao de suas coordenadas sinddicas em relagdo a configuragao
de referéncia, em comparagdo com que ocorre com a configuragdo u =0,1ed" =0,1
dada a variagdo de f, na primeira configuragdo observa-se menor diferenga dos valores
da constante adimensional de Jacobi associada a cada ponto de equilibrio do sistema em
relacdo ao valor dessa constante assumida nos pontos de equilibrio correspondentes no
PRTCC. Além disso, em ambas as configuragdes consideradas para os parametros u e
d*, a medida que varia-se o fator de massa f do dipolo, as constantes adimensionais de
Jacobi associadas a Ly € a Ly, isto €, C" e C*[, sdo as que apresentam variagdo mais
significativa. Este comportamento se deve ao fato de, como discutido anteriormente, os
pontos de equilibrio L; e L, apresentarem maior variagdo de abscissas sinddicas
conforme o fator f assume valores diferentes, o que leva a alteragdo da localizagdo dos
pontos de equilibrio. Desta forma, em virtude de L; e L, serem os pontos de equilibrio

cujas localiza¢des sobre as abscissas sinddicas sdo as mais sensiveis a variagdo de f
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entre todos os pontos de equilibrio do sistema, tem-se que a constante adimensional de
Jacobi a eles associada apresenta maior variagdo em relacdo aos valores dessa mesma
constante, nestes pontos, para a configuragdo de referéncia, como apresentado nas
Tabelas 4.5 ¢ 4.6 e Figura 4.26, para u = 0,1 e d* = 0,01 e nas Tabelas 4.7 ¢ 4.8 ¢
Figura 4.27, para u = 0,1 e d* = 0,1. Ainda, como pode ser verificado nas Figuras 4.26
e 4.27, e em decorréncia do que foi apresentado anteriormente para a variagdo das
coordenadas dos pontos de equilibrio do sistema, a variacao dos valores da constante
adimensional de Jacobi sdo mais simétricas em relacdo a configuragcdo de referéncia
quanto menor for a extensdo do dipolo sobre as abscissas sinddicas. Nota-se também
que, em decorréncia da menor sensibilidade ao fator f por parte dos pontos L, L, € Ls,
as constantes adimensionais de Jacobi a eles associadas, C*;, € C*[, _, respectivamente,
apresentam menor variagdio em comparagdo com C*; e C*; a medida que a

distribuicdo de massa do dipolo é modificada.

A partir da constante adimensional de Jacobi associada a cada ponto de equilibrio,
foram tracadas as curvas de velocidade zero para o sistema binario considerando-se as
configuracdes apresentadas e levando-se em conta a variacdo do fator de massa f do

dipolo.
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Figura 4.28: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d* = 0,01 e
f = 0,25. Em (a), tracado geral e em (b), tracado ao redor do dipolo.
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Fonte: Produc¢édo do Autor.
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Figura 4.29: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d* = 0,01 e
f = 0,25. Em (a), tragcado geral e em (b), tracado ao redor do dipolo.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.
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Figura 4.30: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d* = 0,01 e
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Fonte: Producdo do Autor.

Figura 4.31: Curvas de velocidade associadas a C*;, _ para configuracdo 4 = 0,1,d* = 0,01 ¢

£ =0,25.
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Fonte: Produc¢édo do Autor.
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Figura 4.32: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,25. Em (a), tragado geral e em (b), tragado ao redor do dipolo.
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Figura 4.33: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u =0,1, d*=0,1 ¢
f =0,25. Em (a), tragado geral e em (b), tragado ao redor do dipolo.
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Figura 4.34: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,25.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.
Figura 4.35: Curvas de velocidade associadas a C*;, _ para configuragdo 4 =0,1,d" =0,1 ¢

f =0,25.
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Figura 4.36: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,5. Em (a), tragado geral e em (b), tragado ao redor do dipolo.
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Figura 4.37: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,5. Em (a), tragado geral e em (b), tracado ao redor do dipolo.
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Figura 4.38: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,5.
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Figura 4.39: Curvas de velocidade associadas a C*;, _ para configuragdo 4 =0,1,d"* =0,1 ¢
f=0,5.

Fonte: Producédo do Autor.
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Figura 4.40: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u =0,1, d*=0,1 ¢
f =0,75. Em (a), tragado geral e em (b), tragado ao redor do dipolo.
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Figura 4.41: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u =0,1, d*=0,1 ¢
f =0,75. Em (a), tragado geral e em (b), tragado ao redor do dipolo.
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Figura 4.42: Curvas de velocidade associadas a C*;, para configuragdo u = 0,1, d*=0,1 ¢
f =0,75.
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Figura 4.43: Curvas de velocidade associadas a C*;, _ para configuragdo 4 =0,1,d" =0,1 ¢
f =0,75.

Fonte: Producdo do Autor.

Nas Figuras 4.28 a 4.31 sdo apresentadas as curvas de velocidade zero para o sistema
binario na configuragdo u = 0,1 e d* = 0,01. Devido ao pequeno valor de d* o tracado

das curvas de velocidade zero correspondentes aos referidos valores do negativo da
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constante adimensional de Jacobi também ndo exibem significativa variacdo de seu
tracado, mesmo ao se considerar a regido circunvizinha ao dipolo, conforme f assume
valores distintos. Desta forma, devido concentragdo de massa do dipolo numa pequena
fragdo da escala geométrica do sistema, a variagdo de massa entre os polos devida a
modificacdo de f entre os casos assimétricos (f = 0,25¢ f = 0,75) e caso simétrico

(f = 0,5), ndo altera significativamente o campo potencial gravitacional do dipolo.

Nas Figuras 4.32 a 4.35, Figuras 4.36 a 4.39 e Figuras 4.40 a 4.43 sdo apresentadas as
curvas de velocidade zero para o sistema binario na configuragdao u = 0,1 e d* = 0,1,
para f = 0,25, f = 0,5 e f = 0,75, nesta ordem. Nesta configura¢do, em particular,
mantido o pardmetro de massa do sistema y = 0,1, ao se considerar maior afastamento
entre os polos do dipolo (d* = 0,1), verifica-se que a variagdo de massa dos mesmos em
decorréncia da alteracdao de f entre os casos assimétricos (f = 0,25¢ f = 0,75) e caso
simétrico (f = 0,5) altera significativamente o campo potencial gravitacional,

sobretudo, nas regides circunvizinhas ao dipolo, como pode ser notado nas Figuras 4.32

(b), 4.33 (b), 4.36 (b), 4.37 (b), 4.39 (b) e 4.41 (b).

Para ambas as configuragdes consideradas, as curvas de velocidade zero associadas aos
valores da constante adimensional de Jacobi relacionada aos pontos de equilibrio do
sistema sdo representadas por curvas vermelhas, para destaque. Nas figuras
mencionadas pode-se verificar que, em relacdo a estas curvas, as curvas adjacentes
apresentam incremento ou decremento de valor da constante adimensional de Jacobi,
representados pelos valores positivos e negativos, respectivamente, sobre seu tragado.
Fisicamente, tais variacdes do valor da constante adimensional de Jacobi expressam
incrementos ou decrementos de energia mecanica total especifica para a particula de

prova, em relagdo ao referencial sinodico.

Nas Figuras 4.30 ¢ 4.31, da configuragdo u = 0,1 e d* = 0,01 ¢ nas Figuras 4.34 ¢ 4.35,
Figuras 4.38 e 4.39 ¢ Figuras 4.42 ¢ 4.43, da configuracdo u = 0,1 e d* = 0,1, sdo
apresentados os tracados gerais das curvas de velocidade zero associadas aos valores
C',eC”

L,_s» Tespectivamente. Como os valores da constante adimensional de Jacobi

associados aos pontos de equilibrio do sistema que ndo sdo vizinhos ao dipolo ndo
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exibem consideravel variacdo de coordenadas sinodicas dada a variagdo de f, sdo

apresentados apenas os tragados gerais das curvas de velocidade zero associadas.

Na Figura 4.28 (a) para a configuracdo u = 0,1 e d* = 0,01, bem como nas Figuras
4.32 (a), 4.36 (a) e 4.40 (a) para a configuracao u = 0,1 e d* = 0,1, com f = 0,25,
f=05 e f =075, respectivamente, mostram-se as curvas de velocidade zero
associadas a C*;, . Estas curvas se interseccionam no ponto de equilibrio L4, localizado
entre os primarios, como no PRTCC e, por esta razdo, o mesmo também ¢ denominado
primeiro ponto de contato, como apresentado no Capitulo 2. Na Figura 4.28 (b), para a
configuracdo u =0,1 e d* = 0,01 e Figuras 4.32 (b), 4.36 (b) ¢ 4.40 (b) também
apresenta-se, em maiores detalhes, o tragado das curvas de velocidade zero associadas a
C*1, nas circunvizinhangas do dipolo de massa. Para ambas as configuragdes, verifica-
se ainda uma segunda curva de velocidade zero associada a C*;, que circunda os dois

primdrios, como pode ser visto nas Figuras 4.28 (a), 4.32 (a), 4.36 (a) € 4.40 (a).

Na Figura 4.29 (a), para a configuragdo u = 0,1 e d* = 0,01, bem como nas Figuras
4.33 (a), 4.37 (a) e 4.41 (a) para a configuracao u = 0,1 e d* = 0,1, com f = 0,25,
f=05 e f =075, respectivamente, mostram-se as curvas de velocidade zero
associadas a C*,. Verifica-se que as curvas de velocidade zero associadas a tal valor
para a constante adimensional de Jacobi se interseccionam sobre o ponto de equilibrio
L,, a direita do dipolo, em relacdo ao baricentro do sistema. Este ponto de equilibrio,
como no PRTCC ¢ o segundo ponto de contato do sistema, e, em particular, permite o
contato da oval circundante aos primarios com a oval externa ao sistema binario. Na
Figura 4.29 (b), para a configura¢do ¢ = 0,1 e d* = 0,01 e Figuras 4.33 (b), 4.37 (b) e
4.41 (b) também apresenta-se, em maiores detalhes, o tragado das curvas de velocidade

zero associadas a C*; nas circuvizinhangas do dipolo de massa.
Mediante a constante adimensional de Jacobi assumir o valor C*;_, tem-se o terceiro

ponto de contato do sistema, a saber, o ponto de equilibrio L3, considerado para os casos

do fator de massa f apresentados, como apresentado na Figura 4.30 para a configuragao
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u=01¢ed" =0,01 e nas Figuras 4.34, 4.38 ¢ 4.42 para a configuracdo u = 0,1 ¢
d =0,1.

Reduzindo-se o valor da constante adimensional de Jacobi ao ponto de esta assumir o
valor C*p, ., tem-se considerdvel redugdo de regides espontaneamente proibidas ao
movimento da particula de prova. Consequentemente, as regides espontaneamente
permitidas ao movimento do terceiro corpo do sistema tornam-se maiores, como pode
ser visto na Figura 4.31 para a configuracdo u = 0,1 e d* = 0,01 e nas Figuras 4.35,
4.39 ¢ 4.43 para a configuragao u = 0,1 e d* = 0,1.

4.3 Estudo Qualitativo da Estabilidade do Movimento Orbital da Particula de

Prova

A partir das condigdes iniciais de movimento da particula de prova em torno do
primario representado pelo modelo de dipolo de massa, expressas pelas Equagdes 2.128
a 2.131, para orbita osculadora direta, e pelas Equagdes 2.132 a 2.135, para orbita
osculadora retrograda, pode-se estudar qualitativamente, via integracdo numérica das
Equagoes 3.244 e 3.245, o movimento dessa particula no sistema binario em
consideragdo. Recorda-se que as condigdes de posi¢do e velocidade da particula de
prova na orbita osculadora inicial centrada no dipolo, para dado valor de u, sdo fungdes
do semi-eixo maior orbital inicial d, e da excentricidade orbital inicial e, e expressas no

referencial sideral.

O estudo qualitativo do movimento da particula de prova no sistema binario permite que
se investigue a estabilidade do mesmo no referido sistema. Caracteriza-se, neste estudo,
a estabilidade qualitativa do movimento orbital da particula de prova como a auséncia
de colisdo da mesma com os primarios, bem como a inexisténcia de sua ejecao
gravitacional do sistema, apds dado intervalo de tempo considerado. A estas condi¢des
de estabilidade qualitativa associa-se o tempo de permanéncia da particula de prova em
orbita do primario tomado como dipolo de massa. Como sera apresentado, a depender
do tempo de integracdo estabelecido, da distribuicdo de massa do primario II e da

inclinacdo do plano orbital da particula de prova em relagdo ao plano sideral, ndo se
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verificam Orbitas cujo tempo de permanéncia da particula em orbita do dipolo seja
consideravel, de tal modo que, inevitavelmente a mesma acaba por colidir com algum
primario ou por ser ejetada gravitacionalmente do sistema. Desta forma, ¢ mais correto
dizer que busca-se a configuracdo de condi¢des inicias a particula de prova que
possibilitem & mesma o movimento menos instdvel possivel, associado a dada
inclinagdo de plano orbital da particula e a distribuicdo de massa do primario
assimétrico. Em outras palavras, quanto maior o tempo de permanéncia da particula em
orbita ao redor do dipolo, menos instavel qualitativamente ¢ seu movimento orbital ao
redor desse corpo. Neste sentido, mostra-se util a constru¢do de grades de condigdes
iniciais para o movimento da particula que relacionam seu tempo de permanéncia
orbital com os valores osculadores iniciais de semi-eixo maior e excentricidade orbitais.
Salienta-se que as grades sdo, com boa aproximacdo, referenciadas ao centroide do

dipolo, uma vez que ¢ desconsiderada a margem estatica do problema.

Tabela 4.9: Parametros caracteristicos do sistema 2001SNye;.

m, (Alpha) 917,5 x 10%kg
m, (Gamma) 9,8 x 101%kg
[ 3804 m
d 500 m
R, (raio de Alpha) 1350 m

Fonte: Produc¢édo do Autor.

Neste estudo, consideram-se aspectos fisicos do par de corpos Alpha e Gamma do
sistema triplo de asteroides 2001SNye3, apresentados na Tabela 4.9, como referéncias
para analise do tempo de permanéncia de uma particula de prova num sistema binario.
A razdo pela escolha desse par de corpos de um sistema triplo, e ndo de um sistema
constituido por apenas dois corpos ¢ devida ao fato de o sistema triplo 2001SNy4;3 ter
sido escolhido como alvo de estudo da missao espacial brasileria ASTER. O corpo Beta

descreve sua Orbita externamente ao sistema binario Alpha — Gamma, além desse corpo
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apresentar significativa distancia a esses corpos do sistema triplo. Dada a relativa
proximidade entre Alpha e Gamma, um veiculo espacial pode investigar, por exemplo,
numa mesma missao, esses dois corpos do sistema 2001SNye3;. Desta forma, neste
estudo assume-se Alpha e Gamma como primarios I e II, respectivamente. O asteroide
Gamma possui formato alongado e seu movimento no sistema 2001SNys; apresenta

ressonancia spin-orbita com o corpo Alpha

O sistema triplo 2001SN»43, que pertence a categoria NEA, foi descoberto em 2001 pelo
programa LINEAR (Lincoln Near-Earth Asteroid Research), desenvolvido como
cooperacdo entre a for¢a aérea norte americana, pela NASA e pelo Lincoln Laboratory -
MIT. A principio, mediante primeiras observagdes, acreditava-se que 0 2001SN,43 fosse
um Unico corpo. Contudo, novas observagdes realizadas em 2008, pelo Observatorio de
Arecibo, Porto Rico, que aproveitaram a aproximagao desse corpo em relagdo a Terra,
mostraram que na realidade o 2001SNy¢; € um sistema triplo de asteroides (NOLAN et
al., 2008; ARAUIJO, 2011). Em 2009, foram divulgadas as primeiras caracteristicas
fisicas do sistema triplo 2001SNye3, como, por exemplo, o fato de o asteroide principal
do sistema (Alpha) apresentar forma esferoidal (BECKER et al., 2009; ARAUJO,
2011).

A missdao ASTER, primeira missdo brasileira de espaco profundo, tem como principal
objetivo o desenvolvimento de tecnologias espaciais para o Brasil e a realizacdo de
pesquisas cientificas acerca das caracteristicas fisicas e dinamicas do sistema triplo
2001SN363, como seu campo gravitacional e velocidade de rotacdo de seus corpos
constituintes, a distribuicdo de massa dos corpos, sua composicdo quimica e refinar o

conhecimento de sues parametros orbitais (MASAGO, 2014).

Para construgdo das grades de condigdes iniciais consideram-se diferentes valores para
semi-eixo maior e excentricidade orbitais osculadores. Adotam-se valores de semi-eixo
maior entre 250 metros em relagdo ao centroide do primario II até cinco vezes o valor
do raio de Hill para este corpo, o que corresponde a 1900 metros, com passo de
variagdo de 0,5 metros. O valor minimo de 250 metros para semi-eixo maior osculador
¢ adotado para que se leve em conta a maxina extensao do primario II no espago, a

partir de seu centroide. Este valor ¢ estabelecido como pardmetro para critério de
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colisdo da particula com o referido primario. Como apresentado na Tabela 4.9, assume-
se que o primario II possui 500 metros de comprimento, ao longo das abscissas
sinddicas, sendo esta a sua dimensdo mais significativa. Além disso, adota-se que o
priméario I, modelado como corpo esférico, apresenta raio de 1350 metros, sendo esta
quantidade também parametro para colisdo da particula de prova com este corpo.
Considera-se ainda que ocorre ejecao gravitacional da particula em relagao ao sistema
bindrio quando o semi-eixo maior osculador ¢ superior a 30 vezes a distancia entre os
primarios, cujo valor para o sistema adotado ¢ de 3804 metros. Em termos da
excentricidade, consideram-se os valores 0 < e, <1 para que a Orbita kepleriana

osculadora seja fechada, com passo de variacdo de 0,01.

Recorda-se que, neste estudo, considera-se o efeito da pressao da radiagdo solar sobre o
movimento da particula de prova no sistema. Quanto mais proximo estiver a particula
em relacdo ao dipolo, em sua posicao inicial, mais rapidamente ela tendera a colidir com
o primario II e, desta forma, pode-se dizer que a pressao da radiagdo solar reduz o

tempo de permanéncia da particula em oOrbita no sistema.

Neste estudo, empregou-se o integrador numérico Runge-Kutta 7/8 com passo de
integracdo variavel. O tempo total de integra¢do adotado para as simulagoes ¢ de 512
dias (ou 4690 unidades canonicas de tempo), o que equivale a meio periodo orbital do
sistema bindrio ao redor do Sol. A justificativa para este periodo de integragdo ¢
considerar o movimento da particula em torno do dipolo assumindo-se a variacdo de
distancia aparente do Sol em relagdo ao baricentro do sistema binério, o que, por sua
vez, leva a variacao da intensidade e da dire¢ao do vetor aceleragdo devida a pressao da
radiacdo solar. Este procedimento ¢ realizado para um sistema binario com parametro
de massa u = 0,01 e considerando-se um dipolo em Gamma com d* = 0,13. Analizam-

se os casos de dipolo assimétrico (f = 0,25 e f = 0,75) e dipolo simétrico (f = 0,5).

Para fins de comparagdo, considerou-se também o movimento da particula de prova ao
redor de um ponto de massa que concentra toda a massa do primario II. Desta forma,
analisa-se o tempo de permanéncia dessa particula num sistema bindrio com u = 0,01 e

d* = 0, o que configura o PRTCC, que ¢ a referéncia deste estudo. Além disso, realiza-
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se a comparacdo do tempo de permanéncia da particula em 6rbita ao redor do primario
IT (tratado como ponto de massa) considerando-se a auséncia e depois a existéncia da
aceleracdo devida a pressao da radiacdo solar. Com isto, torna-se possivel analisar o
efeito dessa perturbagdo no movimento da particula de prova e o quanto seu tempo de
permanéncia em Orbita ao redor do primdario II (desprovido, por hora, de dimensao) ¢

afetado pela pressao da radiagdo solar.

Figura 4.44: Grades de condigdes iniciais para sistema com p = 0,01,d* =0 (PRTCC -
referéncia) considerando-se tempo de integracdo de 512 dias. Em (a), auséncia da
pressdo da radiagdo solar e em (b) presenca da pressao da radiagdo solar.
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Fonte: Produc¢édo do Autor.

Como pode ser observado nas Figuras 4.44 (a) e 4.44 (b), para valores de semi-eixo
maior proximos do valor minimo considerado para este elemento orbital (250 metros) e
considerando excentricidades entre zero e 0,35, aproximadmaente, verifica-se que, apos
512 dias de movimento orbital, a particula de prova acaba por colidir com o ponto de
massa que representa o primario principal (primario I) do sistema. Para valores maiores
de semi-eixo maior e considerando-se todo o intervalo de excentricidades adotado,
observa-se, das figuras, que a particula de prova, apos o referido intervalo de tempo de
integragdo, sofre ejecdo gravitacional do sistema. Além disso, comparando-se as Figuras
4.44 (a) e 4.44 (b), observa-se que a presenca da pressdo da radiacdo solar leva a
existéncia de determinadas configuracdes de semi-eixo maior (acima dos 1400 metros)
e de excentricidades entre zero e 0,50 em que verifica-se, apos 512 dias de movimento
orbital, a colisdo da particula com o ponto de massa representativo do primario 1. Tal
fendmeno ¢ observado devido ao fato de, como dito anteriormente, a pressdo da
radiacdo solar empurrar a particula de prova em direcao a sua colisdo com os primarios,
reduzindo, assim, seu tempo de permanéncia em Orbita do primario tomado como

dipolo.
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Como para o periodo de integracdo de 512 dias ndo foram observadas oOrbitas de
sobrevivéncia da particula de prova ao redor do ponto de massa representativo do

primario II, considerou-se os primeiros 50 dias do periodo de integragao.

Figura 4.45: Grades de condig¢des iniciais para sistema com u = 0,01,d* =0 (PRTCC -
referéncia) considerando-se os primeiros 50 dias do periodo de integragdo. Em
(a), auséncia da pressdo da radiacdo solar e em (b) presenca da pressdo da
radiagdo solar.
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Nas Figuras 4.45 (a) e 4.45 (b), como indicado na escala de cores lateral, configuragdes
de semi-eixo maior e excentricidades apresentadas em tons mais avermelhados
correspondes as condic¢des iniciais desses elementos orbitais que proporcionam maior
tempo de permanéncia da particula em orbita do ponto de massa representativo do
primério II. Comparando-se as Figuras 4.45 (a) e 4.45 (b) nota-se, como esperado, que a
presenca da pressdo da radiacdo solar reduz, em alguns dias, o tempo de permanéncia da
particula de prova em orbita ao redor do ponto de massa representativodo primario II.
Como pode ser observado na Figura 4.45 (b), as orbitas de maior tempo de permanéncia
para o movimento da particula estdo concentradas no intervalo de semi-eixo maior entre
300 e 400 metros, para excentricidade entre zero ¢ 0,70 e para semi-eixo maior acima
dos 500 metros correlacionados com excentricidade entre zero e 0,80. Ainda,
comaparando-se as Figuras 4.45 (a) e 4.45 (b) ¢ possivel verificar que, tanto com a
auséncia quanto com a presenca da pressao da radiacdo solar, as regides de maior tempo
de permanéncia acima analisadas sdo separadas por configuracdes de condigdes iniciais
que proporcionam tempos de permanéncia orbital praticamente nulos, correspondente a
uma faixa de coloracdo azulada. Também observa-se este comportamento para valores

baixos de semi-eixo maior associado a excentricidades entre zero e 0,50.

A partir do que foi observado nas grades de condigdes iniciais para o PRTCC, que ¢ a
referéncia deste estudo, empreendeu-se a mesma analise considerando-se, agora, o
primdrio II como dipolo (d* = 0,13). Para andlise do tempo de permanéncia da
particula de prova ao redor desse primdrio foram consideradas oOrbitas diretas e
retrogradas, sujeitas a pressdo da radiagdo solar e dipolo, periodo de integracao de 512
dias e diferentes valores do parametro f que, como sabido, estd associado a distribui¢ao

de massa do primario II.
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Figura 4.46: Grades de condigdes iniciais para sistema com yu = 0,01,d* = 0,13 ¢ f = 0,25
considerando-se tempo de integracdo de 512 dias. Em (a), assume-se oOrbita direta
e em (b) orbita retrograda.
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Como apresentado nas Figuras 4.46, para o sistema em analise, ao se considerar

f = 0,25 observou-se que no caso de orbita direta, na Figura 4.46 (a), a particula de

prova sofre ejecdo gravitacional do sistema para semi-eixo maior inicial a partir de

aproximadamente 700 metros e num intervalo aproximado de excentricidade inicial

entre zero e 0,70. De fato, quanto maior for o afastamento da particula de prova de seu

centro de atracdo gravitacional, que ¢ o centroide do dipolo, menos atraida
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gravitacionalmente a mesma estara pelo primario II, sendo-lhe, assim, mais provavel a
ejecao gravitacional do sistema. Ainda na Figura 4.46 (a), para valores de semi-eixo
maior inicial a partir dos 250 metros, correlacionados de forma crescente com o
aumento da excentricidade, verifica-se que a particula de prova, no intervalo de
integragdo considerado, colide com o primario II. Isto se deve ao fato da orbita
osculadora da particula de prova apresentar semi-eixo maior que ofereca pouco
afastamento em relacdo ao dipolo e/ou pronunciada excentricidade que, apds dado
intervalo de tempo, conduza a particula a colidir com o dipolo. Além disso, para valores
de semi-eixo maior acima dos 1500 metros, em configuracdes locais de semi-eixo
maior e excentricidade, verifica-se a colisao da particula de prova com o primario I do
sistema bindrio. No caso de movimento retrogrado, representado na Figura 4.46 (b),
observa-se a expansao das condi¢des iniciais de semi-eixo maior e excentricidade que,
para 512 dias de andlise e, em comparacdo com o caso direto associado, levam a
particula de prova a colidir com o dipolo. Nesta regido, constata-se que, em casos
pontuais de condi¢des iniciais, ha a ejecdo gravitacional da particula. Tal fendmeno
também ocore para semi-eixo maior acima dos 900 metros, aproximadamente, e para

excentricidades entre zero e 0,50.

Figura 4.47: Grades de condigdes iniciais para sistema com p = 0,01,d* = 0,13 ¢ f =0,5
considerando-se tempo de integracdo de 512 dias. Em (a), assume-se Orbita direta
e em (b) orbita retrograda.
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A partir das Figuras 4.47, para o sistema em andlise, ao se considerar f = 0,5
observou-se que no caso de orbita direta, na Figura 4.47 (a), a particula de prova esta
sujeita a sofrer ejecdo gravitacional e a colidir com o dipolo ou com o primario I para,
aproximadamente, as mesmas configuracdes de semi-eixo maior e excentricidades
observadas na Figura 4.46 (a) para orbita direta a f = 0,25. No caso retrogrado,
representado na Figura 4.47 (b), também nota-se grande similaridade com o que ocorre
com a particula de prova no caso de orbita retrograda para f = 0,25, como apresentado
na Figura 4.46 (b). Contudo, como ¢ possivel observar na Figura 4.47 (b), h4 maior
concentragdo de configuragdes de semi-eixo maior entre 1000 metros e 1900 metros e
de excentricidade entre 0,45 e 0,75, em que se verifica ejecdo gravitacional da particula

de prova.
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Figura 4.48: Grades de condigdes iniciais para sistema com yu = 0,01,d* = 0,13 ¢ f = 0,75
considerando-se tempo de integracdo de 512 dias. Em (a), assume-se oOrbita direta
e em (b) orbita retrograda.
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Nas Figuras 4.48, para o sistema em andlise, ao se considerar f = 0,75 observou-se
que no caso de orbita direta, Figura 4.48 (a), ha consideravel preservacao da distribui¢ao
das configuragdes de condic¢des iniciais que conduzem a particula de prova a ser ejetada
gravitacionalmente do sistema ou a colidir com algum dos primarios do sistema binario

em relacdo as grades equivalentes para f = 0,25 e para f = 0,5. Nota-se, contudo, que
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a partir dos 600 metros de semi-eixo maior, correlacionadas com excetricidade
crescente entre, aproximadamente, 0,45 ¢ 0,80, ha uma estreita faixa de configuragao
de condigdes iniciais que, ap6és 512 dias, levam a particula de prova a ser ejetada
gravitacionalemente do sistema. Além disso, verifica-se a redugdo das configuragdes
iniciais de semi-eixo maior e excentricidade que conduzem a particula de prova a colidir
com o dipolo apés 512 dias em comparacdo com as grades para Orbitas diretas
associadas aos valores anteriores de f. Na Figura 4.48 (b), apresenta-se a grade de
condigdes iniciais para Orbitas retrogradas e assumindo-se f = 0,75. Novamente,
observa-se a preservagao das configuragdes de semi-eixo maior a partir dos 900 metros
e excentricidades de zero a 0,50, aproximadamente, que conduzem a particula a ser
ejetada gravitacionalmente do sistema. Além disso, observa-se o aumento da regido em
que se verifica concentracdo de configuracdes de semi-eixo maior, entre 1000 metros e
1900 metros e de excentricidade entre 0,20 e 0,80 em que se verifica ejecdo
gravitacional da particula de prova. Nesta regido, nota-se a presenga de configuracdes
iniciais, indicadas em vermelho, a partir das quais a particula de prova sobrevive em
orbita do dipolo pelos 512 dias considerados nas simulagdes. Verifica-se que tais
orbitas de sobrevivéncia localizam-se a partir dos 1000 metros de semi-eixo maior, e
para valores de excentricidade entre 0,35 e 0,65, aproximadamente. Ha ainda, conforne
Figura 4,48 (b), para semi-eixo maior de aproximadamente 1800 metros e
excetnricidade entre, aproximadamente, 0,15 e 0,20, configuragdes iniciais que levam a
particula de prova a colidir com o primdrio principal do sistema. Nas demais
configuragdes de semi-eixo maior e excentricidade, conforme visualisado, a particula de
prova acaba por colidir com o préprio primario modelado como dipolo ap6s 512 dias de

movimento orbital.

Das Figuras 4.46 (a) e 4.46 (b) a 4.48 (a) e 4.48 (b), a excessdao do que ¢ observado
nesta Ultima, nota-se que apds 512 dias de movimento orbital da particula de prova ao
redor do dipolo, a mesma acaba por colidir com algum primario do sistema ou a sofrer
ejecao gravitacional desse sistema. Em virtude disso, optou-se por considerar os
primeiros 50 dias de simulagdo, isto é, os primeiros 50 dias de movimento da particula
de prova ao redor do dipolo, sujeita a aceleracdo da pressdo da radiacdo solar. Nas

figuras seguintes, configuracdes de semi-eixo maior e de excentricidade mais
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avermelhadas correspondem as condi¢des iniciais de movimento da particula de prova
que lhe conferem maior tempo de permanéncia em 6rbita do dipolo. Nessas figuras, nas
regides mais azuladas, ndo se especifica a razdo de determinadas configuragdes de
condig¢des iniciais estarem associadas ao baixo tempo de permanéncia da particula em
movimento orbital ao redor do dipolo, isto €, se a particula apresenta pouco tempo de
permanéncia em Orbita do dipolo porque colidiu com algum primario ou porque foi

ejetada gravitacionalemente do sistema binario.

Figura 4.49: Grades de condi¢des iniciais para sistema com p = 0,01,d* = 0,13 ¢ f = 0,25
considerando-se os primeiros 50 dias do tempo de integragdo. Em (a), assume-se
orbita direta e em (b) Orbita retrograda.
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Fonte: Produ¢ao do Autor.

Como apresentado nas Figuras 4.49, para o sistema em analise, ao se considerar
f = 0,25 observou-se que no caso de orbita direta, na Figura 4.49 (a), a particula de
prova apresenta menor tempo de permanéncia em Orbita no sistema para valores de
semi-eixo maior abaixo dos 700 metros correlacionado com valores de excentricidade
entre zero e 0,60, aproximadamente e para valores de semi-eixo maior inical acima de
700 metros para excentricidade inical de 0,60 a 0,85 aproximadamente. Observa-se
ainda que, para semi-eixo maior acima dos 700 metros correlacionado com
excentricidade entre zero e 0,70, aproximadamente, tem-se uma regido de
configuragdes iniciais para o movimento da particula de prova com tempo de
permanéncia orbital entre 10 e 50 dias. Merece atencdo o fato de que a faixa de
transi¢do entre essas duas regioes, de coloragdo avermelhada, corresponde as
configuracdes de semi-eixo maior e excentricidade que garantem, para dipolo
assimétrico a f = 0,25, orbitas diretas de maior duragdo ao redor do dipolo,
considerando-se os primeiros 50 dias de simulag¢do. No caso retrogrado, na Figura 4.49
(b), pode-se observar que para valores de semi-eixo maior inicial abaixo de 900 metros,
com excentricidade de zero a 0,45 e para valores de semi-eixo maior inicial acima dos
900 metros correlacionado de forma crescente com a excentricidade, tem-se
configuragdes iniciais a particula que lhe conferem pouca duracdo orbital. Nas demais

possiveis configuracdes de condi¢des iniciais, salvo particulares combinagdes de semi-
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eixo maior e excentricidade, a particula de prova apresenta tempo de permanéncia entre
10 e 50 dias ao redor do dipolo. Nota-se na Figura 4.49 (b) que uma pequena variagao
nos valores de semi-eixo maior acima dos 900 metros e de excentricidade na faixa de
zero a 0,45 leva a abrupta variacao do tempo de permanémcia da particula em orbita
retrégrada ao redor do dipolo, dada a existéncia de regides de elevada permanéncia

adjacentes ao outras regides em que se verifica permanéncia reduzida.

Figura 4.50: Grades de condigdes iniciais para sistema com u = 0,01,d* = 0,13 ¢ f = 0,5
considerando-se os primeiros 50 dias do tempo de integragdo. Em (a), assume-se
orbita direta e em (b) oOrbita retrograda.
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A partir da andlise das Figuras 4.50, para o sistema em andlise, ao se considerar
f = 0,5 observou-se que no caso de oOrbita direta, na Figura 4.50 (a), as configuragdes
de semi-eixo maior e excentricidade que proporcionam a particula de prova maior
tempo de permanéncia ao redor do dipolo e as configuragdes associadas a permanéncia
reduzida se assemelham consideravelmente com o que ¢ apresentado na grade de
condi¢des iniciais para orbita direta com f = 0,25, como apresentado na Figura 4.49
(a). Novamente, as condigdes iniciais de semi-eixo maior e excentricidade que oferecem
maior tempo de permanéncia orbital dispdem-se numa faixa de transiacdo entre a regiao
azulada, em que o tempo de permanéncia orbital para a particula € praticamente nulo e a
regido onde esse tempo € maior, representado por coloracdo amarelada. Para orbita
retrograda, conforme Figura 4.50 (b), também ¢ notada similaridade na distribui¢do de
cores com a grade correspondente para f = 0,25, tal que uma pequena variagdo nos
valores de semi-eixo maior acima dos 900 metros e de excentricidade até
aproximadamente 0,45 conduz a abrupta variacdo do tempo de permanémcia da
particula em Orbita retrograda ao redor do dipolo. Em particular, observa-se também que
a partir dos 1000 metros, para semi-eixo maior, ¢ assumindo-se excentricidade entre
0,45 e 0,75, ha outra regido de configuragdes de condi¢des iniciais a0 movimento
orbital da particula de prova que lhe oferecem tempo de permanéncia em Orbita do

dipolo acima dos 10 dias. Para as demais configuragdes de semi-eixo maior e
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excentricidade, confore observado na Figura 4.50 (b), a particula de prova apresenta

tempo de permanéncia em Orbita no dipolo praticamente nulo.

Figura 4.51: Grades de condigdes iniciais para sistema com u = 0,01,d* = 0,13 ¢ f = 0,75
considerando-se os primeiros 50 dias do tempo de integragdo. Em (a), assume-se
orbita direta e em (b) orbita retrograda.
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observou-se que, no caso de Orbita direta, na Figura 4.51 (a), a maioria das
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configuracdes de semi-eixo maior e excentricidade iniciais sdo similares com as
configuracdes correspondetes para oOrbita direta e para f = 0,25 e f = 0,5, conforme
Figuras 4,49 (a) e 4.50 (a), respectivamente, quanto ao tempo de permanéncia orbital da
particula de prova ao redor do dipolo. Contudo, deve-se mencionar que a faixa de
transi¢do entre a regido azulada, em que a particula apresenta tempo de permanéncia
nulo e a regido mais amarelada, de média permanéncia orbital ao redor do dipolo,
apresenta, desta vez, coloracdo avermelhada menos intensa, o que significa ligeira
redugdo do tempo de permanéncia orbital da particula ao redor do dipolo, considerando-
se os primeiros 50 dias de simulagdo. No entanto, observa-se a exiténcia de uma estreita
faixa de condi¢des iniciais, com semi-cixo maior acima dos 600 metros,
correlacionados  crescentemente com  excentricidades entre 0,50 e 0,80,
aproximadamente, que oferecem a particula de prova em torno de 30 dias ou mais de
permanéncia orbital ao redor do dipolo. Na Figura 4.51 (b), apresenta-se a grade de
condi¢des iniciais para Orbitas retrogradas e para dipolo com f = 0,75. Novamente,
para semi-eixo maior a partir dos 1000 metros, aproximadamente, ¢ considerando-se
excentricidades entre zero e 0,40, observam-se configuragdes de condigdes iniciais que
oferecem a particula de prova maior tempo de permanéncia ao redor do dipolo. Destaca-
se a regido de semi-eixo maior acima dos 1000 metros e excentricidade entre 0,30 e
0,65, e semi-eixo maior de aproximadamente 800 metros, com excentricidade entre
0,30 e 0,60, onde observam-se configuracdes de condigdes iniciais que permitem a
particula de prova manter-se em 6rbita ao redor do dipolo, pelo menos pelos primeiros
50 dias de simulacdo. Deve-se observar que esta regido avermelhada é compativel com
a regido de mesma coloracdo apresentada na Figura 4.48 (b), para Orbita retrograda em

torno de dipolo assimétrico com f = 0,75 e assumindo-se 512 dias de simulagdo.

Em todas as grades de condicdes iniciais, Figuras 4.44 (a) e 4.44 (b) as Figuras 4.51 (a)
e 4.51 (b), existem combinagdes de semi-eixo maior e excentricidade iniciais
representadas pela cor branca. Tais combinagdes de condi¢des iniciais fisicamente ndo
sdo possiveis, pois a Orbita osculadora da particula de prova apresentaria pericentro no

interior do dipolo ou raio de pericentro inferior ao raio do dipolo, no caso do PRTCC.
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Das Figuras 4.46 (a) e 4.46 (b) a4.51 (a) e 4.51 (b), apresentadas anteriormente, em que
consideram-se os primeiros 50 dias de integra¢do, nota-se que as configuragdes de
semi-eixo maior ¢ excentricidade das grades de condic¢des iniciais que oferecem maior
permanéncia a particula de prova em drbita ao redor do dipolo se devem a dois motivos:
a inclinacao do plano orbital da particula de prova em relagao ao plano de movimento
dos primarios e ao fator de massa do dipolo. Assim, para um dado fator de massa do
dipolo, o tempo de permanéncia da particula de prova em torno desse corpo ¢
significativamente influenciado em duragdo e em localiza¢ao nas grades pela inclinagdo
do plano orbital da propria particula. Para valores mais baixos do fator de massa do
dipolo, como f = 0,25, tem-se que o polo P,, do dipolo é mais massivo e constata-se
que oOrbitas diretas apresentam configuracdes de semi-eixo maior e de excentricidade
mais abundantes em que se verifica maior tempo de permanéncia orbital para a particula
ao redor do dipolo, se comparado ao caso retrogrado correspondente. Contudo, ao se
adotar valores mais elevados para o fator de massa do dipolo, como f = 0,75, por
exemplo, com o polo P,; do dipolo como mais massivo, constata-se significativa
abundancia de condigdes iniciais para Orbitas retrogradas com maior duragdo em
comparagao com o caso direto correspondente. Em particular, como foi observado, para
fatores de massa do dipolo mais elevados, as Orbitas retrogradas apresentam, inclusive,

tempo de sobrevivéncia de 512 dias em torno do dipolo.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho estudou-se um modelo analitico simplificado de potencial gravitacional
para um sistema binario de asteroides em que o primario principal, de maior massa, foi
considerado esférico e o primario de menor massa e¢ de formato assimétrico foi
modelado como dipolo de massa, dotado de rotacdo, e que apresenta ressonancia spin-
orbita com o outro primario. O modelo de potencial adotado para o sistema parte do
conceito fisico de potencial gravitacional de um ponto de massa (particula). O sistema
binario, depois de assumidas as hipoteses do modelo, € representado por trés pontos de
massa. Os pontos de massa que compdem o dipolo ndo possuem vinculo material entre
si. A razdo de se adotar este modelo fisico para o potencial gravitacional do sistema
binario € justificada pelo fato deste modelo oferecer um método genérico de descri¢do e
representacdo do potencial gravitacional de uma classe de sistemas celestes constituidos
por dois corpos em que o de menor massa, por sua gravidade reduzida e consequente
forma assimétrica, suposta alongada, pode ser tomado como dipolo de massa. Esta
abordagem possibilita a realizagcdo de estudos iniciais acerca da dindmica e estabilidade
orbitais de um veiculo espacial para uma missdo em que o alvo ¢ um sistema de

asteroides ou um de seus corpos constituintes.

A partir do modelo de potencial gravitacional do sistema binério foi possivel estudar
aspectos qualitativos da dindmica de uma particula de prova em torno do primario
tomado como dipolo. Esta particula representa, fisicamente, um veiculo espacial que se
desloca nas proximidades do par de asteroides. Neste sentido, determinou-se,
inicialmente, o nimero e a localizacdo dos pontos de equilibrio do sistema fisico em

estudo.

O presente sistema genérico composto por dois asteroides apresenta seis pontos de
equilibrio, sendo um desses pontos localizado ao longo das abscissas sinddicas e entre
os polos do dipolo. Por tal razdo, este ponto foi desconsiderado, uma vez que, por estar
no interior do primario menos massivo, ndo pode ser alcancado pela particula de prova.
Desta forma, o sistema binario genérico possui cinco pontos de equilibrio alcancaveis

pela particula de prova e sua localizagdo no plano sinddico do sistema ¢ tal qual a
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observada no Problema Restrito de Trés Corpos Classico (PRTCC): observa-se a
ocorréncia de trés pontos de equilibrio colineares, L;, L, ¢ L3, dispostos ao longo das

abscissas sinddicas, e de dois pontos de equilibrio triangulares, L, € Ls.

Na representacdo matematica do modelo fisico do sistema bindrio foram considerados
trés parametros, u, d* e f, sendo p o parametro de massa do sistema binario, d* a
distancia entre os polos do dipolo ¢ f o pardmetro de massa do dipolo, todos
adimensionais (em unidades candnicas). O parametro y expressa a fragdo em massa do
sistema binario contida no primario menos massivo; o parametro d* quantifica o
comprimento do dipolo representativo do primario menos massivo do sistema; € o
parametro f expressa a fragdo em massa do parametro u contida no polo P,; do dipolo.
A escala geométrica do problema foi assumida entre os centroides dos primdrios e
mostrou-se que a mesma admite, com boa aproximacao, ser tomada como constante.
Por meio da variacdo desses parametros em seus respectivos intervalos de validade,
analisou-se o comportamento da distribuicdo dos pontos de equilibrio do sistema
binario. Observou-se que os pontos colineares L; e L,, por serem vizinhos ao dipolo,
sdo 0s que apresentam maior variacdo de suas coordenadas sinddicas conforme sdo
variados os parametros do sistema. O ponto de equilibrio L3, por localizar-se proximo
ao primdrio de maior massa, ndo apresenta variacdo de sua posi¢do ao se adotar pu
constante. Os pontos triangulares L, e Lg apresentem pequena variagdo de sua
localizagdao no plano sinddico mediante variacdo do parametro p do sistema. Dada a
variagdo crescente de p, notou-se que o ponto L; afasta-se do dipolo em dire¢do ao
primario principal, ao passo que L,, que inicialmente também tende a se afastar do
dipolo, para valores maiores de u tende a se reaproximar do primario de menor massa,

de tal modo a serem preservadas as condi¢des de equilibrio fisico sobre tais pontos.

Analisou-se também a localizacdo de L, e L, nas vizinhangas do dipolo conforme varia-
se o parametro d*. O interesse maior sobre L, e L, ¢é justificado pelo fato de serem os
pontos de equilibrio mais proximos ao dipolo. Verificou-se que, quanto maior o
comprimento do dipolo (maior d*), tdo mais afastados sdo os pontos de equilibrio L; e
L, em relagdo ao centroide do primario de menor massa. Em seguida, analisou-se o

comportamento da variacdo das coordenadas sinddicas de L, e L, mediante variacao do
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parametro de massa f do dipolo. Inicialmente, e sem perda de generalidade, sup0Os-se
como menos massivo o polo do dipolo voltado para o primario de maior massa do
sistema. Em andlise combinada com os demais pardmetros considerados, observou-se
que quanto menor for o valor de y e quanto maior for d* mais sensiveis sdo as
coordenadas sinodicas de L; e L, conforme varia-se f. De fato, quanto menos massa
apresentar o primario representado pelo dipolo e maior for a distancia entre os polos,
mais proximo do polo P,; estara o ponto de equilibrio L; € mais proximo do polo P,,
estara o ponto de equilibrio L,. Consequentemente, mais sensiveis serdo estes pontos de

equilibrio em sua localizagdo sobre o eixo das abscissas sinodicas dada a variagao de f.

Por meio deste estudo, ao adotar-se o modelo de dipolo de massa em ressonancia spin-
orbita com o primario principal, compondo-se um sistema binario de asteroides, foi
possivel verificar a variagdo das coordenadas sinddicas dos pontos de equilibrio desse
sistema em comparagdo com suas coordenadas no PRTCC, que ¢ a referéncia adotada.
Verificou-se que tal variacdo esta associada aos valores dos parametros u, d* e f do
modelo. A variagdo das coordenadas dos pontos de equilibrio do sistema, em unidades
candnicas ou em termos percentuais, ¢ tdo mais significativa, para dado valor de p,
quanto maior for o valor do parametro d*. Assim, para valores maiores de d”, justifica-

se a utilizagdo do modelo fisico proposto neste estudo.

Em seguida, foram determinadas as constantes adimensionais de Jacobi para cada ponto
de equilibrio considerando-se algumas configuragdes de valores para os parametros p,
d* e f de modo a serem representados casos de dipolo simétrico e assimétricos. Com
base nas constantes adimensionais de Jacobi foram tracadas as curvas de velocidade
zero do sistema binario para cada caso. Observou-se que a passagem energeticamente
espontinea da particula de prova da oval do primdrio de maior massa para a oval do
dipolo (e vice-versa) se dd& com menor energia no caso em que f = 0,75, pois L,
(primeiro ponto de contato) encontra-se mais afastado do polo P,q, por este deter a
maior massa do dipolo. Verificou-se também que a passagem energeticamente
espontanea da particula de prova da oval dos primarios para o exterior, por meio de L,
(segundo ponto de contato) ¢ mais facilitada (menor energia) no caso em que f = 0,25

e, portanto, na configuracao em que o polo P,, ¢ o mais massivo do dipolo, o que leva
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L, a assumir maior distanciamento desse polo. A passagem energeticamente espontanea
da particula de prova entre a oval do primario mais massivo e o exterior, por meio de L;
(terceiro ponto de contato), praticamente ndo sofre consideravel variagdo conforme
varia-se f devido a inercialidade gravitacional exercida pelo primario principal,

representado pelo ponto massa P; sobre esse ponto de equilibrio

Por fim, com o objetivo de se estudar o tempo de permanéncia da particula de prova em
orbita ao redor do primario tomado como dipolo, foram compostas grades de condi¢des
iniciais em termos de semi-eixo maior e excentricidade para uma Orbita kepleriana
osculadora inicial da particula em torno desse primario. Foram consideradas orbitas
diretas e retrogradas para a particula de prova, sujeita a aceleragdo da pressdo da
radiagdo solar. Verificou-se, por meio do estudo do efeito da pressdo da radiagdo solar
sobre uma particula no PRTCC (referéncia), que a pressdao da radiagcdo solar reduz o
tempo de permanéncia orbital dessa particula em torno do primério menos massivo.
Para um periodo de integrag¢do de 512 dias, o que corresponde a meio periodo orbital do
sistema binario ao redor do Sol, ndo foram observadas oOrbitas que sobrevivam para a
particula ao redor do dipolo, tomando-se oOrbitas diretas para os valores do pardmetro f
considerados. A auséncia de Orbitas de sobrevivéncia associadas a este tempo de
integracdo também ocorre para Orbitas retrégradas associadas a valores de f = 0,25 e
f = 0,5. Nestes casos, ap6s 512 dias, a particula de prova acaba por colidir com algum
primario do sistema ou por ser ejetada gravitacionalmente do sistema bindrio. Verificou-
se, no entanto, que para Orbitas retrogradas ao redor do dipolo com fator de massa
f = 0,75, sdo verificadas condi¢des iniciais de semi-eixo maior ¢ excentricidade que
sustentam Orbitas com duracdo de 512 dias. Em seguida, optou-se por considerar as
grades de condigdes iniciais para o movimento orbital da particula de prova ao redor do
dipolo para os primeiros 50 dias de simulagdo. Neste caso, observa-se que, para
diferentes valores do parametro f do dipolo, tanto para orbitas diretas quanto para
oOrbitas retrogradas, ha configuragcdes de condi¢des iniciais que propiciam a particula
manter-se em Orbita ao redor dipolo por, pelo menos, 50 dias. Para valores menores de
f, como, por exemplo, f = 0,25, as grades associadas as Orbitas diretas em torno do
dipolo oferecem mais configuracdes de condigdes inicias ao movimento da particula de

prova que a mantenham em Orbita pelos 50 dias considerados, se comparadas com as
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grades correspondentes para Orbitas retrogradas. Ao se considerar valores maiores para
o parametro f, como, por exemplo, f = 0,75, verifica-se que as grades de condigdes
iniciais para Orbitas retrogradas fornecem um maior numero de configuracdes
associadas a maior tempo de sobrevivéncia para a particula de prova ao redor do dipolo,
se comparadas as grades para Orbitas diretas correspondentes. Desta forma, conclui-se
que para dipolo assimétrico com polo P,, mais massivo (f = 0,25), pode-se optar por
orbitas diretas ou retrégradas para um veiculo espacial ao redor desse primario, havendo
maior nimero de configuracdes de condic¢des iniciais associadas a maior permanéncia
orbital no caso de orbitas diretas. Ao contrario, para dipolo assimétrico com polo
P,; mais massivo (f = 0,75), embora também se possa optar por Orbitas diretas ou
retrogradas ao redor do dipolo, estas ultimas ndo s6 se mostram associadas a um maior
numero de condi¢des iniciais possiveis ao movimento orbital do veiculo, se comparada
a grade de orbitas diretas correspondente, como também fornecem maior tempo de
sobrevivéncia para um veiculo espacial em torno do primario menos massivo,
chegando-se a ter configuracdes de condicdes inicias que permitem Orbitas retrogradas

com os 512 dias de simulacao considerados.

A partir do que foi apresentado, pode-se afirmar que as principais contribuigdes deste
estudo foram: (i) formular e testar um modelo novo para o potencial gravitacional de um
asteroide alongado e com distribui¢do assimétrica de massa, bem como para um sistema
binario de asteroides, em que um dos primarios ¢ um asteroide com tais caracteristicas;
(i1) determinar os pontos de equilibrio e as curvas de velocidade zero desse sistema
binario genérico em fun¢do dos parametros desse modelo fisico; e (iii) obter grades de
condig¢des iniciais a0 movimento de uma particula de prova em que se analisa a duragdo
de orbitas em torno do asteroide alongado e com distribuicdo assimétrica de massa em

fun¢do dos parametros do modelo e da orbita inicial dessa particula.

Como estudos futuros, em continuidade ao presente, sugere-se o desenvolvimento de
modelos de multipolos (multiplos pontos de massa) para a representacdo tridimensional
de asteroides, fazendo-se recurso a pardmetros geométricos € de massa, como os aqui
empregados, com o objetivo de analisar o nimero e a localizacdo dos pontos de

equilibrio de um corpo ou de um sistema de corpos e visando-se determinar Orbitas em
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torno desses pontos bem como sua estabilidade a medida que sdo variados os

parametros do modelo.
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