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RESUMO

A etapa de planejamento de rota na navegação de um Veículo Aéreo Não Tripu-
lado (VANT) garante que uma rota cinematicamente e dinamicamente viável e sem
colisão seja planejada entre um ponto inicial e um ponto final em um ambiente de
navegação. Um dos algoritmos mais utilizados nessa etapa é o Árvore Aleatória de
Exploração Rápida (RRT, do inglês Rapidly-exploring Random Tree), o qual cons-
trói iterativamente uma estrutura de dados em árvore onde cada um de seus nós
é coletado aleatoriamente como uma amostra do ambiente de navegação até que
os pontos de navegação inicial e final sejam conectados através deles. O algoritmo
RRT* (lê-se RRT estrela) é uma variação do algoritmo RRT que garante o plane-
jamento da rota com o menor comprimento para o VANT baseado em realocação
de arestas de nós vizinhos, porém, devido a essa nova operação, exige um alto custo
computacional. Alguns autores afirmam que ao direcionar a coleta de novas amostras
para regiões específicas no ambiente de navegação, seria possível melhorar o tempo
de planejamento desse algoritmo. Processos que utilizam esse tipo de abordagem
são conhecidos como amostragem não uniforme/informada. Nesta tese, é apresen-
tado um estudo do uso de dois processos de amostragem não uniforme/informada
no algoritmo RRT*, um baseado em grade de Sukharev (um tipo de grade que gera
amostras com dispersão ótima) e outro nos vértices convexos das envoltórias de
segurança dos obstáculos. A influência de cada um dos processos considerados no
tempo de planejamento e comprimento das rotas planejadas pelo algoritmo RRT* é
estudada. Com base nessas verificações, é apresentado um novo algoritmo baseado
no RRT*, denominado RRT* Sukharev Vértices (RRT*-SV), no qual são utilizados
ambos os processos estudados neste trabalho. Testes computacionais foram realiza-
dos para verificar se o algoritmo RRT*-SV apresenta menor tempo de planejamento
do que o algoritmo RRT* e outros algoritmos da literatura como, por exemplo, os al-
goritmos RRT*-Smart, o Informed-RRT* e o BIT* (do inglês Batch Informed Trees
Star), que também utilizam processos de amostragem não uniforme/informada. Os
testes computacionais foram realizados considerando diversos ambientes de nave-
gação com representação contínua e bidimensional e com diferentes quantidades e
distribuições espaciais de obstáculos estáticos poligonais. Os resultados indicam que
o processo de amostragem proposto acelera o tempo de planejamento do RRT* e
demonstram que o algoritmo RRT*-SV possui melhor desempenho em vários tipos
de ambientes de navegação quando comparado aos outros algoritmos considerados.
Pelo desempenho demonstrado, o algoritmo RRT*-SV se mostra adequado para uso
em aplicações de navegação em tempo real de VANTs que tenham como restrição o
planejamento da rota de menor comprimento.

Palavras-chave: Planejamento de rota. RRT. Grades de Sukharev. Vértices Conve-
xos. Amostragem não uniforme/informada. VANT. Revisão Sistemática da Litera-
tura.
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STUDY OF NON-UNIFORM/INFORMED SAMPLING PROCESSES
IN RAPIDLY-EXPLORING RANDOM TREES FOR THE

AUTOMATIC PATH PLANNING FOR UNMANNED AERIAL
VEHICLES

ABSTRACT

The path planning step in the navigation of an Unmanned Aerial Vehicle (UAV) en-
sures that a kinodynamically viable, collision-free path between a start point and an
end point in a navigation environment can be planned. One of the most commonly
used algorithms for path planning is the Rapidly-exploring Random Tree (RRT),
which iteratively constructs a tree data structure where each of its nodes is randomly
collected as a sample of the navigation environment until the start and end naviga-
tion points are connected through them. The RRT* algorithm (read RRT star) is a
variation of the RRT algorithm that ensures the planning of the path with the short-
est length for the UAV based on edge relocation of neighboring node edges. However,
due to this new operation requires, it require a high computational cost. Some au-
thors affirm that by biasing the collection of new samples to specific regions in the
navigation environment, it would be possible to improve the planning time of this al-
gorithm. Processes using this type of approach are known as non-uniform/informed
sampling. In this thesis, a study of the use of two non-uniform/informed sampling
processes in the RRT* algorithm, one based on Sukharev grid (one type of grid
that generates optimally dispersed samples) and the other on the convex vertices of
safety envelopes of the obstacles, is carried out together with the RRT* algorithm.
The influence of each of the considered processes on the planning time and length
of the path planned by the RRT* algorithm is studied. Based on these verifica-
tions, a new RRT* based algorithm called RRT* Sukharev Vertices (RRT*-SV) is
presented, in which both processes studied in this work are used. Computational
tests were performed to verify if the RRT*-SV algorithm has shorter planning time
than the RRT* algorithm and other literature algorithms such as RRT*-Smart,
Informed-RRT* and BIT* (Batch Informed Trees Star) algorithms, which also uses
non-uniform/informed sampling processes. The computational tests were performed
considering several navigation environments with continuous and two-dimensional
representation and with different quantities and spatial distributions of polygonal
static obstacles. The results indicate that the proposed sampling process accelerates
the RRT* planning time and shows that the RRT*-SV algorithm has better per-
formance in various types of navigation environments when compared to the other
algorithms considered. Due to its performance, the RRT*-SV algorithm is suitable
for use in real-time UAV navigation applications that have as constraint the planning
of the path with the shortest length.

Keywords: Path Planning. RRT. Sukharev Grids. Convex Vertices. Non uni-
form/informed sampling. UAV. Systematic Literature Review.
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1 INTRODUÇÃO

Os Veículos Aéreos Não Tripulados (VANTs) foram inicialmente empregados em
larga escala no meio militar, tendo posteriormente, principalmente nas últimas dé-
cadas, se popularizado no meio civil (GUNDLACH, 2012; JUNIPER, 2018). A populari-
zação do uso dessas aeronaves pode ser atribuída à redução dos custos de fabricação
e miniaturização dos seus componentes (FLOREANO; WOOD, 2015) e ao surgimento
de diversas oportunidades de aplicações como: resgate, entrega de produtos e supri-
mentos, vistoria de estruturas de difícil acesso, sensoriamento remoto, mitigação de
desastres, telecomunicações, e até mesmo em competições e lazer. Essa popularização
dos VANTs levou ao desenvolvimento de uma crescente área de estudo: o aumento
de autonomia desses veículos (GROCHOLSKY et al., 2006; LUDINGTON et al., 2007).
Na realidade, o interesse no aumento de autonomia abrange não somente aerona-
ves, mas todo o contexto de veículos autônomos. Segundo diversos autores (CHOSET

et al., 2005; INTERNATIONAL STANDARDIZATION ORGANIZATION (ISO), 2012; LA-

VALLE, 2006; SIEGWART et al., 2011), ter autonomia significa, não só para VANTs,
mas para robôs e veículos em geral, possuir a capacidade de realizar uma tarefa
designada sem a intervenção de um operador. Goerzen et al. (2010) e Floreano e
Wood (2015) argumentam que o nível de autonomia de aeronaves é percebido pela
adição de responsabilidades e capacidades de decisão como: execução de trajetórias,
localização de alvos e mapeamento do ambiente, solução de conflitos de informações,
planejamento de recarga de bateria, reconhecimento de objetos e pessoas, reação a
pertubações de vento e falhas eletromecânicas e de comunicação, retorno para a base
de voo, planejamento de rota, etc. Esta tese aborda o estudo de metodologias que
possam aumentar a capacidade de autonomia referente ao planejamento de rotas em
VANTs.

O planejamento automático de rota faz parte de um esquema mais abrangente em-
pregado na navegação autônoma de uma aeronave. Em aplicações mais tradicionais,
com menor nível de autonomia, a responsabilidade de controle do VANT fica a cargo
de uma estação de controle remota, operada por humanos, que envia por teleme-
tria/rádio frequência os comandos de navegação. Atualmente, pesquisas vêm sendo
desenvolvidas com o intuito de aumentar a autonomia de VANTs, o que consiste
em transferir parte dos processos de tomada de decisão da estação de controle para
o próprio veículo, inclusive o planejamento de rota. Neste caso, o VANT teria a
capacidade de planejamento de suas próprias rotas de navegação.

Uma das vantagens da capacidade de planejamento automático de rota para um

1



VANT é o aumento da segurança para o próprio veículo. Caso ocorra um problema
de comunicação em um sistema de telemetria do VANT, que está sendo remotamente
controlado, o mesmo pode detectar essa falha e planejar um rota de segurança para
navegar até um local que permita que a comunicação seja restaurada, evitando a
perda do veículo. Em uma situação em que há uma perda permanente do sistema
de comunicação, como danos na antena de rádio, o VANT pode planejar uma rota
para um local seguro em uma tentativa de aterrissagem, evitando a exposição de
pessoas aos riscos deste procedimento de pouso. Outra vantagem seria a capacidade
do VANT de se adaptar a mudanças em uma tarefa previamente planejada, gerando
novas rotas de navegação para realizar novas tarefas. Revisões sobre o desenvol-
vimento e aplicações do planejamento de rotas para VANTs estão disponíveis na
literatura (GOERZEN et al., 2010; NEX; REMONDINO, 2014).

Os processamentos relativos às etapas de planejamento de rota usualmente são en-
capsulados por um módulo (software, hardware, etc) consultado pelo sistema de
navegação. Esse módulo é acoplado à estação de controle, onde a rota é computada
offline antes que a tarefa inicie e, em seguida, a solução é enviada para o VANT pelo
sistema de comunicação. Em um cenário ainda melhor, o módulo de planejamento
de rota pode ser embarcado no VANT e a rota de navegação pode ser planejada
em tempo real (online) por meio de informações obtidas por sensores ou por re-
presentações computacionais do ambiente de navegação previamente construídas
(MEDEIROS, 2012). Consequentemente, as aeronaves serão capazes de planejar rotas
por si próprias durante a execução de uma tarefa, em caso de alterações do estado da
mesma ou da detecção de perturbações no ambiente de navegação (PHARPATARA,
2015).

O planejamento automático de rotas é um problema complexo, principalmente
quando existem regiões por onde a aeronave é impossibilitada de navegar. Essas
regiões podem ser zonas de exclusão aérea (regiões proibidas para a navegação) ou
áreas ocupadas por obstáculos que eventualmente o VANT possa vir a colidir. Além
disso, outros elementos devem ser considerados durante o planejamento de uma rota
para um VANT, como as restrições cinemáticas e dinâmicas da aeronave, entre ou-
tros. O problema de planejamento de rota também pode ser observado com outras
categorias de veículos, como Veículos Terrestres Não Tripulados (UGV, do inglês
Unmanned Ground Vehicles) (GAGE, 1995; KAYACAN et al., 2016), Veículos de Su-
perfície Não Tripulados (USV, do inglês Unmanned Surface Vehicles) (CACCIA et

al., 2008; ŠVEC et al., 2014) e Veículos Submarinos Não Tripulados (UUV, do inglês
Unmanned Underwater Vehicles) (WANG et al., 2017a; WANG et al., 2017b).
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Considerando os tipos de restrições anteriormente descritos, no problema de planeja-
mento de rota, uma rota cinematicamente e dinamicamente viável deve ser planejada
entre dois pontos (posições) de um ambiente de navegação, permitindo que o VANT
navegue pela mesma em segurança, evitando para isso zonas de exclusão aérea e
situações de colisão com obstáculos naquele ambiente. Geralmente, o planejamento
de rota consiste em três etapas principais: a modelagem computacional de um am-
biente de navegação; o planejamento de uma rota de navegação livre de colisão; e a
sua conversão em uma rota dinamicamente viável (GOERZEN et al., 2010; LAVALLE,
2006). Cada uma dessas etapas encontra-se ilustrada na Figura 1.1.

Figura 1.1 - Etapas de planejamento de rota.
(a)

(b)

(c)

a) Modelagem do ambiente de navegação; b) Formação da rota por segmentos de retas que
conectam os pontos inicial e final de navegação; c) Suavização da rota, com rota original
em tracejado marrom.

Fonte: Produção do Autor.
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A modelagem do ambiente de navegação consiste em uma abstração ou modelo do
ambiente real que viabilize um referencial para a navegação da aeronave (STURTE-

VANT, 2013). A eficiência dos métodos aplicados nas próximas etapas de planeja-
mento geralmente está relacionada ao modelo do ambiente de navegação adotado
(TOZOUR, 2003). As regiões navegáveis e todos os obstáculos do ambiente podem ser
representados por meio de polígonos, grades regulares (BARRAQUAND; LATOMBE,
1991), malhas de navegação (ARKIN, 1987), diagramas de Voronoi (VORONOÏ, 1908),
quadtrees (FINKEL; BENTLEY, 1974), dentre outras formas de representação.

Na etapa seguinte de planejamento da rota, segmentos de reta livres de colisão com
os obstáculos são obtidos de forma a conectar os pontos de início e de fim da navega-
ção do VANT, utilizando a representação computacional do ambiente de navegação
definido na etapa anterior. As rotas são definidas por um conjunto de pontos sequen-
ciais denominados waypoints, que são interligados pelos segmentos de reta livres de
colisão para conectar um waypoint inicial (saída do VANT) até um waypoint final
(chegada/destino do VANT) (TSOURDOS et al., 2010). As rotas podem ser extraídas
de estruturas como redes, grafos, árvores ou vetores computacionais, dependendo
da concepção e formalização do problema tratado e dos métodos utilizados no pla-
nejamento de rota. Alguns exemplos de métodos que podem ser utilizados para o
planejamento automático de rotas são: o algoritmo de Dijkstra para busca em grafo
(DIJKSTRA, 1959); o algoritmo A* (HART et al., 1968); os algoritmos genéticos (HOL-

LAND, 1975), o algoritmo Probabilistic Roadmaps (PRM) (KAVRAKI et al., 1996), o
algoritmo de Grafos de Visibilidade (NILSSON, 1969); e o algoritmo Árvore Aleatória
de Exploração Rápida (RRT, do inglês Rapidly-exploring Random Tree) (LAVALLE,
1998).

Na terceira e última etapa, denominada suavização, a rota planejada é então conver-
tida em uma trajetória de navegação livre de colisão e dinamicamente viável, com
base nas restrições cinemáticas e dinâmicas do VANT: velocidade; aceleração; cur-
vatura; entre outras. Usualmente, são utilizados métodos polinômicos de suavização
de curvas que atendem a essas restrições. São exemplos de métodos aplicados na
suavização de rotas: trajetórias de Dubins (DUBINS, 1957), k-trajetórias (ANDER-

SON et al., 2005), clotóides (ALIA et al., 2015), spline (MAEKAWA et al., 2010), curvas
de Bézier (DO et al., 2011), curva logística (UPADHYAY; RATNOO, 2016), Support
Vector Machine (SVM) (YANG et al., 2012) e Hodógrafo de Pitágoras (TSOURDOS

et al., 2010). É importante mencionar que, neste trabalho, a rota de menor com-
primento possível entre dois pontos de um ambiente de navegação é considerada
a solução ótima do problema de planejamento de rotas, desde que o VANT tenha
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autonomia (alcance obtido pela quantidade de energia/combustível) para realizar
uma navegação completa pela mesma.

Em aplicações onde a rota é planejada a bordo da aeronave, o tempo de execução
do módulo de planejamento da rota pode influenciar diretamente na segurança do
VANT. Consequentemente, os algoritmos de planejamento não podem exigir custos
computacionais muito elevados, devido às restrições inerentes à navegação em tempo
real e das capacidades computacionais dos módulos embarcados. Dessa forma, é im-
portante que um problema de planejamento de rotas seja solucionado com eficiência
de tempo computacional (PHARPATARA, 2015). Em diversos trabalhos da literatura,
diferentes soluções para o planejamento de rotas foram propostas considerando o
desempenho computacional, dentre elas uma classe de algoritmos conhecida como
algoritmos de planejamento baseados em amostragem (LAVALLE, 2006). Nessa classe
de algoritmos, o ambiente de navegação não é explicitamente incorporado à estru-
tura do mesmo, como ocorre em algoritmos mais tradicionais de planejamento. Em
vez disso, amostras (pontos) do ambiente de navegação são coletadas para compor
a solução de planejamento de rota. A cada coleta de uma amostra, é verificado se
ela, antes de ser incorporada à rota que está sendo planejada, gera uma situação
de colisão. Em caso afirmativo, ela é descartada da solução e outras amostras são
verificadas. Para realizar essa verificação, esses algoritmos utilizam um módulo à
parte de sua estrutura para a detecção de colisão. Esse módulo é quem possui acesso
ao modelo computacional do ambiente de navegação. Essa classe de algoritmos é
popular em grande parte devido à sua eficiência de planejamento e simplicidade
computacional (ISLAM et al., 2012; LAVALLE, 2006; THRUN et al., 2005).

O RRT, é um dos algoritmos de amostragem mais aplicados ao problema de planeja-
mento automático de rotas. O algoritmo RRT é probabilisticamente completo, isto é,
se existe uma solução de planejamento de rota, a probabilidade do mesmo encontrá-
lo aproxima-se de um à medida que o número de amostras coletadas aumenta e tende
a infinito. Esse algoritmo consiste em expandir uma árvore, em formato de grafo,
a partir de um nó raiz, o qual é o ponto inicial da rota, utilizando um processo de
coleta aleatória de amostras de um ambiente de navegação. Cada amostra coletada
é adicionada ao nó mais próximo da árvore se o segmento de reta formado por esses
nós não estiver em situação de colisão com os obstáculos do ambiente de navegação.
A árvore é expandida até que seja possível conectar um nó da árvore ao ponto final
da rota. Na Figura 1.2 encontra-se ilustrado um exemplo de planejamento de rota
pelo algoritmo RRT.
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Figura 1.2 - Crescimento da árvore do algoritmo RRT em planejamento de rota executado
em ambiente de navegação com obstáculos estáticos e com representação po-
ligonal.

(a) (b)

(c)

Estados da expansão da árvore exploratória do RRT em iterações distintas encontram-se
representadas nas figuras. Em a), b) e c), os retângulos em azul marinho representam os
obstáculos. O ponto verde corresponde ao waypoint inicial de navegação. O ponto vermelho
corresponde ao waypoint final de navegação. Os pontos em amarelo são nós da árvore do
algoritmo RRT e os segmentos de reta em verde são as arestas que os conectam. Em c), a
rota planejada encontra-se representada pelos segmentos de reta em vermelho conectado
pelos waypoints na cor roxa.

Fonte: Produção do Autor.
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A RRT permite uma rápida exploração em ambientes de navegação multidimen-
sionais. Segundo Lindemann e LaValle (2005), isto ocorre devido à orientação na
amostragem acarretada por regiões de Voronoi, ou seja, a cada iteração a árvore
tende a crescer a partir dos nós com a maior área de Voronoi. Isso ocorre porque
a probabilidade que um nó seja selecionado para a expansão da árvore do RRT é
diretamente proporcional ao volume da sua célula de Voronoi. Assim, a árvore é
rapidamente induzida a crescer para regiões menos exploradas.

Apesar das vantagens apresentadas pelo algoritmo RRT, não há garantia que o
mesmo possa planejar a rota com o menor comprimento/extensão possível para
um ambiente de navegação específico, ou rotas com determinados comprimentos
limitados pela autonomia do veículo. Algumas derivações do algoritmo RRT foram
propostas com o intuito de procurar solucionar essa limitação. Esses algoritmos são
assintoticamente ótimos, o que significa que a rota mais curta pode ser obtida por
eles como uma solução, desde que o número de amostras coletadas tenda ao infinito.
Exemplos desses algoritmos são o Grafo Aleatório de Exploração Rápida (RRG, do
inglês Rapidly-exploring Random Graph) (KARAMAN; FRAZZOLI, 2009) e o RRT*
(lê-se RRT estrela) (KARAMAN; FRAZZOLI, 2010).

No algoritmo RRT*, para cada novo nó adicionado à árvore, uma vizinhança de
nós é gerada dentro de uma região determinada por um dado raio de distância.
Diferente do algoritmo RRT padrão, o novo nó amostrado não é adicionado ao nó
mais próximo. Em vez disso, o novo nó amostrado é conectado ao nó vizinho com o
comprimento de rota mais curto até o nó raiz (ponto inicial da rota). Em seguida,
verificam-se os outros nós de sua vizinhança, para que possam ser reconectados
com esse novo nó e então reduzir também os seus comprimentos de rota até o
nó raiz da navegação. Assim, quando uma rota completa é planejada, espera-se
obter a rota mais curta entre o nó raiz e o ponto final de navegação. Portanto,
há uma probabilidade maior de que a rota de navegação planejada pelo algoritmo
RRT* tenha um comprimento menor que as rotas planejadas pelo algoritmo RRT
(KARAMAN; FRAZZOLI, 2010).

É importante frisar que, apesar de a rota de menor comprimento possível poder ser
planejada, existem algumas desvantagens apresentadas pelo algoritmo RRT*. Nesse
algoritmo, o tempo de planejamento é consideravelmente maior do que no algoritmo
RRT. Isso se deve à adição do processo de reconexão das arestas durante a expansão
da árvore, o que envolve testes adicionais de colisão e operações de busca de nós mais
próximos na sua execução. Além disso, o algoritmo apenas garante que a solução
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obtida irá convergir para a rota de menor comprimento se o tempo de planejamento
tender ao infinito.

Vários trabalhos propuseram melhorias do algoritmo RRT e RRT*, visando a redu-
ção do tempo de convergência para uma primeira solução ou para rotas de menor
comprimento. Alguns exemplos são citados a seguir: Adaptative RRT Based on Dy-
namic Step (DRRT) (LIN; ZHANG, 2015), Fast RRT (MA et al., 2015), Real-time
Closed-loop Rapidly Exploring Random Trees (CL-RRT) (FRAZZOLI et al., 2002)
e sua variante Closed-loop Random Belief Trees (CL-RBT) (LI et al., 2014), Re-
solution Complete Rapidly-Exploring Random Tree (RC-RRT) (CHENG; LAVALLE,
2001), Execution extended Rapidly Exploring Random Tree (ERRT) (BRUCE; VE-

LOSO, 2006), Chance-Constraint Rapidly Exploring Random Tree (CC-RRT) (LU-

DERS et al., 2010), CC-RRT*-D (LIU; ANG, 2014), RRT-Connect (KUFFNER; LA-

VALLE, 2000), entre outros.

Umas das estratégias propostas na literatura para acelerar o tempo de planeja-
mento de rota por algoritmos baseados no RRT é a modificação do seu processo
de amostragem. Nesse processo, uma amostra (posição no ambiente de navegação
contínuo) é coletada aleatoriamente seguindo uma distribuição espacial uniforme
a cada iteração do algoritmo para constituir a árvore exploratória. Dessa forma,
qualquer amostra possui a mesma probabilidade de ser coletada. Alguns autores
(GAMMELL, 2017; LINDEMANN; LAVALLE, 2006; NASIR et al., 2013) afirmam que re-
duzir/modificar o uso da distribuição uniforme no processo de amostragem possui
potencial para acelerar o planejamento da rota do algoritmo RRT. Em muitos estu-
dos, heurísticas/estratégias são utilizadas para influenciar o processo de amostragem
dos algoritmos RRT e RRT*, priorizando a coleta de amostras em regiões do am-
biente de navegação com maiores chances de gerarem rotas de forma mais rápida.
Esse tipo de estratégia de amostragem é denominada não uniforme (LAVALLE, 2006;
LINDEMANN; LAVALLE, 2006) ou informada (GAMMELL, 2017). Entre os estudos
que propõem versões do RRT com amostragem não uniforme/informada alguns são
mencionados: Voronoi Bias RRT (VB-RRT)(LINDEMANN; LAVALLE, 2004), RRT
baseado em geração de teste orientado ao destino (AHMADYAN et al., 2012), RRT*-
Smart (ISLAM et al., 2012), RRT baseada em retração seletiva (LEE et al., 2012),
Poisson RRT (PARK et al., 2014), Potential Guided Directional-RRT* (P-RRT*)
(QURESHI; AYAZ, 2016), Informed-RRT* (GAMMELL et al., 2014), BIT* (GAMMELL

et al., 2015), RRT baseado em probabilidades de amostragem e lógica fuzzy (ABBADI;

MATOUSEK, 2018). Uma Revisão Sistemática da Literatura (RSL) (KITCHENHAM;

CHARTERS, 2007) sobre os tipos de amostragem não uniforme/informada utilizados
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em algoritmos do tipo RRT e RRT* é discutida no Capítulo 3 e no Apêndice B
desta tese.

1.1 Hipóteses e contribuições da tese

Considerando que o crescimento da árvore do algoritmo RRT e, portanto, do al-
goritmo RRT*, pode ser direcionado para regiões mais promissoras do ambiente de
navegação que levem ao planejamento mais rápido de rotas, esta tese tem como ques-
tionamento científico verificar se é possível obter rotas de menor comprimento com
menor tempo de planejamento com o algoritmo RRT* utilizando vértices convexos e
estratégias de dispersão ótima de amostras. Portanto, a contribuição deste trabalho
é o estudo do uso de duas diferentes estratégias como solução de amostragem não
uniforme/informada no algoritmo RRT*: as distribuições espaciais de amostras base-
adas em grades de Sukharev (SUKHAREV, 1971); e a aplicação de amostras definidas
pelos vértices convexos das envoltórias de segurança dos obstáculos do ambiente de
navegação.

Uma grade de Sukharev alcança a distribuição mais uniforme possível sobre o am-
biente de navegação. O objetivo dessa estrutura é permitir a cobertura/amostragem
de todas as regiões de um ambiente de navegação de forma discretizada (LAVALLE,
2006). Os efeitos esperados de seu uso são um número menor de pontos amostrados
para planejar uma rota viável para navegação, com o intuito de diminuir o tempo
de planejamento de uma rota. O uso de grades de Sukharev em algoritmos baseados
em amostragem já foi explorado experimental e teoricamente em estudos anteriores
(JANSON et al., 2018; LINDEMANN; LAVALLE, 2003; SÁNCHEZ, 2003), nos quais foi
estudada a eficiência da grade de Sukharev em algoritmos baseados em amostragem.
Entretanto, nesses estudos apenas a redução do número de nós na rota planejada
foi analisada ou o RRT não foi considerado nos experimentos.

Já a aplicação de vértices convexos no planejamento de rotas é mais conhecida atra-
vés da aplicação de grafos de visibilidade (LATOMBE, 2012). Um grafo de visibilidade
permite gerar uma estrutura através da qual pode ser planejada a rota mais curta
entre duas posições em um ambiente de navegação por meio de algoritmo ótimo de
busca como, por exemplo, o algoritmo de Dijkstra (DIJKSTRA, 1959). Desta forma,
uma rota é planejada próxima dos limites dos obstáculos (ou da envoltória de se-
gurança do mesmo), com o objetivo de obter a rota com o comprimento mais curto
possível, isto é, a solução ótima.

Considerando a segurança do VANT durante a navegação, os vértices convexos uti-
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lizados no planejamento de rota no estudo conduzido pertencem às envoltórias de
segurança dos obstáculos. A envoltória de segurança é uma região que confina todo
o corpo de um obstáculo, porém, mantém o seu formato original. Os vértices da
envoltória são definidos a uma dada distância de segurança dos vértices de seu obs-
táculo, gerando as arestas da envoltória, as quais são deslocadas em relação as do
obstáculo associado à mesma. Consequentemente, a rota pode ser planejada pró-
xima das bordas da envoltória (o que miniminiza o comprimento da rota) sem que
os limites dos obstáculos sejam alcançados pelo corpo físico da aeronave, evitando
possíveis colisões.

Um novo algoritmo é proposto neste trabalho para estudar as estratégias conside-
radas de amostragem não uniforme/informada. Esse algoritmo, denominado RRT*-
Sukharev Vertices (RRT*-SV), foi descrito em Véras et al. (2018a). A finalidade
de usar essas duas estratégias no processo de amostragem é planejar a rota mais
curta possível em um tempo de planejamento menor do que o apresentado por ou-
tras metodologias. A melhora significativa do tempo de planejamento no RRT*-SV
é demonstrada por meio de comparação estatística entre os resultados obtidos com
os algoritmos RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT* e BIT*, quando aplicados ao
planejamento de rotas em ambientes de navegação bidimensionais com diferentes
distribuições espaciais e formatos de obstáculos estáticos. Os algoritmos citados fo-
ram selecionados devido à sua eficiência reconhecida pela literatura e por utilizarem
estratégias de amostragem que também visam o planejamento da rota com menor
comprimento para um dado ambiente de navegação em menor tempo. O algoritmo
RRT* foi selecionado porque é a estrutura básica de todas as soluções discutidas nas
comparações. Desde que o método proposto possa obter soluções ótimas em menor
tempo, ele pode ser utilizado na etapa de planejamento automático de rotas em
sistemas de navegação de VANTs com o objetivo de aumento de autonomia.

Nesta tese também encontram-se descritos os resultados da elaboração e execução de
uma RSL com tema sobre métodos de amostragem não uniforme/informada aplica-
dos em algoritmos baseados no RRT. A RSL é uma metodologia de revisão bastante
popular nas áreas de engenharia de software (KITCHENHAM, 2004; BUDGEN; BRERE-

TON, 2006) e medicina (STRAUS et al., 2005). Essa revisão bibliográfica é organizada
de forma estruturada, onde motores de busca (portais na web onde trabalhos aca-
dêmicos indexados podem ser consultados), strings para a pesquisa, critérios usados
para incluir e excluir um estudo e todas as informações sobre o processo de revisão
são especificados em um documento denominado protocolo de revisão. O protocolo
é desenvolvido em conjunto com uma equipe de pesquisadores com experiência no
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tema, os quais definem o tipo de evidências acadêmicas de que uma pesquisa dentro
do tema foi realizada devem ser pesquisadas. A revisão é então guiada pelo protocolo
de pesquisa. Assim, além de permitir uma avaliação do processo de revisão por ter-
ceiros, espera-se que possíveis desvios de interpretação causados pela visão pessoal
dos pesquisadores envolvidos na revisão sejam reduzidos (KITCHENHAM, 2004). Os
resultados da RSL apresentada nesta tese encontram-se publicados em Véras et al.
(2019b). O protocolo de revisão desenvolvido encontra-se descrito no Apêndice B.

Em adição às contribuições declaradas anteriormente, uma estratégia que visa ga-
rantir que a rota planejada pelos métodos propostos citados seja viável para a na-
vegação do VANT é apresentada. Nessa estratégia, uma restrição de curvatura é
aplicada junto ao algoritmo RRT*-SV para que sejam planejadas somente rotas que
atendam ao limite de curvatura máxima que um VANT pode executar. Para isso, a
rota planejada é suavizada nas junções (nós) de seus segmentos para que a geometria
da mesma atenda as restrições de movimento do VANT. A estratégia de suavização
apresentada adota como representação da trajetória a curva de Hodógrafo de Pitá-
goras (FAROUKI; SAKKALIS, 1990). Ela é uma Curva de Bézier (PIEGL, 1993) onde os
componentes de seu hodógrafo (vetores velocidade que, unidos por uma origem, for-
mam a curva de aceleração de movimento (NUSSENZVEIG, 2013), como descrito na
Figura 1.3) atendem ao teorema de Pitágoras. Essa representação da curva, dentre
outras vantagens, permite a computação exata do comprimento da curva (FAROUKI;

NITTLER, 2016), dispensando a necessidade de aplicações de métodos de quadratura
para o cálculo do comprimento da curva. Dessa forma, é possível converter a rota
planejada em movimento através de um processo de estimação da posição do VANT
na rota, baseado na relação entre o comprimento da rota calculado e a velocidade do
veículo. A estratégia apresentada é baseada no processo de suavização apresentado
em Véras et al. (2018a).
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Figura 1.3 - Hodógrafo da velocidade de um VANT.
(a) (b)

a) Trajetórias realizadas por um VANT em diferentes posições pi e b) hodógrafo formado
pelos vetores velocidade vi do VANT unidos por uma mesma origem O.

Fonte: Produção do Autor.

1.2 Estrutura da tese

No Capítulo 2, são discutidos as etapas envolvidas no processo de planejamento de
rota aplicados na navegação autônoma de VANTs, os diferentes níveis de autonomia
e os modelos de representação de ambientes de navegação.

No Capítulo 3, é introduzida a classe de algoritmos de planejamento baseados em
amostragem. Os algoritmos RRT e RRT* encontram-se descritos e as suas carac-
terísticas que influenciam os seus desempenhos de planejamento são discutidos.
Encontram-se ainda descritos no referido capítulo os resultados de uma RSL com
tema sobre estratégias de amostragem não uniforme/informada em algoritmos ba-
seados no RRT e RRT*.

No Capítulo 4, o estudo das duas estratégias de amostragem não uniforme/informada
baseadas nas grades de Sukharev e vértices convexos das envoltórias de seguranças
dos obstáculos é apresentado. É também proposto nesse capítulo o método desen-
volvido a partir desse estudo, denominado RRT*-SV. Resultados de testes compu-
tacionais do RRT*-SV com outros algoritmos da literatura encontram-se descritos
e discutidos.

No Capítulo 5, uma estratégia de suavização de rotas planejadas pelo RRT*-SV
baseada no valor do raio de curvatura de VANTs é apresentada. Essa estratégia
utiliza o Hodógrafo de Pitágoras.

No Capítulo 6, as conclusões desta tese são sintetizadas. As publicações decorrentes
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da pesquisa de doutorado encontram-se listadas e os principais desafios futuros de
pesquisa sobre o tema são apontados.
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2 PLANEJAMENTO DE ROTA DE VEÍCULOS AÉREOS NÃO TRI-
PULADOS

Neste capítulo são introduzidos conceitos e ideias básicas sobre navegação autônoma
de VANTs e como o problema de planejamento de rota está relacionado com arqui-
teturas utilizadas para a efetiva navegação desses veículos. Inicialmente, é discutido
o contexto no qual está inserida a motivação desta tese, que é o aumento do grau de
autonomia de navegação de VANTs através de otimização de algoritmos utilizados
no planejamento automático de rotas. Um padrão de arquitetura comum a diversos
sistemas de navegação também é discutido. Por fim, tipos de modelos computaci-
onais do ambiente de navegação são apresentadas e o modelo adotado nesta tese é
estabelecido.

2.1 Autonomia na navegação de VANTs

O Departamento de Defesa dos Estados Unidos (DoD, do inglês U.S. Department
of Defense) define um veículo autônomo como

Um veículo motorizado que não carrega um operador humano
e que pode ser operado de forma autônoma ou remota, pode ser
descartável ou recuperável, e pode transportar uma carga letal
ou não letal. Veículos balísticos ou semi-balísticos, mísseis de cru-
zeiro, projéteis de artilharia, torpedos, minas, satélites e sensores
não assistidos (sem forma de propulsão) não são considerados
veículos não tripulados. Veículos não tripulados são o principal
componente de sistemas não tripulados (CLAPPER et al., 2007).

A definição anterior abrange qualquer tipo de veículo autônomo, como os terrestres
(chamados de UGV), os de superfícies (chamados de USV) ou os submersos (cha-
mados de UUV). Para que a definição atenda também a VANTs, basta que uma
aeronave faça parte do sistema autônomo citado (GUNDLACH, 2012). De fato, para
a navegação do VANT é necessário muito mais do que uma aeronave não-tripulada.
Elementos chave incluem a aeronave não tripulada em si, carga útil, sistemas de
comunicação, estações de controle, equipamentos de lançamento e recuperação e
equipamentos de apoio (GUNDLACH, 2012).

Nas aplicações mais tradicionais com VANTs (com menor autonomia), a estação de
controle possui participação crucial para o sucesso da missão (tarefa a ser cumprida
dentro de um contexto de aplicação) para a qual o VANTs foi designado. Ela é o
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centro da operação da missão do VANT e realiza a interface entre homem e máquina
(AUSTIN, 2011). A estrutura de uma estação de controle pode variar, podendo ser
composta por um simples computador até prédios (ou mais de um em diferentes
localidades) com diversos operadores e equipamentos atuando em conjunto para
controle da navegação da aeronave autônoma. É por meio da estação de controle
que comandos de voo são informados ao VANT. Ela ainda pode planejar a rota
e trajetória de navegação; monitorar dados da integridade da aeronave; realizar
processamento de dados; realizar o planejamento da missão da aeronave; controlar o
lançamento; e, recuperação da aeronave e planejar e monitorar a comunicação com
o VANT (AUSTIN, 2011; DALAMAGKIDIS et al., 2011; GUNDLACH, 2012), além de
outras funcionalidades adicionais que dependem da complexidade de cada aplicação.
A comunicação das estações de controle com o VANT pode ser realizada por rádio-
frequência de forma direta e, quando o VANT está fora da linha de visada da estação,
por satélites (DALAMAGKIDIS et al., 2011). Na Figura 2.1 encontra-se ilustrado um
esquema de comunicação entre estação de controle e o VANT em situações dentro e
fora de alcance das linhas de visada de comunicação entre eles.

Figura 2.1 - Esquema de comunicação remota entre estação de controle e o VANT.

Fonte: Gundlach (2012).

À medida que algumas das responsabilidades das estações de controle são trans-
feridas ao VANT, este vai ganhando maior autonomia, ou capacidade de realizar
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tomadas de decisão e ações com menor, ou com nenhuma intervenção de um ele-
mento externo. Isso passa a ser mais desejável à medida que um único operador
necessita gerenciar mais de um VANT ao mesmo tempo (PROTTI; BARZAN, 2007).
Aumentar a autonomia do VANT apresenta vantagens principalmente quando há
perda de comunicação com a estação de controle, onde, a partir de então, o VANT
pode assumir a tomada de decisão referente à navegação. Além disso, uma maior
autonomia pode permitir manobras de contingenciamento em situações de risco pelo
próprio VANT, as quais dependem a princípio de comandos da estação de controle
que podem sofrer problemas de comunicação afetando o tempo de resposta da en-
trega de controle. Esse fator é crucial, pois os comandos da estação de controle
devem ser enviados a tempo, de modo que o VANT possa manter a sua integridade
e a dos elementos em torno da região de sobrevoo (pessoas podem ser atingidas no
caso de queda do VANT, por exemplo (MEDEIROS, 2012)).

O nível de autonomia é definido pela quantidade de responsabilidades assumidas
pelo VANT. Um VANT alcança um nível de autonomia completo quando não há
nenhuma comunicação entre ele e a estação de controle (AUSTIN, 2011). Na Figura
2.2, disponibilizada pelo DoD em 2005, encontra-se ilustrado um gráfico que relaci-
ona uma estimativa do nível de autonomia à certas responsabilidades/capacidades
adicionadas ao VANT, no período de 1955 até 2015. O menor nível corresponde à
dependência de um controlador remoto para guiar o VANT. À medida que o nível
aumenta, maior é a autonomia que o VANT possui, até que seja alcançado o nível
em que frotas de VANTs possam se autogerenciar.
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Figura 2.2 - Tendência de crescimento de autonomia estimada por ano pelos sistemas de
navegação de VANTs.

Os pontos brancos indicam o nível de autonomia de alguns modelos de VANT.
Fonte: Adaptada de Roadmap (2005).

2.1.1 Arquitetura de navegação de VANTs

A arquitetura de navegação possui forte dependência da classe do VANT, da missão
e da estrutura de implementação (GUNDLACH, 2012). Baseado nas descrições apre-
sentadas em Boskovic et al. (2004), Goerzen et al. (2010) e Medeiros (2012), um
arranjo típico de sistema de controle de VANT encontra-se ilustrado na Figura 2.3.
Essa arquitetura típica contém os seguintes módulos:

a) Tomada de decisão: Módulo responsável por decidir a abordagem a ser
tomada pelo VANT, com o objetivo de cumprir uma missão de navega-
ção como, por exemplo, quais alvos perseguir, o modo de voo (vigilância,
reconhecimento, ataque, mapeamento), avaliar os riscos para a aeronave,
definir as posições de início e destino de navegação, etc, . Os parâmetros de
decisão podem mudar dependendo das mudanças de cenários da navegação
(mudanças climáticas, quantidade de combustível, aumento de risco, etc)
(GUNDLACH, 2012).

b) Planejamento de rota: planeja uma rota viável para navegação sem
colisão com os obstáculos do ambiente de navegação. A rota é composta
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por um conjunto de waypoints, incluindo as posições de início e de des-
tino definidas pelo módulo de tomada de decisão. Para o planejamento da
rota, deve o módulo possuir acesso a uma representação computacional do
ambiente de navegação. Os dados do ambiente de navegação podem ser
capturados em tempo real por sensores acoplados ao VANT ou serem pre-
viamente disponibilizados para consulta pelo módulo de planejamento de
rota.

c) Geração de trajetória: Esse módulo é responsável pela conversão de
uma rota em uma trajetória que, segundo Goerzen et al. (2010), é a rota
com tempo associada ao longo da mesma, onde se busca adequar a geome-
tria resultante dessa rota às restrições de movimento do VANT. Ajustar a
rota planejada resultante no módulo anterior, de forma a suaviza-la para
atender restrições de cinemáticas e/ou dinâmicas do VANT, é o principal
papel do módulo de planejamento de trajetória. Exemplos de restrições de
movimento são velocidade, aceleração, curvatura, etc.

d) Controle: Esse módulo é o responsável por enviar comandos aos atuadores
da aeronave de forma que a mesma siga ou rastreie a trajetória planejada
para a navegação. O controlador busca diminuir os erros entre a trajetória
planejada e a executada em tempo real.

e) VANT: Representa a aeronave de fato, constituída de partes mecânicas
e eletrônicas. A este módulo estão associadas ainda os atuadores, respon-
sáveis por executarem a realização física dos comandos enviados pelo con-
trolador, e os sensores, que coletam dados utilizáveis nos mais diversos
objetivos, como imageamento, localização, detecção de obstáculos, comu-
nicação, identificação de falhas, etc.
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Figura 2.3 - Arquitetura típica aplicada para a navegação de VANTs.

Fonte: Produção do Autor.

Segundo Goerzen et al. (2010), estruturas semelhantes à apresentada são muito utili-
zadas pela sua relativa simplicidade de implementação, o que permite escalabilidade
para incorporar mais VANTs, adição de novos módulos a arquitetura e adaptabi-
lidade para outras categorias de veículos. É importante frisar que a arquitetura
ilustrada foi apresentada considerando um alto nível de abstração. Arquiteturas de
aplicações reais usualmente apresentam maior nível de detalhamento em cada um
dos módulos apresentados, os quais podem ser constituídos por diversos submódu-
los. Este trabalho atua no contexto do módulo de planejamento de rota por meio
de métodos que buscam encontrar rotas de menor comprimento em menor tempo,
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o que contribui para o aumento de sua autonomia para navegação em tempo real.
Ainda neste trabalho, métodos que podem ser aplicados ao módulo de geração de
trajetória também foram estudados para identificar soluções de planejamento que
atendam restrições cinemáticas e dinâmicas do VANT.

2.2 Modelagem do ambiente de navegação

Na busca de soluções de problemas de planejamento de rota para a navegação de
VANTs, o ambiente de navegação deve ser modelado a partir do meio real, em uma
abstração que colete as informações necessárias e suficientes. Em uma analogia a
Sturtevant (2013), a representação computacional do ambiente de navegação consiste
em uma abstração ou modelo do ambiente real que viabilize a navegação do veículo
autônomo. A eficiência dos métodos aplicados nas próximas etapas de planejamento
geralmente depende da representação considerada (TOZOUR, 2003). Nesta seção, são
apresentados alguns tipos de representação do ambiente de navegação.

Antes de apresentar estas representações, algumas definições do problema de plane-
jamento de rota são descritas. O primeiro elemento a ser considerado é o ambiente
de navegação, o qual pode ser representado no espaço (R3) ou no plano (R2). O
ambiente de navegação considerado neste trabalho é constituído por regiões livres
para navegação e obstáculos. Esses últimos são elementos que possuem limites geo-
métricos, os quais definem áreas onde há impossibilidade de realização da navegação
do VANT devido à colisão. O VANT é o corpo físico que irá realizar uma trajetó-
ria pela rota de referência planejada para o ambiente de navegação. Dependendo
de como é especificado o problema, podem ser consideradas ou não outros tipos de
restrições, como o tamanho da envergadura do VANT, restrições cinemáticas (ve-
locidade, aceleração, curvatura) e dinâmicas (forças externas, como, por exemplo
a ação do vento). Dessa forma, o problema de planejamento de rota consiste em
planejar a rota p, que é uma sequência de waypoints q1, q2, ..., qm com m ∈ N, que
conectam um waypoint inicial (denominado qinício) do ambiente de navegação a um
waypoint de chegada (denominado qdestino) sem que o corpo físico do VANT cruze
com os limites dos obstáculos do ambiente de navegação. Uma rota que permita a
navegação do VANT sem que o mesmo cruze com esses limites é dita livre de colisão.

O veículo pode ser modelado de duas formas no ambiente de navegação. Pode-se uti-
lizar uma geometria (como uma circunferência) em volta do veículo para representar
o corpo do mesmo, o qual pela definição do problema de planejamento de rota não
pode interceptar os limites dos obstáculos no ambiente de navegação. Um exemplo é
apresentado na Figura 2.4(a). Pode-se ainda representá-lo como um ponto, em que
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a área ocupada pelo corpo do veículo é considerada nas envoltórias de segurança dos
obstáculos. Um exemplo é apresentado na Figura 2.4(b).

Figura 2.4 - Tipos de representação de VANT em ambiente de navegação.
(a) (b)

Representação de VANT como a) área e como b) ponto em ambiente de navegação com
obstáculos com envoltórias de segurança.

Fonte: Adaptado de Goerzen et al. (2010).

O ambiente de navegação pode ser subdivido para a distinção das regiões navegá-
veis (livres de colisão) e não navegáveis (com obstáculos). Usualmente o ambiente
de navegação é representado por Q. Ele ainda é dividido em dois subconjuntos:
Qobstáculos =

no⋃
i=1

Oi, que representa o conjunto de todos os no obstáculos que Q pode
conter; Qlivre = Q/Qobstáculos, representando as regiões navegáveis do ambiente de
navegação, i. e., as regiões sem obstáculos e, consequentemente, sem riscos de colisão.
A Figura 2.5 ilustra a divisão do ambiente de navegação em Qlivre e Qobstáculos.
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Figura 2.5 - Divisão do ambiente de navegação Q nas regiões Qlivre e Qobstáculos.

Fonte: Produção do Autor.

É considerado um obstáculo qualquer elemento que um veículo possa vir a colidir
ou região que esteja impedida de navegar. Exemplos de obstáculos no mundo real
podem ser prédios, aves, terrenos elevados, regiões com clima não adequado para
a navegação, outros veículos ou qualquer limite definido pelo qual o VANT esteja
impedido de navegar. A classificação de um elemento do ambiente de navegação
como obstáculo irá depender da instância do problema de planejamento de rota
considerada. Em Wang et al. (2007), por exemplo, existem regiões não desejáveis
para navegação do VANT que não são obstáculos físicos. Exemplos dessas regiões não
desejáveis seriam áreas restritas ao voo do VANT como aquelas destinadas às rotas
de aeronaves tripuladas ou áreas onde a integridade da aeronave esteja ameaçada
(regiões hostis).

Os obstáculos podem assumir também comportamentos estáticos ou dinâmicos.
Aqueles que possuem posição fixa no ambiente de navegação, permanecendo sem-
pre no mesmo lugar independente do que ocorra neste ambiente, são denominados
estáticos. Os obstáculos que se deslocam pelo ambiente de navegação, apresentando
diferentes posições em instantes distintos, são denominados dinâmicos. Problemas
de planejamento de rota envolvendo obstáculos dinâmicos são mais difíceis de se-
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rem solucionados, pois, usualmente é necessário estimar as posições futuras desses
obstáculos (LAVALLE, 2006).

Existem duas principais abstrações para representar o ambiente de navegação. Em
alguns estudos o ambiente de navegação é representado como uma grade celular
(LATOMBE, 2012), onde cada célula discretiza uma porção do espaço físico real por
onde o VANT navega. A grade consiste em um conjunto de células não sobrepostas
(formas geométricas que delimitam uma unidade da grade), geralmente de mesmo
tamanho e formato, adjacentes umas às outras, onde cada célula representa uma
porção do espaço em uma resolução. Caso um obstáculo não ocupe completamente
uma das células, a mesma, por inteira, é considerado não livre de colisão. Outra
representação do ambiente de navegação considera-o um espaço contínuo, com os
obstáculos representados por formas geométricas. Na Figura 2.6 encontram-se ilus-
trados exemplos das duas representações citadas.

Figura 2.6 - Tipos de representações de ambientes de navegação e obstáculos.
(a) (b)

a) Obstáculos em ambiente de navegação com representação contínua e b) com represen-
tação em grade.

Fonte: Produção do Autor.

Em muitos problemas de planejamento, o ambiente de navegação do veículo é des-
conhecido a priori. Nesses casos, a detecção do ambiente de navegação (identificação
dos obstáculos) pode ser realizada em tempo real de navegação por meio de sen-
sores (sonar, imageador, laser, etc) acoplados ao veículo. Revisões sobre o uso de
sensores em navegação de veículos autônomos podem ser encontradas na literatura
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(DADKHAH; METTLER, 2012; LUMELSKY, 1987). Já em outros problemas de planeja-
mento, os dados do ambiente de navegação são conhecidos, e podem ser previamente
disponibilizadas ao controlador remoto ou ao computador de bordo do VANT.

2.2.1 Modelo de ambiente de navegação adotado

Nesta tese, considera-se que os ambientes de navegação são conhecidos. Eles possuem
representação contínua (VANT pode assumir qualquer posição livre de colisão, como
ilustrado na Figura 2.6(a)) e bidimensional, pois, a altitude de navegação do VANT
é considerada constante. Todos os obstáculos considerados são estáticos, e o veículo
é representado como um ponto no ambiente de navegação. Dessa forma, todos os
obstáculos considerados possuem uma envoltória de segurança, como especificado
na Figura 2.4(b). Outra consideração feita é que um VANT pode navegar livre de
colisão pelas bordas e pelos vértices de cada envoltória de segurança de obstáculos
do ambiente de navegação.
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3 MÉTODOS DE PLANEJAMENTO DE ROTA BASEADOS EM
AMOSTRAGEM

Neste capítulo é introduzida a classe de algoritmos de planejamento de rota base-
ados em amostragem. Nesses algoritmos, a rota é construída a partir de amostras
coletadas do ambiente de navegação até que a mesma seja planejada. Nesta tese,
uma amostra é uma posição espacial no plano cartesiano bidimensional contínuo,
sendo definida pelas coordenadas (x, y).

A principal característica de métodos baseados em amostragem é a isenção da re-
presentação explicita do ambiente de navegação (KAVRAKI; LATOMBE, 1994; KA-

VRAKI et al., 1996; LAVALLE et al., 2001). Isso significa que o ambiente de nave-
gação não faz parte da estrutura de dados utilizada pelo algoritmo. Até o desen-
volvimento dessa classe de algoritmos, a representação do ambiente de navegação
era incorporada à estrutura dos algoritmos de planejamento de rotas, acarretando
em alto custo computacional. Algoritmos como decomposição por células (BROOKS;

LOZANO-PEREZ, 1985), campos potenciais (KHATIB, 1986) e os apresentados em
Canny (1988), Lozano-Pérez e Wesley (1979), Schwartz e Sharir (1983), utilizam
a representação explícita do ambiente de navegação. Entretanto, esses algoritmos
podem gerar excessivo esforço computacional, principalmente em ambientes de na-
vegação com grande quantidade de obstáculos (KARAMAN; FRAZZOLI, 2011).

Para evitar a representação explícita do ambiente de navegação, algoritmos baseados
em amostragem utilizam um esquema de coleta de amostras (LAVALLE, 2006). Esse
esquema utiliza um módulo de detecção de colisão com os obstáculos. Dessa forma, o
algoritmo baseado em amostragem não mantém relação explícita com o ambiente de
navegação, sendo decidido, inicialmente, se uma amostra é válida ou não para uma
solução do algoritmo pelo módulo de detecção de colisão. Esses algoritmos também
utilizam técnicas de busca discreta para selecionar por onde ocorrerá a expansão da
rota, o que geralmente corresponde à operações de busca de vizinho mais próximo. A
Figura 3.1 ilustra a estrutura usualmente compartilhada por algoritmos baseados em
amostragem que resulta em um planejamento de rota mais eficiente do que aqueles
com representação explícita do ambiente de navegação.

Com base em critérios definidos por cada método de planejamento, uma amostra
pode ser considerada válida ou inválida para a construção da rota. Amostras válidas
são aquelas coletadas na região navegável do ambiente de navegação (região sem
obstáculos). As amostras inválidas são coletadas nas regiões não navegáveis (região
contendo obstáculos). Exemplos dessas amostras estão ilustrados na Figura 3.2.
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Figura 3.1 - Estrutura usualmente utilizada para compor algoritmos de planejamento de
rota baseados em amostragem.

O teste de colisão é realizado por um módulo à parte, o qual possui acesso à representação
do ambiente de navegação.

Fonte: Adaptado de LaValle (2006).

Figura 3.2 - Classificação de amostras.

Exemplo de amostra válida (em ciano) e amostra inválida (em vermelho) em ambiente de
navegação com envoltórias de segurança de obstáculos (em azul).

Fonte: Produção do Autor.
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Entretanto, se mais restrições forem adicionadas ao critério de validação de amos-
tras, situações adicionais às que foram citadas podem surgir. Por exemplo, é possível
planejar a rota considerando as restrições cinemáticas do veículo durante a coleta de
uma amostra. Neste tipo de restrição, se uma amostra coletada gerar uma rota que
não atenda a critérios de velocidade, aceleração, curvatura, etc, do veículo, a mesma
pode ser rejeitada, mesmo estando posicionada na região navegável do ambiente de
navegação (trabalhos que consideram restrição cinemática durante o planejamento
podem ser verificados em Frazzoli (2001), Hsu et al. (2002), LaValle et al. (2001)).
Cenários em que as restrições cinemáticas de um VANT são consideradas durante
o planejamento da rota são discutidos com maiores detalhes na Seção 5. Adicional-
mente, um algoritmo de planejamento que considera essas restrições é utilizado e
descrito nesta tese na referida seção.

Os principais algoritmos de planejamento de rota baseado em amostragem são Proba-
bilistic Roadmaps (KAVRAKI et al., 1996), RRT (do inglês Rapidly-exploring Random
Tree) (LAVALLE, 1998), Expansive Space Trees (EST) (HSU et al., 1997), Ariadne’s
clew (MAZER et al., 1998) e Fast Marching Tree (FMT) (JANSON et al., 2015), onde
os dois primeiros foram os mais estudados nos últimos anos. Uma revisão geral de
métodos baseados em amostragem é dada em (ELBANHAWI; SIMIC, 2014).

3.1 Árvore aleatória de exploração rápida (RRT)

O algoritmo RRT (LAVALLE, 1998) é uma das técnicas baseadas em amostragem
que podem ser aplicadas ao planejamento de rota de VANTs. O algoritmo permite o
planejamento de rotas por meio da exploração aleatória de ambientes de navegação
com obstáculos. O RRT consiste em expandir iterativamente uma estrutura de dados
no formato de árvore pelo ambiente de navegação a partir do ponto inicial (nó
raiz dessa árvore) de navegação até que um ponto final (destino da navegação)
previamente definido seja encontrado. Para expandir a árvore, o algoritmo coleta a
cada iteração uma amostra do ambiente de navegação aleatoriamente seguindo uma
distribuição uniforme. A cada nova amostra do ambiente de navegação coletada,
um novo galho (aresta) da árvore pode ser formado. A amostra coletada se torna
uma nova folha (nó) na árvore se ela permitir formar um novo galho livre de colisão
(que não intercepta os limites dos obstáculos do ambiente de navegação). A árvore
sofre expansões até que um de seus galhos alcancem a posição final de navegação
do VANT, uma quantidade de iterações seja alcançada, ou um tempo limite de
planejamento seja atingido.

O algoritmo RRT encontra-se descrito no Algoritmo 1. A descrição do algoritmo
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segue a notação definida na Seção 2.2 para identificar as regiões navegáveis e não
navegáveis do ambiente de navegação. Os principais procedimentos executados pelo
algoritmo são definidos a seguir:

a) AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA: gera uma posição aleatória qaleatório
no ambiente de navegação.

b) NÓ_PRÓXIMO: busca o nó mais próximo qpróximo de qaleatório em G.

c) NOVO_NÓ: gera um novo nó qnovo sobre o segmento de reta
qpróximoqaleatório a uma distância ∆q.

d) ESTENDE: expande a árvore, atribuindo qpróximo como nó antecessor/pai
de qnovo, adiciona qpróximoqnovo ao conjunto de aresta E e adiciona qnovo ao
conjunto de nós V , onde E ∈ G e V ∈ G.

e) ROTA: identifica todos os waypoints da rota planejada, armazenando-os
em R, que é uma estrutura de dados do tipo pilha, a partir de qdestino até
qinício, utilizando a informação do nó antecessor de cada nó da árvore.

Algorithm 1 Algoritmo RRT
1: procedure RRT(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: s← 0
5: i← 0
6: while (s = 0) e (i ≤ n) do
7: i← i+ 1
8: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Q)
9: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
10: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
11: if qpróximoqnovo não intercepta Qobstáculos then
12: ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
13: if d(qnovo, qdestino) ≤ ld e (qnovoqdestino) não intercepta Qobstáculos) then
14: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
15: s← 1
16: R← ROTA(qinício, qdestino)

Seja uma árvore G = (V,E), onde V é o seu conjunto de nós e E o seu conjunto
de arestas. A árvore é inicializada com um nó qinício ∈ Qlivre, que representa a
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posição inicial de navegação. A partir de qinício, G é expandida iterativamente. A
cada iteração, uma nova amostra qaleatório é coletada aleatoriamente do ambiente
de navegação por AMOSTRAGEM_ALEATORIA (Algoritmo 1, linha 8). Novas
amostras são coletadas até que i > n ou s = 1 (indica que uma rota foi planejada).

A amostra qaleatório tem a função de indicar a direção da expansão de G e de de-
terminar por qual nó da árvore essa expansão deve ocorrer. G irá expandir pelo
nó de V espacialmente mais próximo de qaleatório. Esse nó é encontrado pela opera-
ção NÓ_PRÓXIMO (Algoritmo 1, linha 9), o qual passa a ser referenciado por
qpróximo. Em seguida, G é expandida em direção a qaleatório a uma distância constante
∆q, definindo assim uma nova amostra qnovo a ser adicionada à árvore. A amostra
qnovo é gerada pela operação NOV O_NÓ (Algoritmo 1, linha 10).

A nova amostra coletada qnovo forma junto com o nó qpróximo o segmento de reta
qpróximoqnovo. Para que esse segmento possa expandir G e qnovo possa ser adicionada
à árvore e se tornar um nó da mesma, ele deve ser livre de colisão. Se qpróximoqnovo
for livre de colisão, o mesmo é adicionado a E e qnovo é adicionada como novo nó a
V pela operação ESTENDE (Algoritmo 1, linha 12). Dessa forma, qpróximo torna-
se o nó antecessor/pai de qnovo e este o nó sucessor/filho de qpróximo. Essas etapas
encontram-se ilustradas na Figura 3.3. Caso qpróximoqnovo estiver em colisão com
Qobstáculos, uma nova amostra aleatória qaleatório é coletada para indicar uma nova
direção de expansão da árvore.

Figura 3.3 - Descrição da etapa de extensão do RRT.
(a) (b) (c)

a) Coleta de uma amostra aleatória qaleatório no ambiente de navegação e busca do nó mais
próximo (busca discreta) na árvore qpróximo. b) Geração de uma nova amostra qnovo em
direção de qaleatório. c) Se qpróximoqnovo for livre de colisão, qnovo é adicionada a árvore e
uma nova aresta é formada.

Fonte: Produção do Autor.

31



Essa dinâmica entre coletar uma amostra aleatória e expandir G é executada até que
eventualmente um nó qnovo seja gerado dentro da região associada à posição final
de navegação indicada por qdestino. Se qnovo for livre de colisão e estiver no raio de
alcance ld de qdestino, é verificado se o segmento formado qnovoqdestino é livre de colisão.
Caso afirmativo, o segmento estende a rota adicionando-o à árvore (Algoritmo 1,
linha 14) formando então uma rota entre qinício e qdestino. Esse processo encontra-se
ilustrado na Figura 3.4.

Figura 3.4 - Planejamento de uma rota pelo algoritmo RRT.

(a) (b) (c)

a) Um nó qnovo encontra-se posicionado dentro do raio de alcance ld de qdestino. b) É
verificado se o segmento qnovoqdestino é livre de colisão. c) Em caso positivo, o segmento é
adicionado à árvore e a rota R que conecta qinício à qdestino é planejada.

Fonte: Produção do Autor.

Quando uma rota é planejada pelo RRT, os nós que ligam qinício à qdestino são arma-
zenados na pilha R. Isso é realizado transferindo-se cada nó predecessor de qdestino
até qinício pela operação ROTA (Algoritmo 1, linha 16). Dessa forma, o VANT ob-
têm a informação sobre os nós que representam os waypoints de navegação para o
seu deslocamento de qinício até qdestino.

Várias extensões do algoritmo RRT foram publicadas ao longo dos anos: Adapta-
tive RRT Based on Dynamic Step (DRRT) (LIN; ZHANG, 2015), RRT Star (RRT*)
(KARAMAN; FRAZZOLI, 2010), Fast RRT (MA et al., 2015), Real-time Closed-loop
Rapidly Exploring Random Trees (CL-RRT) (FRAZZOLI et al., 2002) e suas variações
Closed-loop Random Belief Trees (CL-RBT) (LI et al., 2014), Resolution Complete
Rapidly-Exploring Random Tree (RC-RRT) (CHENG; LAVALLE, 2001), Execution ex-
tended Rapidly Exploring Random Tree (ERRT) (BRUCE; VELOSO, 2006), Chance-
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Constraint Rapidly Exploring Random Tree (CC-RRT) (LUDERS et al., 2010), CC-
RRT*-D (LIU; ANG, 2014), RRT-Connect (KUFFNER; LAVALLE, 2000), entre outras.
Portanto, a variabilidade de estudos focados em melhorar ou adaptar algum as-
pecto do algoritmo RRT é notável, o que pode ser considerado um indicador da sua
importância para a área.

3.1.1 Teste de colisão

O teste de colisão é um dos processos com maior custo computacional em planeja-
mento de rota (LAVALLE, 2006). Nesta tese, o teste de colisão consiste na detecção
da intersecção entre a aresta formada durante a extensão do RRT e as arestas dos
obstáculos. Como suporte às operações geométricas necessárias ao teste de colisão,
foram utilizadas as funções disponibilizadas pela biblioteca de geometria compu-
tacional CGAL (CGAL, 2008). A estratégia de teste de colisão descrita a seguir é
executada pelo Algoritmo 1 nas linhas 11 e 13.

Como definido na Seção 2.2, Qobstáculos corresponde ao conjunto de todos os obstá-
culos do ambiente de navegação Q. Seja o conjunto Qobstáculos = {O1, O2, ..., Ono},
com no ∈ N. Cada um de seus elementos corresponde a um obstáculo do ambi-
ente de navegação. Para cada Oi, com i ≤ no, existem j arestas que formam o
conjunto Ai = {a1, a2, ..., aj}, com j ∈ N, e t vértices que formam o conjunto
Vi = {v1, v2, ..., vt}, com t ∈ N. Com base nas definições dadas, o teste de colisão é
realizado em duas etapas, descritas a seguir e ilustradas na Figura 3.5.
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Figura 3.5 - Exemplos de situações identificadas em Qobstáculos no teste de colisão.

As aresta em vermelho são resultados positivos para o teste de colisão e não poderão ser
utilizadas para expandir a árvore. As arestas e pontos na cor verde escuro são livres de
colisão pois se encontram sobre uma aresta ou vértice de uma envoltória convexa de obs-
táculo. Pontos em vermelho são amostras inválidas, pois, estão localizadas em Qobstáculos.
O ponto em cíano é uma amostra válida, entretanto, gera uma aresta com colisão em
Qobstáculos.

Fonte: Produção do Autor.

Na primeira etapa, é verificado se uma nova amostra qnovo encontra-se localizada em
Qlivre. Para isso, cada obstáculo Oi ⊂ Qobstáculos é consultado. Se qnovo ∈ Oi, então a
amostra é considerada inválida. Caso contrário, qnovo é considerado válido e é dado
prosseguimento para a segunda etapa. É importante mencionar que, neste trabalho,
são consideradas as envoltórias de segurança de obstáculos. Assim, amostras podem
ser coletadas nas bordas e vértices das envoltórias de segurança dos obstáculos.

Na segunda etapa é verificado se a aresta qnovoqpróximo intercepta algum obstáculo
de Qobstáculo. Para cada Oi, se qnovoqpróximo estiver em intersecção com qualquer aj
de Ai, então a aresta não é livre de colisão e não poderá ser adicionada à árvore.
Caso contrário, qnovo e qnovoqpróximo são adicionadas a árvore (operação ESTENDE
da linha 12 do Algoritmo 1) finalizando o seu processo de extensão.

O teste de colisão descrito anteriormente também é executado quando qnovo está
a uma distância ld de qdestino (linha 13 do Algoritmo 1). Essa operação é um pré-
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requisito para conectar a árvore ao destino do planejamento e finalizar a rota para
navegação. A operação da linha 13 é executada exatamente como descrito na segunda
etapa do teste de colisão, apenas trocando qpróximo por qnovo. A primeira etapa não
é executada, pois é pré requisito para o início de planejamento pelo algoritmo RRT
que qdestino ∈ Qlivre, caso contrário não seria possível planejar uma rota.

3.1.2 Características e limitações

No algoritmo RRT, a amostragem aleatória segue uma distribuição uniforme, o que
implica que cada posição do ambiente de navegação possui a mesma probabilidade
de ser coletada. Assim, quanto maior o número de amostras coletadas no ambiente
de navegação, maior a chance do RRT encontrar uma rota livre de colisão, caso
ela exista (LINDEMANN; LAVALLE, 2005). Devido à essa característica, o RRT é um
algoritmo probabilisticamente completo (KUFFNER; LAVALLE, 2000).

Outra característica do RRT é que as amostras tendem a ser coletadas próximas aos
nós da árvore com maiores regiões de Voronoi associadas. Uma região de Voronoi
representa a área em torno de um nó em que todos os seus pontos possuem distância
menor a esse nó do que aos demais. A união de todas as regiões de Voronoi forma a
estrutura conhecida como Diagrama de Voronoi (AURENHAMMER, 1991). Na Figura
3.6 encontra-se ilustrado um diagrama de Voronoi.
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Figura 3.6 - Exemplo de diagrama de Voronoi dos nós da árvore do algoritmo RRT.

O nó em amarelo possui maior chance de ser selecionado para expansão por estar associado
a maior região de Voronoi.

Fonte: Produção do Autor.
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Considerando a distribuição uniforme do processo aleatório de amostragem, os nós
com maiores regiões de Voronoi associadas possuem uma chance maior de serem
selecionados para a expansão do RRT. A essa caraterística é dada o nome de ori-
entação de Voronoi (do inglês Voronoi Bias) (LINDEMANN; LAVALLE, 2004). Em
cenários com obstáculos que formam regiões sem saída, a orientação de Voronoi
tende a atrasar a expansão do RRT devido a uma maior frequência em gerar arestas
em situação de colisão, como ilustrado no exemplo da Figura 3.7. Muitos trabalhos
acadêmicos se dedicam a mitigar esse problema como, por exemplo, em Lindemann
e LaValle (2004), Park et al. (2014) e Qureshi e Ayaz (2016).

Figura 3.7 - Efeito da orientação de Voronoi no crescimento da árvore do RRT.

A área em vermelho representa a região de Voronoi associada ao nó com maior chance
de expandir a árvore do algoritmo RRT. Entretanto, o nó encontra-se cercado por um
obstáculo, impedindo uma rápida exploração do ambiente de navegação por ele. Portanto,
ele pode não ser um bom candidato para a expansão da árvore.

Fonte: Adaptado de Lindemann e LaValle (2004).

A velocidade com que o algoritmo RRT planeja uma rota também é dependente do
tamanho do passo de expansão ∆q. Dessa forma, quanto maior for o tamanho de ∆q,
mais acelerada será a expansão da árvore. Entretanto, a qualidade da exploração do
ambiente de navegação fica prejudicada, dependendo da distribuição espacial dos
obstáculos. Isso fica mais evidente quando um ambiente de navegação contém mui-
tos obstáculos, onde valores de ∆q muito altos podem levar a um grande número de
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colisões até que uma amostra válida seja coletada, o que pode aumentar o tempo de
planejamento pelo RRT. Caso seja utilizado um tamanho menor de ∆q, o ambiente
de navegação passa a ser explorado de forma mais eficiente, porém uma quantidade
maior de iterações será necessário para planejar a rota. Os efeitos da escolha do
tamanho de ∆q no desempenho do RRT são investigados em Elbanhawi e Simic
(2014). Exemplos de estudos que buscam definir o melhor valor para ∆q podem ser
verificados em Kuffner e LaValle (2000), McCourt et al. (2016), Wang e Meng (2016)
e An et al. (2018). Neste trabalho, o valor de ∆q é definido por um valor de porcen-
tagem do maior lado de um ambiente de navegação considerado em cada problema
de planejamento de rota, porém, não faz parte do escopo do mesmo o estudo da
estimativa do valor de ∆q mais adequado para cada ambiente de navegação.

Em Karaman e Frazzoli (2011) uma análise de complexidade do algoritmo RRT
é dada. Segundo esse trabalho, o RRT possui complexidade assintótica igual a
O(n log n), com n correspondendo ao número de nós da árvore. O valor de log n
corresponde à complexidade do procedimento de busca de nó mais próximo exe-
cutado em NÓ_PRÓXIMO. Essa operação pode ser obtida com algoritmos de
busca de vizinho mais próximo como k-d-tree (que possui complexidade O(log n) no
caso médio) ou técnicas de busca aproximada como a apresentada em Arya et al.
(1998). Por simplicidade, um algoritmo, do tipo força bruta para a busca do nó mais
próximo é adotado por todos os algoritmos de planejamento de rota considerados
neste trabalho. Assim, a complexidade da versão do algoritmo RRT adotada neste
trabalho é O(n2).

O trabalho desenvolvido em Karaman e Frazzoli (2010) ainda aponta outra defici-
ência apresentada pelo RRT. Apesar de rotas serem rapidamente planejadas pelo
algoritmo, mesmo que infinitas amostras sejam coletadas do ambiente de navegação,
não existe garantia que a melhor rota, em termos do seu comprimento, seja encon-
trada. Em Karaman e Frazzoli (2010) foi proposto então o algoritmo RRT*, uma
versão do RRT que possui otimalidade assintótica. Isso significa que à medida que o
número de nós da árvore tende ao infinito, a probabilidade de que a rota ótima, para
um dado ambiente de navegação, seja encontrada se aproxima de um. O algoritmo
RRT* foi utilizado como base para o desenvolvimento do algoritmo proposto nesta
tese. Assim, ele é descrito na Seção 3.2.

3.2 RRT com otimalidade assintótica (RRT*)

O algoritmo RRT* (lê-se RRT Estrela) é uma variante do RRT introduzida em
Karaman e Frazzoli (2010). Neste algoritmo, a rota é otimizada baseada em um
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valor de custo de navegação associada a cada par de nós da árvore. Quanto maior
um custo associado a uma aresta, menos indicada é a navegação de um VANT por
ela. No RRT*, as arestas entre pares de nós são recombinadas cada vez que um novo
nó é adicionado à árvore, tendo como critério a minimização do custo de navegação
de cada nó da árvore até a sua raiz qinício. Neste trabalho, o valor de custo de uma
aresta é o comprimento da distância entre os dois nós que a definem. O custo total
relacionado a um nó qualquer da árvore é igual à soma dos comprimentos das arestas
que o ligam até a raiz da árvore qinício. O custo total de uma rota planejada é igual
à soma dos comprimentos das arestas que ligam qdestino até qinício.

A principal diferença entre o algoritmo RRT* e o algoritmo RRT está no
modo como se dá a expansão da árvore. A principal modificação apresentada
pelo RRT* é a substituição da operação ESTENDE do RRT pela operação
RRT_ESTRELA_ESTENDE. Essa operação e as demais introduzidas no al-
goritmo RRT* são descritas a seguir:

a) VIZINHANÇA: retorna o conjunto Qvizinhança ∈ G dado por todos os
nós que estão à uma distância menor que β(log(n)/n)1/2 de qnovo, em que
n é a quantidade atual de nós em G;

b) RRT_ESTRELA_ESTENDE: estende a árvore selecionando o nó vi-
zinho qv ∈ Qvizinhança, que permita formar a rota com o menor compri-
mento (custo), em comparação com os nós de Qvizinhança, de qnovo a qinício,
passando por qv;

c) RECONECTA: qnovo é conectado como antecessor/pai dos nós vizinhos
de Qvizinhança caso formem com ele uma rota de menor comprimento até o
nó qinício.

O custo de uma rota entre dois nós qa e qb de G é definido por:

CUSTO(qa, qb) =
m−1∑
i=1

c(qi, qi+1) (3.1)

onde: m é a quantidade de nós da rota definida pelos nós qa e qb; qi é o i-ésimo nó
da rota entre qa e qb; qi+1 é o nó predecessor de qi; q1 é o último nó qb da rota; qm
é o primeiro nó qa da rota; e c(qi, qi+1) é o custo/comprimento de cada par de nós
consecutivos (qi, qi+1).
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Algorithm 2 Procedimento de extensão do algoritmo RRT*.
1: procedure RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
2: qmin ← qpróximo
3: Qvizinhança ← V IZINHANÇA(G, qnovo)
4: for qv ∈ Qvizinhança do
5: if qvqnovo não intercepta Qobstáculo then
6: c′ ← CUSTO(qinício, qnovo) + c(qnovo, qv)
7: if c′ < CUSTO(qinício, qmin) + c(qnovo, qmin) then
8: qmin ← qv

9: ESTENDE(G, qmin, qnovo)
10: RECONECTA(Qvizinhança, qnovo)
11: retorna

Para cada qnovo, o algoritmo RRT* verifica se não há obstáculos entre ele e o nó
qpróximo selecionado. Se isso não ocorrer, os nós vizinhos de qnovo, dentro do intervalo
do raio rn, definido por:

rn = β(log(n)/n)1/2 (3.2)

serão selecionados e atribuídos a Qvizinhos. Se CUSTO(qinício, qv) + c(qnovo, qv) <

CUSTO(qinício, qpróximo) + c(qnovo, qpróximo), então este qv ∈ Qvizinhos garante o pla-
nejamento de rota livre de colisão para qinício menor que a rota que conecta qpróximo
com qnovo. Assim, cada nó qv de Qvizinhos é analisado para encontrar aquele (qmin)
que permite a rota mais curta entre qinício e qnovo . Este nó qmin é então conectado
a qnovo, de modo que qmin seja o predecessor de qnovo. Esse processo é definido no
procedimento RRT_ESTRELA_ESTENDE, conforme descrito no Algoritmo 2.
Na Figura 3.8 encontram-se ilustradas as etapas do processo de seleção de qmin.

Algorithm 3 Procedimento de reconexão de arestas do algoritmo RRT*
1: procedure RECONECTA(Qvizinhança, qnovo)
2: for qv ∈ Qvizinhança do
3: if qvqnovo não intercepta Qobstáculos then
4: c′ ← CUSTO(qinício, qnovo) + c(qv, qnovo)
5: if c′ < CUSTO(qinício, qv) then
6: qantecessor ← ANTECESSOR(qv)
7: G.REMOV E_ANTECESSOR(qv, qantecessor)
8: G.ADICIONA_ANTECESSOR(qv, qnovo)
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Figura 3.8 - Etapas de extensão da árvore no algoritmo RRT*.

(a) (b)

(c)

Fonte: Produção do Autor.
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Depois de definir a rota mais curta de qinício para qnovo, passando por qmin, verifica-se
a possibilidade de reduzir o comprimento de rota dos vizinhos restantes de Qvizinhos.
Para fazer isso, é analisado o tamanho de rota entre qinício para cada qv, passando
por qnovo. Se CUSTO(qinício, qnovo) + c(qv, qnovo) < CUSTO(qinício, qv), então o pre-
decessor de qv é alterado para qnovo. Desta forma, se possível, a rota é otimizada para
todos os nós pertencentes à Qvizinhos. Este processo é executado pelo procedimento
RECONECTA, descrito no Algoritmo 3. Um exemplo de reconexão dos nós de
Qvizinhos encontra-se ilustrado na Figura 3.9.

Figura 3.9 - Etapa de reconexão de arestas para redução de comprimento da rota dos nós
de uma vizinhança até qinício.

(a) (b)

(c)

Fonte: Produção do Autor.
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3.2.1 Exemplo de aplicação do algoritmo RRT* ao planejamento de ro-
tas

Na Figura 3.10 encontra-se ilustrada a expansão da árvore do algoritmo RRT*. Nas
figuras, a árvore resultante do planejamento de rota pelo algoritmo RRT* apresenta
um padrão em que as arestas tendem a convergir para o ponto inicial de planejamento
qinício. Dessa forma, entende-se que a tendência das arestas da árvore é a de se
posicionarem uma em relação as outras de maneira a formarem retas a partir de
qualquer nó para a posição inicial de navegação qinício. Sabendo que a menor distância
entre dois pontos quaisquer é um segmento de reta entre ambos, e que o algoritmo
RRT* reconecta as arestas dos nós de uma vizinhança baseada na formação da
menor rota possível até qinício, a obtenção dessa estrutura de árvore seria de fato a
esperada. Esse padrão só é interrompido devido à existência de obstáculos.

Na Figura 3.11, está ilustrado um exemplo de árvore do RRT* com diferentes
quantidades de nós e a região de vizinhança correspondente à r(n), definida na
Equação 3.2. Nota-se que a vizinhança (representada como um circunferência de
cor roxa), à medida que a quantidade de nós da árvore aumenta, diminui corres-
pondentemente. Como especificado em Karaman e Frazzoli (2010), essa redução
busca diminuir a quantidade de nós a serem verificados pelo teste de colisão em
RRT_ESTRELA_ESTENDE (Algoritmo 2). Quando a quantidade de nós da
árvore se tornar muito grande, caso o raio de vizinhança forme uma região muito
vasta, uma grande quantidade de nós deverá ser submetida ao teste de colisão, o
que aumentará o custo computacional do RRT*. Por outro lado, se o tamanho do
raio da vizinhança for reduzido desde o início do planejamento, uma menor quanti-
dade de nós será selecionada para formação de vizinhança, e assim, a otimização do
comprimento da rota será prejudicada. Dessa forma, o valor da constante na Equa-
ção 3.2 deve ser definido buscando-se um equilíbrio entre eficiência na redução do
comprimento da rota e desempenho computacional (KARAMAN; FRAZZOLI, 2010).

A Figura 3.12 apresenta gráficos que refletem em números o comportamento dos
elementos associados ao algoritmo RRT*. Na Figura 3.12(a), encontra-se ilustrado
o decaimento do comprimento da rota a medida que o número de iterações (e con-
sequentemente o número de nós) no algoritmo RRT* aumenta. Na Figura 3.12(b)
encontra-se ilustrado um gráfico com o decaimento do tamanho do raio r(n) para
formação de vizinhança à medida que a quantidade de nós da árvore aumenta para
valor de β = 650. Os gráficos e figuras apresentados nesta seção, portanto, caracte-
rizam o comportamento esperado de um algoritmo baseado no RRT*.
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Figura 3.10 - Exemplo de planejamento de rota pelo algoritmo RRT* em instantes distin-
tos.

(a) (b)

(c)

Nota-se que devido ao processo de reconexão das arestas em uma vizinhança, a árvore
adquire uma estrutura em que as conexões entre as arestas tendem a formar retas que
convergem em direção a qinício (representado pelo ponto na cor verde).

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 3.11 - Diminuição do tamanho da região de vizinhança (círculo na cor roxa) com
o aumento do número de nós da árvore no algoritmo RRT*.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 3.12 - Gráficos ilustrando a) a diminuição do comprimento da rota com o aumento
do número de iterações e b) a redução do raio de formação de vizinhança
com o aumento da quantidade de nós na árvore no algoritmo RRT*.

(a) (b)

Fonte: Produção do Autor.

3.2.2 Características e limitações

A principal característica do algoritmo RRT* é a adição de otimalidade assintótica
ao planejamento de rota. Isso significa que existe garantia teórica, demonstrada em
Karaman e Frazzoli (2011), de que a rota ótima (aquela de menor comprimento
possível) será encontrada à medida que o número de amostras coletadas tendem
ao infinito. Entretanto, na prática, devido à algumas desvantagens computacionais
apresentadas pelo algoritmo, deve haver um tempo de planejamento, em muitos
casos, impraticável, para que essa rota ótima possa ser obtida. Essas desvantagens
serão detalhadas a seguir.

Como mencionado em Ma et al. (2015), apesar de o algoritmo RRT* retornar como
resultado uma rota de menor custo/comprimento do que o algoritmo RRT e ser capaz
de obter a rota ótima para um dado ambiente de navegação, o algoritmo não conse-
gue convergir a uma taxa de processamento rápida o suficiente para a rota de menor
comprimento em alguns casos. Como no algoritmo há uma alta quantidade de pes-
quisas de vizinho mais próximo envolvidas que realizam teste de colisão, dependendo
da complexidade do ambiente de navegação (por exemplo, com muitos obstáculos),
o tempo de planejamento pode ser elevado consideravelmente. Portanto, o algoritmo
RRT* pode não ser adequado para aplicações reais pela lenta convergência para a
solução ótima que pode apresentar (NASIR et al., 2013).

Esse problema já foi apontado por diversos estudos na literatura, como, por exemplo
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em Akgun e Stilman (2011), Nasir et al. (2013), Elbanhawi e Simic (2014) e Qureshi
e Ayaz (2016). Essa ineficiência do algoritmo motivou o desenvolvimento de diversos
estudos que buscam reduzir o seu tempo de planejamento por meio da otimização
de suas operações. Em Akgun e Stilman (2011), por exemplo, uma estratégia de
rejeição de amostras baseada em uma heurística é introduzida ao RRT* para reduzir
o tempo de amostragem do algoritmo. Já em Karaman et al. (2011), a operação de
reconexão das arestas do RRT* é otimizada para reduzir o tempo computacional
do planejamento. Em Gammell et al. (2014), o processo de amostragem do RRT* é
modificado para acelerar o tempo de planejamento por meio da redução do ambiente
de navegação para a coleta de amostras com maiores chances de pertencerem à rota
de menor comprimento. A contribuição desta tese encontra-se inserida nesta última
categoria de otimização do RRT*, onde o processo de amostragem é modificado para
que a rota ótima seja obtida mais rapidamente. Portanto, abordagens de otimização
do tempo de planejamento por meio da modificação do processo de amostragem não
só do RRT*, mas também do RRT, serão exploradas com maiores detalhes na Seção
3.3.

3.3 Amostragem não uniforme/informada em algoritmos baseados no
RRT

Nos algoritmos RRT e RRT*, a amostragem aleatória segue uma distribuição es-
pacial uniforme para coletar novas amostras. Assim, qualquer posição do ambiente
de navegação possui a mesma probabilidade de ser coletada. No entanto, alguns au-
tores argumentam que a inserção de um comportamento não uniforme/informado
no processo de amostragem aumentaria a velocidade de convergência desses algorit-
mos para uma solução viável (rota livre de colisão) (LINDEMANN; LAVALLE, 2005).
Em uma amostragem não uniforme/informada, algumas posições do ambiente de
navegação têm maior probabilidade de serem coletadas do que outras. A principal
diferença da amostragem não uniforme/informada em relação à uniforme, é o direci-
onamento/orientação da expansão da árvore de busca para regiões mais promissoras
do ambiente de navegação, i. e., regiões onde uma rota tem maior chance de ser
planejada, expansão orientada para a posição de destino.

Segundo Lindemann e LaValle (2006), normalmente duas abordagens são usadas
para implementar a amostragem não uniforme/informada no algoritmo RRT. Na
primeira, a expansão da árvore pode ser regionalmente direcionada, induzindo à
coleta de amostras próximas às principais regiões de interesse. Essa abordagem é
chamada de amostragem por importância. Na segunda, são empregadas estratégias
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nas quais a distribuição espacial da coleta das amostras é alterada durante o plane-
jamento, dependendo de restrições e novas informações que podem ser encontradas
durante o planejamento. Esta abordagem é chamada de amostragem adaptativa. Ao
adotar uma dessas abordagens, o processo de amostragem passa a sofrer um di-
recionamento na posição de novas amostras coletadas, o que reduz a quantidade
de amostras necessárias para encontrar uma rota viável. No entanto, é necessário
que a amostragem não uniforme/informada seja utilizada junto com a amostragem
uniforme para garantir o comportamento probabilístico completo do algoritmo RRT
(como descrito na Seção 3.1.2). Portanto, o uso de estratégias eficientes de estratégias
não uniformes/informadas junto do uso da distribuição uniforme é primordial para
o desempenho bem-sucedido de métodos baseados em amostragem não uniformes
(LINDEMANN; LAVALLE, 2005).

Embora alguns autores tenham chamado a atenção para o tema há algum tempo,
como em Lindemann e LaValle (2006), o estudo dos efeitos da amostragem não
uniforme/informada no RRT é um tópico recente, como apontado em Noreen et
al. (2016). Portanto, novos estudos são necessários para entender seus efeitos em
comparação com a abordagem uniforme. No entanto, a comunidade científica já
desenvolveu uma quantidade considerável de métodos e aplicou-os ao processo de
amostragem de algoritmos baseados no RRT. A busca por trabalhos acadêmicos
relacionados ao tema, principalmente envolvendo o algoritmo RRT, é uma tarefa
complexa e exaustante devido à grande quantidade de estudos propostos na lite-
ratura. Algumas metodologias de revisão bibliográfica podem padronizar o método
para pesquisar um tema específico na literatura para lidar com o enorme volume de
trabalhos que podem ser encontrados em uma época como a de hoje de disseminação
rápida e ampla de informações científicas. Uma técnica cada vez mais popular que
lida com essas questões em diversas áreas de pesquisa é a Revisão Sistemática da Li-
teratura (RSL). Um guia para realizar esse tipo de revisão é descrito em Kitchenham
e Charters (2007).

Nesta tese, foram investigadas as melhorias propostas na literatura para a amostra-
gem do RRT baseadas em estratégias não uniforme/informada. Essa investigação
foi conduzida por meio da RSL descrita no Apêndice B. Os resultados da execução
da RSL encontram-se publicados em Véras et al. (2019b). Cada um dos estudos
selecionados foi classificado baseado nas características apresentadas por suas estra-
tégias de amostragem propostas e agrupadas por semelhança de seus mecanismos,
comportamentos e efeitos no crescimento da árvore do algoritmo RRT. Dessa forma,
os processos de amostragem identificados na RSL foram divididos por classes, que
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podem ser associadas a um dos tipos de amostragem definidos previamente: “por
importância” e “adaptativa”. Portanto, dois processos de amostragem podem ser
do mesmo tipo, porém, devido às diferenças nos elementos utilizados para causar o
crescimento direcionado da árvore do RRT, de classes diferentes. Nas Seções 3.3.1
e 3.3.2 estão listados os algoritmos propostos pelos estudos identificados durante a
condução da RSL do tipo “por importância” e “adaptativa” com suas respectivas
classes.

3.3.1 Amostragem por importância

Nesta seção, as soluções de amostragem não uniforme/informada aplicadas ao pro-
blema de planejamento de rota com algoritmos baseados no RRT, que foram iden-
tificadas na execução da RSL e que são do tipo “por importância”, estão descritas.
Diferentes classes de amostragem são classificadas como sendo do tipo “por impor-
tância”. As subseções a seguir apresentam as soluções de amostragem identificadas
na literatura em cada uma das classes de amostragem do tipo “por importância”, que
são: amostragem com orientação para o destino; amostragem com orientação para os
obstáculos; amostragem com orientação regional; amostragem com orientação para
a rota; e amostragem com orientação para passagens estreitas.

3.3.1.1 Amostragem com orientação para a posição de destino

Nessa classe de amostragem não uniforme/informada, o crescimento do algoritmo
RRT é direcionado para a região próxima da posição de destino do planejamento
da rota. Geralmente, as estratégias dessa classe utilizam explicitamente a posição
de destino para estender a árvore com uma frequência definida por uma variável
aleatória. Em contrapartida, outras estratégias aplicam métodos que utilizam os
obstáculos e a posição de destino para implicitamente direcionar a coleta de novas
amostras para a região de destino, como é o caso do método de campos potenciais
artificiais (KHATIB, 1986). Os estudos selecionados durante a RSL que se enquadram
nessa classe estão listados na Tabela 3.1.
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Em Zucker et al. (2007), o algoritmo Multipartite RRT (MP-RRT ) é proposto sobre
a base conceitual dos algoritmos ERRT (HUAZHONG et al., 2012) e DRRT (FERGU-

SON et al., 2006) e aplicado a ambientes de navegação com obstáculos estáticos e
dinâmicos (que mudam de posição com a variação de tempo). O algoritmo man-
tém uma floresta de RRTs desconectada da árvore que contém a posição inicial de
planejamento (árvore principal). Conforme a árvore cresce, as novas amostras são
coletadas entre as raízes das árvores da floresta dado um valor de probabilidade. Se
os obstáculos no ambiente de navegação mudarem de posição, a árvore principal será
reinicializada e seus nós são armazenados na floresta, a qual será usada em futuras
iterações do algoritmo MP-RRT. Além disso, a cada iteração existe uma probabi-
lidade de ocorrer orientação na amostragem na direção da posição de destino. Se
o valor de probabilidade gerado aleatoriamente p for menor que um limite prede-
finido, a amostragem será influenciada pela região de destino. Caso contrário, se p
for menor que a probabilidade de ocorrer orientação para o destino, então uma nova
amostra é coletada usando a floresta de RRTs. Finalmente, se todas as tentativas de
amostragem anteriores falharem, uma amostra aleatória com distribuição uniforme
será coletada.

O algoritmo Multi-RRT-GoalBias é proposto em Xia et al. (2009), o qual é uma
versão guiada para o destino do algoritmo Multi-RRT. Sua estratégia de amostragem
utiliza um valor de probabilidade para executar a amostragem com orientação para
o destino. Quando utilizada, a árvore é expandida na direção da posição de destino.
Os autores também oferecem uma abordagem baseada em rede neural para definir
o valor limite ideal de probabilidade para um determinado ambiente de navegação.

O algoritmo proposto ERRT (HUAZHONG et al., 2012) utiliza um valor de probabili-
dade para decidir se o processo de amostragem é definido pela posição de destino ou
pela distribuição uniforme. Se um valor p for maior que um determinado parâmetro,
a posição de destino é definida como a amostra para influenciar o crescimento do
RRT.

O método teste orientado por meta (do inglês Goal-oriented test) é proposto em
Ahmadyan et al. (2012). O método planeja uma rota em um espaço de estados
bidimensional que representa estados de um circuito elétrico não linear analógico.
Neste método, o RRT tende a crescer na direção das regiões onde a maioria das
amostras dos estados do circuito ocorre. Para isso, duas fases são adicionadas ao
RRT: a) uma fase de aprendizado, onde as amostras de estado são coletadas para
identificar as regiões de interesse e b) uma fase de exploração, onde o RRT tem sua
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expansão orientada para essas regiões de maior interesse. Na fase de aprendizado, k
amostras são coletadas do espaço de estados do circuito analógico. Posteriormente,
esse espaço é particionado em uma rede com grades de tamanhos iguais. Essas grades
são então agrupadas pela quantidade de amostras pertencentes a cada uma delas.
Esses agrupamentos recebem o nome de cluster. O cluster com o maior número
de grades é definido como a região para onde a expansão da árvore do RRT deve
ser enviesada/orientada. Na fase de exploração, as amostras do cluster são usadas
como orientação para expandir a árvore do RRT. Em cada iteração, uma amostra é
coletada de um dos clusters selecionados. Assim, o RRT converge mais rapidamente
para essas regiões, as quais poderiam estar associadas a estados de falha do circuito.
Finalmente, as rotas entre os estados inicial e final do circuito podem ser geradas de
maneira mais rápida. As rotas planejadas pelo RRT são usadas para executar testes
de circuito, o que manualmente poderia ser exaustivo.

O método baseado em RRT introduzido em Kong et al. (2013), chamado Two Stage
RRT, aplica uma decomposição inicial do ambiente de navegação, e então, base-
ado nos resultados dessa decomposição, a árvore é construída. Na primeira etapa, o
método proposto utiliza um algoritmo de impregnação de aromas (scent pervasion
algorithm) para construir uma representação discreta do ambiente de navegação.
Uma informação de aroma é difundida através das células de vizinhança resultantes
da decomposição a partir da região de destino, o qual é a fonte desse aroma. Assim,
etiquetas (tags) são atribuídas a cada célula do ambiente de navegação discreti-
zado, representando a intensidade do aroma naquela posição, a qual fornece uma
informação de proximidade entre a célula e a posição de destino. Após o estágio de
discretização, o RRT é construído com base nas informações de aroma. As células
que forem menos selecionadas durante o planejamento e possuírem menor valor de
etiqueta terão maior preferência em serem selecionadas durante a expansão da ár-
vore. É afirmado pelos autores que esse processo acelera o crescimento da árvore do
RRT na direção da região de destino.

Uma solução para reduzir o efeito da aleatoriedade no RRT usando a técnica de Cam-
pos Potenciais Artificiais (do inglês Artificial Potential Fields - APF) é proposta em
Qureshi e Ayaz (2016) para criar o método Potential Guided Directional-RRT* (P-
RRT*). Nesse algoritmo, a posição de destino, as amostras e os obstáculos emitem
forças de polaridades opostas ou não para impulsionar a expansão da árvore. Cada
nó da árvore tem a mesma polaridade dos obstáculos, o que cria um efeito de re-
pulsão entre as amostras coletadas na amostragem, os nós da árvore existentes e
os obstáculos. Em contraste, a iteração entre as novas amostras e a posição destino
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resulta em uma força de atração que converge o RRT para a solução. Assim, o P-
RRT* mantém o equilíbrio entre a exploração de amostras coletadas aleatoriamente
e o uso de exploração não uniforme/informada. Segundo os autores, o novo método
tem melhor convergência na busca de uma solução ótima de planejamento de rota
do que o RRT*.

O algoritmo The Goal Oriented RRT (GO RRT) é proposto em Kang et al. (2016).
O processo de amostragem desse algoritmo é influenciado pela região de destino
por uma estratégia chamada amostragem Pre-GO. Esse processo de amostragem
define o tamanho da região de coleta de novas amostras com base na distância
entre o destino e o nó mais distante na árvore. Esta distância é usada como raio de
uma região circular centrada na posição de destino. Novas amostras são coletadas
nessa região dado um valor constante que determina a concentração de amostras a
partir da posição de destino. A coleta irá ocorrer em maior concentração próximo
da posição de destino, diminuindo gradativamente em direção aos limites da região
circular definida pelo raio calculado.

Uma amostragem orientada para a posição de destino é proposta em Moses et al.
(2017). O esquema de amostragem é aplicado ao algoritmo RRT. A solução proposta
coleta duas amostras aleatórias simultaneamente a cada iteração. A amostra mais
próxima da posição de destino é então selecionada para expandir a árvore. Segundo
os autores, essa estratégia evita colisões locais causadas por estratégias tradicionais
com orientação para a posição de destino (quando o destino dá explicitamente a
direção de avanço da árvore), ao mesmo tempo em que otimiza o comprimento da
rota e o tempo de planejamento.

Uma estratégia de amostragem baseada em campos potenciais artificiais é proposta
em Gao et al. (2018). O método de campos potenciais é explorado de duas maneiras
distintas pelo algoritmo proposto: de maneira estocástica e de maneira determinís-
tica. Na estratégia de amostragem estocástica, um grupo de amostras é coletado
aleatoriamente a cada iteração e aquele com o menor valor potencial é selecionado
para estender a árvore. Na amostragem determinística, cada nó da árvore tem uma
classificação, com base na sua posição relativa a um alvo e a região dos obstáculos.
Esse nó com a classificação mais alta é selecionado e uma amostra é coletada na
direção da diferença de potencial com a posição de destino. Cada estratégia é sele-
cionada de acordo com um valor probabilístico para equilibrar o uso de ambas. A
estratégia de amostragem proposta foi desenvolvida para aplicação em um manipula-
dor robótico. Segundo os autores, com o método proposto, o manipulador apresenta
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melhor capacidade de responder a situações repentinas durante o seu processo de
movimentação.

3.3.1.2 Amostragem com orientação para os obstáculos

Muitos estudos geralmente orientam o processo de amostragem por informações dos
obstáculos ou regiões não desejáveis para navegação do ambiente de navegação para
reduzir o comprimento da rota durante o planejamento e melhorar a eficácia da
amostragem. Nesta seção, são relatados os trabalhos acadêmicos que apresentam
soluções baseadas em amostragem com orientação para os obstáculos. Os dados
extraídos desses trabalhos estão listados na Tabela 3.2.
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Em Peng e Zhao (2010) um algoritmo baseado no RRT é proposto, onde novas
amostras são coletadas próximas de zonas de perigo no ambiente de navegação. Este
algoritmo é chamado Dangerzone RRT (DRRT) e apresenta um novo processo de
amostragem e o adiciona ao algoritmo RRT-ConCon. Em um ambiente de nave-
gação constituído de obstáculos e zonas de perigo (regiões livres de colisões, mas
indesejáveis à navegação), o processo de amostragem proposto utiliza superfícies tri-
angulares obtidas a partir dessas zonas. Essas superfícies são utilizadas pelo processo
de amostragem após o planejamento da primeira rota pelo algoritmo. Em seguida,
nas execuções de amostragem subsequentes, um dos triângulos que formam as su-
perfícies das zonas de perigo é selecionado aleatoriamente e uma amostra aleatória
é gerada dentro dos seus limites. Essa amostra é então utilizada para a expansão
do RRT, orientando o crescimento da árvore em direção dos limites das zonas de
perigo.

O algoritmo proposto em Fei e Yao (2012), apresenta uma versão diferente do algo-
ritmo Dangerzone RRT (DRRT). Nessa versão o RRT têm o processo de amostra-
gem ampliado por meio de técnicas existentes para amostragem em zonas de perigo
e planejamento local. Duas estratégias de amostragem são aplicadas no DRRT. Na
primeiro, uma medida de densidade é calculada para cada nó da árvore sempre que
um novo nó for gerado. Assim, esses nós que possuem menor densidade são mais
preferíveis de serem selecionados para expandir a árvore. Por fim, uma nova amostra
é gerada na vizinhança do nó (definida como uma região circular com esse nó como
centro) com o menor valor de densidade. O segundo utiliza zonas de perigo, regiões
do ambiente de navegação nas quais é preferível que não se colete novas amostras.
Para estender a árvore, uma amostra aleatória é coletada de triângulos que modelam
essas zonas de perigo. Um triângulo de uma zona de perigo é selecionado aleatoria-
mente, definindo a direção para onde o RRT deve crescer na zona de perigo. Por fim,
o nó da árvore mais próximo da amostra da zona de perigo é selecionado para esten-
der o RRT. Segundo os autores, o efeito de aplicar essas estratégias de amostragem
resulta em um planejamento mais efetivo (com menor quantidade total de nós da
árvore e menor tempo total de planejamento) em cenários com zonas de perigo.

O algoritmo baseado em RRT proposto em Wang et al. (2016) utiliza as informações
sobre os obstáculos que são tocados pelo segmento formado pela posição inicial e
posição final do planejamento. No processo de amostragem proposto, cada um dos
obstáculos tocados é classificado como valioso para o processo de planejamento.
Depois, novas amostras são geradas nos pontos médios das arestas que definem os
limites desses obstáculos. Os pontos médios gerados são utilizados pelo processo
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de amostragem a partir de então. A cada execução de amostragem, o obstáculo
mais próximo da posição inicial com pontos livres para conexão é selecionado para
estendê-la. Por fim, um dos pontos médios do obstáculo é selecionado aleatoriamente
para ser adicionado como uma nova amostra à árvore. Dessa forma, a expansão da
árvore é orientada em direção da posição de destino e uma rota com comprimento
reduzido pode ser obtida rapidamente.

Em Meng et al. (2017) um processo de amostragem com orientação para os obstá-
culos que gera uma distribuição de amostras mais densa próxima deles é proposta
para o algoritmo BIT*, introduzindo o algoritmo denominado BIT*-H. A estratégia
de amostragem introduzida é híbrida, com duas possibilidades de processos a serem
executados. No primeiro, a amostragem baseada em uma região elipsoidal do algo-
ritmo BIT* é utilizada. No entanto, quando uma amostra é gerada uniformemente
dentro da elipse, uma amostragem baseada em vizinhança é executada para explo-
rar informações locais em torno de amostras coletadas uniformemente. A média da
vizinhança é definida como a nova amostra que irá finalmente estender a árvore. Se
esta amostra média não for livre de colisão, uma nova amostra é gerada em torno
da amostra coletada uniformemente seguindo uma distribuição gaussiana. Esses nós
coletados pela distribuição gaussiana recebem o rótulo de "navegadores", caso al-
guns critérios sejam atendidos. No segundo processo, os nós navegadores são usados
para influenciar o crescimento da árvore. O uso de cada processo de amostragem é
definido por uma relação dinâmica entre o comprimento ótimo esperado e o com-
primento atual da rota planejada. Essa relação define a proporção de uso de cada
processo de amostragem durante o planejamento pelo BIT*-H.

3.3.1.3 Amostragem com orientação regional

Na amostragem com orientação regional, as amostras possuem a tendência de serem
coletadas em direção de regiões consideradas mais importantes para o planejamento,
baseadas em critérios como, por exemplo, o valor de custo da rota ou a maior proba-
bilidade de gerar amostras livres de colisão. Algumas dessas estratégias são: informar
previamente ao algoritmo de planejamento a classificação das regiões mais promisso-
ras no ambiente de navegação; utilizar técnicas de aprendizado por amostragem para
que essas regiões sejam descobertas em tempo de planejamento; e, utilizar hipóteses
para inferir quais são as regiões mais promissoras a serem exploradas do ambiente
de navegação. A seguir, as estratégias introduzidas pelos estudos nesta classe de
métodos de amostragem retornados pela RSL são brevemente descritas. Os dados
extraídos desses estudos estão listados na Tabela 3.3.
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Duas abordagens de planejamento baseados na orientação decorrente de regiões de
Voronoi são propostos por Lindemann e LaValle (2004). A primeira abordagem, cha-
mada Volume-based RRT (VB-RRT), estima as áreas das regiões de Voronoi para
decidir por onde realizar a expansão da árvore. Para evitar explicitamente a cons-
trução do Diagrama de Voronoi, que é computacionalmente custosa, uma estratégia
onde k amostras aleatórias são coletadas simultaneamente do ambiente de navegação
é proposta. Assim, a expansão da árvore é orientada na direção do ponto médio des-
sas k amostras. A segunda abordagem, chamada Dispersion-based RRT (DB-RRT),
incorpora um comportamento de expansão que exibe certo grau de dependência das
regões de Voronoi com base na dispersão das k amostras coletadas do ambiente de
navegação. A hipótese da abordagem é a de que estendendo o RRT para a amostra
mais distante de sua árvore entre as amostras aleatórias de k, o algoritmo demons-
trará um comportamento exato de orientação causada por regiões de Voronoi. Para
implementar esse comportamento, o algoritmo classifica as k amostras em ordem
decrescente de distância ao seu nó mais próximo na árvore. A amostra aleatória com
maior distância de seu nó mais próximo é selecionada para expandir a árvore do
RRT.

O método Multi-Sample RRT (MS-RRT) é proposto em Lindemann e LaValle
(2006). Nessa abordagem, k amostras são coletadas simultaneamente durante a ex-
pansão do RRT, em contraste com o processo de amostragem tradicional do RRT,
no qual apenas uma amostra é coletada por iteração. O crescimento da árvore é
então direcionado para o ponto médio dessas amostras coletadas. Dois algoritmos
são introduzidos com base no esquema de multi-amostragem. No primeiro, chamado
MS-RRTa, o parâmetro k define quantas amostras aleatórias são coletadas por ite-
ração do RRT. Para cada uma dessas amostras, seu nó vizinho mais próximo é
calculado. O nó da árvore que for mais frequentemente selecionado como o vizinho
mais próximo, é definido como o melhor nó para a expansão da árvore. A segunda
abordagem introduzida é identificada pelo algoritmo MS-RRTb. Ele usa um con-
junto pré-definido de k amostras que são usadas para estimar a orientação causada
por regiões de Voronoi para a expansão da árvore. Porém, essas amostras são se-
lecionadas apenas uma vez antes do início do planejamento. Assim, esse conjunto
é reutilizado em cada iteração da expansão da árvore, ao contrário do MS-RRTa,
que sempre gera um novo conjunto de amostras a cada iteração. A hipótese dos
autores é que o uso de um mesmo conjunto de amostras que foram selecionadas se-
guindo uma distribuição uniforme causa um efeito de orientação causada por regiões
de Voronoi similar ao de selecioná-las em cada iteração, porém, com menor custo
computacional.
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O trabalho em Martin et al. (2007) propõe o algoritmo chamado Rapidly Exploring
Evolutionary Tree (RET). Nesse algoritmo, um algoritmo evolutivo (evolutionary
algorithm - EA) que gera indivíduos (pontos no ambiente de navegação) e valores
de aptidão que determinam o nível de eficiência que esses indivíduos causam no
crescimento da árvore do algoritmo RRT. A estratégia é aplicada a um RRT bidi-
recional, onde duas árvores crescem simultaneamente a partir da posição de início e
destino cada. No processo de amostragem as novas amostras são coletadas com base
nos indivíduos do EA. Uma amostra tem 50% de probabilidade de ser coletada por
indivíduos com EA, caso contrário, será coletada pela amostragem aleatória com
distribuição uniforme.

Um novo esquema de amostragem é proposto em Khanmohammadi e Mahdizadeh
(2008) para superar situações em que o RRT é aprisionado pela orientação causada
por regiões de Voronoi em obstáculos com formato de labirinto. No algoritmo pro-
posto, chamado Density Avoided Sampling RRT (DDAS-RRT), a árvore é enviesada
para escapar de áreas de alta densidade. Um parâmetro de densidade (quantidade
de nós vizinhos) é adicionado a cada nó da árvore, que informa um espaço livre es-
timado associado a ele. O nó da árvore com o menor valor de densidade associado é
selecionado para expandir a árvore. Assim, uma área de vizinhança em torno desses
nós será a região onde uma nova amostra será coletada. Um procedimento aleatório
coleta uma nova amostra dentro desta região.

O algoritmo Voronoi StRRT proposto em Sakahara et al. (2008), uma versão modi-
ficada de Spatiotemporal-RRT (StRRT), tem um processo de amostragem baseado
no diagrama de Voronoi generalizado. As novas amostras coletadas são influenciadas
pelos limites do diagrama local de Voronoi. O objetivo dessa estratégia é reduzir o
tempo computacional na presença de obstáculos estáticos e dinâmicos no ambiente
de navegação. Para alcançar esses resultados, o Voronoi StRRT executa duas etapas.
Primeiro, uma amostra coletada é movida na direção oposta do ponto na região dos
obstáculos mais próximos. Em seguida, a quantidade de movimento é estimada com
base na distribuição dos obstáculos vizinhos e sua distância do ponto mais próximo
na superfície dos obstáculos. Como resultado, uma nova amostra é colocada pró-
xima aos limites das regiões de Voronoi e, como resultado, rotas mais seguras são
planejadas.

O algoritmo proposto em Fragkopoulos e Graeser (2010) chamado de Extended bi-
directional RRT (E-RRT) é uma extensão do algoritmo Bi-RRT. O processo de
amostragem do algoritmo é influenciado pela posição de destino de navegação e um
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cubóide N-dimensional. Em cada iteração, o algoritmo tenta estender a árvore na
direção da posição de destino. Então, se não for possível conectar a árvore com o
destino, ela é expandida por cubóides N-dimensionais. Essa estrutura é adicionada
pela expansão do RRT, onde cada novo nó adicionado tem um cubóide associado a
ele. Esse cubóide é gerado dado uma distância que o desloca em direção oposta ao
último nó adicionado na árvore. Assim, na etapa de amostragem do RRT, uma nova
amostra aleatória é coletada dentro dos limites cubóides do último nó estendido da
árvore.

O algoritmo proposto em Motwani et al. (2014) é chamado de Local Principal Com-
ponent Analysis RRT (LPCA-RRT). O processo de amostragem desse algoritmo
utiliza um modelo de função de custo baseado no espaço de estados de um sistema
dinâmico para melhorar o planejamento local por meio de orientação na amostra-
gem em um ambiente de navegação discretizado. A estratégia de amostragem é
apresentada contendo duas etapas. Na primeira, aprende-se a direção dos pontos
de propagação no ambiente de navegação discretizado quando o sistema é simulado
nesses pontos. Na segunda etapa, o processo de amostragem do LPCA-RRT é envie-
sado para as regiões onde os pontos no primeiro passo se propagaram. Desta forma,
a árvore converge para as regiões do espaço de estados do sistema que são mais
prováveis de ocorrer.

No algoritmo Cloud RRT* proposto em Kim et al. (2014), o ambiente de navegação
é decomposto em um conjunto de esferas com raio de diferentes tamanhos. Cada
uma das esferas possui um valor único de probabilidade de ser selecionada durante o
processo de amostragem. A posição das esferas no ambiente de navegação e seus va-
lores de probabilidade são inicialmente definidos por um Generalized Voronoi Graph
(GVG) baseado na distância de visibilidade da posição inicial de planejamento, nos
vértices e borda do grafo de Voronoi e na otimização da sobreposição entre as es-
feras. Quando uma das esferas é selecionada pelo processo de amostragem, uma
nova amostra é aleatoriamente coletada dentro da esfera com distribuição uniforme.
Durante o planejamento pelo Cloud RRT*, novas esferas são criadas com base nas
rotas anteriormente planejadas. Desse modo, o comprimento da rota é otimizado
pelas amostras obtidas por esferas baseadas em nós anteriores.

Para reduzir o efeito da aleatoriedade no RRT e melhorar sua eficiência na busca de
rotas, Sun e Chen (2015) propôs o algoritmo Exponential Back-off sampling Rapid-
exploring Random Tree (EB-RRT). O processo de amostragem nesse algoritmo é
orientado em direção de regiões do ambiente de navegação denominadas de zonas

65



intermediárias. Essas zonas são regiões de Voronoi que não são nem mal exploradas
(contém poucas amostras coletadas) e nem sobrecarregadamente exploradas (contém
muitas amostras coletadas), ou seja, são regiões exploradas de forma mediana. Para
induzir a árvore do algoritmo RRT a crescer para elas, uma estratégia chamada
de amostragem de recuo é executada quando ocorre uma colisão na operação de
extensão. Esse recuo consiste em aumentar e reduzir a área de amostragem, a qual
está associada à posição de destino do planejamento. O efeito desta estratégia é que
a árvore cresce em torno dos obstáculos, otimizando o comprimento da rota.

O algoritmo proposto em Yu et al. (2016), denominado Moving-Window Rapidly
Exploring Random Tree (WM-RRT), usa um gerador de amostras gaussiano unila-
teral para coletar novas amostras próximas a nós que possuem maior chance de se
tornarem novos nós para a árvore. A hipótese dos autores é que existe uma maior pro-
babilidade da árvore se expandir a partir de nós adicionados tardiamente em relação
aos que foram adicionados mais no início do processo de planejamento. Além disso,
eles afirmam que as amostras coletadas em torno da linha do segmento formado pela
posição inicial e de destino otimizam o comprimento das rotas planejadas.

O Theta*-RRT (PALMIERI et al., 2016) é um algoritmo com um processo de amos-
tragem orientado por uma rota pré-planejada do tipo “qualquer ângulo” (do inglês
any-angle) pelo algoritmo de busca baseado em grade Theta*. Uma faixa de largura
W centrada ao redor da rota pré-planejada é usada para gerar novas amostras co-
letadas aleatoriamente dentro dela. Cada nova amostra tem uma direção de ângulo
associada definida aleatoriamente, dado um intervalo angular. Assim, a árvore cresce
em torno da rota do tipo "qualquer ângulo"definida pelo algoritmo Theta*. Segundo
os autores, essa estratégia permite que uma rota mais curta e mais suave possa ser
planejada rapidamente em um ambiente de navegação contínuo.

O algoritmo proposto em Fang et al. (2016), chamado VB-RT, cria um Generalized
Voronoi Diagram (GVD) 2D para extrair a distribuição espacial dos obstáculos no
ambiente de navegação em 3D. Assim, pontos são distribuídos localmente em torno
dos nós das bordas do diagrama de Voronoi 2D e selecionados de acordo com uma
função de custo no processo de amostragem do RRT, em cada iteração. Os nós de
Voronoi com menor custo são amostrados para influenciar o crescimento da árvore
do RRT.

Inspirado em estudos sobre o comportamento visual de motoristas, um conceito de
que os humanos utilizam dois pontos de vista para guiar um veículo em curvas,
um distante e outro próximo, o trabalho em Du et al. (2016) propõe um algo-
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ritmo de amostragem orientada denominado Drivers’ Visual Behavior-guided RRT
(DV-RRT). O algoritmo é aplicado no contexto para carros autônomos. Os pontos
distantes e próximos do comportamento visual dos motoristas são utilizados para
direcionar o processo de amostragem do RRT para coletar amostras que são mais
adequadas aos movimentos do veículo. Assim, um dos pontos é selecionado dados
critérios de velocidade e novas amostras são geradas dada uma distribuição gaussi-
ana em torno dele. Segundo os autores, essa estratégia simplifica a rota, evitando a
geração de amostras desnecessárias para o movimento do veículo em curvas.

Em Yuncheng e Jie (2017), o processo de amostragem aleatória uniforme do RRT
é substituído por um processo de amostragem com distribuição gaussiana. O valor
médio da distribuição gaussiana é definido quase próximo da posição de destino de
planejamento, fazendo com que o processo de amostragem colete novas amostras na
região dessa posição. O desvio padrão da distribuição gaussiana determina a eficácia
do algoritmo proposto.

Um algoritmo baseado em RRT para detecção de tuneis em estruturas de proteínas
foi proposto em Vonásek e Kozlíková (2017). O método de amostragem do algoritmo
mantém uma lista de regiões de vértices de Voronoi. O tamanho da região dos vértices
de Voronoi é definido pela distância de seu obstáculo mais próximo (no domínio do
problema é um átomo). Assim, novas amostras são coletadas em torno dos vértices
de Voronoi que são novos nós na árvore. Quando a árvore já explorou uma região
de vértices de Voronoi, ela é desativada do processo de amostragem.

Em Tahir et al. (2018), os autores evoluíram o algoritmo bidirectional RRT* (B-
RRT*) e Intelligent Bi-directional RRT* (IB-RRT*) associando-os à estratégia de
campos potenciais artificiais, criando os algoritmos PB-RRT* e o PIB-RRT*, res-
pectivamente. Nesses algoritmos, uma nova amostra aleatória é guiada por uma
diferença de potência na expansão do B-RRT*. A estratégia decide se a orientação
causada pelos campos potenciais sofrerá influência da posição inicial ou da final de
navegação, dependendo se a contagem de iterações da expansão é par ou não.

Uma versão do algoritmo RRT com a estratégia denominada Dynamic Window
Approach (DWA) é proposto em Wang et al. (2018) para planejamento de rota de
veículos autônomos, introduzindo o algoritmo chamado RRT-DWA. Um esquema
de amostragem baseado na seleção da posição de destino como orientação para
o crescimento da árvore é aplicado de acordo com um valor de probabilidade. O
valor de probabilidade é definido dada a densidade de obstáculos no ambiente de
navegação. Se um valor gerado aleatoriamente for maior que o valor de probabilidade,
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a amostragem é direcionada para a posição de destino. Caso contrário, a amostra é
coletada aleatoriamente. O DWA é utilizado para o planejamento local da velocidade
do veículo, o que leva em consideração suas restrições cinemáticas.

O uso de probabilidades de amostragem e lógica fuzzy para obter informações de
colisão e orientar a expansão do RRT é considerado em Abbadi e Matousek (2018).
O método apresentado nesse estudo, utiliza um ambiente de navegação particionado
pelo algoritmo de decomposição de células, onde cada célula é associada com valores
de probabilidades. Cada uma é classificada, onde algumas regiões do ambiente de
navegação tornam-se mais importante que outras. Com base nisso, duas estratégias
de planejamento são empregadas: uma com orientação para fronteira; e outro com
orientação baseada em funções fuzzy. Na orientação para as fronteiras, as classes das
regiões são definidas de acordo com a relação de vizinhança dessas regiões/células
do ambiente de navegação com os nós do RRT. Regiões com menor quantidade de
nós são mais importantes para a amostragem. Na orientação por funções fuzzy, os
valores de peso são calculados para cada região/célula por regras fuzzy baseadas em
informações de colisão. Segundo os autores, essas estratégias reduzem o problema
de crescimento do RRT para situações de mínimos locais (quando amostras em
ambiente de navegação não permitem possibilidades de exploração) e induzem uma
melhor exploração do ambiente de navegação.

3.3.1.4 Amostragem com orientação para rota

Durante o planejamento de rota, aquelas que já foram encontradas em iterações
anteriores podem ser usadas para induzir a coleta de amostras com potencial de
acelerar a convergência do planejamento para a rota de menor comprimento em um
dado ambiente de navegação. Normalmente, nesse tipo de estratégia de amostragem,
os nós das rotas anteriores são utilizados para influenciar na posição de novos nós
candidatos a serem incluídos na árvore do RRT. As estratégias propostas pelos
estudos nesta classe estão descritas a seguir e listadas na Tabela 3.4.
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Em Akgun e Stilman (2011) uma estratégia de amostragem local é proposta para
o algoritmo Bi-RRT*. Essa estratégia utiliza três etapas de amostragem, nas quais
cada uma é executada dado um valor de probabilidade. São elas: orientação para a
direção da posição do destino; a amostragem aleatória com distribuição uniforme; e
a orientação local que é descrita a seguir. Quando uma rota é planejada, a amostra-
gem local é executada para influenciar o crescimento da árvore. Primeiro, um dos
nós da última rota planejada é selecionado aleatoriamente. Em seguida, seu nó pai e
nó filho são obtidos. Esses dois nós são representados como vetores. Com base nessa
representação, o vetor que representa o ponto médio entre os nós pai e filho é calcu-
lado. Finalmente, uma nova amostra é gerada a partir do nó selecionado da árvore
na direção do ponto médio calculado por uma distância gerada aleatoriamente entre
valores máximo e mínimo pré-definidos. Os autores argumentam que essa estratégia
gera rotas mais retilíneas do que a amostragem aleatória uniforme, o que significa
que as rotas otimizadas são geradas mais rapidamente.

Em Kobilarov (2012), um esquema de amostragem adaptativo de estados de siste-
mas dinâmicos baseados no método Cross-Entropy (CE), o qual realiza otimização
estocástica global, é proposto para o algoritmo RRT*. Na estratégia proposta, inicial-
mente, a rota ótima é obtida pelo RRT* sem considerações sobre restrições dinâmicas
e cinemáticas. Assim, a rota ótima é usada para alimentar o modelo probabilístico, o
qual é baseado em um modelo de mistura de gaussianas (do inglês gaussian mixture
model - GMM ), para indicar as regiões com o menor custo no ambiente de navega-
ção que geram rotas ótimas restringidas por parâmeros de um sistema autônomo.
Duas versões do algoritmo RRT* com amostragem CE são propostas. A primeira é
a trajectory-cross-entropy (TCE) RRT*, onde uma função de distribuição é atuali-
zada com os melhores parâmetros de trajetórias do sistema (ao invés de amostras
que indicam apenas posições) que geram os menores custos e melhores trajetórias.
O segundo é o State-Cross-Entropy (SCE) RRT*, onde as amostras são coletadas do
espaço de estados do sistema autônomo diretamente pelas distribuições modificadas
pelo método cross-entropy.

Uma abordagem baseada em amostragem inteligente e otimização de rotas chamada
RRT*-Smart é proposta em Islam et al. (2012). Esse algoritmo é aplicado a cenários
em que o planejamento de rota é executado até que a rota ótima (a mais curta
possível) de um ambiente de navegação possa ser encontrado. O método funciona de
maneira semelhante ao algoritmo baseado em custo RRT*. No entanto, após uma
primeira rota ser encontrada entre as posições inicial e final de planejamento, ela é
otimizada conectando nós diretamente visíveis entre si no ambiente de navegação.
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Para otimizar o comprimento das rotas planejadas, novas amostras são coletadas
próximas de nós denominados beacons, que são nós da última rota anteriormente
planejada. Depois que a primeira rota é encontrada, o processo de amostragem se
baseia na utilização desses beacons. As novas amostras são geradas aleatoriamente
dentro de círculos centradas em um dos beacons selecionado aleatoriamente. Segundo
os autores, o método acelera o tempo de convergência para encontrar a rota ótima
em relação ao algoritmo RRT*, considerando as mesmas posições de início e destino
de planejamento.

Em Zhang et al. (2014) é apresentado um algoritmo com uma combinação de pla-
nejamento geométrico e planejamento cinemático/dinâmico denominado de Guided
RRT. O algoritmo possui duas camadas: uma onde o RRT constrói a árvore re-
presentando as restrições geométricas e outra que é amostrada com base nos nós
da primeira. Os nós da árvore com restrições cinemáticas e dinâmicas são amos-
trados a partir dos nós da árvore geométrica, dado um valor de probabilidade p,
caso contrário, a amostragem é realizada aleatoriamente. Cada vez que um novo nó
geométrico é selecionado pela amostra cinemática/dinâmica, sua probabilidade de
seleção é reduzida. Dessa forma, a amostragem do algoritmo Guided RRT da árvore
cinemática/dinâmica é influenciada pelos nós da árvore geométrica que foram menos
selecionados anteriormente.

O processo de amostragem proposto em Seegmiller et al. (2017) é baseado em um
Directed Acyclic Graph (DAG) de waypoints construídos por técnicas de decompo-
sição celular e pelo General Diagram Voronoi (GDV). Os waypoints do DAG são
utilizados para expandir o RRT*. Dois tipos de waypoints são mantidos no DAG:
"percorridos"e "de fronteira". Quando um dos waypoints é adicionado ao RRT*, seus
ancestrais são classificados como percorridos. Os descendentes do waypoint são clas-
sificados como fronteira. Assim, a árvore é expandida em direção aos nós de fronteira
com maior probabilidade do que os waypoints percorridos. Os autores do algoritmo
argumentam que a expansão da árvore, pelos nós da fronteira, otimiza o custo da
rota planejada.

O estudo apresentado em Chao et al. (2017) introduz uma estratégia de amostragem
chamada amostragem de área de rota enviesada para o algoritmo Transition-based
-RRT*(T-RRT*), criando então o algoritmo Biased Transition-based-RRT*(BT-
RRT*). A amostragem parcial inicia depois que a primeira rota é planejada ou
quando uma rota com comprimento menor é encontrada. Os nós de um rota plane-
jada são utilizados na orientação da amostragem a partir de então. Para cada um
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dos nós da rota, uma amostra é gerada aleatoriamente em torno dele, considerando
um raio de distância. Se uma amostra otimizar o comprimento da rota no nó a par-
tir do qual foi gerada (otimização local), considerando a possível conexão com seus
vizinhos, ele é adicionado à árvore. O processo otimiza o comprimento da rota cada
vez que uma com menor comprimento é encontrada pela árvore.

O algoritmo apresentado em Boardman et al. (2019) introduz o algoritmo de re-
finamento focalizado para direcionar o crescimento do árvore do algoritmo RRT*
após o planejamento de uma primeira rota. Para uma determinada rota planejada,
o algoritmo usa o valor máximo e mínimo do k-ésimo componente dos nós da rota.
Esses valores definem o intervalo a partir do qual o k-ésimo componente de uma
amostra aleatória é coletada (por exemplo, o componente x da amostra). Em se-
guida, após a definição do primeiro componente, outro k-ésimo componente (por
exemplo, o componente y da amostra) é definido com base no k-ésimo componente
do nó mais próximo do componente anteriormente definido (no caso, o componente
x). Então, dentro de um intervalo definido pelo último k-ésimo somado a um valor de
deslocamento, o último componente é gerado aleatoriamente e finalmente uma nova
amostra é coletada, definida por todos os k componentes. Esse esquema de amos-
tragem é executado com base em um valor constante que define a proporção de uso
junto da amostragem aleatória com distribuição uniforme. O estudo proposto ainda
apresenta duas melhorias adicionais ao RRT*: a árvore de destino e as modificações
de conexão de nós. A primeira é uma árvore com raiz na posição de destino que
realiza replanejamento quando em cenários com obstáculos dinâmicos e a segunda é
um processo de otimização de rota que tenta conectar um nó ao avô, e não ao pai,
para reduzir a quantidade de nós na rota.

3.3.1.5 Amostragem com orientação para passagens estreitas

Esse tipo de orientação de amostragem é utilizado para superar problemas de expan-
são apresentados pelo algoritmo RRT em áreas de difícil exploração, como passagens
estreitas definidas por obstáculos. Acelerando a exploração nessas regiões, pode ser
observada a redução no tempo de planejamento total da rota. As estratégias de
amostragem com orientação para passagens estreitas identificadas na RSL são des-
critas a seguir. Informações sobre as estratégias propostas encontram-se listadas na
Tabela 3.5.

72



Ta
be

la
3.
5
-E

st
ud

os
co
le
ta
do

s
no

pr
oc
es
so

de
re
vi
sã
o
sis

te
m
át
ic
a
da

lit
er
at
ur
a
qu

e
se

en
qu

ad
ra
m

na
cl
as
se

de
am

os
tr
ag

em
co
m

or
ie
nt
aç
ão

pa
ra

pa
ss
ag

en
se

st
re
ita

s.

R
ef
er
ên
ci
a

T
ip
o
R
RT

A
m
os
tr
ag
em

So
lu
çã
o

C
om

pl
et
ud

e
O
tim

al
id
ad

e
C
om

pa
ra
çõ
es

(B
LI
N

et
al
.,
20
16
)

IR
RT

,
R
RT

-
C
on

ne
ct

C
on

ta
ct

al
go
-

ri
th
m

sa
m
pl
in
g

I-R
RT

-C
Pr

ob
ab

ili
st
ic
am

en
te

co
m
pl
et
o

N
ão

ót
im

o
R
RT

-C
on

ne
ct
,I
-

R
RT

(Z
H
A
N
G
;

M
A
N
O
C
H
A
,

20
08
)

R
RT

Re
tra

ct
io
n-
ba
se
d

sa
m
pl
in
g

R
R
RT

Pr
ob

ab
ili
st
ic
am

en
te

co
m
pl
et
o

N
ão

ót
im

o
R
RT

(L
EE

et
al
.,
20
12
)

R
RT

Re
tra

ct
io
n-
ba
se
d

te
ch
ni
qu
es

SR
-R

RT
Pr

ob
ab

ili
st
ic
am

en
te

co
m
pl
et
o

N
ão

ót
im

o
R
RT

,R
R
RT

Fo
nt
e:

V
ér
as

et
al
.(

20
19

b)
.

73



O algoritmo Interactive RRT in Contact (I-RRT-C) é proposto em Blin et al. (2016).
Esse algoritmo é uma versão estendida do algoritmo de planejamento autônomo-
humano Iteration RRT (I-RRT) (FLAVIGNE et al., 2009) para planejamento de rota
em ambientes de navegação 3D. Um novo esquema de amostragem é adicionado com
base no contato da árvore com os obstáculos. Quando a árvore está próxima de um
obstáculo, o algoritmo entra no denominado "modo de contato". Neste modo, um
plano local tangente ao obstáculo mais próximo é usado para coletar novas amostras.
As amostras são coletadas aleatoriamente sobre a tangente, permitindo que o RRT
“deslize"pelos obstáculos.

Em Zhang e Manocha (2008), um algoritmo baseado no RRT, chamado Retraction-
based RRT, é proposto com otimização de amostragem em passagens estreitas e ou-
tras em situações de contato. O algoritmo utiliza uma estratégia baseada em retração
de amostras em situação de colisão, transladando-as para os limites dos obstáculos,
melhorando então a exploração do RRT em passagens estreitas. Inicialmente, para
uma amostra em colisão gerada aleatoriamente, seu nó mais próximo na árvore é
selecionado. Este nó será a indicação inicial para onde a amostra em colisão deve ser
reposicionada. Na passagem estreita, o nó selecionado mais próximo possui uma alta
probabilidade de estar próximo do limite de um obstáculo. Assim, uma nova amos-
tra é gerada pela otimização baseada em retração, que gera uma amostra também
próxima ao limite do obstáculo. Finalmente, a amostra é adicionada à árvore como
um novo nó. Este novo nó tem provavelmente a maior densidade de Voronoi, então
é mais provável que ele seja selecionado nas próximas iterações. Dessa forma, uma
amostra criada pela operação de retração é quase sempre selecionada nas iterações
subsequentes. Isso faz com que a exploração em passagens estreitas seja acelerada.

Em Lee et al. (2012), a aplicação da técnica de otimização baseada na retração de
amostras para influenciar o crescimento do RRT em passagens estreitas foi estudada.
O objetivo da abordagem proposta é retrair amostras coletadas na região dos obstá-
culos para uma posição livre de colisão próxima ou sobre o limite desses obstáculos,
o que é útil em passagens estreitas. O algoritmo baseado no conceito de retração é
denominado Selective Retraction-based RRT (SR-RRT). Dois testes são propostos
para identificar passagens estreitas no SR-RRT: teste de linha de ponte e teste de
linha de não-colisão. O teste de linha de ponte consiste em identificar a existência
de uma passagem estreita através de uma linha reta quando amostras aleatórias são
coletadas sobre a região dos obstáculos. Assim, uma linha gerada a partir do nó mais
próximo das amostras é usada para identificar a passagem estreita. Se a passagem for
detectada, a operação de retração é realizada para coletar uma nova amostra sobre
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os limites dos obstáculos. O teste de linha de não-colisão registra os espaços livres
de colisão abertos no ambiente de navegação e descarta amostras geradas dentro de-
les e gera mais amostras fora dessas áreas, o que potencialmente direciona a árvore
do RRT para as passagens estreitas. Segundo os autores, as estratégias empregadas
orientam a coleta de novas amostras na direção dos limites dos obstáculos.

3.3.2 Amostragem adaptativa

Nesta seção, as soluções de amostragem não uniforme/informada aplicadas ao pro-
blema de planejamento de rota com algoritmos baseados no RRT, que foram identi-
ficadas na execução da RSL e que são do tipo “adaptativa”, estão descritas. Como
ocorre na seção anterior, as subseções a seguir apresentam as soluções de amostragem
identificadas na literatura em cada uma das classes de amostragem do tipo “adap-
tativa”, que são: redução do ambiente de navegação e modificação da distribuição
das amostras.

3.3.2.1 Amostragem com orientação por redução do ambiente de nave-
gação

Alguns processos propostos de otimização da amostragem do algoritmo RRT adici-
onam um custo computacional ao planejamento em contrapartida de uma melhor
convergência para uma rota de menor comprimento. Entretanto, muitos problemas
de planejamento de rota possuem a restrição de obter uma capacidade de explora-
ção melhorada no RRT mantendo o seu desempenho computacional. Para permitir
isso, muitos trabalhos propõem a redução da área de amostragem do ambiente de
navegação. Dessa forma, novas amostras podem ser coletadas apenas nesta área
reduzida, desconsiderando amostras que provavelmente não poderiam melhorar a
qualidade da rota planejada. As estratégias baseadas na redução da área de amos-
tragem encontram-se descritas a seguir. Essas mesmas estratégias estão listadas na
Tabela 3.6.
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O algoritmo Informed-RRT* (GAMMELL et al., 2014) reduz o ambiente de navegação
com base no custo da rota. Esse custo define o tamanho de um subespaço elipsoide,
de onde novas amostras são coletadas. O tamanho da região elipsoidal é reduzido se
há redução do custo da rota. Os autores afirmam que o uso do elipsoide faz com as
amostras que geram as melhores rotas sejam coletadas com maior probabilidade.

Em Kim e Song (2015) é proposta uma versão modificada do algoritmo Informed-
RRT* chamado Wrapping-based Informed RRT* (WIRRT*). Um processo de en-
capsulamento é aplicado para acelerar a redução da região elipsoidal que limita a
área de amostragem. O processo otimiza o planejamento da rota substituindo seus
nós intermediários por aqueles que encontram-se envolvendo os limites dos obstá-
culos. Consequentemente, o custo da rota é otimizado e o tamanho da elipse, que é
dependente desse custo, também é reduzido.

Com base na geração da sub-região elipsoidal no Informed-RRT*, o algoritmo Batch
Informed Tree (BIT*) é proposto em Gammell et al. (2015). Inicialmente, um Ran-
dom Geometric Graph (RGG) é definido por amostras aleatórias uniformemente
distribuídas na região de não-colisão do ambiente de navegação. Uma árvore que
conecta a posição inicial e a posição final de planejamento é heuristicamente pesqui-
sada (por algoritmos como A*, Dijkstra) sobre o RGG. A árvore resultante é usada
como um lote para gerar uma região elipsoidal inicial que é uma sub-região do ambi-
ente de navegação que, teoricamente, contém as melhores amostras para otimizar a
rota. Assim, o processo é reiniciado com uma sub-região menor formada pelo custo
da rota atual. Cada vez que uma rota com melhor custo é planejada, o novo lote é
formado. O processo continua conforme o tempo de planejamento permitir. Desta
forma, as rotas otimizadas são geradas mais rapidamente do que outros algoritmos
de planejamento baseados em RRT.

O algoritmo apresentado em Zhang et al. (2016) introduz uma autoaprendizagem
do ambiente de navegação para adaptar o processo de amostragem dependendo se
a região que está sendo explorada é densa em obstáculos ou aberta (com poucos
obstáculos). O processo de verificação de colisão fornece informações sobre a distri-
buição das regiões de obstáculos. Para conseguir isso, cada nó da árvore tem um
disco contendo vários setores com informações baseadas na visibilidade do ambiente
de navegação gerado por um sensor virtual sobre o nó. Cada setor é classificado com
base nos obstáculos identificados dentro da faixa de alcance do seu sensor virtual.
Os setores que possuem visibilidade de um obstáculo têm seu alcance de visibilidade
reduzido. Além disso, o setor em direção à posição de destino é mais importante do
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que outros no processo de amostragem. O esquema de amostragem proposto começa
por coletar uma amostra aleatória e encontrar o nó mais próximo na árvore. Assim,
o disco deste nó é usado para coletar uma amostra parcial. Cada setor tem uma pro-
babilidade de ser selecionado. Quando um setor é selecionado, um nó é selecionado
aleatoriamente dentro de sua área. Segundo os autores, espera-se que, com a amos-
tragem baseada em autoaprendizagem, a árvore possa explorar mais amplamente o
ambiente de navegação desde o início do planejamento e, em seguida, melhorar os
ramos da árvore em fases mais a frente do planejamento.

3.3.2.2 Amostragem com orientação por modificação da distribuição das
amostras

Tradicionalmente, o algoritmo RRT seleciona aleatoriamente uma nova amostra do
ambiente de navegação dada uma distribuição uniforme. Assim, cada amostra possui
igual probabilidade de ser coletada. As estratégias dessa classe modificam a distribui-
ção da geração das amostras para uma que permita coletar amostras que acelerem o
processo de planejamento de rota. Normalmente, uma distribuição modificada pode
ser definida desde o início do planejamento ou distribuições adaptativas podem ser
alteradas com base em amostras coletadas durante o planejamento, aumentando a
eficiência do processo de amostragem à medida que o RRT cresce. As estratégias
observadas nesta classe de amostragem estão descritas a seguir. Os seus dados estão
listados na Tabela 3.7.
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Em Jouandeau e Cherif (2004) é proposto um RRT baseado em visibilidade para
avaliar vários espaços abertos em um ambiente de navegação com obstáculos. Uma
distribuição gaussiana é considerada para gerar amostras aleatórias em torno dos
limites dos obstáculos. A distribuição é afetada pela quantidade de obstáculos visí-
veis pelos nós da árvore. Com a expansão da árvore do RRT, eventualmente mais
obstáculos se tornam “visíveis” pelos nós, alterando a distribuição de amostragem.
O algoritmo também usa uma amostragem orientada pela posição do destino.

Um esquema adaptativo é proposto por Kim e Esposito (2005) para alterar a amos-
tragem uniforme do algoritmo RRT. O algoritmo de amostragem adaptativa começa
com um esquema de busca direcionada e, em seguida, se a árvore estiver crescendo
rapidamente, mantém ou aumenta a influência dessa orientação. Se a taxa de cresci-
mento diminuir, uma estratégia de amostragem tendendo à uniforme será utilizada.
Se a velocidade de expansão da árvore for mais rápida, as amostras serão coletadas
em direção às regiões dos obstáculos. O nível de uniformidade é ajustado alterando
o desvio padrão de uma distribuição gaussiana. Com a estratégia de amostragem
adaptativa, as rotas são geradas mais rapidamente do que com o uso de amostragem
estritamente uniforme.

Uma versão aprimorada do algoritmo RRT é proposta em Kim et al. (2005). Sua
amostragem não uniforme/informada gera um novo algoritmo adaptativo contro-
lado por um fator dependente do número de vezes em que uma amostra coletada é
bem sucedida em estender a árvore por arestas de menor custo. A quantidade de
iterações executadas no planejamento define quando uma função densidade de pro-
babilidade Gaussiana é modificada por esse fator. Assim, amostras subsequentes no
planejamento são coletadas, dada a distribuição modificada recentemente. Segundo
os autores, por meio desse esquema de mudança de função de densidade de proba-
bilidade, o algoritmo adaptativo melhora consideravelmente a eficiência do RRT em
comparação com outras estratégias não uniforme/informadas não adaptativas.

Uma abordagem baseada na amostragem de discos de Poisson é proposta em Park
et al. (2014). Nesta abordagem, um pré-planejamento é considerado, onde amostras
aleatórias (centros de discos) são coletadas dada uma distribuição de disco de Pois-
son. Os discos são amostrados de forma aninhada e compacta, separados por uma
distância mínima r entre os centros de disco. Os centros dos discos de Poisson são
então utilizados para expandir a árvore do algoritmo RRT. Esta metodologia tem
como objetivo obter o máximo de amostragem, o que significa cobrir completamente
o ambiente de navegação por discos de Poisson utilizando o mínimo de amostras.
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Os autores afirmam que essa nova abordagem reduz o número de nós na árvore e
pode ser implementada em processamento paralelo com várias threads (linhas de pro-
cessamento que podem ser executadas de forma independente e simultânea). Além
disso, foi proposto no trabalho um esquema para aumentar a proporção de amostras
próximas às áreas de difícil exploração do ambiente de navegação, como passagens
estreitas.

Em Arslan e Tsiotras (2015), uma abordagem de descoberta do ambiente de nave-
gação é proposta com base em aprendizado de máquina. As informações aprendidas
são usadas em uma estratégia de amostragem adaptativa e aplicadas ao algoritmo
RRT# (ARSLAN; TSIOTRAS, 2013). O funcionamento dessa estratégia é descrito a
seguir. Uma nova amostra é coletada com base na distribuição uniforme. Assim, se a
amostra for livre de colisão ou não, funções de densidade de classe são aproximadas
por um classificador baseado nessas amostras coletadas. Essas funções de densidade
(atualizadas em cada iteração) são usadas para determinar a posição das novas
amostras adicionadas à árvore. Como resultado, a probabilidade de gerar amostras
livres de colisão é maior que na distribuição aleatória uniforme.

Uma estratégia baseada em Gaussian Mixture Model (GMM) é proposta como pro-
cesso de amostragem para o RRT em Huh e Lee (2016). O GMM aprende sobre
as regiões que levam à colisão no ambiente de navegação por uma abordagem de
agrupamento baseada nas amostras coletadas anteriormente, a partir das quais uma
função de distribuição pode ser estimada. Dois GMMs são utilizados pelo método
proposto: um para representar as amostras em colisão; outro para representar amos-
tras na região livre de colisão. Para obter essas informações, cada GMM é atuali-
zado a cada iteração do RRT. A diferença entre os GMMs é utilizada para estimar
posições de colisão para se obter uma maior probabilidade de gerar amostras nas
regiões navegáveis do ambiente de navegação no processo de amostragem. Segundo
os autores, essa estratégia reduz o número de operações de checagens de colisões e,
consequentemente, o tempo de planejamento de rotas.

O algoritmo apresentado em Viseras et al. (2016), chamado de Ant Colony Opti-
mization RRT* (ACO-RRT*), determina a distribuição ideal de amostragem por
otimização através de colônias de formigas artificiais. A estratégia apresentada fun-
ciona como descrito a seguir. Inicialmente, abstrações de formigas são distribuídas
de acordo com sua relevância pelo ambiente de navegação. Com base na exploração
do RRT* em um dado instante de planejamento, essas formigas são atualizadas, o
que resulta na modificação da distribuição de amostragem do algoritmo. Portanto,
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com base nessa distribuição estimada, novos nós são amostrados para expandir a
árvore. Em seguida, a eficiência dessa distribuição em melhorar a qualidade da rota
é avaliada com base na otimização da solução atual e na exploração do ambiente de
navegação para encontrar novas e melhores rotas. De posse das informações geradas
por essa avaliação, as formigas são atualizadas e uma nova distribuição é estimada.
Segundo os autores, este processo segue otimizando a capacidade de exploração do
RRT* e reduz o custo da rota mais rápido do que outros algoritmos baseados em
RRT.

O algoritmo proposto em Yi et al. (2018) é baseado no algoritmo Informed-RRT*.
Nas etapas iniciais do planejamento do algoritmo proposto, inicialmente uma pri-
meira amostra é coletada aleatoriamente com distribuição uniforme sobre a região
informada (definida por um hiperelipsoide n-dimensional). A partir daí, o proce-
dimento de amostragem segue sobre a mesma região informada com base em um
processo denominado Markov Chain Monte Carlo (MCMC). O MCMC gera amos-
tras de acordo com uma distribuição-alvo que é estimada com base em amostras
coletadas anteriormente e no custo da rota que define a região informada (uma
característica do algoritmo Informed-RRT*). Os autores mencionam que o uso do
MCMC reduz muito mais rapidamente os custos das rotas planejadas em dimensões
mais altas do ambiente de navegação do que o Informed-RRT* com distribuição
uniforme.
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4 ESTUDO DE PROCESSOS DE AMOSTRAGEM BASEADOS EM
GRADES DE SUKHAREV E VÉRTICES CONVEXOS

Neste capítulo, o algoritmo introduzido em Véras et al. (2019a), denominado RRT*-
SV (RRT* Sukharev Vértices) é descrito, o qual é baseado em dois conceitos para
introduzir um novo processo de amostragem, que são: a grade de Sukharev e os vér-
tices convexos das envoltórias de segurança dos obstáculos. Na Seção 4.1 e na Seção
4.2, a grade de Sukharev e o uso dos vértices convexos das envoltórias de segurança
dos obstáculos no processo de amostragem são introduzidos, respectivamente. Para
verificação do desempenho individual de cada estratégia, cada uma delas é utilizada
como processo de amostragem não uniforme/informada, gerando dois algoritmos
para comparação, RRT*-Sukharev e o RRT*-Vértices. Ambos os algoritmos, além
de uma versão híbrida com os dois processos de amostragem considerados, são com-
parados ao algoritmo RRT* e as diferenças no planejamento de rota entre eles são
discutidas na seção 4.3. Na seção 4.4, é descrito um algoritmo que é resultado do
refinamento da versão híbrida anterior, denominado RRT*-SV. Na seção 4.5, testes
computacionais considerando ambientes de navegação com diferentes distribuições
espaciais de obstáculos são descritos e utilizados na comparação do RRT*-SV com
os algoritmos RRT*, RRT*-Smart (NASIR et al., 2013), Informed-RRT* (GAMMELL

et al., 2014) e BIT* (GAMMELL et al., 2015). Os resultados desses testes computaci-
onais dão evidências de que o algoritmo RRT*-SV consegue, de forma geral, obter
rotas de menor comprimento em menor tempo de planejamento do que os demais
algoritmos considerados.

4.1 Grade de Sukharev

A grade de Sukharev faz parte de um grupo de abordagens de dispersão de pontos
denominada baixa amostragem (LAVALLE, 2006). O objetivo dessas abordagens é
permitir cobertura/amostragem de todas as regiões de um ambiente de navegação
uniformemente (LAVALLE, 2006). A grade de Sukharev foi inicialmente estudada em
Sukharev (1971), e ela permite que um conjunto de pontos possa ser distribuído o
mais uniformemente possível sobre um ambiente de navegação.

A grade de Sukharev é gerada para uma dada quantidade k de células para cobrir
um plano (R2) ou um espaço (R3). Neste trabalho, a grade é aplicada para cobrir
o ambiente de navegação Q ∈ R2. Portanto, Q é particionado em k células. A
quantidade de células de grade por eixo do ambiente de navegação é definida por
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bk1/Nc (4.1)

onde N é a dimensão do ambiente de navegação. Cada uma das células geradas
possui um ponto posicionado no seu centro geométrico denominado centroide. Na
Figura 4.1 um exemplo da grade de Sukharev com centroides de k = 196 células no
R2 encontra-se ilustrado.

Figura 4.1 - Distribuição das células geradas pela grade de Sukharev para k = 196.

Fonte: LaValle (2006).

A amostragem de pontos está diretamente ligada a sua dispersão. A dispersão é
representada pelo padrão de amostragem dos pontos em um ambiente de navega-
ção. Entre esses pontos existem subespaços livres, nos quais nenhum ponto foi ainda
amostrado, podendo esse subespaço ser representado por um círculo. O maior es-
paço livre entre os pontos de um conjunto de amostras define a dispersão para esse
conjunto. Então, quanto menor a dispersão, menor é o tamanho do maior espaço
vazio entre os pontos amostrados. Formalmente, a dispersão δ de um conjunto de
pontos P é definido como:

δ(P, ρ) = supq∈Qminp∈Pρ(q, p) (4.2)

onde Q é o ambiente de navegação e ρ é uma métrica em Q. Isso significa que a
dispersão pode ser caracterizada pelo maior raio (considerando ρ) de uma região
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circular vazia no ambiente de navegação.

O propósito de usar a grade do Sukharev no processo de amostragem é manter a
exploração de todas as regiões navegáveis do ambiente de navegação, sem necessa-
riamente amostrar todos os possíveis pontos das mesmas. Assim, sabendo que um
ambiente de navegação com representação contínua possui infinitos pontos, todos
aqueles pertencentes a uma das células da grade de Sukharev são representados por
um único ponto, que é seu centroide. O efeito esperado é que uma quantidade me-
nor de pontos sejam amostrados para que uma rota livre de colisão seja planejada.
A grade de Sukharev já foi explorada experimentalmente e teoricamente com al-
goritmos baseados em amostragem em estudos anteriores como, por exemplo, em
Lindemann e LaValle (2003), Sánchez (2003) e Janson et al. (2018).

4.1.1 RRT*-Sukharev

Para verificar a influência do uso da grade de Sukharev no planejamento de rotas pelo
algoritmo RRT*, um algoritmo denominado RRT*-Sukharev foi desenvolvido. Nesse
algoritmo, o uso dos centroides da grade de Sukharev foi adicionado ao processo de
amostragem e encontra-se descrito no Algoritmo 4.

Algorithm 4 Algoritmo RRT*-Sukharev
1: procedure RRT*-Sukharev(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n, k)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: s← 0
5: i← 0
6: S ← GRADE_SUKHAREV (k)
7: ∆s← PASSO_SUKHAREV (S)
8: while (s = 0) e (i ≤ n) do
9: i← i+ 1
10: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Q)
11: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
12: qnovo ← AMOSTRAGEM_SUKHAREV (qpróximo, S,∆s)
13: if qnovo = {} then
14: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
15: if qpróximoqnovo não intercepta Qobstáculos then
16: RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
17: if d(qnovo, qdestino) ≤ ld e (qnovoqdestino) não intercepta Qobstáculos) then
18: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
19: s← 1
20: R← ROTA(qinício, qdestino)
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Os principais procedimentos do algoritmo RRT*-Sukharev, apresentado no Algo-
ritmo 4, são descritos a seguir:

a) AMOSTRAGEM_SUKHAREV: gera uma nova amostra do ambiente
de navegação usando a grade de Sukharev S (Algoritmo 5);

b) PASSO_SUKHAREV: retorna o valor da menor distância entre os cen-
troides das células da grade de Sukharev para a geração de qnovo_temp;

c) CENTROIDE_SUKHAREV: retorna o centroide da célula que con-
tém qnovo_temp, caso esse centroide forme uma aresta livre de colisão com
o mesmo e a célula correspondente já não tenha sido utilizada no processo
de amostragem.

No Algoritmo 5 encontra-se descrito o procedimento
AMOSTRAGEM_SUKHAREV e o uso dos demais procedimentos listados.

Algorithm 5 Processo de amostragem por grade de Sukharev do algoritmo RRT*-
Sukharev
1: procedure AMOSTRAGEM_SUKHAREV(qpróximo, qaleatório, S,∆s)
2: qnovo_temp ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆s)
3: qcentroide ← CENTROIDE_SUKHAREV (S, qnovo_temp)
4: retorna qcentroide

O processo de amostragem pela grade de Sukharev consiste em três etapas. Na
primeira etapa, para uma dada amostra qaleatório, uma amostra qnovo_temp é gerada
no segmento de reta qpróximoqaleatório, considerando uma distância ∆s de qpróximo
(linha 2 do Algoritmo 5). Esta etapa tem um papel equivalente a NOV O_NÓ do
Algoritmo 1. O valor de ∆s corresponde a menor distância entre as células da grade
de Sukharev. Assim, a amostra qnovo_temp é sempre obtida na própria célula contendo
qpróximo ou em uma das células adjacentes a essa célula. Quanto menor o valor k usado
para gerar a grade, maior o valor de ∆s. A segunda etapa é identificar a célula à
qual qnovo_temp pertence (linha 3 do Algoritmo 5). Na terceira etapa, é verificado se
o segmento formado pelo centroide dessa célula com o nó qpróximo intercepta algum
limite de uma envoltória de segurança (linha 15 do Algoritmo 4). Se isso não ocorrer,
o centroide da célula será armazenado como um novo nó (qnovo) da árvore G. As
etapas de amostragem pela grade de Sukharev encontram-se ilustradas na Figura
4.2.
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Figura 4.2 - Estágios na amostragem pela grade de Sukharev.
(a) (b)

(c)

a) O nó qpróximo mais próximo de qaleatório é selecionado. b) um nó temporário qnovo_temp
é gerado a uma distância ∆s de qpróximo. c) o centroide da célula contendo qnovo_temp
é adicionado como o novo nó da árvore qnovo. Os quadrados marrons espalhados pelo
ambiente de navegação são centroides de células da grade gerada pela distribuição de
Sukharev.

Fonte: Produção do Autor.
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4.2 Vértices convexos de envoltórias de segurança dos obstáculos

Na representação do ambiente de navegação através de polígonos, os obstáculos são
definidos por vértices conectados por arestas que definem seus limites. Dependendo
do arranjo espacial entre duas arestas com um mesmo vértice em comum, esse vértice
pode ser classificado como convexo ou côncavo. Considerando os vértices de um
obstáculo poligonal ordenado no sentido horário, um vértice vi deste obstáculo é
convexo, se a sequência vi−1, vi, vi+1 encontra-se no sentido horário. Caso contrário,
o vértice é côncavo.

A aplicação de vértices convexos no planejamento de rotas é mais conhecida através
do algoritmo de grafo de visibilidade (LATOMBE, 2012). Um grafo de visibilidade
gera uma estrutura em rede que permite que seja planejada a rota mais curta entre
duas posições em um ambiente de navegação. A estratégia explorada pelo método
é a de conectar os vértices convexos das envoltórias de segurança dos obstáculos
uns aos outros, pois, eles formam arestas livres de colisão, gerando então um grafo
denominado roadmap. Um exemplo de envoltória de segurança está ilustrado na
Figura 4.3. Os vértices conectados podem pertencer ao mesmo obstáculo desde que
suas posições estejam em uma sequência que defina uma de suas bordas ou podem
estar em obstáculos diferentes desde que sejam bitangentes (quando um segmento
de linha tangência ambos).

Figura 4.3 - Exemplo de uma envoltória de segurança (azul) para um obstáculo (preto).

Os pontos verdes representam os vértices convexos dessa envoltória de segurança.
Fonte: Produção do Autor.
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Após a formação da roadmap pelos vértices convexos, os nós qinício e qdestino são
incorporados a ela, conectando-os aos vértices convexos visíveis livre de colisão.
Como resultado, um grafo de visibilidade é gerado contendo diferentes possibilidades
de rotas entre qinício e qdestino por meio dos vértices convexos. A rota mais curta
pode ser planejada por um método de busca em grafos, como o algoritmo Dijkstra
(DIJKSTRA, 1959) ou A* (HART et al., 1968). Na Figura 4.4 encontra-se ilustrado um
exemplo de planejamento onde o grafo de visibilidade foi utilizado.
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Figura 4.4 - Exemplo de planejamento por meio de grafo de visibilidade.
(a)

(b)

(c)

a) Formação da roadmap por meio dos vértices convexos dos obstáculos. b) Adição de qinício
e qdestino a roadmap pelos vértices convexos visíveis. c) Rota mais curta (linha vermelha)
no grafo de visibilidade.

Fonte: LaValle (2006).
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O desenvolvimento do algoritmo proposto neste trabalho é baseado na propriedade
do grafo de visibilidade, que utiliza os vértices convexos para planejar uma rota
de comprimento mais curto. Neste caso, os vértices convexos das envoltórias de
segurança são considerados elementos de Qlivre.

4.2.1 RRT*-Vértices

Para verificar a influência do uso dos vértices convexos no planejamento de rotas
pelo algoritmo RRT*, um algoritmo denominado RRT*-Vértices é introduzido nesta
seção. Nesse algoritmo, o uso dos vértices convexos das envoltórias de segurança dos
obstáculos foram adicionadas ao processo de amostragem. Ele encontra-se descrito
no Algoritmo 6.

Algorithm 6 Algoritmo RRT*-Vértices
1: procedure RRT*-Vértices(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: s← 0
5: i← 0
6: Qvértices ← V ÉRTICES_CONV EXOS(Qobstáculos)
7: while (s = 0) e (i ≤ n) do
8: i← i+ 1
9: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Q)
10: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
11: qnovo ← AMOSTRAGEM_V ÉRTICES(qpróximo, Qvértices)
12: if qnovo = {} then
13: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
14: if qpróximoqnovo não intercepta Qobstáculos then
15: RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
16: if d(qnovo, qdestino) ≤ ld e (qnovoqdestino) não intercepta Qobstáculos) then
17: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
18: s← 1
19: R← ROTA(qinício, qdestino)

Os principais procedimentos do Algoritmo RRT*-Vértices, apresentado no Algoritmo
6, são descritos a seguir:

a) VÉRTICES_CONVEXOS: obtém todos os vértices convexos do ambi-
ente de navegação e os armazena em Qvértices;

b) AMOSTRAGEM_VÉRTICES: retorna o vértice convexo que gera
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uma aresta livre de colisão com qpróximo (Algoritmo 7);

c) VÉRTICE_PRÓXIMO: procura o vértice convexo mais próximo de
qpróximo;

d) DESABILITA_VÉRTICE: desativa para seleção em Qvértices o vértice
selecionado como qnovo. Dessa forma, o mesmo não pode ser mais conectado
a nenhum outro nó da árvore.

No processo de amostragem por vértices convexos, cada novo nó amostrado do ambi-
ente de navegação é um vértice convexo contido em Qvértices ⊂ Qlivre. Esses vértices,
quando adicionados à árvore, são denominados vértices nós. Desta forma, uma rota
é planejada próxima à envoltória de segurança dos obstáculos, com o objetivo de
acelerar o planejamento da rota com a menor extensão possível no ambiente de na-
vegação, ou seja, a rota ótima. O processo de amostragem por vértices convexos
encontra-se descrito no Algoritmo 7.

Algorithm 7 Processo de amostragem por vértices convexos do algoritmo RRT*-
Vértices
1: procedure AMOSTRAGEM_VÉRTICES(qpróximo, Qvértices)
2: vpróximo ← V ÉRTICE_PRÓXIMO(Qvértices, qpróximo)
3: if qpróximovpróximo não intercepta Qobstáculos then
4: qvpróximo ← vpróximo
5: DESABILITA_V ÉRTICE(Qvértices, vpróximo)
6: retorna qvpróximo

Nesta estratégia de amostragem, após uma amostra qaleatório ser gerada aleatoria-
mente, o nó da árvore mais próximo qpróximo de qaleatório é selecionado, assim como
na RRT padrão. Após isso, o vértice convexo de Qvértices mais próximo de qpróximo é
identificado. Essas operações são realizadas por V ÉRTICE_PRÓXIMO na linha
2 do Algoritmo 7. Por questões de desempenho computacional, é importante consi-
derar uma estratégia otimizada para realizar essa operação. Neste trabalho, Qvertices

é representado por uma estrutura k-d-tree (BENTLEY, 1975) para esta finalidade.

O nó qpróximo será conectado ao vértice convexo mais próximo qvpróximo encontrado
na operação anterior, desde que a aresta formada entre ambos seja livre de colisão.
Quando um vértice convexo é adicionado à árvore G, ele se torna um vértice nó
e não pode mais ser retornado à Qvertices em expansões posteriores da árvore. Se
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qvpróximo não permitir a formação de uma aresta livre de colisão, o algoritmo tentará
estender a árvore pela geração de novo nó como no algoritmo RRT padrão. Se todas
as tentativas de gerar qnovo falharem, a próxima iteração será executada, repetindo
todo o processo para um novo qaleatório coletado aleatoriamente por uma distribuição
uniforme. O processo de extensão da árvore do RRT*-Vértices encontra-se ilustrado
na Figura 4.5.
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Figura 4.5 - Estágios do processo de amostragem baseados em vértices convexos.

(a)

(b)

(c)

a) Uma amostra aleatória qaleatório é coletada e o nó qpróximo de G mais próximo é obtido.
b) O vértice convexo qvpróximo de Qvertices mais próximo de qpróximo é pesquisado através
de uma estrutura de dados k-d-tree. c) Se a aresta que conecta qvpróximo e qpróximo é livre
de colisão, então qvpróximo é adicionado à árvore como qnovo. Uma vez adicionado à árvore,
qvpróximo não estará mais disponível para ser coletado em uma amostragem futura.

Fonte: Produção do Autor.
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4.3 Testes computacionais com o algoritmo RRT* usando processos de
amostragem baseado em Grades de Sukharev e baseado em Vértices
Convexos

Para avaliar os efeitos de cada estratégia proposta na aceleração do planejamento
de rotas no algoritmo RRT*, foram realizados testes computacionais com diferentes
variações do processo de amostragem, onde: amostras são coletadas por distribuições
espaciais uniformes, como as utilizadas pelo algoritmo RRT*; amostras são coleta-
das por meio de distribuições espaciais com dispersão ótima de pontos com grades
de Sukharev (RRT*-Sukharev); amostras são coletadas dos vértices convexos das
envoltórias de segurança de obstáculos (RRT*-Vértices); amostras são coletadas por
vértices convexos das envoltórias de segurança dos obstáculos e, em caso de falha
(colisão), são coletados por grades de Sukharev (RRT*-Híbrido).

O desempenho de cada processo de amostragem é verificado pela porcentagem de
sucesso em planejar uma rota em ambiente de navegação com diferentes distribuições
espaciais de obstáculos estáticos. O comprimento das rotas planejadas também são
comparadas em relação ao comprimento ótimo para cada ambiente de navegação
considerado. Os ambientes de navegação utilizados e seus respectivos comprimentos
ótimos são:

a) com 50 obstáculos com comprimento ótimo igual à 1393,12;

b) com 100 obstáculos com comprimento ótimo igual à 1375,31;

c) em zigue-zague com comprimento ótimo igual à 1006,45;

d) em formato espiral com comprimento ótimo igual à 2315,99;

e) com passagem estreita com comprimento ótimo igual à 1581,25.

As rotas com comprimento ótimo foram planejadas pelo algoritmo Dijkstra em busca
realizada sobre um grafo de visibilidade formado para cada ambiente de navegação.
Essas rotas ótimas encontram-se ilustradas no Apêndice A. Todos os ambientes de
navegação possuem intervalos iguais a [0, 1000] na dimensão x e intervalo [0, 1000]
na dimensão y.

Nos testes comparativos, foram realizadas medições das taxas de sucesso de cada
algoritmo em alcançar um determinado valor de fração entre o comprimento da rota

97



planejada pelo mesmo e o comprimento ótimo. O valor dessa fração é determinada
pela fórmula

frrt = crrt/cótimo (4.3)

onde crrt é o comprimento da rota planejada por um dos algoritmos baseados no
RRT e cótimo é o comprimento ótimo de rota para um dado ambiente de navegação.
Essas medições são comparadas a valores de frações fi pré-definidos. Os valores de
frações utilizados neste teste computacional são iguais à 1, 20, 1, 15, 1, 10, 1, 05, 1, 04,
1, 03, 1, 02 e aos valores do intervalo [1, 02, ..., 1] incrementados em 0, 0008.

Para cada ambiente de navegação, foram realizadas 100 simulações de cinco segundos
de planejamento por cada algoritmo. A taxa de sucesso foi medida pela contabili-
zação de quantos resultados geram frações que são iguais ou menores do que um
valor de fração pré-determinado. Portanto, se os 100 valores de comprimentos de
rotas gerados por um algoritmo resultarem em valores de frrt iguais ou menores do
que um certo valor de fração fi, então o algoritmo obtém 100% de sucesso para este
valor.

O valor de ∆q, que define o passo da expansão de uma aresta em algoritmos baseados
na RRT, foi equiparado à menor distância entre os centroides da grade de Sukharev
(representado por ∆s) em todos os algoritmos que utilizam distribuição uniforme
em sua amostragem, como ilustrado na Figura 4.6. Portanto, para um ambiente
de navegação com intervalo igual a [0, 1000] na dimensão x e intervalo [0, 1000] na
dimensão y, uma grade terá a seguinte relação número de células/distância (∆s):

a) com 64 células será igual a 125,00;

b) com 128 células será igual a 90,91;

c) com 256 células será igual a 62,50;

d) com 512 células será igual a 45,46;

e) com 1024 células será igual a 31,25.
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Figura 4.6 - Exemplos de menores distâncias ∆s para valores de k distintos.

Quanto maior o valor de k, menor será o valor de ∆s.
Fonte: Produção do Autor.

Para cada um dos valores de ∆s, um gráfico com as taxas de sucesso dos algoritmos
foi gerado. Cada gráfico é referenciado de acordo com o valor de ∆s associado ao
número de células da grade de Sukharev. Por exemplo, se o valor de ∆s adotado for
o correspondente a uma grade com 64 células, então o gráfico é referenciado por d64,
onde ∆s = 125, 00, pois, esse valor é referente à menor distância entre os centroides
da grade de Sukharev com 64 células. Os valores de ∆s são calculados utilizando
distância euclidiana.

Em cada conjunto de gráficos comparativos, é juntamente introduzido um gráfico
comparando o desempenho da grade de Sukharev de diferentes tamanhos. Dessa
forma, pode-se observar a quantidade de células da grade que permite o melhor
desempenho de planejamento em cada ambiente de navegação.

4.3.1 Análise dos resultados

Na Figura 4.7 e na Figura 4.8, encontram-se ilustrados os gráficos relativos ao ambi-
ente de navegação com 50 obstáculos. Com base nos gráficos da Figura 4.7, nota-se
que as rotas planejadas pelos algoritmos RRT*-Vértices e RRT*-Híbrido se apro-
ximam de valores de frações (próximas de 1) que indicam que suas rotas possuem
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comprimento mais próximo da rota ótima do que os demais algoritmos. Comparando
ambos, nota-se que o desempenho apresentado é similar entre eles para o ambiente
de navegação com 50 obstáculos. Também nota-se que o desempenho do RRT* é su-
perior ao do RRT*-Sukharev (gráfico do primeiro sempre acima do gráfico referente
ao segundo em todos os tamanhos de grade).

Nos gráficos que relacionam a taxa de sucesso com o tempo de planejamento (Figura
4.8), o uso de vértices convexos sem grade de Sukharev (RRT*-Vértices) apresenta
desempenho melhor do que com grade (RRT*-Híbrido), pois o gráfico da primeira
abordagem sempre se encontra acima da segunda para todos os valores de ∆s. Além
disso, o algoritmo RRT* apresenta melhor desempenho de tempo de planejamento
do que sua versão com o uso de grade de Sukharev para todos os valores de ∆s no
ambiente de navegação com 50 obstáculos.
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Na Figura 4.9 e na Figura 4.10, encontram-se ilustrados os gráficos relativos ao am-
biente de navegação com 100 obstáculos. Na Figura 4.9, observa-se que os algoritmos
RRT*-Vértices e RRT*-Híbrido possuem taxas de sucesso similares em alcançar as
menores frações da rota ótima. Entretanto, o RRT*-Vértices apresenta ligeira supe-
rioridade sobre o RRT*-Híbrido, pois, o gráfico do primeiro encontra-se ligeiramente
acima. Já o RRT* obteve melhor taxa de sucesso em relação ao algoritmo RRT*-
Sukharev, exceto na Figura 4.10(d) referente ao ∆s de d512 e na Figura 4.10(e)
referente ao ∆s de d1024, onde o gráfico do RRT*-Sukharev, a partir da fração
1,05, se posiciona acima do gráfico do RRT*.

Nos gráficos que relacionam a taxa de sucesso com o tempo de planejamento (Figura
4.10), os resultados foram semelhantes aos apresentados em relação ao ambiente de
navegação com 50 obstáculos (Figura 4.8). O uso de vértices convexos sem grade de
Sukharev (RRT*-Vértices) continua apresentando desempenho melhor do que com
grade (RRT*-Híbrido). Entre os algoritmos RRT* e RRT*-Sukharev, o primeiro
continua apresentando melhor desempenho do que o segundo neste ambiente de na-
vegação com 100 obstáculos. Dessa forma, percebe-se que mesmo dobrando o número
de obstáculos e considerando diferentes valores de ∆s, a grade de Sukharev conti-
nua não demonstrando melhoria quando há obstáculos espalhados pelo ambiente de
navegação.
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Na Figura 4.11 e na Figura 4.12, encontram-se ilustrados os gráficos relativos ao
ambiente de navegação com obstáculos em zigue-zague. Nos gráficos da Figura 4.11, o
RRT*-Vértices e o RRT*-Híbrido mantém taxa de sucesso acima de 80% até a fração
de rota ótima com valor igual a 1, 05, portanto, muito superior do que as demais,
que ficam abaixo de 20% a partir do valor de fração igual a 1, 1. O desempenho
do RRT* em relação ao RRT*-Sukharev inverte dependendo do tamanho da grade,
porém, apresentam desempenho equivalente.

Na Figura 4.12, o RRT*-Vértices apresentam o mesmo desempenho comparado ao
RRT*-Híbrido. Já os algoritmos RRT* e RRT*-Sukharev apresentam desempenho
levemente inferior comparados a suas versões com vértices convexos. Entretanto, com
a diminuição de ∆s (aumento da quantidade de células na grade de Sukharev) essa
diferença aumenta. Adicionalmente, para o ambiente de navegação em zigue-zague,
o algoritmo RRT*-Sukharev apresenta desempenho superior ao algoritmo RRT*.
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Na Figura 4.13 e na Figura 4.14, encontram-se ilustrados os gráficos relativos ao
ambiente de navegação com formato em espiral. Na Figura 4.13, os gráficos RRT*-
Híbrido se mantém acima do gráfico do algoritmo RRT*-Vértices. Os algoritmos
RRT* e RRT*-Sukharev apresentam desempenho equivalente em todos os valores
de ∆s considerados.

Em relação ao sucesso em planejar alguma rota por tempo de planejamento, ilus-
trado na Figura 4.14, o algoritmo RRT*-Híbrido obteve o melhor desempenho com-
parado aos demais algoritmos, por exceção do gráfico que representa o ∆s de d1024,
ilustrado na Figura 4.14(e), onde há momentos que o gráfico do RRT*-Vértice se
sobrepõe aos demais. Adicionalmente, o RRT*-Sukharev apresenta maior sucesso
em planejar rotas nos primeiros milésimos de planejamento em relação ao RRT*,
porém, com valores de tempo de planejamento de rota maiores, o RRT* planeja
rotas mais vezes do que o RRT*-Sukharev.
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Na Figura 4.15 e na Figura 4.16, encontram-se ilustrados os gráficos relativos ao
ambiente de navegação com passagem estreita. Na Figura 4.15, o algoritmo RRT*-
Vértices e RRT*-Híbrido mantém alta taxa de sucesso, porém, não atingem as me-
nores frações da rota ótima, com taxa de sucesso decaindo até 0 quando o valor de
fração aproxima-se de 1. O desempenho do algoritmo RRT* é superior em relação
ao algoritmo RRT*-Sukharev até valores de frações de rota igual a 1, 1 para os grá-
ficos de ∆s referente à d64 (Figura 4.15(c)) e d128 (Figura 4.15(b)). Após esse valor
a RRT*-Sukharev apresenta maior taxa de sucesso para planejar rotas de menor
comprimento.

Com base nos gráficos da Figura 4.16, nota-se que os algoritmos RRT*-Vértices e
RRT*-Híbrido apresentam 100% de sucesso em planejar rotas durante todo o tempo
de planejamento considerado. Entretanto, o algoritmo RRT*-Híbrido apresenta uma
taxa de sucesso levemente menor nos valores iniciais de tempo de planejamento. O
algoritmo RRT* apresenta melhor desempenho do que o algoritmo RRT*-Sukharev,
já que a linha de seu gráfico se apresenta sempre acima em todos os valores de ∆s
considerados.
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Na Figura 4.17 estão ilustrados os gráficos apresentando as taxas de sucesso por
fração de rota de cada quantidade de célula adotada em RRT*-Sukharev por am-
biente de navegação. Observa-se que o gráfico relativo a grade com 1024 células
encontra-se acima dos demais em três ambientes de navegação: com 50 obstáculos
(Figura 4.17(a)), com 100 obstáculos (Figura 4.17(b)) e com passagem estreita (Fi-
gura 4.17(e)). No ambiente de navegação com obstáculos em zigue-zague (Figura
4.17(c)), o RRT*-Sukharev com 128 células apresentou o melhor desempenho e no
ambiente de navegação em espiral (Figura 4.17(d)), todos os tamanhos de grade
obtiveram desempenho equivalente.
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Considerando o conjunto de testes computacionais desta seção, podemos inferir as
seguintes conclusões:

a) O uso de vértices convexos no RRT* é superior no planejamento de rota
em relação a grade de Sukharev e o RRT* com amostragem exclusivamente
uniforme;

b) Dependendo do número de células, a grade de Sukharev nem sempre ga-
rante melhor convergência para a rota ótima no algoritmo RRT*;

c) Quando há melhoria no desempenho com o uso da grade de Sukharev, essa
melhoria não é tão significativa;

d) A distribuição dos obstáculos e o seu formato influencia diretamente no
desempenho dos algoritmos, e um determinado valor de ∆s (para uma dada
quantidade de células) utilizado em um ambiente de navegação não garante
bom desempenho em outro. Esses fatores também alteram a eficiência da
grade de Sukharev em melhorar o desempenho de planejamento do RRT*;

e) O RRT*-Vértices aparentemente não necessita de calibração de ∆q para
obter uma melhor performance pois a mesma é constante nos diferentes
tamanhos de seu valor, sendo então um algoritmo mais robusto do que os
demais com um desempenho computacional muito superior.

4.4 RRT* com processo de amostragem híbrido baseado em Grades de
Sukharev e Vértices Convexos: Algoritmo RRT*-SV

Nesta seção é introduzido o algoritmo proposto nesta tese denominado RRT*-
Sukharev Vértices (RRT*-SV). Esse algoritmo encontra-se publicado em Véras et al.
(2019a). O algoritmo RRT*-SV utiliza a grade de Sukharev e os vértices convexos
das envoltórias de segurança do ambiente de navegação para acelerar o planejamento
de uma rota ótima em ambientes de navegação com obstáculos estáticos. O algo-
ritmo RRT*-SV é a versão consolidada do algoritmo RRT*-Híbrido abordado nos
experimentos da Seção 4.3, onde um processo de otimização de rota é adicionado
para acelerar a redução do comprimento da rota. O processo de otimização de rota é
o mesmo utilizado pelo algoritmo RRT*-Smart e encontra-se descrito na Seção A.1.
Um fluxograma do comportamento geral do algoritmo RRT*-SV está ilustrado na
Figura 4.18.
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Figura 4.18 - Fluxograma do comportamento geral do algoritmo RRT*-SV.

Fonte: Véras et al. (2019a).
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Os principais procedimentos do Algoritmo RRT*-SV, apresentado no Algoritmo 8,
são descritos a seguir.

a) VÉRTICES_CONVEXOS: obtém todos os vértices convexos do ambi-
ente de navegação e os armazena em Qvértices;

b) AMOSTRAGEM_VÉRTICES: retorna o vértice convexo que gera
uma aresta livre de colisão com qpróximo (Algoritmo 7);

c) VÉRTICE_PRÓXIMO: procura o vértice convexo mais próximo de
qpróximo;

d) DESABILITA_VÉRTICE: desabilita para seleção emQvértices o vértice
selecionado como qnovo, o que não o permite mais ser conectado a nenhum
outro nó;

e) AMOSTRAGEM_SUKHAREV: gera uma nova amostra do ambiente
de navegação usando a Grade de Sukharev (Algoritmo 5);

f) PASSO_SUKHAREV: retorna o valor da menor distância entre os cen-
troides das células da grade de Sukharev para a geração de qnovo_temp;

g) CENTROIDE_SUKHAREV: retorna o centroide da célula que con-
tém qnovo_temp, caso forme uma aresta livre de colisão com o mesmo.

No processo de amostragem do Algoritmo 8 (RRT*-SV), três tentativas estão pre-
vistas para a coleta de uma nova amostra a ser inserida na árvore. Na primeira,
tenta-se gerar qnovo a partir dos vértices convexos das envoltórias de segurança dos
obstáculos do ambiente de navegação (linha 16). Se isto não for possível, uma nova
tentativa é realizada com os centroides da grade de Sukharev (linha 20). Este ce-
nário encontra-se ilustrado na Figura 4.19. Finalmente, se não for possível gerar
um novo nó para a árvore após as duas tentativas anteriores, uma amostra aleatória
com distribuição uniforme é gerada, como no algoritmo padrão RRT (linha 22). Este
cenário encontra-se ilustrado na Figura 4.20. Se após três tentativas um novo nó não
for encontrado, um novo qaleatório é coletado do ambiente de navegação e uma nova
iteração é executada.

Mais detalhes sobre o uso de cada uma das estratégias propostas no algoritmo RRT*-
SV são fornecidos nas subseções a seguir. As melhorias esperadas pelo uso de cada
uma no processo de amostragem também são apresentadas.
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Algorithm 8 Algoritmo RRT*-SV
1: procedure RRT*-SV(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n, k)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: S ← GRADE_SUKHAREV (k)
5: i← 0
6: s← 0
7: comprimentoantigo ←∞
8: ∆s← PASSO_SUKHAREV (S)
9: Qvértices ← V ÉRTICES_CONV EXOS(Qobstáculos)
10: while (i ≤ n) do
11: i← i+ 1
12: por_vertice← 0
13: qnovo ← {}
14: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Q)
15: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
16: qnovo ← AMOSTRAGEM_V ÉRTICES(qpróximo, Qvértices)
17: if qnovo 6= {} then
18: por_vertice← 1
19: if qnovo = {} then
20: qnovo ← AMOSTRAGEM_SUKHAREV (qpróximo, S,∆s)
21: if qnovo = {} then
22: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
23: if qpróximoqnovo não intercepta Qobstáculos then
24: RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
25: if por_vertice = 1 ou d(qnovo, qdestino) ≤ ld then
26: if (qnovoqdestino não intercepta Qobstáculos) then
27: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
28: rota_encontrada← verdade

29: if rota_encontrada then
30: comprimentonovo ←OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA(qinício, qdestino)
31: if comprimentonovo < comprimentoantigo then
32: R← ROTA(qinício, qdestino)
33: comprimentoantigo ← comprimentonovo

34: rota_encontrada← false
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Figura 4.19 - Etapas do processo de amostragem baseada na grade de Sukharev executadas
quando não há nenhum vértice convexo disponível para adição à árvore.

(a) (b)

(c) (d)

a) qaleatório é gerado aleatoriamente a cada iteração; b) o nó qpróximo de G mais próximo
de qaleatório é selecionado; c) um nó temporário qnovo_temp é gerado a uma distância ∆s
de qpróximo; ao centroide da célula contendo qnovotemp é adicionado como novo nó qnovo da
árvore, se o segmento (qpróximoqnovo) é livre de colisão. Os pontos na cor preta são vértice
convexos. Os quadrados na cor marrom são centroides gerados pela grade de Sukharev.

Fonte: Véras et al. (2019a).
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Figura 4.20 - Etapas do processo de amostragem baseada em amostragem uniforme exe-
cutadas quando não há nenhum centroide da grade de Sukharev e nenhum
vértice convexo para adição à árvore.

(a) (b)

(c)

a) Em cenários onde os centroides da grade de Sukharev e os vértices convexos não estão
disponíveis para estender a árvore, a amostragem uniforme do algoritmo RRT padrão
é executada no RRT*-SV. b) Similar ao que ocorre no RRT padrão, inicialmente uma
amostra qaleatório é gerado e então uma nova amostra qnovo é gerada dada a distância ∆q
do seu nó mais próximo na árvore qpróximo. c) Se o segmento qpróximoqnovo for livre de
colisão, então qnovo é adicionado à árvore.

Fonte: Véras et al. (2019a).
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4.4.1 Detecção de colisão no algoritmo RRT*-SV

Certas situações de colisão em abordagens tradicionais de planejamento de rota são
desconsideradas pelo algoritmo RRT*-SV. Essa estratégia é necessária para que seja
possível planejar rotas que coincidam com os limites que definem uma envoltória
de segurança de um obstáculo, o que significa que o comprimento da rota será
minimizado.

No algoritmo RRT*-SV, uma aresta formada por vértices convexos sequenciais da
mesma envoltória de segurança de um obstáculo coincide espacialmente com uma de
suas bordas. Normalmente, essa situação seria considerada uma situação de colisão,
porém o RRT*-SV a interpreta como sendo livre de colisão. No entanto, quando
dois vértices convexos da envoltória de segurança não são sequenciais, a aresta por
esses dois vértices pode atravessar/interceptar a própria envoltória de segurança do
obstáculo ou outra envoltória do ambiente de navegação, e possivelmente também
o próprio obstáculo a partir do qual uma envoltória foi gerada. Esta situação é
interpretada como uma colisão. Assim, de forma concisa, duas situações geralmente
interpretadas como sendo colisão em métodos de planejamento de rota não são
pelo RRT*-SV: quando um dos vértices convexos da envoltória de segurança de
um obstáculo coincide espacialmente com um dos vértices nós da árvore; e quando
uma das bordas da envoltória de segurança formada por dois vértices consecutivos
coincidem espacialmente com uma aresta da árvore. A estrutura e as relações entre
o ambiente de navegação, o teste de colisão e as estratégias de amostragem no
algoritmo RRT*-SV estão definidos no diagrama de bloco, ilustrado na Figura 4.21.
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Figura 4.21 - Diagrama de bloco da estrutura de planejamento de rota utilizada pelo al-
goritmo RRT*-SV.

Fonte: Véras et al. (2019a).

4.4.2 Análise assintótica da complexidade de tempo do algoritmo RRT*-
SV

O cálculo dessa complexidade foi baseado nas propriedades do domínio assintótico
descritas em Ziviani (2004). A complexidade do tempo computacional do algoritmo
RRT*-SV baseia-se na complexidade da linha 9 e na complexidade do laço da linha
10 do Algoritmo 8, pois a geração da grade de Sukharev, realizada pela opera-
ção GRADE_SUKHAREV na linha 4, é O(1), pois o que é realmente gerado
é o valor de ∆s da grade. Usando os tamanhos do eixo do ambiente de navega-
ção, as células da grade de Sukharev podem ser calculadas diretamente através
da sua quantidade de células. A complexidade da linha 9 é O(nt), onde nt é o
número total de vértices considerando todas as envoltórias de segurança do ambi-
ente de navegação. No pior dos casos, a complexidade do laço da linha 10 corres-
ponde à multiplicação de n (número total de nós da árvore) pela soma da complexi-
dade de tempo das operações NÓ_PRÓXIMO, AMOSTRAGEM_V ÉRTICES,
RRT_ESTRELA_ESTENDE e OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA. Os outros com-
ponentes do laço têm complexidade O(1). O primeiro processo com tempo computa-
cional significativo dentro deste laço é a busca pelo nó mais próximo de qaleatório (Li-
nha 15 do Algoritmo 8). Pode ser encontrado em ordem logarítmica (ARYA; MOUNT,
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2000), mas neste trabalho foi utilizada a estratégia de força bruta para a busca do
nó mais próximo (RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT, BIT*, RRT*-SV). Portanto,
esse processo é O(n).

A complexidade de tempo de AMOSTRAGEM_V ÉRTICES (Linha 16 do Al-
goritmo 8) é igual à soma da complexidade de V ÉRTICE_PRÓXIMO com
a complexidade do teste de colisão. Como nv é a quantidade de vértices con-
vexos em Qvértices, o procedimento V ÉRTICE_PRÓXIMO toma O(log nv) em
média e O(nv) no pior caso utilizando uma estrutura k-d-tree. O procedimento
DESABILITA_V ÉRTICE não remove o vértice de Qvértices, mas altera as suas
coordenadas para valores fora do intervalo que definem o ambiente de navega-
ção, então é O(1), evitando o custo de removê-lo da árvore k-d-tree. Portanto,
AMOSTRAGEM_V ÉRTICES custaria O(nv) + Ocolisão em cada iteração do al-
goritmo RRT*-SV.

O procedimento RRT_ESTRELA_ESTENDE (Linha 24 do Algoritmo 8) é ba-
seado na estimativa da vizinhança de qnovo. A quantidade de vizinhos de qnovo é
uma parte da quantidade de nós na árvore. Assim, a complexidade de tempo de
RRT_ESTRELA_ESTENDE é O(nOcolisão), no pior caso.

O procedimento OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA (Linha 30 do Algoritmo 8) consiste
em simplificar uma rota composta por uma porção dos nós da árvore do algoritmo
RRT, assim como no algoritmo RRT*-Smart, descrito na Seção A.1. Então, a com-
plexidade de tempo de OTIMIZAÇÂO_DE_ROTA pode ser calculada para ser
igual a O(nOcolisão).

Finalmente, a complexidade de tempo total do algoritmo RRT*-SV é O(O(nt) +
n (O(n) + (O(nv) + Ocolisão) + O(nOcolisão) + O(nOcolisão))) = O(O(nt) +
n (O(nOcolisão)+O(nv)+Ocolisão)) = O(max(O(nt), n (max(O(nOcolisão), O(nv))))),
no pior caso.

Em comparação com os algoritmos RRT* e RRT*-Smart que possuem complexi-
dade computacional igual a O(n2) (KARAMAN; FRAZZOLI, 2010; ISLAM et al., 2012)
(originalmente O(n logn) devido ao uso de algoritmo otimizado de busca de nó mais
próximo), o algoritmo RRT*-SV pode demonstrar uma complexidade de tempo di-
ferente dependendo do valor de seu parâmetro adicional nv. Se O(nv) for menor que
O(n), o RRT*-SV deve mostrar um desempenho melhor que os demais algoritmos.
Caso contrário, RRT* e RRT*-Smart devem apresentar um desempenho melhor. Os
testes computacionais nas próximas seções mostram esse comportamento esperado
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do tempo de planejamento. Os trabalhos originais dos algoritmos Informed-RRT*
e BIT* em Gammell et al. (2014) e (GAMMELL et al., 2015), respectivamente, não
apresentam suas respectivas análises de complexidade de tempo. Entretanto, pelo
menos o algoritmo Informed-RRT*, possui estrutura similar ao algoritmo RRT*.
Dessa forma, parece razoável assumir que o mesmo apresenta complexidade pró-
xima de O(n logn), o que permite que a análise desenvolvida neste parágrafo possa
também ser aplicada a esse algoritmo. O algoritmo BIT* segue uma estrutura dife-
rente do RRT*, portanto não é apresentada nenhuma comparação do ponto de vista
de análise assintótica com o RRT*-SV.

4.5 Testes computacionais com o algoritmo RRT*-SV

Três conjuntos de experimentos foram realizados visando a comparação entre os
algoritmos RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT*, BIT* e RRT*-SV. Os algoritmos
RRT*-Smart, Informed-RRT* e BIT* encontram-se descritos no Anexo A. Os cinco
algoritmos foram aplicados a conjuntos de testes computacionais e comparados con-
siderando o tempo de planejamento e o comprimento das rotas planejadas. Cada
conjunto de teste computacional foi elaborado considerando ambientes de navega-
ção bidimensionais com obstáculos estáticos. Entretanto, os algoritmos podem ser
aplicados a ambientes de navegação em três dimensões com poucas adaptações ba-
seadas na altitude de navegação do VANT. Os principais parâmetros dos algoritmos
estão descritos na Subseção 4.5.1. Os três conjuntos de experimentos estão descritos
nas Subseções 4.5.2, 4.5.3 e 4.5.4. Em todas as ilustrações de experimentos, os polí-
gonos azuis representam as envoltórias de segurança dos obstáculos dos respectivos
ambientes de navegação.

4.5.1 Parâmetros dos algoritmos

Esta subseção descreve os valores dos parâmetros dos algoritmos usados em todos
os experimentos. O parâmetro ∆q foi definido como 3% do maior valor entre o
comprimento e a altura/largura do ambiente de navegação. A distância ld que define
a distância para a verificação de conexão de qnovo a qdestino foi definida como 50. O
valor seis foi definido para o parâmetro b que define a frequência de uso dos beacons
gerados pela amostragem inteligente do algoritmo RRT*-Smart. O raio rbeacon para
a geração de novos nós ao redor de um beacon é igual a 15. O parâmetro m que
define a quantidade de amostras do batch de amostragem no algoritmo BIT* é igual
a 100. Ainda no algoritmo BIT*, a sua operação PODA é executada toda vez que
uma nova rota com comprimento de diferença maior que 1% do que a anterior é
planejada, de acordo com os parâmetros utilizados no algoritmo em Gammell et al.
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(2015). O parâmetro k que define o número de células da grade de Sukharev usadas
pelo algoritmo RRT*-SV é igual a 100. Essa quantidade de células foi selecionada
por resultar em um valor de ∆s próximo do valor ∆q considerado nos testes. O valor
β, que é usado para calcular o raio de busca de vizinhança de qpróximo nos algoritmos
RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT* e RRT*-SV, foi definido como 650.

Os parâmetros foram definidos baseados em experimentações e nos valores utiliza-
dos nos trabalhos originais de cada algoritmo. O parâmetro β do algoritmo RRT*
(parâmetro o qual é utilizado por todos os algoritmos de planejamento abordados
nesta tese), foi definido de forma empírica. Diversos valores de β foram verificados
e aquele considerado não acelerar nem desacelerar demais o planejamento do RRT*
foi utilizado nos experimentos. No caso do algoritmo RRT*-SV, foram experimenta-
dos diversos valores de b para identificar aquele que mais acelera o planejamento do
algoritmo. Entretanto, o desempenho do algoritmo configurado com um dado valor
de b varia de acordo com o ambiente de navegação. Os valores indicados como ideais
em Islam et al. (2012) também foram utilizados como referência para a definição de
b. O Informed-RRT* não possui configurações adicionais em comparação ao RRT*.
Os valores dos parâmetros do BIT* foram obtidos de Gammell et al. (2015).

4.5.2 Primeiro conjunto de testes computacionais

Algumas considerações foram feitas no primeiro conjunto de testes computacionais.
Um ambiente de navegação de um único obstáculo é utilizado neste experimento,
como ilustrado na Figura 4.22. O ambiente de navegação foi representado em um
plano cartesiano bidimensional, onde: o comprimento do mesmo corresponde ao in-
tervalo [0, 0, 1000, 0] no eixo horizontal (eixo x); e a largura corresponde ao intervalo
[0, 0, 1000, 0] no eixo vertical (eixo y). Todas as rotas foram planejadas entre a posi-
ção inicial (500, 500) e a posição final (925, 925), que correspondem a qinício e qdestino
respectivamente. Nos três algoritmos, foi usada uma condição de parada de 30 000
iterações, e a mesma semente para gerar números pseudo-aleatórios foi usada na fun-
ção aleatória para gerar as amostras qaleatório em cada simulação. Um total de 100
simulações foram executadas para este experimento. O valor médio do comprimento
de rota planejada nas simulações por cada algoritmo foi comparado à rota de com-
primento ótimo do ambiente de navegação deste experimento, o qual corresponde ao
valor 1246. Esse valor foi obtido a partir de rota planejada pelo algoritmo Dijkstra
em uma estrutura de mapa de rotas (roadmap) construída pelo algoritmo de grafo
de visibilidade. Uma ilustração da rota ótima do ambiente de navegação considerado
neste primeiro conjunto de testes computacionais encontra-se no Apêndice A.

127



Figura 4.22 - Primeiro conjunto de testes computacionais: Primeira rota planejada pelos
algoritmos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Primeira rota planejada pelo a) RRT* na iteração 1371, b) RRT*-Smart na iteração 1371,
com versões otimizada (em vermelho) e não otimizada (em preto), c) Informed-RRT* na
iteração 1371, d) BIT* na iteração 646 e e) RRT*-SV na iteração 10, com versão otimizada
(em vermelho).

Fonte: Produção do Autor.
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Na Figura 4.22 encontram-se ilustradas as primeiras rotas planejadas por cada algo-
ritmo para uma das sementes utilizadas nas simulações. Observando a figura citada
e considerando essa única semente, é possível notar que a rota planejada pelo al-
goritmo RRT*-SV possui um comprimento menor do que as rotas planejadas pelos
outros algoritmos. Os algoritmos RRT*, RRT*-Smart e Informed-RRT* planejaram
a primeira rota apenas na iteração 1371. O comprimento da rota para o RRT* foi
1601, para o RRT*-Smart foi 1463 e para o Informed RRT* foi 1601.

Esses três algoritmos planejaram a primeira rota na mesma iteração porque usam
o mesmo mecanismo de amostragem até o encontro da primeira rota. No entanto,
após o planejamento da primeira rota, o algoritmo RRT*-Smart usa uma estratégia
diferente, baseada na otimização da rota com o uso de beacons, conforme descrito
no Anexo A.1. O algoritmo Informed-RRT* também utiliza outro processo de amos-
tragem após o planejamento da primeira rota, o qual é baseado em uma estratégia
de amostragem informada, onde novas amostras devem ser coletadas dentro de uma
região em formato de elipse definida pelo comprimento da rota corrente na simulação
(verificar Anexo A.2 para mais detalhes).

O algoritmo BIT*, que planejou uma rota em menos iterações do que os algoritmos
anteriores (a primeira rota foi encontrada na iteração 646 com comprimento igual
a 1471), utiliza também uma amostragem informada, como o algoritmo Informed-
RRT*. Porém, utiliza uma estrutura baseada na RGG (Random Geometrical Graph)
e uma heurística de busca de menor rota baseada na estimativa entre os pontos
dessa RGG, retardando a verificação de colisão apenas para as situações em que
se conhece as arestas mais promissoras em formar a rota de menor comprimento.
Para mais detalhes sobre o algoritmo BIT* o Anexo A.3 deve ser consultado. Já o
algoritmo RRT*-SV planejou uma rota com comprimento igual a 1246 na iteração
10. Essa rota corresponde à solução ótima, como definido no parágrafo anterior.

Na Figura 4.23 encontram-se ilustradas as rotas planejadas por cada algoritmo ao fi-
nal de 30 000 iterações para uma das sementes utilizadas nas simulações. Nota-se que
as rotas planejadas por cada algoritmo possuem formatos semelhantes, indicando
que todos os algoritmos de fato convergem para a rota de menor comprimento.
Entretanto, nota-se também que algumas rotas planejadas possuem uma quanti-
dade de nós muito maior do que as demais, como é o caso dos algoritmos RRT* e
Informed-RRT*. Nos algoritmos RRT*-Smart e RRT*-SV a quantidade de nós das
rotas planejadas é reduzida devido ao procedimento de otimização de rota utilizado
por ambos. A rota planejada pelo algoritmo BIT* é a que menos se aproxima da
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rota ótima, pois encontra-se demasiadamente afastada dos limites das envoltórias
de segurança. Entretanto, esse algoritmo foi o que executou as 30 000 iterações em
menor tempo de planejamento (o seu tempo de planejamento foi de 0, 221s enquanto
os dos demais foi em média 30s), e provavelmente se aproximaria rapidamente dela
caso uma maior quantidade de iterações estivesse disponível.
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Figura 4.23 - Primeiro conjunto de testes computacionais: Rotas planejadas após 30 000
iterações pelos algoritmos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Rotas planejadas após 30 000 iterações pelos algoritmos a) RRT*, b) RRT*-Smart, com
versões otimizada (em vermelho) e não otimizada (em preto), c) Informed-RRT*, d) BIT*
e e) RRT*-SV, com versão otimizada (em vermelho).

Fonte: Produção do Autor.
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A Tabela 4.1 apresenta os valores médios gerados por cada algoritmo para planejar
a primeira rota considerando 100 simulações com diferentes sementes. O tempo de
planejamento do RRT* é semelhante ao do RRT*-Smart. O primeiro precisou em
média de 1251 iterações e 0, 054s para planejar a primeira rota e o segundo também
planejou com uma média de 1251 iterações e 0, 059s. A pequena diferença entre esses
tempos de planejamento pode ser atribuída ao procedimento de otimização de rota
adicional no algoritmo RRT*-Smart. A média do comprimento das rotas planejadas
pelo RRT* foi 1384 e pelo RRT*-Smart foi menor com valor igual a 1320. Isso é
esperado, já que o RRT*-Smart reduz o tamanho da rota por meio do processo de
otimização de rota.

O algoritmo Informed-RRT* planejou suas primeiras rotas em média em 1251 ite-
rações e tempo de planejamento igual à 0, 037s. A média do comprimento das rotas
planejadas pelo Informed-RRT* é 1384, igual ao do RRT*. O algoritmo BIT* pla-
nejou uma primeira rota em médio em 658 iterações após 0, 007s, em média, com
comprimento médio igual a 1429. O comprimento médio das rotas planejadas pelo
BIT* é maior que os das rotas planejadas pelos algoritmos citados anteriormente,
porém, em média, elas foram planejadas em um tempo consideravelmente menor.

O algoritmo RRT*-SV planejou a primeira rota, em média, na iteração 14 com tempo
de planejamento igual a 0, 001s e com comprimento médio igual a 1254. Comparando
os tempos de planejamento e os comprimentos de rota obtidos com cada algoritmo,
o RRT*-SV foi mais rápido em 98% comparado ao RRT*, 99% ao RRT*-Smart,
97% ao Informed-RRT* e 87% ao BIT*, e ainda obteve uma rota 5% menor do
que o algoritmo que apresentou a menor média de comprimento na primeira rota
planejada, que foi o algoritmo RRT*-Smart. Nota-se então que, para este conjunto
de testes computacionais, o algoritmo RRT*-SV proporciona um desempenho muito
melhor para o planejamento de rota. Além disso, o algoritmo RRT*-SV é o único
algoritmo que mantém a média do comprimento das rotas planejadas próxima do
comprimento ótimo.

Na Figura 4.24 um gráfico do comprimento médio das rotas planejadas por cada
algoritmo ao longo de 30 000 iterações está ilustrado. Pode-se observar que, na média,
o RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT* e BIT* não puderam planejar a rota de
menor comprimento, isto é, a solução ótima (linha da grade horizontal na posição
1246 no eixo Y), em 30 000 iterações. Por outro lado, o algoritmo RRT*-SV planejou
uma rota com comprimento próximo do comprimento ótimo por volta da iteração
2000, na média.
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Tabela 4.1 - Primeiro conjunto de testes computacionais: valores médios para 100 simula-
ções para cada algoritmo planejar a primeira rota.

Algoritmo #Iterações Comprimento Tempo de planejamento (s)

RRT* 1251 1384 0, 054
RRT*-Smart 1251 1320 0, 059

Informed-RRT* 1251 1384 0, 037
BIT* 658 1429 0, 007

RRT*-SV 14 1254 0, 001

Fonte: Produção do Autor.

Figura 4.24 - Primeiro conjunto de experimentos: Comprimento médio de rotas planejadas
em 100 simulações por iteração.
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Na Figura 4.25 está ilustrado o gráfico que representa as iterações necessárias, em
média, para cada algoritmo planejar rotas com comprimentos específicos. Há uma
grande diferença no número de iterações necessárias para cada algoritmo atingir
diferentes valores de comprimento de rota. Enquanto os algoritmos comparados pre-
cisam ser executados com valores acima de 2000 iterações para produzir uma rota
de comprimento igual a 1335, o RRT*-SV obteve rotas com esse comprimento em 42
iterações, em média. No entanto, também é necessário verificar o tempo computaci-
onal que cada algoritmo precisa para atingir cada valor específico de comprimento
de rota, uma vez que esses algoritmos diferem significativamente na geração de uma
nova amostra do ambiente de navegação. Isso pode levar a tempos de execução
significativamente diferentes entre as iterações desses algoritmos.
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Para evidenciar essa relação, é então ilustrado na Figura 4.26 o gráfico com tempos
computacionais necessários para cada algoritmo para produzir rotas que alcancem
ou excedam certos valores de comprimento específicos. Para comparação, considera-
se o comprimento específico igual à 1248. O tempo de planejamento que o algoritmo
RRT*-Smart leva para produzir uma rota de comprimento igual a 1248 foi de 26, 387s
contra 0, 021s do RRT*-SV. Isto representa uma diferença de 99, 9% entre os tempos
de planejamento. Os algoritmos Informed-RRT* e BIT* não planejaram rotas para
o comprimento igual a 1248. Como também pode ser observado na Figura 4.24,
nesses casos, o tempo de planejamento é definido como infinito. Pode-se concluir
que o algoritmo RRT*-SV demonstra notória superioridade em relação ao algoritmo
RRT*-Smart e aos algoritmos RRT*, Informed-RRT* e BIT*, que não foram capa-
zes de planejar rotas com menores comprimentos considerados. Dessa forma, esta
seção demonstra evidências da melhor convergência do planejamento pelo algoritmo
RRT*-SV para uma rota de menor comprimento em menor tempo de planejamento
comparado aos algoritmos considerados neste primeiro conjunto de experimentos.
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4.5.3 Segundo conjunto de testes computacionais

O desempenho do algoritmo RRT*-SV depende da quantidade de vértices conve-
xos contidos no ambiente de navegação, como demonstrado na Seção 4.4.2. Quanto
maior a quantidade de vértices convexos, maior será o tempo de planejamento do
RRT*-SV. Para verificar a influência do número de vértices convexos no desempe-
nho no RRT*-SV comparado aos algoritmos RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT* e
BIT*, foram realizadas simulações utilizando ambientes de navegação com cinco, 50,
2500 e 10 000 obstáculos. Cada obstáculo (e também sua envoltória de segurança)
possui formato retangular, resultando em quatro vértices convexos por obstáculo.
Os ambientes de navegação com obstáculos de cinco, 50, 2500 e 10 000 possuem, res-
pectivamente, uma quantidade de vértices convexos iguais a 20, 200, 10 000 e 40 000.
Para cada um deles, cinco sementes diferentes foram usadas para gerar os resulta-
dos no planejamento de simulações para 15 000, 40 000, 60 000 e 100 000 iterações,
respectivamente a cada quantidade de obstáculos. O valor médio do comprimento
da rota planejada e o tempo de planejamento das simulações foram utilizados para
a análise do desempenho dos algoritmos. Rota planejadas por cada um dos algo-
ritmos encontram-se ilustradas na Figura 4.27 para o ambiente de navegação com
cinco obstáculos, na Figura 4.28 para o ambiente de navegação com 50 obstáculos,
na Figura 4.29 para o ambiente de navegação com 2500 obstáculos e na Figura 4.30
para o ambiente de navegação com 10 000 obstáculos.

Conforme descrito na Tabela 4.2, o RRT*-SV foi capaz de planejar a primeira rota
mais rápido do que os demais algoritmos em dois ambientes de navegação: com cinco
obstáculos e 50 obstáculos. Nos demais ambientes, o RRT*-SV planejou a primeira
rota com tempo de planejamento maior do que os demais. Quanto maior o número
de vértices convexos, maior a diferença entre o algoritmo RRT*-SV e os outros
algoritmos para planejar a primeira rota.
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Figura 4.27 - Segundo conjunto de testes computacionais: Rotas planejadas para o ambi-
ente de navegação com cinco obstáculos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Rotas planejadas após dois segundos de execução dos algoritmos a) RRT*, b) RRT*-Smart,
c) Informed-RRT*, d) BIT* e e) RRT*-SV.

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 4.28 - Segundo conjunto de testes computacionais: Rotas planejadas para o ambi-
ente de navegação com 50 obstáculos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Rotas planejadas após dois segundos de execução dos algoritmos a) RRT*, b) RRT*-Smart,
c) Informed-RRT*, d) BIT* e e) RRT*-SV.

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 4.29 - Segundo conjunto de testes computacionais: Rotas planejadas para o ambi-
ente de navegação com 2500 obstáculos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Rotas planejadas após 30 segundos de execução dos algoritmos a) RRT*, b) RRT*-Smart,
c) Informed-RRT*, d) BIT* e e) RRT*-SV.

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 4.30 - Segundo conjunto de testes computacionais: Rotas planejadas para o ambi-
ente de navegação com 10 000 obstáculos.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Rotas planejadas após 400 segundos de execução dos algoritmos a) RRT*, b) RRT*-Smart,
c) Informed-RRT*, d) BIT* e e) RRT*-SV.

Fonte: Produção do Autor.
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No ambiente de navegação com cinco obstáculos, o algoritmo RRT*-SV planejou
uma primeira rota, em média, a 0, 001s. O algoritmo RRT*-Smart planejou com
média de 0, 018s (diferença de 94% para o tempo do RRT*-SV), o Informed-RRT*
com média de 0, 050s (diferença de 98% para o tempo do RRT*-SV), e o algoritmo
BIT* com 0, 002s (diferença de 50% para o tempo do RRT*-SV).

No ambiente de navegação com 50 obstáculos, o RRT*-SV planeja a primeira rota a
0, 014s. O algoritmo RRT*-Smart planejou com média de 0, 275s (diferença de 95%
para o tempo do RRT*-SV), o Informed-RRT* com média de 0, 272s (diferença de
95% para o tempo do RRT*-SV), e o algoritmo BIT* com 0, 048s (diferença de 70%
para o tempo do RRT*-SV).

No ambiente de navegação com 2500 obstáculos, o RRT*-SV planejou a primeira
rota em 19, 947s. O algoritmo RRT*-Smart planejou com média de 8, 072s (diferença
de −60% para o tempo do RRT*-SV), o Informed-RRT* com média de 7, 808s (di-
ferença de −61% para o tempo do RRT*-SV), e o algoritmo BIT* com 11, 745s
(diferença de −41% para o tempo do RRT*-SV). Então, desta vez os demais al-
goritmos obtiveram vantagem de tempo de planejamento sobre o RRT*-SV para
encontrar a primeira rota.

A desvantagem de tempo do RRT*-SV continua ainda no ambiente de navegação
com 10 000 obstáculos. O mesmo planejou a primeira rota, em média, em 267, 007s.
O algoritmo RRT*-Smart planejou com média de 111, 837s (diferença de −58%
para o tempo do RRT*-SV), o Informed-RRT* com média de 112, 525s (diferença
de −58% para o tempo do RRT*-SV), e o algoritmo BIT* com 172, 765s (diferença
de −35% com base no tempo do RRT*-SV).

Nota-se também que o algoritmo BIT* que, de acordo com Gammell et al. (2015),
foi desenvolvido para apresentar melhor desempenho do que o algoritmo Informed-
RRT*, apresenta maior tempo de planejamento nos ambientes de navegação com
2500 e 10 000 obstáculos. No entanto, apesar do pior desempenho de tempo de
planejamento apresentado pelo RRT*-SV em ambientes de navegação com maior
quantidade de obstáculos, é importante verificar a média do comprimento da rota
planejada por cada algoritmo.

Nas Figuras 4.31, 4.32, 4.33 e 4.34, encontram-se ilustrados gráficos dos tempos
de planejamento necessários para cada algoritmo produzir rotas que alcancem ou
excedam valores de comprimento específicos para cada ambiente de navegação no
segundo conjunto de testes computacionais. Caso algum algoritmo não consiga pla-
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nejar rotas com algum dos comprimentos especificados, o tempo de planejamento
é definido como infinito (∞). Na Figura 4.31 o RRT*-SV apresenta menor tempo
de planejamento que os demais algoritmos para atingir rotas com comprimentos
específicos. O mesmo ocorre na Figura 4.32, onde RRT*-SV também demonstra me-
lhor desempenho no tempo de planejamento. Na Figura 4.33 e Figura 4.34, pode
ser verificado que o RRT*-SV só demonstra vantagem sobre alguns dos outros al-
goritmos considerando os penúltimos valores de comprimentos de rota especificados
(1458 para o ambiente de 2500 obstáculos e 1400 para o ambiente de 10000 obs-
táculos). Já para o último comprimento de rota especificado, que é igual à 1360
para o ambiente de 2500 obstáculos e igual à 1375 para o ambiente de 10000 obs-
táculos, os algoritmos com melhor tempo de planejamento foram o Informed-RRT*
e o RRT*-Smart, respectivamente. Isso mostra que, para ambientes de navegação
com grandes quantidades de obstáculos, o RRT*-SV não consegue convergir para
as rotas com comprimentos mais reduzidos tão quanto as estratégias informadas
desses algoritmos. Porém, para o ambiente com 2500 obstáculos, as rotas planejadas
pelo Informed-RRT* convergiram para um menor comprimento mais rápido do que
as rotas planejadas pelo algoritmo RRT*-Smart. O mesmo não ocorre para ambi-
ente com 10000 obstáculos, onde o algoritmo RRT*-Smart planeja rotas de menor
comprimento mais rápido do que o algoritmo Informed-RRT*.
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Portanto, para este segundo conjunto de experimentos, conclui-se que o algoritmo
RRT*-SV tende a convergir mais rapidamente para uma rota de comprimento menor
do que os algoritmos RRT*-Smart, Informed- RRT* e BIT*, apenas em ambientes
de navegação com baixa quantidade de obstáculos. Em ambientes de navegação com
muitos obstáculos (2500 e 10 000 obstáculos), o algoritmo RRT*-SV tende a apre-
sentar tempo de execução maior para planejar uma primeira rota. É então sugerido
usar cada método dependendo da aplicação. Em ambientes de navegação com baixa
quantidade de obstáculos, se uma rota tiver que ser planejada no menor tempo pos-
sível e com menor comprimento, o RRT*-SV pode ser o mais adequado. Entretanto,
se a necessidade é obter uma rota com comprimento minimizado em ambientes de
navegação com número elevado de obstáculos, o algoritmo Informed-RRT* oferece
vantagem sobre os demais algoritmos analisados neste conjunto de testes computaci-
onais (no geral, pois no ambiente com 10 000 obstáculos o RRT*-Smart apresenta a
maior vantagem), pois rotas de menor comprimento podem ser planejadas em menor
tempo de planejamento utilizando o mesmo.

4.5.4 Terceiro conjunto de testes computacionais

Nesta seção, serão apresentados resultados de comparações estatísticas entre os al-
goritmos RRT*-Smart, Informed-RRT*, BIT* e RRT*-SV por meio do método esta-
tístico t-Student (STUDENT, 1908). Foram executadas 100 simulações em ambientes
de navegação com diferentes distribuições espaciais e formatos de obstáculos. Os am-
bientes de navegação usados, as coordenadas de qinício e qdestino adotadas e o tempo
de planejamento utilizado em cada um são

a) com cinco obstáculos: qinício = (25, 25), qdestino = (975, 975) - três se-
gundos;

b) com 50 obstáculos: qinício = (25, 25), qdestino = (975, 975) - três segundos;

c) com 100 obstáculos: qinício = (25, 25), qdestino = (975, 975) - três segun-
dos;

d) com 200 obstáculos: qinício = (25, 25), qdestino = (975, 975) - seis segun-
dos;

e) obstáculos posicionados em zigue-zague: qinício = (500, 50), qdestino =
(500, 950) - três segundos;

f) obstáculo com formato em U: qinício = (500, 500), qdestino = (500, 100)
- três segundos;
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g) labirinto: qinício = (25, 25), qdestino = (940, 940) - cinco segundos;

h) um labirinto com obstáculo com formato em espiral: qinício =
(500, 500), qdestino = (925, 925) - cinco segundos;

i) obstáculos formando passagem estreita: qinício = (25, 25), qdestino =
(925, 925) - dez segundos.

Para definir a quantidade de simulações, o intervalo de confiança (I.C.) para cada
um dos testes computacionais com os ambientes de navegação foi calculado. O I.C.
estima um intervalo contendo a média populacional hipotética com determinado
nível de confiança a partir das amostras experimentais, assumindo que o processo de
geração dessas amostras segue distribuição normal. A estimativa de I.C. foi calculado
com nível de confiança igual a 95%, que na distribuição normal corresponde a z =
1, 96. Quanto menor a amplitude do intervalo, maiores as chances da média real estar
contida nesse intervalo para o nível de confiança especificado. O intervalo é afetado
pela quantidade de amostras coletadas. Considerou-se que os intervalos calculados
permitem inferir que o número de simulações realizadas pelo ambiente de navegação
é adequado para a análise estatística. As variáveis estatísticas consideradas nesta
análise são o comprimento das rotas planejadas e o tempo de planejamento das
mesmas. Os valores de I.C. para cada ambiente de navegação estão descritos na
Tabela 4.3 e na Tabela 4.4.
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Neste terceiro conjunto de testes computacionais, as variáveis estatísticas foram
modeladas como amostras aleatórias, sem autocorrelação entre os resultados de cada
simulação para cada método e sem dependência entre os resultados dos algoritmos
RRT*-Smart, Informed-RRT*, BIT* e RRT*-SV. A comparação foi realizada com
pares de conjuntos de amostras, onde um dos conjuntos do par sempre é relativo
ao algoritmo RRT*-SV e o outro representa resultados de simulações de um dos
algoritmos RRT*-Smart, Informed-RRT* ou BIT*. Para compará-los, aplicou-se o
teste t de Student para verificar a hipótese nula, ou seja, para verificar se não
há diferença entre os dois conjuntos de amostras (resultados das simulações). Se a
hipótese nula for considerada verdadeira, não haverá diferença significativa entre as
médias amostrais. Caso contrário, o teste identifica a diferença e mostra o quanto os
dois diferem significativamente. O teste é adequado quando as médias e variâncias
populacionais relacionadas aos conjuntos amostrais não são conhecidas (BOX et al.,
1978). A versão do método de t-Student utilizada foi o teste t de variâncias desiguais
de Welch (1947), aplicado quando as variâncias de dois conjuntos de amostras são
diferentes. O valor de α, que define o nível de significância do teste, foi definido igual
a 0, 05.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.3 para as estatísticas sobre o
comprimento das rotas planejadas no final de cada simulação, nos experimentos
com o RRT*-SV o comprimento médio das rotas foi menor para todos os ambientes
de navegação considerados. Além disso, os desvios padrão das médias dos resultados
do RRT*-SV são menores quando comparados aos desvios padrão obtidos pelos de-
mais algoritmos, ou seja, o valor do comprimento das rotas é menor e varia menos
quando planejadas pelo algoritmo RRT*-SV considerando o tempo de planejamento
aplicado em cada ambiente de navegação. Os valores do teste t-Student foram mai-
ores que os valores de z relativos ao teste (última coluna da Tabela 4.3), que pelos
critérios do teste indicam que a hipótese nula é falsa, e que os métodos apresentam
diferença estatística entre seus resultados. Exemplo de rotas planejadas em cada um
dos ambientes de navegação considerados encontram-se ilustrados nas Figuras 4.35,
4.36 e 4.37.
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A ideia de usar os vértices convexos no processo de amostragem da RRT* é acelerar
a convergência do algoritmo para uma solução. Para auxiliar na hipótese de que
isso ocorrerá, o teste t de Student também foi aplicado aos dados de simulação
relacionados a primeira rota planejada por cada algoritmo.

As estatísticas relacionadas às primeiras rotas planejadas nas simulações estão des-
critas na Tabela 4.4. No ambiente de navegação com cinco obstáculos, os algoritmos
RRT*-Smart, Informed-RRT* e BIT* apresentam um desempenho melhor do que
o RRT*-SV em planejar primeiras rotas mais curtas. Entretanto, isso ocorre devido
a disposição dos vértices convexos e o comportamento do RRT*-SV ao expandir
a árvore pelos mesmos. Como o RRT*-SV sempre seleciona o vértice convexo não
conectado mais próximo, a disposição desses vértices neste ambiente de navegação
direciona a expansão da árvore para a obtenção de rotas de maior comprimento. Por
outro lado, o tempo de planejamento da primeira rota pelo RRT*-SV é menor que
os dos demais algoritmos.

Ainda considerando os dados descritos na Tabela 4.4, em dois ambientes de nave-
gação (com 50 obstáculos e 100 obstáculos), os algoritmos RRT*-Smart e Informed-
RRT* planejaram rotas de comprimentos estatisticamente iguais com o RRT*-SV.
Nos demais ambientes de navegação, o RRT*-SV demonstra melhor desempenho em
planejar primeiras rotas mais curtas do que os demais algoritmos. Considerando o
tempo de planejamento dessas primeiras rotas, o RRT*-SV possui melhor desem-
penho do que todos os outros algoritmos em todos os ambientes de navegação (os
valores t do teste de t de Student são positivos e possuem módulos maiores do que
z). Há exceções, como no caso do algoritmo BIT*, que nos ambientes de navegação
com 100 obstáculos, 200 obstáculos e labirinto em espiral não apresenta diferença
estatística de tempo de planejamento do algoritmo RRT*-SV. Porém, como o com-
primento da primeira rota planejada é menor para o RRT*-SV nesses ambientes de
navegação, esse apresenta mais vantagens do que o algoritmo BIT*.

Também são apresentados gráficos com a taxa de sucesso de cada algoritmo em
planejar rotas com frações da rota ótima (de menor comprimento). Os gráficos foram
gerados utilizando a mesma estratégia apresentada na Seção 4.3. Os gráficos estão
ilustrados na Figura 4.38. Nestes gráficos, quanto mais uma linha se manter acima
das outras, melhor o seu desempenho. Isso é o que ocorre com a linha do gráfico que
representa o algoritmo RRT*-SV (linha na cor verde). Ela sempre se mantém acima
do gráfico dos demais algoritmos. Todos os gráficos decaem a medida que o valor da
fração se aproxima de 1. Nota-se que o RRT*-SV planeja rotas com o comprimento
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ótimo com taxa de sucesso igual a 100% em três ambientes de navegação: labirinto
com formato em espiral (Figura 4.38(f)); labirinto (Figura 4.38(h)); e passagem
estreita (Figura 4.38(i)).
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Outros gráficos apresentados representam a taxa de sucesso de cada algoritmo em
planejar rotas por tempo de planejamento. Esses gráficos estão ilustrados na Figura
4.39. Nestes gráficos, quanto mais acima estiver uma linha sobre a outra, melhor o
desempenho do algoritmo que a mesma representa. A linha referente ao algoritmo
RRT*-SV (novamente representado pela cor verde), mantém-se acima das demais
em todos os gráficos, com exceção de três deles, referentes aos seguintes ambien-
tes de navegação: com 100 obstáculos (Figura 4.39(c)); com 200 obstáculos (Figura
4.39(d)); e labirinto com formato em espiral (Figura 4.39(f)). Esses resultados de-
monstram a dependência do RRT*-SV da quantidade de vértices convexos no am-
biente de navegação pois, naqueles com maior quantidade de obstáculos, é onde o
algoritmo RRT*-SV apresenta tempo de planejamento similar ou inferior comparado
aos demais algoritmos.
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Considerando todos os resultados apresentados neste terceiro conjunto de testes
computacionais, conclui-se que, em geral, o uso do algoritmo RRT*-SV para resol-
ver o problema de planejamento de rota para os ambientes de navegação conside-
rados fornece mais vantagens em relação aos algoritmos comparados RRT*-Smart,
Informed-RRT* e BIT*.

4.5.5 Aspectos técnicos dos experimentos

Os algoritmos RRT*, RRT*-Smart, Informed-RRT*, BIT* e RRT*-SV foram imple-
mentados na linguagem de programação C++ e compilados com o Microsoft Visual
Studio Compiler versão 14. O processo de amostragem baseado em região elipsoidal
dos algoritmos Informed-RRT* e BIT* foi desenvolvido com base no código dispo-
nível da biblioteca Open Motion Planning Library (OMPL) (SUCAN et al., 2012).
Como nessa biblioteca, as operações de álgebra linear são solucionadas por funcio-
nalidades da biblioteca Eigen (GUENNEBAUD et al., 2014). A biblioteca de geometria
computacional CGAL (BRÖNNIMANN et al., 2009) foi utilizada para auxiliar na re-
presentação geométrica dos ambientes de navegação e na verificação de colisão com
os obstáculos. A implementação do algoritmo k-d-tree da biblioteca ANN (MOUNT,
2010) foi usada na busca de um vértice convexo mais próximo. Para a representação
gráfica dos experimentos, foi utilizada a biblioteca OpenGL. Os experimentos foram
executados em um computador com sistema operacional Windows 10 de 64 bits, 16
GB de memória e processador Intel i7-2820QM com clock de 2.30Ghz.

4.6 Considerações

O algoritmo proposto neste trabalho não sofre influência da orientação de Voronoi,
pois utiliza os vértices convexos do ambiente de navegação e a grade de Sukharev
para rapidamente criar arestas para fora destas regiões. Esse fator é importante
para que a expansão da árvore não se encontre em um problema de mínimo local.
Além disso, o tamanho do passo de crescimento no RRT*-SV será definido pelas
distâncias entre os nós da árvore e os vértices convexos das envoltórias de segurança
dos obstáculos, diferente do algoritmo RRT, que utiliza o parâmetro ∆q para definir o
tamanho de uma nova aresta de sua árvore a cada iteração. Neste trabalho, o valor de
∆q é definido por uma porcentagem do maior lado do ambiente de navegação, porém,
não faz parte do seu escopo o estudo da estimativa do valor de ∆q mais adequado
para cada ambiente de navegação. Os algoritmos RRT*-Smart e Informed-RRT*
sofrem forte influência desse parâmetro. Isso significa que o algoritmo RRT*-SV é
mais robusto neste aspecto.
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Com base nos testes computacionais apresentados nas Seções 4.5.2, 4.5.3 e 4.5.4,
pode-se concluir que quanto menor a quantidade de vértices convexos no ambiente
de navegação, mais adequado é o uso do algoritmo RRT*-SV como meio de solucio-
nar problemas de planejamento de rota em ambientes de navegação com obstáculos
estáticos. O desempenho do algoritmo é altamente penalizado pela quantidade de
vértices convexos do ambiente de navegação, porém, possui alta eficiência no planeja-
mento de uma primeira rota (sem considerar que a mesma tenha menor comprimento
do que as rotas planejadas pelos outros algoritmos) e converge para rotas de menor
comprimento mais rapidamente que os algoritmos RRT*, RRT*-Smart, Informed-
RRT* e BIT*. Entretanto, em ambientes de navegação com um grande número de
vértices convexos, a convergência para rotas mais curtas pode ser mais lenta pelo
algoritmo RRT*-SV do que por alguns dos outros algoritmos, como apresentado na
Seção 4.5.3.

168



5 PROCESSO DE SUAVIZAÇÃO DE ROTAS

Qualquer VANT possui limitada capacidade de realização de manobras. No pro-
blema de planejamento de rotas, a restrição proveniente da capacidade cinemática
e dinâmica do VANT deve ser considerada na solução do mesmo. Pode-se alcançar
uma solução para o problema de planejamento de rota e torná-la viável para a nave-
gação do VANT em duas etapas: a) encontrando uma rota livre de colisão para um
dado ambiente de navegação; e b) suavizando as partes da rota que o VANT não
conseguiria realizar devido às suas limitações de manobras. Calculando-se o com-
primento da rota suavizada e conhecendo-se o módulo da velocidade de navegação,
é possível estimar a posição e a atitude (ângulos de arfagem, de rolamento e de
guinada/proa) que o VANT deve descrever nessa rota, a cada instante de tempo.

Rotas não adequadas para a realização de trajetórias pelo VANT são prováveis de
serem planejadas por algoritmos baseados em amostragem. Nesses algoritmos, os
pontos amostrados são conectados por segmentos de retas que apresentam em suas
junções, cantos com formato pontiagudo (sharper) que não são adequadas, em geral,
para a trajetória de VANTs. Para que fosse possível o VANT realizar a trajetória
por essas formas geométricas, ele precisaria desacelerar até que a sua velocidade se
aproximasse de zero, para então rotacionar em torno de seu eixo até que estivesse
alinhado com o segmento seguinte para continuar a navegação.

Para suavizar os cantos pontiagudos das rotas planejadas por um algoritmo como
o RRT*-SV, é necessário utilizar estruturas como as curvas de Bézier e splines
(REINSCH, 1967). Entretanto, essas estruturas necessitam de métodos de resolução
de integrais para obter delas o seu comprimento, o que acarreta custo computacional
adicional ao planejamento. Em Farouki e Sakkalis (1990), uma curva denominada de
curva de Hodógrafo de Pitágoras (também conhecida como curva HP) é introduzida,
onde os componentes do hodógrafo de uma curva paramétrica r(ξ) são definidos por
polinômios que combinados satisfazem ao Teorema de Pitágoras. A sua vantagem,
dentre outras que podem ser verificadas em Farouki (2008), é que a estrutura obtida
permite a resolução do problema do cálculo do comprimento da curva de forma
analítica e exata, não sendo necessário o uso de técnicas de resolução de integrais.
Essa característica das curvas HP é bastante útil no problema de planejamento que
busque a rota de menor comprimento, já que o comprimento da curva pode ser
obtido rapidamente por uma equação. Além disso, as curvas podem ser adaptadas
para a suavização dos cantos pontiagudos apresentados por rotas planejadas pelos
métodos baseados em amostragem, como mostrado em Farouki et al. (2018).
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Neste capítulo, é apresentado um esquema de suavização das rotas planejadas pelo
algoritmo RRT*-SV, baseado na solução do problema de suavização de cantos pon-
tiagudos proposta em Farouki (2008) e na sua aplicação em Véras et al. (2018a).
Para tal, inicialmente é necessário definir a distância em torno dos limites de um
obstáculo para a geração de sua envoltória de segurança. Essa distância deve ser
calculada de forma que haja garantia de que a curva gerada na suavização dos can-
tos de uma rota não intercepte os limites do obstáculo para o qual a envoltória foi
gerada. Caso contrário, é possível que devido aos nós de uma rota planejada pelo
algoritmo RRT*-SV possuírem as mesmas coordenadas dos vértices convexos dessas
envoltórias a mesma intercepte um dos limites dos obstáculos ao ser suavizada. A
suavização reduz o comprimento de uma porção da rota, onde o seu traço é deslo-
cado na direção da abertura do ângulo interno associado ao vértice convexo utilizado
para gerar o nó correspondente na rota. A Figura 5.1 ilustra uma situação onde a
distância para a geração da envoltória de segurança não permite gerar uma curva
livre de colisão com os limites de seu obstáculo.

Figura 5.1 - Curva gerada em situação de colisão devido à uma envoltória de segurança
(traço em verde) posicionada à uma distância curta de seu obstáculo.

Os pontos em vermelho representam a posição na rota necessária para a geração de curva
com valor de curvatura que atenda às restrições cinemáticas de um VANT.

Fonte: Produção do Autor.
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A partir das estruturas definidas para a construção de curvas HP é possível obter
as distâncias adequadas para a criação das envoltórias dada a curvatura do VANT.
Para garantir a continuidade da curva com os segmentos que formam os cantos, em
Farouki et al. (2018) é proposta uma formulação de curvas HP com continuidade G2

(continuidade geométrica de grau dois - mudança de curvatura constante) com os
segmentos do canto suavizado. Na próxima seção, as formulações da curva HP utili-
zadas são apresentadas. Na Seção 5.1, as formulações da curva HP para o problema
de suavização de cantos pontiagudos são descritas. Na última seção deste capítulo,
o esquema de definição da distância para a geração das envoltórias de segurança é
apresentada e exemplos de suavização de rotas planejadas pelo algoritmo RRT*-SV
são discutidos.

5.1 Hodógrafo de Pitágoras

Proposta em Farouki e Sakkalis (1990), Hodógrafo de Pitágoras é um tipo de curva
onde os componentes do seu hodógrafo possuem uma relação com um polinômio de
forma que atendam ao Teorema de Pitágoras, ou seja, a soma dos quadrados dos
componentes do hodógrafo é igual ao quadrado desse polinômio. Um impacto direto
desta relação é que a integral do cálculo do comprimento da curva poder ser obtida
em uma forma fechada, permitindo a sua resolução algébrica, evitando assim a ne-
cessidade de técnicas de quadraturas para a resolução de integrais. Essa caraterística
é utilizada para obter vantagem computacional neste trabalho. As formulações que
definem o Hodógrafo de Pitágoras serão definidas a seguir. Demonstrações e outras
propriedades podem ser verificadas em Farouki (2008).

Seja uma curva polinomial definida por r(ξ) = (x(ξ), y(ξ)) e ξ ∈ [0, 1] o parâmetro
que define cada posição na curva. O comprimento do seu arco é dado por:

S =
∫ 1

0
||r′(ξ)|| (5.1)

onde S é o comprimento total da curva e r′(ξ) é o vetor velocidade da curva (primeira
derivada). A Equação 5.1 pode ser reescrita como:

S =
∫ 1

0

√
x′(ξ)2 + y′(ξ)2 (5.2)

onde x′(ξ) = dx/dξ e y′(ξ) = dy/dξ. Relacionando o termo interno da raiz a um
polinômio σ(ξ), a formulação do comprimento da curva pode ser dada por:
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S =
∫ 1

0

√
σ(ξ)2 =

∫ 1

0
|σ(ξ)| (5.3)

Percebe-se então que σ(ξ) passa a representar a velocidade paramétrica da curva. É
necessário que se defina σ(ξ) em termos de polinômios que atendam a Equação (5.3).
Dado os polinômios u(ξ), v(ξ), as seguintes definições de x′(ξ) e y′(ξ) satisfazem ao
Teorema de Pitágoras na definição de σ(ξ):

x′(ξ) = u(ξ)2 − v(ξ)2, y′(ξ) = 2u(ξ)v(ξ) (5.4)

portanto, σ(ξ) pode ser dado em termo de u(ξ), v(ξ) por:

S =
∫ 1

0
|σ(ξ)| =

∫ 1

0
u(ξ)2 + v(ξ)2, (5.5)

Incorporando essas definições em uma curva quíntica (representada por um polinô-
mio de grau cinco) na forma de Bézier, definida por

r(ξ) =
5∑

k=0
pk

(
5
k

)
(1− ξ)5−kξk, (5.6)

os pontos de controle pk = (xk, yk), dados pelos coeficientes de Bernstein, são defi-
nidos em termos dos polinômios u(ξ), v(ξ) por:

p1 = p0 + 1
5(u2

0 − u2
0, 2u0u0)

p2 = p1 + 1
5(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0)

p3 = p2 + 2
15(u2

1 − u2
1, 2u1u1) + 1

15(u0u2 − v0v2, u0u2 + u2v0)
p4 = p3 + 1

5(u1u2 − v1v2, u1u2 + u2v1)
p5 = p4 + 1

5(u2
2 − v2

2, 2u2v2)

(5.7)

onde p0 é arbitrariamente especificado. O polinômio que define a velocidade para-
métrica σ(ξ) dado por:

σ(ξ) =
4∑

k=0
σk

(
4
k

)
(1− ξ)4−kξk, (5.8)
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possui seus coeficientes de Bernstein definidos em termos de u(ξ), v(ξ) iguais à:

σ0 = u2
0 + u2

0

σ1 = v0u1 + v0v1

σ2 = 2
3(u2

1 + v2
1) + 1

3(u0u2 + v0v2)
σ3 = u1u2 + v1v2

σ4 = v2
2 + u2

2

(5.9)

O comprimento do arco, dado em função dos coeficientes definidos na Equação (5.9),
é:

S = σ0 + σ1 + σ2 + σ3 + σ4

5 (5.10)

e o valor de curvatura da curva é dado por:

κ(ξ) = 2[u(ξ)v′(ξ)− u′(ξ)v(ξ)]
u(ξ)2 + v(ξ)2 (5.11)

5.1.1 Representação complexa de curva HP quíntica

A definição da curva HP descrita na Seção 5.1 considera a sua representação no
plano cartesiano. Porém, a biblioteca PHquintic, introduzida em Dong e Farouki
(2015), utilizada no desenvolvimento deste trabalho, utiliza a representação da curva
no plano complexo, onde as coordenadas da curva são definidas por um eixo real
e imaginário. A vantagem de se definir a curva no eixo imaginário é que há uma
significante simplificação nas expressões associadas à curva HP (FAROUKI, 2008).
Curvas HP com representação complexa foram introduzidas em Farouki (1994). Por
brevidade, esta seção irá apresentar somente as formulações dos pontos de controle,
dos coeficientes da velocidade paramétrica e dos coeficientes do comprimento do
arco e demais propriedades da curva associadas às variáveis complexas. As relações
necessárias para se obter a curva HP no plano complexo podem ser encontradas em
Farouki (1994) e Farouki (2008).

Para definir uma curva paramétrica no plano complexo, os polinômios associados ao
hodógrafo em (5.4) devem ser definidos na forma complexa tal que:
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w(ξ) = u(ξ) + iv(ξ) =
m∑
k=0
wk

(
m

k

)
(1− ξ)4−kξk; (5.12)

com coeficientes de Bernstein wk = uk + ivk. Podemos associar então w(ξ) à veloci-
dade paramétrica, obtendo-se então

r′(ξ) = w(ξ)2 (5.13)

Os pontos de controles são definidos em termos de w(ξ) como:

p1 = p0 + 1
5(w2

0)
p2 = p1 + 1

5(w0w1)
p3 = p2 + 1

5(2w2
1+w0w2

3 )
p4 = p3 + 1

5(w1w2)
p5 = p4 + 1

5(w2
2)

(5.14)

Os coeficientes de Bernstein da velocidade paramétrica σ(ξ) em (5.8) são definidos
como:

σ0 = |w0|2

σ1 = Re(w̄0w1)
σ2 = 2|w1|2+Re(w̄0w2)

3

σ3 = Re(w̄1w2)
σ4 = |w2|2

(5.15)

Em termos de w(ξ), a velocidade paramétrica e a curvatura podem ser formuladas
como:

σ(ξ) = |w(ξ)|2, κ(ξ) = 2Im(w̄(ξ)w′(ξ))
σ(ξ)2 (5.16)

O comprimento total do arco é dado pela Equação 5.10.
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5.2 Problema de suavização de cantos com curvas HP quínticas com
continuidade G2

No problema de arredondamento (suavização) de cantos, a junção entre dois segmen-
tos deve ser transformada em uma curva de tal forma que haja continuidade entre
os segmentos e os pontos delimitantes da curva, ou seja, r(0) e r(1) devem pertencer
a cada um dos segmentos que formam o canto, respectivamente. Em Farouki et al.
(2018) foi proposta uma solução com o uso de curvas HP quínticas para este pro-
blema. A curva HP é modelada de tal forma que atenda uma curva de continuidade
G2 - onde posição, tangentes e curvaturas devem ser iguais para ambos os segmentos
se encontram após a formação da curva. Nesta seção estão descritas as formulações
para a curva HP apresentadas em Farouki et al. (2018) para o problema.

Sejam três pontos representados por pi, pc e po, onde pipc e pcpo são segmentos
distintos interligados por pc. Definindo a forma canônica de representação desses
pontos como:

pi = (0, 0), pc = (L, 0), p0 = ((1 + cos(θ)L, sin(θ)L) (5.17)

onde L = |pc − pi| = |po − pc| e θ é o ângulo de deslocamento do segmento pcpo em
relação à pipc (ver Figura 5.2).

Figura 5.2 - Forma canônica do problema de suavização de cantos pontiagudos e exemplos
de suavização para θ = π/4, θ = π/2 e θ = 3π/4.

Fonte: Farouki et al. (2018).

A solução para a forma canônica, como definida em Farouki et al. (2018), é dada
em termos de L e θ por:
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w0 = λ
√
L, w1 = 0, w2 = λ

√
Lexp(i12θ) (5.18)

em que:

λ =
√

(30cos(1
2θ))/(6cos(

1
2θ) + 1) (5.19)

A velocidade paramétrica na Equação 5.8 passa a ter os coeficientes de Bernstein
definidos como:

σ0 = λ2L

σ1 = 0
σ2 = λ2Lcos( 1

2 θ)
3

σ3 = 0
σ4 = λ2L

(5.20)

A curvatura em qualquer ponto ξ da curva é dada por:

κ(ξ) = 4λ2Lsin(1
2θ)(

(1− ξ)ξ
σ(ξ)2 ) (5.21)

A maior curvatura da curva κe, dada em ξ = 1/2, é dada por:

κe =
32(6cos(1

2θ) + 1)tan(1
2θ)

15L(cos(1
2θ) + 1)2 (5.22)

O comprimento total do arco é dado por:

S =
2L(6 + cos(1

2θ))cos(
1
2θ)

6cos(1
2θ) + 1 (5.23)

A curva gerada por essas formulações irão gerar um desvio no ponto médio da curva
r(1/2) do ponto pc igual à:

δ =
(3cos(1

2θ) + 8)|sin(1
2θ)|L

8(6cos(1
2θ) + 1) (5.24)
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As formulações para a curva HP em função de L e θ serão utilizadas na solução
apresentada na Seção 5.3.

5.3 Cálculo da distância de geração de envoltória de segurança para
valor de curvatura do VANT

Como mencionado anteriormente, no problema de planejamento de trajetória apli-
cado a cenários reais, deve-se considerar a utilização de uma envoltória de segurança
em torno dos obstáculos, caso sejam planejados trajetos muito próximos aos limites
dos obstáculos, evitando assim o risco de colisão do VANT. No entanto, a rota pla-
nejada pelo RRT*-SV encontra-se próxima dos obstáculos devido ao uso dos vértices
convexos das envoltórias de segurança desses obstáculos. Assim, é importante definir
essas envoltórias considerando uma distância segura dos obstáculos, garantindo que
a curva que suaviza a rota nas junções entre os seus segmentos de reta não intercepte
os limites desses obstáculos. Nesta seção, é apresentada uma estratégia, a qual se
encontra publicada em Véras et al. (2018a), para definir essa distância a partir de
uma curvatura máxima que o VANT teoricamente pode realizar. Isso é importante
para garantir que todos os trechos da rota sejam livres de colisão com os obstáculos
do ambiente de navegação. A estratégia utilizada define uma única distância para
todas as envoltórias convexas de seus respectivos obstáculos, de forma que qualquer
curva suavizada próxima aos vértices convexos esteja livre de colisão.

Considerando que uma envoltória de segurança é gerada a uma distância d de um
obstáculo, é possível definir seus vértices convexos a partir dos vértices convexos de
seu obstáculo. Um vértice convexo de uma envoltória de segurança estará a uma
distância d sec(1

2θ) do vértice convexo de seu obstáculo na direção da geração da
envoltória (de acordo com o que está ilustrado na Figura 5.3), onde θ é o ângulo
de abertura no sentido anti-horário entre os segmentos que definem o vértice con-
vexo do obstáculo (como ilustrado no caso canônico na Figura 5.2) (FAROUKI et al.,
2018). Assim, o seguinte relacionamento pode ser definido para evitar que uma curva
intercepte qualquer obstáculo ao ser gerada (FAROUKI et al., 2018):

d sec(1
2θ) > δ. (5.25)
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Figura 5.3 - Cálculo da posição de vértice convexo (em azul) da envoltória de segurança
em relação ao vértice convexo (em verde) do obstáculo (representado pela
região cinza).

Fonte: Produção do Autor.

Seja o valor de curvatura de um VANT dado por κV ANT , a distância LV ANT de
pc, que gera uma curva r(ξ) com o valor de curvatura correspondente à da posição
ξ = 1/2 na curva (valor de curvatura máxima associada à curva), pode ser obtida a
partir da Equação 5.22, reformulando-a como:

LV ANT =
32(6cos(1

2θ) + 1)tan(1
2θ)

15κV ANT (cos(1
2θ) + 1)2 (5.26)

Ao associar LV ANT com 5.25, a distância dos obstáculos ao VANT com curvatura
κV ANT pode ser obtida por:

d >
(3cos(1

2θ) + 8)|sin(1
2θ)|LV ANT

8(6 + sec(1
2θ))

(5.27)

Seja di a distância resultante de 5.27 para o i-ésimo vértice de um obstáculo do
ambiente de navegação com a curvatura κV ANT , o valor dObs, que define a distância
entre a borda de cada envoltória de segurança e seu respectivo obstáculo, é dado
por:
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dObs = max(di) (5.28)

Como a distância dObs deve ser maior que o valor de d na formulação 5.27 para
garantir a não-colisão do VANT durante a navegação pela curva, a largura dV ANT
do VANT pode ser adicionada a ele. Desta forma, é garantido que o VANT de cur-
vatura κV ANT será capaz de realizar sua navegação por curvas construídas próximas
a qualquer vértice convexo do ambiente de navegação. Uma vantagem direta desse
método é que, como a distância é definida algebricamente a partir da restrição 5.25,
não é necessário executar uma verificação de colisão para a curva obtida.

5.3.1 Teste computacional e resultados

Simulações foram realizadas para dois valores de curvatura de VANT, iguais a 0, 009
e 0, 015. Também é utilizado um ambiente de navegação com cinco obstáculos estáti-
cos com diferentes formas geométricas. Este ambiente de navegação possui intervalos
de coordenadas iguais a [0, 5000] no eixo x e [0, 5000] no eixo y. Além dos recursos
de software já descritos nos testes computacionais na Seção 4.5.5, para a execução
das simulações desta seção, a biblioteca com as estruturas básicas para a geração da
curva HP denominada PHquintic também foi utilizada.

O planejamento de rota é realizado com o algoritmo RRT*-SV. O algoritmo é confi-
gurado para executar o planejamento até que a rota ótima (menor comprimento) seja
encontrada para os waypoints qinício e qdestino. Nesta simulação, qinício = (1100, 100)
e qdestino = (2600, 2900). O comprimento da rota ótima, planejada pelo algoritmo de
Dijkstra aplicado ao grafo de visibilidade gerado pelos vértices convexos das envol-
tórias de segurança dos obstáculos do ambiente de navegação considerado, é igual
a 5214, 94 para κV ANT = 0, 009 e 5415, 81 para κV ANT = 0, 015. Observa-se que,
quando o valor de curvatura é menor, maiores valores de dObs são obtidos. Isso jus-
tifica a diferença de comprimento entre as rotas ótimas, já que a área ocupada pelas
envoltórias de segurança influência os valores de curvatura. Na Tabela 5.1, os valo-
res de dObs e L para determinar os pontos de corte para suavização para a geração
de envoltórias de segurança são resumidos para cada valor de curvatura de VANT.
Na Figura 5.4 encontram-se ilustradas as rotas ótimas planejadas pelo algoritmo de
Dijkstra utilizando a estrutura formada por grafo de visibilidade para cada um dos
valores de curvatura de VANT considerados.
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Figura 5.4 - Rotas ótimas planejadas pelo algoritmo de Dijkstra em uma estrutura for-
mada pelo algoritmo de grafo de visibilidade.

(a)

(b)

Rotas planejadas para a) κV ANT = 0, 009 e b) κV ANT = 0, 015 para os waypoints qinício =
(1100, 100) e qdestino = (2600, 2900).

Fonte: Produção do Autor.
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Tabela 5.1 - Valores de L e dObs definidos para cada obstáculo do ambiente de navegação,
considerando diferentes valores de κV ANT .

κV ANT = 0, 009 κV ANT = 0, 015
Obstáculo L dObs L dObs

1 299,068 93,793 179,441 56,276
2 417,910 102,277 250,746 61,366
3 251,821 90,699 151,093 54,420
4 570,376 113,609 342,225 68,165
5 429,676 103,147 257,805 61,888

Fonte: Produção do Autor.

Após o planejamento da rota, os cantos formados pela junção dos segmentos que
conectam qinício e qdestino da rota são suavizados usando a curva HP aplicando a
abordagem descrita na Seção 5.3. Os comprimentos das rotas suavizada e não suavi-
zada são comparados. O comprimento de cada segmento de reta da rota é calculado
pela distância euclidiana entre as coordenadas dos waypoints que o definem. O com-
primento de cada curva da rota é calculado pela Equação (5.10).

Os resultados de duas simulações são descritos a seguir, cada uma para um dos
valores de curvatura do VANT especificados no início desta seção. Inicialmente, a
distância d é atribuída ao valor de curvatura considerado por meio da estratégia
descrita na Seção 5.3.

A Figura 5.5 e a Figura 5.6 apresentam as rotas planejadas para cada valor de curva-
tura de VANT considerado. Na Figura 5.5(a) e na Figura 5.5(b) estão ilustradas as
rotas para kV ANT = 0, 009 com e sem suavização, respectivamente. Na Figura 5.6(a)
e Figura 5.6(b) estão ilustradas, respectivamente, as rotas para κV ANT = 0, 015,
com e sem suavização. Como indicado na Tabela 5.2, os comprimentos das rotas
geradas para cada valor de κV ANT são menores em relação às rotas não suaviza-
dos. Para κV ANT = 0, 009 houve uma redução de 3, 64% no comprimento da rota
após a suavização e para κV ANT = 0, 015 a redução foi de 2, 23%. Portanto existe
um indicativo de que para menores valores de curvatura, maiores valores de d se-
rão necessários para atender a essa restrição (isso pode ser percebido pela diferença
das posições das envoltórias de segurança entre a Figura 5.5 e a Figura 5.6). Dessa
forma, o processo de suavização resultará em uma redução maior do comprimento
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da rota após ela ser suavizada em comparação à aplicação da mesma estratégia com
o uso de valores de curvatura maiores (a redução de comprimento na suavização
para κV ANT = 0, 009 foi de 3, 64% enquanto que para κV ANT = 0, 015 a redução foi
de 2, 23%).

Tabela 5.2 - Comprimentos de rotas não suavizada e suavizada por curvas HP planejadas
pelo algoritmo RRT*-SV para diferentes valores de κV ANT .

κV ANT Não suavizada Suavizada Tempo de planejamento (s)
0,009 5415,814 5218,346 0,003
0,015 5214,943 5098,496 0,005

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 5.5 - Rota planejada pelo algoritmo RRT*-SV com e sem suavização para κV ANT =
0, 009.

(a)

(b)

A rota planejada pelo RRT*-SV (em vermelho) a) sem suavização b) e com suavização com
curvas HP. Em b), as curvas geradas para as bordas pontiagudas são representadas pelos
segmentos na cor azul. As envoltórias de segurança são representados pelos segmentos na
cor verde.

Fonte: Produção do Autor.
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Figura 5.6 - Rota planejada pelo algoritmo RRT*-SV com e sem suavização para κV ANT =
0, 015.

(a)

(b)

A rota planejada pelo RRT*-SV (em vermelho) a) sem suavização e b) com suavização com
curvas HP. Em b), as curvas geradas para as bordas pontiagudas são representadas pelos
segmentos na cor azul. As envoltórias de segurança são representados pelos segmentos na
cor verde.

Fonte: Produção do Autor.
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5.4 Considerações

Nesta seção, foi apresentado um esquema para a suavização de rotas planejadas
pelo algoritmo RRT*-SV utilizando curva de Hodógrafo de Pitágoras para nave-
gação segura de VANTs em um ambiente de navegação com obstáculos estáticos,
após uma rota ser planejada pelo algoritmo RRT*-SV. Subsequentemente, os cantos
pontiagudos formados pela junção dos segmentos de linha reta da rota planejada
são suavizados usando curvas HP quínticas com continuidade G2.

Um esquema de como definir a distância para a geração da curva HP baseada nas
envoltórias de segurança dos obstáculos também foi apresentado. A estimativa da
distância adequada para a construção das envoltórias de segurança é importante para
garantir que a rota não intercepte nenhum obstáculo, evitando eventuais colisões do
VANT durante sua navegação. Esta distância é definida a partir de formulações da
curva HP para uma dada curvatura do veículo aéreo.

Em trabalhos futuros, a geometria das curvas HP estará associada a um modelo di-
nâmico de um VANT, visando controlar sua velocidade e aceleração para navegação
através de rotas planejadas pela estratégia apresentada neste capítulo.
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6 CONCLUSÃO

Nesta tese é apresentado um estudo de métodos de distribuições de amostras apli-
cados ao processo de amostragem do algoritmo denominado Árvore Aleatória de
Exploração Rápida Estrela (do inglês Rapidly-exploring Random Tree Star - RRT*).
Busca-se entender qual a influência que diferentes distribuições de amostras podem
apresentar no tempo e na capacidade de planejamento de rotas de menor compri-
mento do algoritmo RRT*. Identificando as distribuições que reduzem tanto o tempo
de planejamento quanto o comprimento das rotas de navegação, podem ser propos-
tos novos processos de amostragem não-uniforme/informada para serem acoplados
ao algoritmo considerado. Além disso, é possível utilizar essas novas estratégias
propostas em algoritmos de planejamento de rotas para a obtenção de uma maior
capacidade de autonomia em veículos autônomos, especialmente em Veículos Aéreos
Não Tripulados (VANTs).

Foram realizados estudos de diferentes estratégias de amostragem nesse algoritmo
utilizando os vértices convexos das envoltórias de segurança dos obstáculos e métodos
de dispersão ótima de amostras, conhecidas como grades de Sukharev. Ao longo
da realização do estudo mencionado, foi proposto o algoritmo RRT*-SV (RRT*
Sukharev Vértices), que mescla uma amostragem baseada nos vértices convexos das
envoltórias de segurança de obstáculos com grades de Sukharev.

O algoritmo RRT*-SV foi avaliado experimentalmente por testes computacionais
considerando ambientes de navegação com diferentes distribuições espaciais de obs-
táculos estáticos. Eles foram comparados a algoritmos com melhorias do gênero,
propostos na literatura, como RRT*-Smart, RRT*-Informed e BIT*. Em compara-
ção com os algoritmos citados foi verificado, através de diferentes conjuntos de testes
computacionais, que o algoritmo RRT*-SV, considerando ambientes de navegação
com diferentes distribuições espaciais e quantidades de obstáculos, demonstrou:

a) menor tempo necessário para planejar uma primeira rota na grande maioria
dos testes realizados;

b) capacidade de planejar rotas de menor comprimento mais rápido na mai-
oria dos testes realizados;

c) maior robustez devido à menor influência sofrida por parâmetros como
tamanho do passo ∆q do algoritmo RRT;

d) sofrer perda maior de desempenho computacional à medida que a quan-
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tidade de obstáculos aumenta em comparação com os demais algoritmos
considerados.

O melhor desempenho do algoritmo RRT*-SV em certos cenários, pode ser explicado
pela menor influência sofrida pelo mesmo da orientação de Voronoi, pois utiliza os
vértices convexos do ambiente de navegação e a grade de Sukharev para rapidamente
criar arestas para fora destas regiões. Desta forma, é possível planejar rotas de menor
comprimento em um menor tempo de planejamento, como demonstrado nos testes
computacionais realizados nesta tese. Entretanto, em ambientes de navegação com
uma grande quantidade de obstáculos (por exemplo, 10 000 obstáculos), o RRT*-SV
perde desempenho devido à grande quantidade de testes de colisão envolvida em
suas operações.

Finalmente, uma estratégia de suavização de rotas baseada em curvas de Hodógrafo
de Pitágoras (também denominadas curvas HP) é aplicada nas rotas planejadas pelo
algoritmo RRT*-SV. Após o planejamento de uma rota pelo RRT*-SV, os cantos
pontiagudos formados pela junção dos segmentos de reta dessa rota são suavizados
usando curvas HP. Entretanto, pelo fato de uma rota ser formada por vértices con-
vexos das envoltórias de segurança e da rota ter seu comprimento reduzido ao ser
suavizada, é possível que as curvas geradas interceptem os limites dos obstáculos
dessas envoltórias. Assim, foi utilizado um esquema para a definição da distância
mínima para a geração das envoltórias de segurança dos obstáculos. A estimativa
dessa distância é importante para garantir que a rota não intercepte nenhum obstá-
culo ao ser suavizada, evitando eventuais colisões do VANT durante sua navegação.
Essa distância é definida a partir de formulações da curva HP para um dado valor
de curvatura do VANT.

Em adição às contribuições declaradas anteriormente, nesta tese também são apre-
sentados os resultados da aplicação de uma Revisão Sistemática da Literatura (RSL)
com tema sobre estratégias de amostragem não uniforme/informada em algoritmos
baseados em RRT. Bastante popular nas áreas de medicina e engenharia de software,
essa metodologia de revisão utiliza um protocolo de pesquisa para guiar o processo
de busca de trabalhos acadêmicos que potencialmente contribuam para o estado
da arte de uma determinada área de conhecimento. Sua finalidade é reduzir o viés
inerente à abordagem tradicional de revisão, onde os estudos da literatura em uma
determinada área de conhecimento são selecionados baseados na experiência do(a)
pesquisador(a), o(a) qual pode conduzi-la com subjetividade e seleção não objetiva.
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Para a realização da RSL, inicialmente duas questões científicas são desenvolvidas,
a partir das quais é delineado o escopo da revisão. A partir dessas questões, um
protocolo de pesquisa é desenvolvido em conjunto com uma equipe de pesquisadores
especialistas. Baseado no protocolo, estudos acadêmicos são pesquisados (processo
de busca) em diferentes bases de consulta de trabalhos acadêmicos (motores de
busca). Os trabalhos retornados de cada base passam por um processo de seleção
onde critérios de inclusão e exclusão definidos no protocolo de pesquisa são aplicados.

Na RSL apresentada nesta tese, foram selecionados 1136 estudos, dos quais 53 fo-
ram identificados alegando conter solução dentro do tópico definido. Os resultados
dessa revisão resultaram em uma nova classificação das estratégias de amostragem
não uniforme/informada, e foi utilizada como instrumento de validação dos estudos
apresentados nesta tese. Para a comunidade científica, os dados extraídos dos estu-
dos selecionados podem ajudar no desenvolvimento de novos projetos de pesquisa.
Analisando os resultados da RSL, uma equipe de pesquisa pode verificar o que já
foi proposto como uma solução de amostragem não uniforme/informada para ver-
sões específicas do algoritmo RRT e identificar acoplamentos ainda não propostos.
Além disso, uma equipe de projeto tecnológico pode tomar conhecimento de quais
estratégias existem através da RSL proposta e analisar quais delas podem preencher
alguns requisitos de seu projeto.

Em ordem cronológica, as publicações associadas a esta tese são

a) VÉRAS, L. G.; MEDEIROS, F. L.; GUIMARÃES, L. F. Application of
rapidly exploring random tree star-smart and G2 quintic pythagorean ho-
dograph curves to the UAV path planning problem. International Jour-
nal of Mechanical, Aerospace, Industrial, Mechatronic and Ma-
nufacturing Engineering, World Academy of Science, Engineering and
Technology, v. 12, n. 5, p. 522 - 530, 2018.

b) VÉRAS, L. G. D. O.; MEDEIROS, F. L. L.; GUIMARÃES, L. N. F. Ra-
pidly exploring random tree* with a sampling method based on sukharev
grids and convex vertices of safety hulls of obstacles. International Jour-
nal of Advanced Robotic Systems, v. 16, n. 1, 2019.

c) VÉRAS, L. G. D. O.; MEDEIROS, F. L. L.; GUIMARÃES, L. N. F. Sys-
tematic literature review of sampling process in rapidly-exploring random
trees. IEEE Access, v. 7, p. 50933 - 50953, 2019.
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É importante ressaltar que o artigo Véras et al. (2018a) (o primeiro da lista anterior)
foi primeiramente publicado em evento acadêmico e posteriormente selecionado para
publicação em revista. Assim, a primeira publicação do trabalho citado encontra-se
em Véras et al. (2018b).

6.1 Trabalhos futuros

Neste trabalho, o estudo proposto sobre estratégias de distribuição de amostras
considerou somente cenários em duas dimensões. Futuramente, pode-se realizar es-
tudos considerando problemas de planejamento de rota com maiores quantidades
de dimensões (em três dimensões ou mais, dependendo da definição do problema).
Além disso, considerando o algoritmo proposto RRT*-SV e o processo de suavização
utilizado nesta tese, pretende-se associar a geometria das curvas HP com modelos
dinâmicos de VANT. Durante a etapa de expansão de árvore do algoritmo RRT*-
SV, a dinâmica do VANT pode ser tomada como referência para a geração das
arestas da árvore. Assim, em cada iteração do algoritmo RRT*-SV, seria possível
estimar uma rota livre de colisão e dinamicamente viável entre a raiz (posição inicial
de navegação) e qualquer outro nó da árvore. Também pode vir a ser desenvolvido
um controle de navegação que seja adequado para as rotas dinamicamente viáveis
geradas pelo algoritmo RRT*-SV e pelas curvas HP.
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APÊNDICE A - CÁLCULO DO COMPRIMENTO ÓTIMO DE ROTAS
COM DIJKSTRA E GRAFOS DE VISIBILIDADE

Neste apêndice, encontram-se os valores dos comprimentos das rotas ótimas para os
ambientes de navegação dos testes computacionais descritos nas Seções 4.5.2 e 4.5.4.
As rotas ótimas foram planejadas utilizando o algoritmo de grafos de visibilidade
(NILSSON, 1969) e o algoritmo de Dikjstra (DIJKSTRA, 1959). O grafo de visibilidade
é um algoritmo que conecta todos os vértices convexos visíveis entre si formando um
mapa/grafo de rotas. Conectando os nós visíveis do grafo às posições inicial (qinício)
e final (qdestino) de navegação, é possível obter a rota de menor comprimento entre
ambas por um algoritmo de busca em grafo. O algoritmo de Dijkstra, que possui a
propriedade de retornar a rota de menor comprimento entre dois nós de um grafo,
é aplicado para tal.

As rotas ótimas foram planejadas para os seguintes ambiente de navegação: a) com
um obstáculo; b) com cinco obstáculos; c) com 50 obstáculos; d) com 100 obstáculos;
e) com 200 obstáculos; f) com obstáculo com formato em U; g) com obstáculo com
formato em espiral; h) com obstáculos posicionados em zigue-zague; i) labirinto; j)
com passagem estreita. As rotas ótimas planejadas para cada um desses ambientes de
navegação encontram-se ilustradas na Figura A.1. O menor comprimento calculado
para cada ambiente de navegação e suas respectivas posições qinício e qdestino estão
listadas na Tabela A.1.
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APÊNDICE B - REVISÃO SISTEMÁTICA DA LITERATURA

Este anexo descreve o protocolo que orienta o processo de Revisão Sistemática da
Literatura (RSL) com o objetivo de coletar evidências científicas na literatura de
planejamento de rota, sobre as soluções de processos de amostragem não unifor-
mes/informados aplicados a algoritmos que possuem como base o RRT. Este pro-
tocolo, bem como os resultados da execução da RSL, encontram-se publicados em
Véras et al. (2019b).

B.1 Objetivo desta Revisão Sistemática da Literatura

Para encontrar trabalhos que ajudem a responder as questões científicas desenvol-
vidas para esta revisão, foi desenvolvida uma RSL para entender como o assunto é
atualmente explorado. Dentro do contexto desse tipo de revisão, alguns conceitos
são seguidos para definir os tipos de trabalhos disponíveis e quais deles devem ser
incluídos nos resultados da revisão. Esses conceitos seguem as diretrizes declaradas
em Kitchenham e Charters (2007). Os trabalhos são classificados da seguinte ma-
neira: aqueles que apresentam métodos, resultados, procedimentos, tecnologia ou
esquemas inovadores relacionados ao assunto da revisão são chamados de estudos
primários; revisões e estudos comparativos são estudos secundários; as revisões de
estudos secundários são consideradas estudos terciários. A RSL apresentada nesta
tese considera apenas estudos primários como evidências de que uma solução dentro
do escopo considerado foi proposta.

B.1.1 Definição do escopo das questões de pesquisa

O principal objetivo desta revisão é relatar o conjunto de evidências que mostram
o que está sendo investigado sobre algoritmos baseados em RRT com processos de
amostragem não uniformes/informados, através de uma revisão sistemática da li-
teratura. Apenas estratégias de amostragem não uniformes/informadas propostas
são consideradas. Durante a execução da RSL, uma estratégia de amostragem é
considerada não uniforme/informada se gerar amostras aleatórias que não seguem
uma distribuição uniforme, ou seja, elas são direcionadas de alguma forma. É im-
portante ressaltar que as amostras aleatórias determinam a direção de crescimento
da árvore do RRT. Desta forma, se as amostras forem influenciadas por uma amos-
tragem não uniforme/informada, a árvore do RRT também será influenciada. Para
ser selecionado na RSL, um estudo preliminar deve introduzir uma nova estratégia
de amostragem não uniforme/informada com um dos seguintes objetivos: acelerar a
convergência do planejamento para uma rota, reduzir o tempo de planejamento ou
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otimizar alguma outra característica de algoritmos baseados em RRT. Para compa-
rar e identificar se um estudo selecionado introduz alguma modificação que adiciona
comportamento tendencioso em alguns algoritmos baseados no algoritmo RRT, o
procedimento RANDOM_STATE do algoritmo RRT em Lavalle (1998) e NOVO_-
NÓ no Algoritmo 1 são considerados como sendo a amostragem canônica para com-
paração com as selecionadas na RSL.

Modificações e otimizações em processos de algoritmos RRT que não sejam amos-
tragem não serão consideradas na RSL, por exemplo, reconfiguração de arestas
(CHOUDHURY et al., 2016; KARAMAN et al., 2011), paralelização (XIAO et al., 2017;
DEVAURS et al., 2011), redução de nós por rejeições (DEVAURS et al., 2015; ZHU et

al., 2009), otimizações de detecção de colisão (BIALKOWSKI et al., 2016; MEDEIROS

et al., 2007) e otimização considerando dinâmica e cinemática (XIE et al., 2015; STO-

NEMAN; LAMPARIELLO, 2014). Embora esses processos influenciem diretamente o
desempenho de planejamento de algoritmos baseados em RRT, eles não estão di-
retamente relacionados ao processo de amostragem e são acoplados de forma inde-
pendente de outros processos em algoritmos baseados em amostragem. Além disso,
o assunto desta revisão é limitado apenas aos métodos aplicados aos processos de
amostragem de algoritmos baseados em RRT. No caso de planejamento de rota com
restrições dinâmicas e cinemáticas em algoritmos baseados em RRT, algumas es-
tratégias propostas podem ser selecionadas na RSL. Problemas de planejamento de
rota com restrições dinâmicas e cinemáticas são bastante complexos, já que muitas
dimensões podem ser necessárias para representar seu espaço de busca, e nem todo
estado pode ser considerado válido ou alcançado a partir de um anterior, como no
caso de sistemas não holonômicos (SEKHAVAT et al., 1998). No entanto, tradicional-
mente o processo de planejamento nesses casos é realizado rejeitando ou adaptando
uma amostra aleatória para a geração de uma trajetória que atenda às restrições
do movimento de um determinado sistema, ou suavização de rota (ELBANHAWI;

SIMIC, 2014) e, desta forma será considerada uma estratégia de amostragem não
uniforme/informada nesta revisão. Por outro lado, se o espaço de estados deste sis-
tema for utilizado para modelar ou influenciar a distribuição das amostras aleatórias
no RRT, então a estratégia proposta será considerada não uniforme/informada. O
estudo apresentado em Zhang et al. (2014) corresponde à última situação descrita.

Diferentes mecanismos de busca de artigos científicos foram consultados para encon-
trar estudos relacionados ao tema. Os dados extraídos desses estudos foram compa-
rados e analisados para identificar as principais contribuições do uso de amostragem
não uniforme/informada como alternativa à amostragem uniforme, que é original-
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mente utilizada na RRT. O protocolo de revisão que orienta o processo desta revisão
encontra-se descrito na Seção B.2.

B.2 Protocolo de revisão

O protocolo de revisão que orienta o processo de coleta de evidências científicas é
composto por seis elementos: questões de pesquisa; strings de pesquisa; consultas
para busca de estudos primários; motores de busca; critérios de seleção para estudos
primários; e, extração de dados (KITCHENHAM; CHARTERS, 2007).

B.2.1 Questões de pesquisa

As questões de pesquisa condicionam todo o processo de revisão, apresentando as
principais discrepâncias sobre os métodos de amostragem não uniformes/informados
usados nos algoritmos baseados no RRT para planejamento de rota. Para auxiliar
no processo de definição das questões de pesquisa, utilizou-se a metodologia pro-
posta em Petticrew e Roberts (2006), denominada PICOC (do inglês, Population,
Intervention, Comparator, Outcome, Context). Para o problema do uso de processos
de amostragem não uniformes/informados em RRTs, foram definidos os seguintes
valores para cada parâmetro da metodologia PICOC:

a) População: algoritmos de planejamento de rota baseados em RRT.

b) Intervenção: Adição de estratégia não uniforme/informada na amostra-
gem RRT para obter melhor custo/comprimento de rota e/ou convergên-
cia/tempo no processo de planejamento de rota.

c) Comparação: Estratégia não uniforme/informada usada no processo de
amostragem do RRT.

d) Resultados: Trabalhos existentes na literatura sobre amostragem não uni-
forme/informada aplicada ao RRT e suas características melhoradas pela
abordagem utilizada.

e) Contexto: pesquisa acadêmica em qualquer contexto de aplicação.

Assim, duas questões de pesquisa foram desenvolvidas para atender a esses parâme-
tros. Esses problemas são apresentados na Tabela B.1.
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Tabela B.1 - Questões de pesquisa desenvolvidas na revisão sistemática da literatura.

Identificação Questão de pesquisa Descrição e intenção
Questão 1 Quais são as soluções propostas

para incluir o comportamento
não uniforme/informado no pro-
cesso de amostragem do RRT
encontrado na literatura de pla-
nejamento de rota?

Identificar os métodos propos-
tos na literatura de plane-
jamento de rota que imple-
mentam estratégias não unifor-
mes/informadas sobre o pro-
cesso de amostragem do algo-
ritmo RRT ou qualquer uma
de suas variantes (por exemplo,
RRT*).

Questão 2 Qual é o algoritmo baseado no
RRT para o qual a proposta
de solução de amostragem não
uniforme/informada é aplicada
para melhorar seu desempenho
de planejamento?

Esta pergunta ajuda a identifi-
car as técnicas bases (RRT ou
alguma de suas variantes) esten-
didas para gerar um novo algo-
ritmo baseado em RRT não uni-
forme.

Fonte: Véras et al. (2019b).

A primeira pergunta é: “Quais são as soluções propostas para incluir o comporta-
mento não uniforme/informado no processo de amostragem do RRT encontrado na
literatura de planejamento de rota?”. Esse é o principal problema considerado na
revisão. Para descobrir a resposta, é necessário identificar estudos primários em que
os problemas que os autores propõem encontrar soluções envolvam melhorar alguma
propriedade (geralmente tempo e/ou custos/comprimento da rota (ELBANHAWI; SI-

MIC, 2014)) do RRT, usando como principal estratégia a mudança de seu processo
de amostragem uniforme. Essa é a expectativa da revisão; no entanto, pode haver
estudos com diferentes abordagens que se encaixem nos critérios de revisão.

A segunda pergunta é: “Qual é o algoritmo baseado em RRT ao qual uma solu-
ção de amostragem não uniforme/informada proposta é aplicada para melhorar seu
desempenho de planejamento?”. Esta questão está relacionada ao método a partir
do qual a solução, proposta em um determinado estudo primário, foi originada. Os
métodos podem ser o próprio RRT ou algumas de suas variantes (RRT*, DRRT,
RRT-Connect, etc). A resposta a essa pergunta ajudará a identificar que tipo de
RRT é usada como base dos estudos para reduzir a uniformidade de sua amostra-
gem, se os novos aspectos que as variantes incluem são considerados ou se versões
que já possuem tempo de planejamento reduzido são levadas em conta na literatura
de planejamento de rota.
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Os resultados da RSL obtidos a partir das questões de pesquisa acima permitirão a
análise de quais soluções de amostragem não uniformes/informadas propostas para
o RRT podem produzir os resultados mais promissores no planejamento de rotas, o
que pode ajudar equipes de pesquisa em experimentos iniciais de estudos futuros.
Por exemplo, uma estratégia de amostragem não uniforme/informada pode ter sido
proposta para o RRT, mas sua eficiência na aceleração da convergência para uma
rota pode não ter sido verificada junto com algum algoritmo baseado no algoritmo
RRT*, que possui otimalidade assintótica. Analisando os resultados da RSL, uma
equipe de pesquisa pode verificar o que já foi proposto como solução de amostragem
não uniforme/informada para versões específicas do algoritmo RRT e identificar
o que ainda não foi. Além disso, uma equipe de projeto tecnológico pode tomar
conhecimento de quais estratégias existem através da RSL proposta e analisar quais
delas podem preencher alguns requisitos de seu projeto.

B.2.2 Strings de pesquisa

Strings de pesquisa são termos que devem estar relacionadas ao problema científico
de interesse. Dessa forma, a probabilidade de recuperar um trabalho relacionado ao
assunto é maior. Cada string também é um componente da consulta de pesquisa
aplicada aos mecanismos de pesquisa. Considerando as variações entre termos e
palavras-chave semelhantes, as seguintes strings, em inglês, foram utilizadas neste
trabalho: “Rapidly-exploring Random Tree”, “Rapidly exploring Random Tree”,
“RRT”, “Sampling”, “Dispersion”, “Path Planning”, “Trajectory Plannin”, “Motion
Planning”.

B.2.3 Consultas para pesquisa de estudos primários

Por meio de strings e questões de pesquisa definidas, as consultas foram formuladas
para serem usadas nos mecanismos de pesquisa considerados nesta revisão. Uma
consulta é a representação de uma pergunta de pesquisa em um formato adequado
para os mecanismos de pesquisa usados.

As consultas são estruturadas usando strings de pesquisa e operadores lógicos, que
são aceitáveis em todos os mecanismos de pesquisa considerados nesta revisão. Utili-
zando as strings de busca previamente definidas, duas consultas foram estruturadas
para buscar os estudos primários pela RSL. Na Tabela B.2 estão descritas as con-
sultas de pesquisa criadas para esta RSL. Todos os trabalhos/estudos primários
retornados pela execução dessas consultas devem ser analisados e extraídos.
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Tabela B.2 - Consultas de pesquisa estruturadas para a revisão sistemática
Identificação Definição da consulta
Consulta 1 (“Rapidly Exploring Random Tree” OR “Rapidly-Exploring Ran-

dom Tree” OR RRT) AND Dispersion
Consulta 2 (“Rapidly Exploring Random Tree” OR “Rapidly-Exploring Ran-

dom Tree” OR RRT) AND Sampling AND (“Path Planning” OR
“Trajectory Planning” OR “Motion Planning”)

Fonte: Véras et al. (2019b).

B.2.4 Mecanismos de busca considerados no processo de revisão

O processo de pesquisa dos estudos primários envolve a definição dos mecanismos de
busca, que são as ferramentas que indexam a fonte de publicação destes trabalhos.
Os estudos primários retornados por esses mecanismos são filtrados de acordo com
as definições de inclusão e exclusão consideradas para a revisão e são descritos na
Seção B.2.5. Na Tabela B.3 são listados os mecanismos de busca usados na RSL
elaborado neste trabalho.

Tabela B.3 - Lista de mecanismos de busca como fonte de estudos primários para revisão
sistemática da literatura

Nome do mecanismo de busca Endereço web
Scopus www.scopus.com

IEEEXplore www.ieeexplore.ieee.org
ScienceDirect www.link.springer.com

ACM Digital Library www.dl.acm.org
Engineering Village www.engineeringvillage.com

Fonte: Véras et al. (2019b).

B.2.5 Critérios para seleção dos estudos primários

Através dos resultados da consulta nos mecanismos de busca, é realizada uma fil-
tragem de quais estudos estão relacionados às questões da pesquisa. Para orientar
nessa tarefa, um critério de inclusão e um conjunto de critérios de exclusão foram
definidos. Esses critérios ajudam a decidir qual trabalho é relevante ou não para a
revisão. Os seguintes critérios de inclusão foram definidos para a revisão em questão:
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a) Trabalhos acadêmico com contribuição real em planejamento de rota
pelo algoritmo RRT. As soluções apresentadas devem propor melhorias
no processo de amostragem do RRT através de estratégias não unifor-
mes/informadas, com foco na redução do tempo de planejamento ou na
melhoria de parâmetros e características relacionadas.

Em contraste com os critérios de inclusão, o conjunto de critérios de exclusão foi
definido para decidir quais artigos retornados pelos mecanismos de busca não devem
ser incluídos na revisão, mesmo que atendam aos critérios de inclusão. Por exemplo,
documentos de pesquisa, white papers, literatura cinza, etc, podem ser retornados,
porém, essa revisão não os inclui em seus resultados. Os critérios de exclusão defi-
nidos são:

a) trabalho que não apresenta solução aplicada ao planejamento de rota;

b) trabalho que não inclui nova solução para o processo de amostragem do
algoritmo RRT;

c) trabalho que apresenta apenas comparação ou testes entre métodos base-
ados no RRT;

d) apresentação de documentos (slides);

e) estudos secundários e terciários;

f) trabalho que é uma versão antiga de outro, com os mesmos autores e
problema;

g) trabalho que não está escrito em inglês;

h) apenas resumo;

i) resultados duplicados. Esses trabalhos são contados apenas uma vez;

j) white paper e literatura cinza.

B.2.6 Extração de dados

Para analisar e comparar os estudos primários retornados pela revisão, foi feita uma
lista de dados/características que devem ser extraídos de cada um deles. Essas carac-
terísticas dos estudos primários são: Título, Ano de publicação, journal, conferência,
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congresso, simpósio ou oficina (workshop) onde as evidências foram publicadas; Au-
tores; Métodos baseado no RRT utilizados como base para o desenvolvimento da
solução apresentada; Método de amostragem utilizado; outros métodos baseados no
RRT comparados com a solução apresentada para testar sua eficácia; completude;
otimalidade; melhorias adquiridas resultantes da solução proposta.

B.3 Desenvolvimento da Revisão Sistemática da Literatura

Esta seção descreve o desenvolvimento da Revisão Sistemática da Literatura (SLR)
com base no protocolo de revisão descrito anteriormente. Com a aplicação do pro-
tocolo de revisão, espera-se obter apenas os estudos relacionados ao escopo definido
para responder às questões de pesquisa, reduzindo assim o viés causado pela visão
pessoal do revisor recorrente em processos tradicionais de revisão. A Figura B.1
resume o processo de RSL desenvolvido em diferentes fases.

Figura B.1 - Processo de desenvolvimento da revisão sistemática da literatura.

Definir questões de 
pesquisa.

Desenvolver um 
protocolo de revisão.

Revisar o protocolo de 
pesquisa.

Executar as consultas de 
buscas nos mecanismos

de busca.

Primeiro estágio de seleção 
de estudos primários com 

base em critérios de 
inclusão e exclusão (título, 
resumo e palavras-chave).

Verificar a duplicidade 
em uma fonte de 

estudos.

Verificar a duplicidade 
entre fontes de estudos.

Obter o texto completo 
dos estudos relevantes.

Segunda seleção de 
estudos primários 

(Resumo, Introdução e 
Conclusão) e extração 
de dados de estudos 

selecionados.

Divulgação dos resultados e 
preparo do relatório.

1ª Fase 2ª Fase 3ª Fase

Descrição das etapas - na 1a fase, o escopo da revisão é delineado; - na 2a fase, a primeira
filtragem dos estudos primários retornados pelos mecanismos de busca é executada; - na 3a

fase, os dados dos estudos primários são extraídos e analisados para reportar os resultados.

Fonte: Véras et al. (2019b).
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B.3.1 Descrição das fases da Revisão Sistemática da Literatura

A RSL está dividida em três fases: na primeira fase, o escopo da revisão é deline-
ado por uma equipe de pesquisa; na segunda fase, a primeira filtragem dos estudos
primários é retornada pelos mecanismos de busca; Na fase final, os dados dos estu-
dos primários são extraídos e analisados. Em seguida, os resultados da revisão são
divulgados por meio de um documento de relatório.

Na primeira fase, inicialmente as questões científicas de interesse são definidas con-
forme descrito na Seção B.2.1. O segundo passo foi desenvolver o protocolo de re-
visão. Isso deve ser construído em conjunto com uma equipe de especialistas no
assunto analisado. As reformulações de protocolo antes de chegar a uma versão final
podem ser realizadas. Essas reformulações são consequências de insights sobre como
melhorar os resultados dos estudos retornados, obtidos nas etapas posteriores do
desenvolvimento da revisão. A última etapa dessa fase é acessar a página web de
cada mecanismo de pesquisa e inserir as consultas de pesquisa desenvolvidas com as
strings de pesquisa em cada uma deles. Um conjunto de trabalhos preliminares de
1136 foram retornados, considerando a soma dos resultados de todos os mecanismos
de busca.

A segunda fase começa eliminando os resultados duplicados. Os trabalhos que foram
retornados mais de uma vez pelos mecanismos de busca foram removidos. Um total
de 403 documentos duplicados foram identificados e removidos, resultando em 733
itens exclusivos. Na etapa seguinte, os critérios de inclusão e exclusão foram aplica-
dos pela leitura do título, resumo e palavras-chave de cada trabalho. Os trabalhos
resultantes da aplicação de tais critérios são considerados trabalhos com possíveis
soluções relacionadas ao tema da revisão. Após essa fase, foram selecionados 143
trabalhos com potencial contribuição.

Na terceira e última fase, os dados foram extraídos e a revisão concluída. O pri-
meiro passo desta fase foi obter acesso ao texto completo dos estudos selecionados.
A segunda etapa consistiu na leitura completa de cada estudo para identificar e
extrair os dados necessários para a revisão, conforme descrito na Subseção B.2.6.
Após a extração de dados, os trabalhos que violaram os critérios de inclusão ou que
atenderam ao conjunto de critérios de exclusão foram removidos da revisão. No final
do processo da RSL, foram selecionados 53 estudos primários. Finalmente, o último
passo foi divulgar os resultados da revisão através de algum relatório, que no caso
desta revisão, é a publicação em Véras et al. (2019b) e este documento.
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B.3.2 Validação da Revisão Sistemática da Literatura

Todo o processo de conduzir a RSL foi executado por apenas um dos autores da re-
visão. Os outros autores contribuíram no desenvolvimento do protocolo de revisão,
trabalhando principalmente como supervisores. Assim, um viés na seleção dos estu-
dos pode ser fortemente apresentado no processo realizado. Para identificar possíveis
más interpretações sobre quais estudos atendem às questões científicas, foi realizado
um processo de validação, como sugerido em Kitchenham e Charters (2007). Essa
validação da RSL consiste em um processo de calibração das consultas de busca,
identificando se os trabalhos mais citados/relevantes da literatura foram retornados
no processo de revisão.

O processo de calibração de consultas é importante para garantir que os mecanismos
de busca retornem artigos relevantes para as questões de pesquisa consideradas
nesta revisão. As consultas iniciais foram realizadas e os resultados retornados foram
analisados com base no tópico científico abordado. As consultas foram modificadas
até que trabalhos relevantes pudessem ser retornados.

Foi identificado que estudos como (LINDEMANN; LAVALLE, 2006) e (LINDEMANN;

LAVALLE, 2004) foram retornados. Estes são considerados importantes para o tema
de amostragem no RRT pois, de acordo com seus autores, trazem as primeiras
tentativas de discutir a importância da amostragem não uniforme/informada no
algoritmo RRT, o que permite ter uma visão histórica das discussões sobre amostra-
gem direcionada em algoritmos baseados em amostragem. Além disso, um dos mais
recentes e bem-sucedidos algoritmos propostos com estratégia de amostragem não
uniforme/informada, o algoritmo Informed-RRT* (GAMMELL et al., 2014), foi retor-
nado com sucesso no processo de execução da RSL. Até mesmo algumas extensões
deste algoritmo foram identificadas através da RSL. Como declarado em Noreen
et al. (2016), um dos mais recentes trabalhos de revisão de algoritmos baseados
no RRT, o algoritmo RRT*, tem sido pesquisado ativamente pela comunidade de
planejamento de rotas nos últimos anos. Muitos trabalhos listados em Noreen et al.
(2016) identificados como sendo algoritmos baseados no RRT* com novo processo de
amostragem não uniforme/informada, foram também retornados durante a execu-
ção da RSL proposta. Ainda mais algoritmos baseados em RRT* com extensões de
amostragem direcionadas foram identificados nesta revisão se comparados aos que
estão listados em Noreen et al. (2016). Portanto, acredita-se que foram desenvol-
vidas consultas que cobrem consideravelmente as possibilidades de trabalhos sobre
amostragem não uniforme/informada em algoritmos baseados no RRT.
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ANEXO A - ALGORITMOS DA LITERATURA UTILIZADOS NOS
TESTES COMPUTACIONAIS COM O ALGORITMO RRT*-SV

Os algoritmos RRT*-Smart, Informed-RRT* e BIT* foram selecionados para com-
paração com o algoritmo RRT*-SV, o qual foi proposto nesta tese. Portanto, eles
são descritos em maiores detalhes nas seções seguintes.

A.1 RRT*-Smart

Proposto em Islam et al. (2012), o RRT*-Smart é um algoritmo baseado no RRT*,
onde dois novos conceitos foram incorporados: o de otimização de rota; e o de amos-
tragem inteligente. Foi apresentado em Islam et al. (2012) que esse algoritmo possui
uma maior velocidade de convergência para a solução ótima (rota de menor com-
primento entre duas posições), possível de ser obtida para um dado ambiente de
navegação do que o RRT*. O algoritmo RRT*-Smart encontra-se descrito no Algo-
ritmo 9. Os procedimentos adicionais do algoritmo RRT*-Smart estão descritos a
seguir:

a) OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA: os nós que formam a rota de qinício à
qdestino que são visíveis entre si são conectados diretamente, removendo
nós intermediários entre eles. Nós visíveis entre si são aqueles que podem
formar uma nova aresta livre de colisão sem a necessidade de outros nós
para tal além de ambos.

b) COLETA_BEACONS: coleta os nós da rota otimizada. Esses nós, deno-
minados beacons, são utilizados para direcionar o processo de amostragem
para próximo da última rota planejada.

A otimização de rota é uma estratégia baseada na desigualdade triangular, em que o
tamanho do maior lado c de um triângulo sempre é menor que a soma dos tamanhos
dos dois lados menores a e b (Figura A.1). Dessa forma, se existirem dois nós que
possam ser conectados diretamente, sem que haja colisão, eles são conectados e os nós
intermediários entre eles são ignorados. Assim, é obtida uma rota de comprimento
menor. Essa estratégia encontra-se descrita no Algoritmo 10.
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Algorithm 9 Algoritmo RRT*-Smart
1: procedure RRT(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n, b)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: i← 0
5: comprimentoantigo ←∞
6: while (i ≤ n) do
7: i← i+ 1
8: if i = t+ b, t+ 2b, t+ 3b... then
9: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Qbeacons)

10: else
11: qaleatório ← AMOSTRAGEM_ALEATÓRIA(Q)
12: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
13: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
14: if qpróximoqnovo não intercepta Qobstáculos then
15: RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
16: if d(qnovo, qdestino) ≤ ld e (qnovoqdestino não intercepta Qobstáculos) then
17: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
18: rota_encontrada← true

19: if rota_encontrada then
20: t← i
21: comprimentonovo ← OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA(qinício, qdestino)
22: if comprimentonovo < comprimentoantigo then
23: R← ROTA(qinício, qdestino)
24: Qbeacons ← COLETA_BEACONS(qinício, qdestino)
25: comprimentoantigo ← comprimentonovo

26: rota_encontrada← false
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Figura A.1 - Conceito da desigualdade triangular aplicada pelo algoritmo RRT*-Smart
para otimizar rotas.

Fonte: Adaptado de Islam et al. (2012).

Algorithm 10 Procedimento de otimização de rota do algoritmo RRT*-Smart
1: procedure OTIMIZAÇÃO_DE_ROTA(qinício, qdestino)
2: qatual ← qdestino
3: while qatual 6= qinício do
4: qantecessor_do_antecessor ← ANTECESSOR_DO_ANTECESSOR(qatual)
5: if qatualqantecessor_do_antecessor não intercepta Qobstáculos then
6: qatual.antecessor ← qantecessor_do_antecessor
7: qatual ← qantecessor_do_antecessor

A amostragem inteligente é uma abordagem que utiliza os nós de uma rota previa-
mente planejada para induzir a coleta de novas amostras próximas a eles. Quando
uma rota é planejada, seus nós são guardados em Qbeacon. Esses nós são atualizados
cada vez que uma rota de comprimento menor do que a última planejada for en-
contrada. Novas amostras são coletadas a partir dos beacons quando o índice i da
iteração de planejamento for igual a um valor dado por t+ u ∗ b, onde t é a iteração
na qual se inicia o uso da amostragem inteligente, u é um valor incrementado cada
vez que uma nova amostra é coletada pela amostragem inteligente e b uma cons-
tante que define a frequência com que essa amostragem é executada. Quando i não
atende a condição citada, as amostras são coletadas aleatoriamente com distribuição
uniforme, como nos algoritmos RRT e RRT*.

As duas estratégias descritas anteriormente foram incorporadas ao algoritmo RRT*,
reduzindo consideravelmente o tempo de planejamento das rotas de menor compri-
mento (ISLAM et al., 2012). Na Figura A.2, encontram-se ilustradas rotas planejadas
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pelo algoritmo RRT*-Smart. Nota-se que próximo aos nós da rota (em vermelho)
existe uma maior concentração de amostras coletadas, mostrando a influência dos
beacons na coleta de novas amostras do ambiente de navegação.

Figura A.2 - Exemplo de rota planejada pelo algoritmo RRT*-Smart.

(a) (b)

(c) (d)

a) Primeira rota planejada pelo algoritmo. b) A rota é então otimizada pelo procedimento
de otimização de rota (resultado em azul). c) Qbeacons é formado utilizando os nós da rota
otimizada. d) Concentração de nós por meio dos beacons no procedimento de amostragem
inteligente. O processo possui como efeito a otimização do comprimento da rota.

Fonte: Islam et al. (2012).
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A.2 Informed-RRT*

No algoritmo Informed-RRT*, proposto em Gammell et al. (2014), um novo tipo
de amostragem baseada na redução do ambiente de navegação é introduzido, como
descrito na Seção 3.3.2.1. Essa redução é baseada em uma elipse, limitando a coleta
de novas amostras que serão coletadas somente no interior dessa elipse. A área dessa
elipse é então modificada com base no valor de comprimento da rota. Desta forma,
quando novas rotas de menor comprimento são encontradas, a área da elipse diminui.
Segundo os autores do algoritmo em Gammell et al. (2014), essa estratégia prioriza a
região do ambiente de navegação na amostragem que contém as amostras com maior
probabilidade de formar a rota ótima (rota de menor comprimento). Inicialmente,
será descrito o processo de geração da elipse e, posteriormente, o acoplamento da
estratégia de amostragem ao RRT* para formar o algoritmo Informed-RRT*. Na
Figura A.3, encontra-se ilustrado as etapas principais de amostragem do algoritmo
Informed-RRT*.

Figura A.3 - Processo de amostragem informada no algoritmo Informed-RRT*.

(a) (b) (c)

a) Após uma primeira rota ser planejada, todas as novas amostras são coletadas dentro
de uma elipse. b) À medida que o comprimento da rota planejada diminui, a área da
elipse também diminui. c) Na ausência de obstáculos no ambiente de navegação, a elipse
converge para um segmento de reta.

Fonte: Gammell et al. (2014).

Para a descrição do algoritmo Informed-RRT*, as definições introduzidas em Gam-
mell et al. (2014) foram adaptadas para este trabalho. Dada a posição inicial qinício

e a posição final qdestino, o comprimento mínimo possível entre ambos, na hipótese
de não existirem obstáculos entre eles, é igual a cótimo, que corresponde à distância
euclidiana entre essas duas posições. Durante o planejamento, a elipse pode ser ex-
pressa em termos do comprimento da última rota planejada, denominado ccorrente.
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Os pontos focais da elipse serão qinício e qdestino, o eixo maior corresponde a cótimo e
o eixo menor corresponde a

√
c2
corrente − c2

ótimo. A partir desses elementos define-se
a elipse Qelipse. Na Figura A.4 encontram-se ilustrados cada um dos elementos da
elipse que reduz o ambiente de navegação.

Figura A.4 - Elementos da elipse que limita a coleta de novas amostras de um ambiente
de navegação no algoritmo Informed-RRT*.

Fonte: Gammell et al. (2014).

Cada amostra da elipse Qelipse é coletada aleatoriamente dada uma distribuição
uniforme. Essa operação é realizada pela transformação de uma amostra qcírculo

coletada aleatoriamente de um círculo para a sua posição correspondente qelipse na
superfície da elipse. Essa transformação é definida por

qelipse = CLqcírculo + qcentro (A.1)

onde C é a matriz de transformação, L uma matriz diagonal preenchida com os
eixos da elipse (matriz de rotação) e qcentro o ponto central da elipse, definida por
(qinício + qdestino)/2, que translada a amostra resultante para o sistema de referên-
cia do ambiente de navegação. A matriz de transformação pode ser calculada pela
decomposição de Cholesky. Detalhes de como calcular C podem ser verificados em
Gammell et al. (2014). Porém, esses procedimentos estão representados em pseudo-
código no Algoritmo 12.

Baseado nas definições anteriormente descritas, novos procedimentos são adicionados
ao RRT* para o desenvolvimento do algoritmo Informed-RRT*. São eles:

a) COLETA_AMOSTRA_INFORMADA: coleta uma amostra aleató-
ria dentro da região delimitada pela elipse definida pelos valores de ccorrente
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e cótimo. Enquanto ccorrente não é definido, ou seja, nenhuma rota foi plane-
jada, a amostragem segue a coleta de amostras aleatória da RRT padrão,
onde o ambiente de navegação completo Q é considerado;

b) ROTAÇÃO_PARA_REFERÊNCIA: retorna a matriz de rotação do
sistema de referência da elipse alinhada com o sistema de referência do
ambiente de navegação;

c) COLETA_AMOSTRA_CÍRCULO: coleta uma amostra aleatoria-
mente dada uma distribuição uniforme sobre a região delimitada por um
círculo;

O processo de amostragem encontra-se descrito em maiores detalhes no Algoritmo
12. Esse processo é incorporado à estrutura do algoritmo RRT*, resultando na es-
trutura do algoritmo Informed-RRT*, descrita no Algoritmo 11.

Algorithm 11 Algoritmo Informed-RRT*
1: procedure Informed-RRT*(Q, qinício, qdestino,∆q, ld, n)
2: G← {qinício}
3: R← {}
4: i← 0
5: comprimentoantigo ←∞
6: ccorrente ←∞
7: while (i ≤ n) do
8: i← i+ 1
9: ccorrente ← R.comprimento

10: qaleatório ← COLETA_AMOSTRA_INFORMADA(qinício, qdestino, ccorrente)
11: qpróximo ← NÓ_PRÓXIMO(qaleatório, G)
12: qnovo ← NOV O_NÓ(qpróximo, qaleatório,∆q)
13: if qpróximoqnovo não intersecciona Qobstáculos then
14: RRT_ESTRELA_ESTENDE(G, qpróximo, qnovo)
15: if d(qnovo, qdestino) ≤ ld e (qnovoqdestino não intersecciona Qobstáculos)

then
16: ESTENDE(G, qnovo, qdestino)
17: comprimentonovo ← CUSTO(qinício, qnovo)
18: rota_encontrada← true

19: if rota_encontrada then
20: if comprimentonovo < comprimentoantigo then
21: R← ROTA(qinício, qdestino)
22: comprimentoantigo ← comprimentonovo

23: rota_encontrada← false
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Algorithm 12 Descrição do procedimento que coleta amostras de forma aleatória
dentro da região de uma elipse utilizada pelo algoritmo Informed-RRT*.
1: procedure COLETA_AMOSTRA_INFORMADA(qinício, qdestino, ccorrente)
2: if ccorrente <∞ then
3: cótimo ← ||qdestino − qinício||
4: qcentro ← (qinício + qdestino)/2
5: C ← ROTAÇÃO_PARA_REFERÊNCIA(qinício, qdestino)
6: r1 ← ccorrente/2
7: r2 ← (

√
c2
corrente − c2

ótimo)/2
8: L← diag{r1, r2}
9: qcírculo ← COLETA_AMOSTRA_CÍRCULO()

10: qaleatório ← (CLqcírculo + qcentro) ∩Q
11: else
12: qaleatório = AMOSTRAGEM_ALEATORIA()
13: retorna qaleatório

A execução do algoritmo Informed-RRT* se dá de forma semelhante ao
algoritmo RRT*, se diferenciando apenas pela substituição do procedi-
mento de amostragem padrão da RRT AMOSTRAGEM_ALEATORIA por
COLETA_AMOSTRA_INFORMADA. O procedimento está descrito no Algo-
ritmo 12, onde também os demais procedimentos introduzidos anteriormente são
utilizados.

A.3 Batch Informed Trees - BIT*

Nesta seção, o algoritmo BIT* (Batch Informed Tree Star), proposto em Gammell et
al. (2015), é descrito. Esse algoritmo utiliza uma abordagem baseada no algoritmo
de busca em grafos dinâmicos denominado LPA* (long-life A*) (KOENIG et al., 2004)
e na amostragem baseada na região elipsoidal definida pelo comprimento das rotas
planejadas do algoritmo Informed-RRT*. O algoritmo BIT* encontra-se descrito no
Algoritmo 13.
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Algorithm 13 Algoritmo BIT*
1: procedure BIT*(Q, qinício, qdestino, n,m)
2: G← {qinício}
3: G.V ← {qinício}
4: R← {}
5: r ←∞
6: s← 0
7: i← 0
8: while (s = 0) e (i ≤ n) do
9: custocorrente ← CUSTO(qinício, qdestino)

10: if Farestas = {} e Fvértices then
11: PODA(Qamostras, custocorrente)
12: Qamostras ← Qamostras ∪ LOTE_AMOSTRAS(m, custocorrente)
13: Vantigo ← G.V
14: Fvértices ← G.V
15: ORDENA(Fvértices)
16: r ← raio(|G.V |+ |Qamostras|)
17: while MELHOR_V ALOR_DA_FILA(Fvértices) ≤

MELHOR_V ALOR_DA_FILA(Farestas) do
18: EXPANDE_V ÉRTICES(MELHOR_DA_FILA(Fvértices))
19: (vm, qm)←MELHOR_DA_FILA(Farestas)
20: Farestas ← Farestas \ {(vm, qm)}
21: if CUSTO(qinício,vm) + ĉ(vm, qm) + ĥ(qm) < custocorrente then
22: custoaresta ← CUSTO_COM_COLISÃO(vm, qm)
23: if ĝ(vm) + custoaresta + ĥ(qm) < custocorrente then
24: if CUSTO(qinício,vm) + custoaresta < CUSTO(qinício,qm) then
25: vantecessor ← {}
26: if qm ∈ G.V then
27: vantecessor ← qm.antecessor
28: REMOV E_ARESTA(G, vantecessor, qm)
29: else
30: Qamostras ← Qamostras \ qm
31: Fvértices ← Fvértices ∪ qm
32: ESTENDE(G, vm, qm)
33: if vantecessor e (vantecessor, qm) ∈ Farestas then
34: if CUSTO(qinício, vantecessor) + ĉ(vantecessor, qm) >

CUSTO(qinício, vqm) then
35: Farestas ← Farestas \ (vantecessor, qm)
36: if qdestino possui novo nó antecessor then
37: s← 1
38: R← ROTA(qinício, qdestino)
39: else
40: Farestas ← {}
41: Fvértices ← {}
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A seguir estão descritos os procedimentos que constituem o algoritmo BIT*:

a) ORDENA: ordena uma fila de vértices ou arestas em ordem crescente do
comprimento estimado das rotas hipotéticas formadas por seus elementos;

b) MELHOR_VALOR_DA_FILA: retorna o menor comprimento esti-
mado de uma rota hipotética de uma fila de vértices ou arestas;

c) MELHOR_DA_FILA: retorna o elemento de uma fila de vértices ou
arestas com menor comprimento estimado de uma rota hipotética;

d) CUSTO_COM_COLISÃO: retorna o comprimento de uma aresta for-
mada por duas amostras. Entretanto, a aresta formada é submetida a um
teste de colisão. Caso a aresta esteja em colisão, o valor do comprimento
da aresta é definido como infinito.

e) CUSTO: possui mesmo comportamento apresentado na descrição do al-
goritmo RRT*, onde o comprimento da rota entre dois vértices quaisquer
de G é retornado;

f) PODA: remove as amostras de Qamostras, remove vértices de G.V e desco-
necta arestas de G.E que não podem mais contribuir com o planejamento
de rotas com menor comprimento. Aqueles vértices que foram desconecta-
dos em G.E que ainda possuem potencial para constituir rotas de menor
comprimento são removidos de G.V e adicionados a Qamostras;

g) EXPANDE_VÉRTICE: expande a fila Farestas com arestas formadas
pelo vértice qv e as amostras p da vizinhança Qvizinhança que estão a uma
distância r de qv. Uma aresta é adicionada a Farestas se, e somente se, a
distância estimada da rota hipotética formada pela aresta (qv, p) for menor
do que o comprimento da rota corrente.

O algoritmo BIT* utiliza um conjunto de amostras geradas aleatoriamente deno-
minado lote (do inglês batch), representado por Qamostras. O uso desse esquema de
lotes de amostras encontra-se ilustrado na Figura A.5. Um novo lote de amostras é
gerada toda vez que as filas Fvértices e Farestas encontrarem-se vazias. A quantidade
de amostras do lote é definida pelo parâmetro m, e essas amostras definem impli-
citamente uma estrutura denominada Grafo Geométrico Aleatório (RGG, do inglês
Random Geometric Graph) (PENROSE et al., 2003). Nesta estrutura, todos os nós vi-
zinhos que estiverem dentro de uma região de raio r, a partir de um nó central, são
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conectados a esse nó. Entretanto, no algoritmo BIT*, os nós/vértices do RGG não
são interligados explicitamente. Em vez disso, o BIT* utiliza uma heurística baseada
na estimativa do comprimento de uma rota que, hipoteticamente, os nós da RGG
poderia compor para conectar qinício à qdestino. Os vértices associados com as rotas
hipotéticas de menor comprimento são preferencialmente submetidos ao teste de co-
lisão e, caso permitam formar uma rota livre de colisão, são adicionados à árvore de
exploração G. Dessa forma, evita-se a realização do teste de colisão em arestas que
não podem reduzir o comprimento da rota, o que reduz consideravelmente o tempo
de planejamento (GAMMELL et al., 2015).
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Figura A.5 - Esquema do uso de lotes (batchs) de amostras utilizadas pelo algoritmo BIT*.

(a) (b)

(c) (d)

a) Crescimento da árvore no algoritmo BIT* utilizando o primeiro lote de amostras
Qvértices e b) finalização do primeiro planejamento de uma rota quando qinício é conec-
tado à qdestino. Após o planejamento da primeira rota, um segundo lote de amostras é
adicionado a partir de uma elipse e c) um novo planejamento é iniciado com um con-
junto de amostras Qvértices mais denso. d) Após a finalização do segundo planejamento,
uma nova região de amostragem (elipse) é definida considerando o comprimento da nova
rota planejada. O processo se repete indefinidamente, toda vez que uma rota de menor
comprimento é planejada.

Fonte: Gammell et al. (2015).

236



O comprimento estimado das rotas hipotéticas é calculado da seguinte forma. Con-
siderando uma amostra qualquer q ∈ Q do ambiente de navegação, o comprimento
da rota hipotética que conecta diretamente q até qinício, é representada por ĝ(q). Já
o comprimento da rota hipotética que conecta diretamente q até qdestino é represen-
tado por ĥ(q). Portanto, o comprimento da rota hipotética entre qinício e qdestino que
passa pela amostra q é representado por f̂(q) = ĝ(q) + ĥ(q). Dessa forma, o com-
primento da rota hipotética representa o comprimento do segmento de reta entre
uma das posições de início ou destino de navegação e uma amostra q caso não hou-
vesse obstáculos entre elas. Como não há verificação de colisão com obstáculos para
o cálculo do comprimento dessas rotas, diz-se que as mesmas são hipotéticas (em
Gammell et al. (2015), os autores definem esse cálculo como sendo uma estimativa
admissível do comprimento da rota). Tanto em Gammell et al. (2015) quanto nesta
tese, a distância euclidiana é utilizada para a estimativa do comprimento das rotas
hipotéticas.

A seleção das amostras no lote Qamostras é baseada nos valores de estimativa de
comprimento de rotas hipotéticas definidas no parágrafo anterior. Para isso, o uso
de duas filas ordenadas é proposto: a fila Fvértices, que contém os vértices da árvore
G ordenados pelo comprimento da rota hipotética associada a cada um; e a fila
Farestas, que é formada a partir de Fvértices. Fvértices é formada pelos vértices já
adicionados à árvore G (linha 14 do Algoritmo 13), porém, ordenados de acordo
com o valor f̂(qv) associada a cada um dos vértices qv. Por sua vez, Farestas contém
possíveis pares de arestas (q, qv) que podem ser utilizadas para expansão da árvore.
Para formar Farestas, antes a vizinhança de vértices Qvizinhos é extraída a partir
das amostras em Qamostras que estão dentro do alcance do raio r a partir de qv.
A fila Fvertices também é utilizada para formar a fila Farestas nas linhas 17 e 18 do
Algoritmo 13. As arestas entre qv ∈ Fvértices e seus vizinhos p da vizinhança Qvizinhos

que formarem rotas hipotéticas com comprimento menor do que o comprimento da
rota corrente são adicionados à Farestas (esse processo é executado pelo procedimento
EXPANDE_V ÉRTICES descrito no Algoritmo 14). Após a adição das arestas
à fila de arestas, Farestas é ordenado de acordo com o valor ĝ(v) + ĉ(v, q) + ĥ(q)
associado a cada uma de suas arestas (v, q). Esse processo é executado enquanto
Fvértices contiver elementos com valores de comprimento de rota hipotética estimada
menores do que os elementos de Farestas.
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Algorithm 14 Procedimento de expansão da fila de arestas Farestas do algoritmo
BIT*
1: procedure EXPANDE_VÉRTICES(qv ∈ Fvértices)
2: Qpróximo ← {}
3: Vpróximo ← {}
4: Fvértices ← Fvértices \ qv
5: for q ∈ Qamostras do
6: if DISTÂNCIA(q, qv) ≤ r then
7: Qpróximo ← Qpróximo ∪ q
8: for p ∈ Qpróximo do
9: if ĝ(qv) + ĉ(qv, p) + ĥ(p) < CUSTO(qinício, qdestino) then

10: Farestas ← Farestas ∪ (qv, p)
11: if qv /∈ Vantigo then
12: for w ∈ G.V do
13: if DISTÂNCIA(w, qv) ≤ r then
14: Vpróximo ← Vpróximo ∪ w
15: for w ∈ Vpróximo do
16: if (qv, w) /∈ G.E e ĝ(qv) + ĉ(qv, w) + ĥ(w) < CUSTO(qinício, qdestino) e

CUSTO(qinício, qv) + ĉ(qv, w) < CUSTO(qinício, w) then
17: Farestas ← Farestas ∪ (qv, w)

A ordenação de Farestas permite que as arestas com menores comprimentos de ro-
tas hipotéticas sejam posicionadas nas primeiras posições da fila. Dessas forma, as
arestas mais promissoras em formar a rota de menor comprimento possuem prefe-
rência em serem usadas na tentativa de expansão da árvore de exploração. A aresta
(vm, qm) ∈ Farestas com menor comprimento de rota hipotética associado é seleci-
onada e removida de Farestas (linhas 19 e 20 do Algoritmo 13). Caso essa aresta
esteja associada a um valor de comprimento de rota hipotética menor do que o com-
primento da rota corrente e seja livre de colisão (linhas 21 à 24 do Algoritmo 13),
ela é utilizada para expandir G (linhas 32 do Algoritmo 13). Enquanto qdestino não
possuir nó antecessor (ou seja, não estiver associado a nenhuma rota que o conecte
à qinício), seu comprimento é definido como sendo infinito. As arestas utilizadas para
expandir a árvore são removidas de Farestas. Esse processo continua até que algum
critério de parada seja satisfeito (que usualmente é o planejamento de uma primeira
rota, quantidade de iterações ou tempo de planejamento).

O procedimento CUSTO (utilizado nas linhas 9, 21, 24 e 34 do Algoritmo 13) possui
a mesma função que no algoritmo RRT*, onde o comprimento da rota entre dois
nós interligados em G é retornado. O procedimento CUSTO_COM_COLISÃO
(utilizado na linha 22 do Algoritmo 13) calcula o comprimento da aresta formada
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entre dois vértices e submete a mesma ao teste de colisão (retornando infinito caso
a aresta esteja em colisão com os obstáculos).

Após o planejamento da primeira rota, o novo lote de amostras que vier a ser gerado
seguirá a amostragem informada do algoritmo Informed-RRT*, como descrito no
Algoritmo 12. Além disso, todas as amostras de Qamostras que não podem formar
rotas com menor comprimento do que a rota atual são removidas. Esse procedimento
é executado por PODA descrito no Algoritmo 15.

Algorithm 15 Procedimento de remoção do lote de amostras de Qamostras que não
permitem mais planejar rotas de menor comprimento.
1: procedure PODA(custocorrente)
2: for q ∈ Qamostras do
3: if f̂(q) ≥ custocorrente then
4: Qamostras ← Qamostras \ q
5: for v ∈ G.V do
6: if f̂(v) ≥ custocorrente then
7: G.V ← G.V \ v
8: for (v, w) ∈ G.E do
9: if f̂(v) ≥ custocorrente ou f̂(w) ≥ custocorrente then

10: G.E ← G.E \ (v, w)
11: for v ∈ G.V do
12: if CUSTO(qinício, v) ≡ ∞ then
13: Qamostras ← Qamostras ∪ v
14: for v ∈ G.V do
15: if CUSTO(qinício, v) ≡ ∞ then
16: G.V ← G.V \ v
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