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ABSTRACT 

The purpose of this paper is to propose a elosed formula 
for caleulation the Lagrange interpolation polynomiaZ coefficients. 
The overall goal in deve loping this formula was to simplify to the 
usertheevaluationofindividualeoefficientsa.in the 

interpolating polynomial fórm y = E a. xi, as a funetion of given 
i=0 t 

points y = f(xi ), i=1,2,,.., n. 



UMA FÓRMULA PARA O CALCULO DE COEFICIENTES DE LAGRANGE 

1.INTRODUÇÃO  

O objetivo deste trabalho é encontrar uma fórmula fechada 
para o cálculo dos coeficientes do polinómio interpolador de Lagrange. 

Devido ã complexidade da fórmula, desenvolveu-se um algoritmo para uso 

em computador. A motivação para o presente trabalho é facilitar ao usuã 

rio colocar o polinómio interpolador de Lagrange na forma y .Efl sa, 
i=u 1 

ondeocálculodosaissãofeitosemfunçãodospontoscladosy,f(x.), 

i = 0,'1, 2, n; o que facilita ao usuário conhecer, por exemplo, 

a ordem de grandeza de alguns coeficientes, sem ter de desenvolver todo 

o polinómio. 

2.CALCULO DOS COEFICIENTES 

Dada a fórmula conhecida do polinómio interpolador de La 

grange (Blun (1972), Davis (1963), DaVid e Robert (1972), Carnahan et 

alii (1969) e Eugene e Hebert (1966)), 

n 	n 	- X. 
Pn(x) = 	E [ n 	 Y• 	i 	O, 	n 

i=0 j=0 x i 	xj 	1  
jxi ,  

ondeux.ex." são as coordenadas da função conhecida nos pontos y. 
J 

= f(x i ), desenvolver-se a fórmula para n=1, n=2, n=3,... e verificar-se 

o que acontece com os coeficientes. 

Para n=1 tem-se: 

1 	1  x - x. 
Pi(x) = 	[ n 	 Y. = i=0 J.o  x i  - xi 	1 

jxi 
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X - XI 	x - x o 	x - xl 	.x - xo  
_ 	 Yo + 	 Yi = 	 Yo - 	 Y1 - 
xo - xl 	xl - xo 	xo - xl 	- xl 

x(yo — Y1) 	Y1 xo — xl Yo 	Yo -Y1 	(x1 Yo - xo yi) 
= 	 + 	  _ 	 x 

	

x o  — xl e 	xo — xl 	xo — xl 	xo — xi 

Para n=2 tem-se: 

n 	2 X 	• j 

J  
- x , 

	

P 2 (x) = E E n   	Y. = 

	

1=0 j=0  x i  - xj 	1 

j'i 

(X- )(1) (X- )(2) 	(X - X0) (X - )(2) 	(X - X0) (X - )(1) 

	  YO 4- 	  Y1 + 	  Y2 - 

(X0 -X1) (X0 -X2) 	(X1-X0) (X1 - X2) 	(X2 - X0) (X2 -X1) 

(X1 - X2)(X - X1)(X - X2) 	(X0 - X2)(X - X0)(X - )(2) 

	  Yo 	  Y1 + 
(xo - xl)(xo - x2)(x1 - x2) 	(x0 - xl)(xo - x2)(x1 - x2) 

(x0—x1)(x—x0)(x—x1) 	(x1—x2)Y0 — (x0—x2)Y1 + (x0—x1)Y2 
	  Y = 	  x2  - 
(X 0 -X 1 )(X 0 -X2)(X I -X 2 ) 	2 	 (X0 -X1)(X0 -X2)(X1 -X2) 

(x l —x 2 )(x l+x 2 )y o  — ( x 0 —x 2 )(x 0 +x 2 )y 1+ (x 9 —x 1 )(x 0+x 1 )y 2 ) 
	  ) x + 

(x0—x1)(xo—x2)(x1—x2) 

	

(x 1 —x 2 )( x l X2)Y0 	(X0-X2)(X0 X2)Y1 	(X0 -X1)(X0 X1)Y2 
4- ( 

	

	  

(X0-X1)(X0 -X2)(X1 -X2) 

Para n=3 tem-se: 

3 	3 X - 	• 

	

P3(X) =ENI 	
xj 

3 Yj 
1=0 j=0 x i 	xj 

jxi 
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(x - x 1 ) ( x - x2)(x - X3) 	(X - x0 )(X - x2) (X - X3 ) 

(xo—xi)(x0—x2)(x0—x3) 	(x0—x1)(x1—x2)(x1—x3) 

(x - x0 )(x - x 1) (x - X3) 	(X - X0 )(X - X1) (X - x2 ) 

	  Y2   Y3 - 
(X0 -X2)(X3-X2)(X2-X3) 	(X0 -X3)(X3 -X3)(X2-X3) 

(x1-x2)( x1 -x3)( x2 -x 3 ) (x - X1) (X - x2)  (X - x3) 

	  Yo 
(xo —x1)(x0—x2)(xo—x3)(xi—x2)(x1—x3)(x2—x3) 

(X0 -X2 )(X0 -X3)(X2 -X3 )(X - X0 )(X - X3 )(X - X3) 

	  yl 
(X0 -X3)(X0-X2 )(X0-X3)(X3-X2 )(X1 -X3)(X2 -X3) 

(x0-x2)(xo-x3)(x2-x 3) (X - x0 )(x - X3) (X - X3) 

	  Y2 
(X0 -X3)(X0 -X2)(X0 -X3)(X3 -X2 )(X1 -X3)(X2 -X3) 

(x0-x2 )(X0-X3 )(X2-X3 )(X - x0) (X - x1) (x - X2) 

	  Y3 - 
(X0 -X1)(X0 -X2)(X0 -X3)(X1-X2)(Xl.-X3 )(X2-X3) 

(xl-x2)(xl-x3)(x2-x3)30-(xo-x2 ) (xo-x;)(x2-xo)Y1+(xp-xl)(x0-x2)(xl- x 3)y2-(x0-xl)(x0-x2)(x i -x2)y' 

(x0-xl)(x 0 -x2 )(x p -x3)(xl-x,)(x1- 2(3)(x 2-x,) 

(X1 -1(2)(XI-X3)(X2-X,)[Xl+X2+XliYo - No-X2)(X0-X3)(X2-X3)[X0+X2+X3Y1 

(xo-xl)(x o -x 2 )(x o -x 3 )(x l -x 2 )(x l-x3)(x 2 -x3) 

,ca + 

(x0-x l )( x o-x3) (x x-xl) No+x l+x3)Y2- (x o-xl)( x0 -x2 ) :x , -x,)[x0+xl+xdy, 

(Xj -ZI)No-X2)(Xo -X3)(Xl-X2)(X1 -x3)(X2-X2) 

(XI-X2)((1-X9)(x2-X3)[XIX2rXIX3r)(2KaY0 - ( x0 -X2)(Xo-X9)(x2 - x3)(XoX2+XoX7+XIXOYI 

( x 0 -x1) (x o -xz)(xo-x2 ) (x l -x2 )( x2-x,)(x2-x3) 

(Xo -X1)(Xo-X3)(XI - X3)[X0X1+X0X3+XIXI3Y2 - ( x0 - X1)((0 .-X2)(X1 X2)EX0X1iX0X2+X1X2)Y7 

(x 0 -x l )( x o-x2 )( xo-x3 ) (x l -x2 ) (xl- x 0(x2-x3) 

(x1 x2)(x1 x5)(x2 x 3 )[xix 2 x3)y0-(x0 x2)(x0 x,)(x 2  x)(x0x2x3)Y1 

( xo-xl)(x0- x2)( x0-x 3)( xl-x2 )(xl -x3) (x 2 - x ,) 

(X0.4.1)(X0 ....X3)((13)NOXIX33YZI-(4-X1)(X0 - X2)(X1 - Xl)NgX1X21Y3 

(Xo-X1)(Xo-X2)(Xo-X1)(XI-X2)(XI-X,)(X2-X3) 
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o que leva à fórmula: 

n 	n 
C(i) = (-i)i 

 
	E (-1) v  ( n (x.-x )) Y i  j m 	v A-x 	' n 	 v=0 	j=0 

n (x 1,-xl ) 	 m=0 
k=0 	" 	 i<111 
1=0 	 jsi 
kci 	 nmv 

onde 1=0,. ..,n, A = (x 1 , 	 n } e 

o 

CA - x v = 1 , 

1 

CA - xv = x o  + x l  + 	+x 	1  + x 	1  + ...+x, v - 	V +  

2 
CA - x = X0 X2 + X0 X2 + 	4- X0 X 	+X0 X 	+...+ XD X+ 

v-1 	v+1 	 n • v 

X1 X2 4-  X1 Xa 	X1 X 1 4- 	
v+1 

X1 X 	 XI X
n
+... + v-  

n-1 
xn 

• 

CA - xv = xo 	xv-1 xv+1 	X. 

Por indução, provar-se- ã que a fórmula acima é vãli 

da para qualquer número de termos. 

Seja n=1 



—5 

1 

	

• C(0) = 	 Yo — Y1 
(xo — xl) 

1 

	

CO) - 	 (Yo x1 - xo Y1), então para n=1 esta fórmula é ver 
(x o  - x1) 	 dadeira. 	

_ 

Supõe-se que a fórmula abaixo é vãlida para n=h. 

	

(-1) 1 	i- h 	h 

	

C(i) -  	I E 	(-1) V  ( li 	(x.-x ))y C 1 	, (A 
li 	

; 
h 	 =t) 	j=0 	j m 	v A-xv 
It (xk-xl ) 	 j<m 
k=0 	 jxv 
1=0 	 mxv 
kce 

onde 1=0 .....,h e A = {x i. ...,x h  }. Provar-se-ã que ela é vãlida 	para '  
n=h+1, ou seja: 

	

(-1) 1 r+1 	h+1 

	

C(i) -  	E (-1) V  ( II (x.-x MY C i  
h+1 	v=0 	j=0 	j m 	v A-xv 
II (x,-x, ) 	 m=0 

k=0 	" 	 j<nl 
1=0 	 jxv 
kct 	 mxv 

onde i=0,...,h+1 e A = {x1, x2,..., x h , x }+1 }. 

Acrescentando-se o termo x n+1 	Fórmula A, tem-se que: 

1=1,..., h+1, A = {x 1 ,... 	x 	} 	e ' h+1 ' 

	

—h+1 	h+1 

	

C(i) =  	E (-1) V  ( 11 (xj -xm  flyv  C i 

h+1 	v=0 	j=0 	 A-x.. v 

n  (xk-xt) _ 
	

m=0 	
__ 

k=0 	 j<in 
1=0 	 jxv 
k</ 

que tem a mesma forma de c(i) quando i=1,...,h. 
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Além desta prova, testou-se a precisão dos cálculos 	por 

comkutador e fez-se um programa para o cálculo de vários valores de f(x) 

usando o processo de Lagrange e o processo desenvolvido neste artigo 

(ver Apêndice A). 

3. CONCLUSA° 

Esta fórmula facilita ao usuário colocar opolinômiointer 

polador de Lagrange na forma y = i 20  a i  x i . Deve-se notar que a progra 

mação da fórmula exige um algoritmo recursivo e demorado. Para polinô  

mios de grau baixo, a fórmula pode ser desenvolvida de modo que sua ava 

fiação por computador seja relativamente fácil e rápida. No caso de que 

rer apenas alguns coeficientes, ou para calcular ordens de grandezas en 

tre eles, a fórmula aqui proposta apresenta vantagens sobre o cálculo de 

todo o polinômio de Lagrange e, alím disso, calcula os coeficientes. de 

sejados. 
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