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RESUMO 

Este trabalho tem como objetivo estudar uma solução para o comportamento 
de longo período de uma órbita quase circular em um campo de gravidade não 
uniforme, tópico que tem ocupado posição de destaque na astrodinâmica nos 
últimos 50 anos. O problema é comumente abordado concentrando os estudos 
nos efeitos dos harmônicos zonais de segunda ordem, pois estes possuem 
valores de ordem de grandeza muito maiores do que quaisquer outros 
coeficientes. Aqui, a proposta inicial1 era realizar um estudo que incluísse 
coeficientes zonais de ordem e grau mais altos. A abordagem consistia em 
linearizar as equações variacionais do movimento e eliminar um grau de 
liberdade com uma integral do movimento. Por corresponderem à solução de 
equilíbrio das equações variacionais do movimento, as órbitas congeladas 
(para as quais o raio orbital se mantém próximo de constante para qualquer 
latitude) também foram estudadas. Nestas órbitas, não há variação de longo 
período na excentricidade e no argumento do perigeu. Os códigos 
computacionais utilizados nos cálculos dos resultados foram implementados 
em linguagem de programação MATLAB1, testados e utilizados para o cálculo 
da evolução dos elementos orbitais do CBERS-4. 
 
Palavras-chave: Órbitas Congeladas. Geopotencial. Variações de Longo 
Período. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Este plano de trabalho foi proposto para ser executado em um período de 12 meses. 
No entanto, como a bolsa de Iniciação Científica somente foi implementada em 
janeiro/2017, o período total efetivo de desenvolvimento de trabalho foi de pouco mais 
de 6 meses. 

1 
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STUDY OF THE LONG PERIOD BEHAVIOR OF THE NEAR 
CIRCULAR ORBITS IN A GRAVITY FIELD 

 

 

 

ABSTRACT 

 

This work is meant to study a solution for the long period behavior of a near 
circular orbit in a non-uniform gravity field. The problem is commonly 
addressed focusing the studies in the effects of the second degree zonals, as 
these are responsible for the largest effects. Here, the initial proposal2 was to 
study the effects of the addition of higher degree and higher order zonal 
coeficients. The approach consisted in the linearization of the equations of 
motion and elimination of one freedom degree with an integral of motion. The 
frozen orbits were also a topic of study, since they correspond to the 
equilibrium solutions for the equations of motion. This type of orbit is 
characterized by the absence of long period variations in the eccentricity and 
in the argument of perigee. The computational codes written for this project 
were implemented in the MATLAB programming language2, tested and used 
for the calculations of the evolution of the orbital elements for CBERS-4 
satellite. 

Keywords: Frozen Orbits. Geopotential. Long Period Variations.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Initially, this project was planned for 12 months of work. However, since the study grant 
was only implemented in January/2017, the total period of development of this project 
was about 6 months. 

2 
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1 INTRODUÇÃO 

O estudo do comportamento de longo período de uma órbita quase circular em 

um campo de gravidade não uniforme tem ocupado posição de destaque na 

astrodinâmica nos últimos 50 anos. Os estudos sobre este tópico comumente 

concentram-se nos efeitos dos harmônicos zonais de segunda ordem, pois 

estes possuem valores de ordem de grandeza muito maiores do que quaisquer 

outros coeficientes, no caso da Terra. A maior dificuldade deste problema é 

determinar uma solução válida para uma inclinação próxima de zero e que 

inclua os efeitos de coeficientes do campo de gravidade de ordem mais alta. 

Os elementos keplerianos (a, e, i, , , ), também chamados de elementos 

clássicos, constituem coordenadas que posicionam completamente o satélite 

em sua órbita (KUGA et al., 2012). Esses elementos orbitais permaneceriam 

constantes caso o movimento orbital não sofresse perturbações. Entretanto, 

devido a diversos efeitos perturbadores como, por exemplo, a distribuição não 

uniforme de massa da Terra, o arrasto atmosférico, a pressão de radiação solar 

e a atração gravitacional luni-solar, entre outros, tais elementos sofrem 

variações no tempo. Para determinados tipos de órbitas, faz-se necessário que 

certos elementos keplerianos sejam mantidos congelados, isto é, constantes. 

Órbitas congeladas são caracterizadas por manter a excentricidade e o 

argumento do perigeu próximos de constantes (“congelados”) e, desta forma, 

garantir que o satélite sempre terá uma mesma altitude ao passar por uma 

determinada latitude. 

O principal objetivo deste projeto foi estudar uma solução para o 

comportamento de longo período de uma órbita quase circular em um campo 

de gravidade. A proposta inicial era obter uma solução baseada na linearização 

das equações do movimento e que incluísse coeficientes dos harmônicos 

zonais até ordem e grau infinitos. Por corresponderem à solução de equilíbrio 

das equações variacionais do movimento, as órbitas congeladas também foram 

estudadas. 
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Pela limitação do tempo para o desenvolvimento do projeto (a bolsa de 

Iniciação Científica PIBIC-INPE foi implementada em janeiro/2017), os termos 

das perturbações de longo período incluídos nos resultados vão apenas até o 

J5. O modelo foi codificado em linguagem MATLAB e testado para diferentes 

situações. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

2.1. ELEMENTOS KEPLERIANOS 

Os elementos keplerianos ou clássicos constituem coordenadas que 

posicionam completamente o satélite e sua órbita. São elementos utilizados 

para analisar o movimento do satélite em relação à Terra (KUGA et al., 2012). 

São seis os elementos keplerianos, sendo três deles relacionados com a forma 

do movimento e a posição do satélite no plano de sua órbita e outros três 

elementos angulares que determinam espacialmente a posição do satélite 

(KUGA et al., 2012). 

Admitindo o sistema OXYZ centrado no centro da Terra. O plano OXY é o 

plano do Equador. O sistema é considerado inercial, tendo o eixo OX 

direcionado ao chamado ponto vernal, como mostrado abaixo na Figura 1 

(KUGA et al., 2012). 

Figura 1.1 - Elementos keplerianos. 

 

Fonte: Kuga et al. (2012). 
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Os pontos  e π são, respectivamente, o nodo ascendente (ponto onde a 

órbita cruza o Equador, do hemisfério sul para o norte) e o perigeu (ponto da 

elipse mais próximo do foco). 

Assim, os seis elementos orbitais são definidos como (KUGA et al., 2012): 

  : o semi-eixo maior; 

  : a excentricidade; 

  : a anomalia média; 

  : a inclinação da órbita em relação ao Equador; 

 : a ascensão reta do nodo ascendente; 

  : o argumento do perigeu. 

Se o movimento orbital não sofresse perturbações, estes elementos orbitais 

seriam mantidos constantes. Entretanto, diversos fatores podem causar efeitos 

perturbadores no movimento do satélite em órbita e, assim, causar variações 

nos elementos keplerianos da órbita.  

Alguns elementos orbitais precisam ser muito bem controlados para que a 

órbita mantenha o comportamento desejado. No caso das órbitas congeladas, 

os elementos que mais têm destaque no controle do satélite são a 

excentricidade   e o argumento do perigeu  . 

2.1. EQUAÇÕES LAGRANGIANAS DO MOVIMENTO 

As equações Lagrangianas do movimento são utilizadas para uma investigação 

analítica da evolução dos elementos orbitais. Estas equações fornecem a taxa 

de variação dos elementos keplerianos com relação ao tempo, conforme 

abaixo (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991). 

  

  
 

 

  

  

  
 

(2.1)         



19 

 

Sendo   o potencial gravitacional de perturbação e sendo   o movimento 

médio (“mean motion”) (KUGA et al., 2012) 

Onde   é o produto da constante universal da gravitação e a massa do corpo 

central. 

2.2. O POTENCIAL DE PERTURBAÇÃO 

O potencial de perturbação é comumente representado na forma de 

harmônicos esféricos, (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991) 

 

  

  
 

    

    

  

  
 

         

    

  

  
 (2.2) 

  

  
  

    

                

  

  
 

         

    

  

  
 (2.3) 

  

  
 

    

                

  

  
 

 

                

  

  
 (2.4) 

  

  
 

 

                

  

  
 (2.5) 

  

  
   

    

    

  

  
 

 

  

  

  
 (2.6) 

  √
 

  
 

(2.7)         

  
 

 
∑(

  

 
)
 

∑  ̅           ̅         ̅       

 

   

 

   

 (2.8)         



20 

 

onde    é o semieixo maior do elipsoide de referência do corpo central; 

        são, respectivamente, a distância geocêntrica do satélite, a latitude e a 

longitude, em relação a um sistema de coordenadas de um corpo fixo; 

 ̅      ̅  são coeficientes harmônicos geopotenciais normalizados de grau   e 

ordem   e;  ̅   são funções associadas de Legendre normalizadas 

(ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991).  

Entretanto, é necessário que este potencial seja dado em termos dos 

elementos orbitais. Esta conversão é dada por Kaula (2000), 

 

onde 

 

e 

sendo   a ascensão reta de Greenwich. 

As funções         e         são dadas por Kaula (2000). 

  
 

 
∑(

  

 
)
 

∑ ∑       ∑                      

 

    

 

   

 

   

 

   

 (2.9)         

      [
   

    
]
       

        

         [
   

   
]
       

        

         (2.10)         

                               (2.11)         



21 

 

O efeito de interesse para este projeto é o dos harmônicos esféricos zonais 

(   ). Neste caso, o potencial de perturbação devido aos zonais é dado por 

(ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991) 

 

onde 

Esse potencial terá variações de curto período, variações de longo período e 

variações seculares. Como o interesse deste projeto está nas variações de 

longo período, é possível eliminar as contribuições das variações seculares e 

de curto período (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991). 

Como as variações de curto período são devidas à dependência da anomalia 

média, sua contribuição é eliminada simplesmente fazendo       . Assim, 

o potencial contendo somente as contribuições das variações seculares e de 

longo período é dado pela equação abaixo (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991). 

As variações seculares ocorrerão quando     , o que elimina o termo 

sinusoidal do potencial (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991). 

Os termos do potencial dado pela Equação 2.14 para os quais      

produzirão as variações de longo período nos elementos orbitais. As seguintes 

  
 

 
∑(

  

 
)
 

∑       ∑           

 

    

 

   

 

   

[
        

        
]
     

      

 (2.12)         

                        (2.13)         

  
 

 
∑(

  

 
)
 

∑ ̅                    ̅ 

 

   

 

   

[
          
          

]
     

      

 (2.14)         



22 

 

relações podem ser utilizadas para simplificar o potencial (ROSBOROUGH; 

OCAMPO, 1991): 

Assim, o potencial pode ser reescrito como 

 

O termo       foi omitido por tratar de variações seculares e o termo     

também foi omitido, pois           para qualquer  . Fazendo       a 

partir da Equação 2.17 obtém-se (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991) 

Como as funções      possuem valores de ordem  | |, para valores pequenos 

da excentricidade (como no caso dos CBERS) o termo     será dominante. 

Portanto, a Equação 2.18 é simplificada conforme segue (ROSBOROUGH; 

OCAMPO, 1991) 
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Como o potencial independe da anomalia média, o semieixo maior da órbita 

será constante e a equação da excentricidade se resume a 

Como a equação do argumento do perigeu não depende da anomalia média e 

nem da ascensão reta do nodo ascendente, esses dois elementos não 

precisam ser consideradas (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991). A equação da 

inclinação pode ser simplificada para 

Entretanto, comparando as Equações 2.20 e 2.21 é possível estabelecer uma 

relação entre a inclinação e a excentricidade (ROSBOROUGH; OCAMPO, 

1991) 

Desta forma, só é necessário considerar as equações da excentricidade e do 

argumento do perigeu. 

Substituindo o potencial dado na Equação 2.19 nas Equações 2.20 e 2.3, 

temos (ROSBOROUGH; OCAMPO, 1991) 
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Estas equações podem ser utilizadas para encontrar as equações finais 

utilizadas neste projeto, considerando os termos    e   , dadas abaixo 

(RAIMUNDO, 2002) 
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3  RESULTADOS E ANÁLISES 

3.1. TESTE DO CÓDIGO IMPLEMENTADO 

Primeiramente, as equações foram implementadas em linguagem de 

programação MATLAB e os resultados obtidos foram comparados aos 

encontrados por Raimundo (2002). 

Nas Figuras 3.1 a 3.7 são reproduzidos os gráficos da evolução dos elementos 

orbitais “frozen” do CBERS-1, com valores dos elementos orbitais coletados em 

uma determinada data (27 de junho de 2001) e listados abaixo, juntamente do 

valor de   . Os mesmos valores foram utilizados por Raimundo (2002). 

 Semieixo maior (a) = 7148763,507291386 km 

 excentricidade (e) = 0,001193381487911 

 inclinação (i)  = 98,4895748835131º  

 argumento do perigeu (): começando com 90º e variando até 130º 

    = 6.378,135 km 
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Figura 3.1 - Comportamento da excentricidade e do argumento do perigeu para 
diferentes valores iniciais do argumento do perigeu. Perturbações até a ordem de J3. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.2 - Comportamento da excentricidade e do argumento do perigeu para 

diferentes valores iniciais do argumento do perigeu. Perturbações até a ordem de J5. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.3 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 90º. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.4 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 

de 100º. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.5 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 110º. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.6 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 120º. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.7 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 130º. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Os gráficos das Figuras 3.1 a 3.7 mostram o mesmo comportamento 

encontrado por Raimundo (2002). Desta forma, os códigos implementados em 

MATLAB são considerados válidos. 

3.2. TESTE PARA O CBERS-4 

Os mesmos códigos foram aplicados para o cálculo da evolução dos elementos 

orbitais para o CBER-4, utilizando os seguintes valores para os elementos 

orbitais (INSTITUTO NACIONAL DE PESQUISAS ESPACIAIS, 2017) e   : 

 Semieixo maior (a) = 7151650 km 

 excentricidade (e) = 0,0011 

 inclinação (i)  = 98,54º  

 argumento do perigeu (): começando com 90º e variando até 130º 
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    = 6.378,135 km 

Os resultados obtidos com a implementação são mostrados nas Figuras 3.8 a 

3.14 abaixo. 

Figura 3.8 - Comportamento da excentricidade e do argumento do perigeu para 
diferentes valores iniciais do argumento do perigeu para o CBERS-4. Perturbações até 

a ordem de J3. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.9 - Comportamento da excentricidade e do argumento do perigeu para 
diferentes valores iniciais do argumento do perigeu para o CBERS-4. Perturbações até 

a ordem de J5. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.10 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 90º. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.11 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 100º. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.12 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 110º. 

 

Fonte: Produção do autor. 
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Figura 3.13 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 120º. 

 

Fonte: Produção do autor. 

Figura 3.14 - Comparação entre as curvas de J3 e J5 para argumento do perigeu inicial 
de 130º. 

 

Fonte: Produção do autor. 



34 

 

Tabela 3.1 – Tempos de processamento para diferentes valores iniciais do argumento 
do perigeu. 

Argumento do 

 Perigeu Inicial (graus) 

Tempo Médio de 

 Processamento 

Para J3 (10
-4

 s) 

Tempo Médio 

de 

Processamento 

Para J3 e J5 

(10
-4

 s) 

90 1.2770 6.4951 

100 1.0167 5.4225 

110 1.1605 5.6085 

120 1.0236 5.7212 

130 1.4374 6.1018 

Fonte: Produção do autor. 

Na Tabela 3.1 é possível observar que o tempo médio de processamento para 

o uso de termos até o    é maior do que o tempo médio para o uso de termos 

até o   . No entanto, para ambos os casos o tempo médio de processamento é 

baixo, todos da ordem de 10-4 segundos. 

Para a contagem do tempo de processamento foi utilizado um computador com 

a seguinte configuração: 

Processador: Intel® Core™ i5-6200U CPU @ 2.30GHz 2.40GHz 

Memória instalada (RAM): 4,00 GB (utilizável: 3,85 GB) 

Tipo de sistema: Sistema Operacional de 64 Bits (Windows 10 Home) 

A evolução dos elementos orbitais para o CBERS-4 em uma data próxima ao 

fim deste projeto de Iniciação Científica (6 de julho de 2017) também foi 

calculada, utilizando os seguintes valores para os elementos orbitais 

(HEAVENS ABOVE, 2017) e   : 
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 Semieixo maior (a) = 7151650 km 

 excentricidade (e) = 0,0001377 

 inclinação (i)  = 98,4523º  

 argumento do perigeu (): começando com 90º e variando até 130º 

    = 6.378,135 km 

Os resultados obtidos com são mostrados na Figura 3.15 abaixo, para o uso de 

termos até o   . 

Figura 3.15 - Comportamento da excentricidade e do argumento do perigeu para 
diferentes valores iniciais do argumento do perigeu para dados recentes do CBERS-4. 

Perturbações até a ordem de J5. 

 

Fonte: Produção do autor. 

O gráfico da Figura 3.15 mostra que o comportamento do satélite não 

corresponde ao comportamento de uma órbita congelada, pois seus elementos 

orbitais sofreram grandes variações com relação aos valores nominais. Desta 
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forma, são necessárias manobras de correção para que o satélite possa voltar 

a ter uma órbita próxima de seus valores nominais. 

As Tabelas 3.2 e 3.3 abaixo relacionam a amplitude no erro da excentricidade e 

do argumento do perigeu, respectivamente, para os três casos considerados 

anteriormente. 

Tabela 3.2 – Amplitudes dos erros na excentricidade. 

  Amplitude do erro na excentricidade (*10-4) 

Argumento do 
perigeu inicial 

(graus) 

CBERS-1 
(27/06/01) 

CBERS-4 
(nominal) 

CBERS-4 
(06/07/17) 

90 2,4591 0,1792 22,7561 

100 5,9685 5,3185 44,0736 

110 11,1905 10,5471 43,9913 

120 16,4449 15,6589 44,3799 

130 21,4983 20,6036 44,0935 

Fonte: Produção do autor. 

Tabela 3.3 – Amplitudes dos erros no argumento do perigeu. 

  Amplitude do erro no argumento do perigeu (graus) 

Argumento do 
perigeu inicial 

(graus) 

CBERS-1 
(27/06/01) 

CBERS-4 
(nominal) 

CBERS-4 
(06/07/17) 

90 12,3993 0,9057 896,8986 

100 32,3268 26,6936 773,6569 

110 58,0812 54,5162 352,9233 

120 91,1545 85,7737 778,5423 

130 141,7838 128,3144 602,1611 

Fonte: Produção do autor. 

Nas Tabelas 3.2 e 3.3 abaixo, é possível observar que a amplitude dos erros 

nos elementos orbitais é menor para os casos em que os satélites possuem 

comportamento de órbita congelada. Para o caso dos dados mais recentes do 

CBERS-4 (06/07/17), as amplitudes dos erros são, em geral, maiores do que 

as dos demais casos por algumas ordens de grandeza. 
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4 CONCLUSÃO 

Os resultados indicam que o a inclusão do termo    torna consideravelmente 

mais preciso o cálculo da evolução dos elementos orbitais quando comparado 

com o uso apenas do termo   . Este resultado sugere que a inclusão de 

coeficientes zonais de graus mais altos no cálculo da evolução dos elementos 

orbitais tornaria este ainda mais preciso. 

Esta melhora na precisão dos cálculos pode ser fundamental para a avaliação 

da necessidade de realização de manobras de controle e para que estas sejam 

bem sucedidas.  Os resultados mostram ainda que, apesar da inclusão de mais 

um termo, não houve grande aumento no tempo de processamento dos 

cálculos, sugerindo que a utilização de dois coeficientes zonais ainda é 

computacionalmente vantajosa. 

Sugere-se a continuação da proposta original deste projeto de IC: utilizar 

coeficientes harmônicos zonais de graus mais altos para os cálculos da 

evolução dos elementos orbitais, possivelmente com um algoritmo que 

desenvolva um número ilimitado de termos para as equações destes 

elementos. Além disso, propõe-se também a avaliação dos resultados em torno 

da inclinação crítica (próxima de zero). Tais objetivos não foram cumpridos pela 

implementação parcial da bolsa PIBIC-INPE em janeiro/2017. 
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