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CAPITULO 1

INTRODUCAO

CONSIDERACOES GERAIS

Uma linha de transmissdo nao linear (LTNL) é uma linha de transmissao
periodicamente carregada com elementos ndo lineares, sejam varactores ou indutores
saturados. Devido ao répido avango da tecnologia de circuitos eletrénicos demandando
um continuo aumento na frequéncia de operacdo de circuitos integrados, as
interconexdes entre dispositivos eletrébnicos podem se comportar como linhas de
transmissdo. Atrasos ndo intencionais de sinais, tensGes de crosstalk, reflexdes e
sobretensdes de sinais nas terminacdes dos componentes prejudicam a correta operagdo
de circuitos eletrdnicos. Para confrontar tais problemas em processamento digital de alta
velocidade, ha necessidade de reduzir o atraso de propagacdo de sinais entre 0s
elementos do circuito [1][2]. Nesse sentido, para o projeto e testes de tais componentes,
técnicas precisas e eficientes de simulacdo sdo requeridas, e tais analises devem ser
realizadas no dominio do tempo para que sejam quantificadas corretamente as perdas e
0 atraso de pulsos entre as conexdes. A analise no dominio do tempo torna-se essencial
em linhas de transmissdo de sistemas de poténcia para a avaliacdo de processos
transitorios, sejam excitados por campos eletromagnéticos externos, por emissdo de

radares de alta poténcia ou por descargas de raios.

O principal uso de linhas de transmissdo é transmitir poténcia de RF entre localizacGes
separadas por distancias comparaveis a um quarto do comprimento de onda (A/4)
correspondente a frequéncia de operacdo. No outro limite, quando o comprimento da
linha ¢ muito menor que A/4, o tempo de atraso de transmissao constitui uma pequena
fracdo do periodo de oscilagdo, e assim o sistema pode ser analisado usando-se a teoria
usual de circuitos elétricos. Em termos de comprimento de onda, circuitos onde
qualquer conexdo entre seus elementos seja pequena em relacdo ao comprimento de
onda associado a mais alta frequéncia de interesse é denominado circuito de elementos

concentrados.



Tal restricdo de que a dimensdo do circuito seja muito menor que o comprimento de
onda assegura a validade das leis de Kirchhoff para tensdo e corrente, refletindo o fato
de que as leis de Kirchhoff s&o aproximacdes das equagdes de Maxwell.

Linhas de transmissdo de elementos concentrados [3] sdo implementadas por uma
sequéncia em cascata (ver Figura 1.1) de combinacdes de elementos reativos (L, C) e
passivos (R, G), onde a resisténcia R e a condutancia G, respectivamente, representam a
imperfeicdo dos condutores (atenuacdo causada por perdas 6hmicas) e a imperfeigcéo da
isolacdo (corrente de fuga através do dielétrico de isolacdo entre os condutores). Na
maioria dos regimes de operacdo de linhas de transmissdo, a perda de energia nos

condutores € maior que a perda no isolante dielétrico, ou seja, R/L > G/C.

3 0 3

Figura 1.1 — Circuito Periédico formado por elementos concentrados. Redes deste tipo, com

resisténcias R em série com indutores L e condutancias G em paralelos com capacitores C,
também referidas por linhas de transmissdo artificiais, sdo usadas na modelagem de sistemas de
transmissdo. Em frequéncias de operagdo bem menores que a frequéncia critica 1/rv/LC , tal

linha discreta comporta-se essencialmente como uma linha distribuida (ou continua).

Ressalta-se ainda, que linhas de transmissdo sdo amplamente usadas na conexao de
radio transmissores e receptores com antenas e também na distribuicdo de sinais entre
sistemas de comunicacdo. Além disso, apresentando a habilidade de manipular e
conformar sinas de alta poténcia com a finalidade de concentrar e liberar pulsos intensos
de energia utilizando sistemas compactos e de dimensbes reduzidas, linhas de
transmisséo de poténcia pulsada constituem uma tecnologia de interesse na area espacial

e em defesa.

Com essa motivacdo, propOe-se modelar e analisar linhas de transmissdo néo lineares

com células CL (C e L denotando a capacitancia série e a indutancia shunt em cada



célula), pois, como serd visto, a linha CL forma um sistema compacto e que tem varias
aplicacBes em engenharia (defasadores, antenas de dimensdes elétricas reduzidas,
diplexadores, acopladores, amplificadores paramétricos) [4]-[8] exibindo regimes de
propagacdo de ondas regressivas semelhantes aos encontrados em metamateriais de
indice de refracdo negativo [9]-[16]. Em um estudo comparativo, sera feita a analise da
linha dual LC (L e C denotando a induténcia série e a capacitancia shunt em cada
célula).

Assim, com base nas solucGes analitica e numérica de equacdes diferenciais ordinarias
no dominio do tempo, faz-se um estudo comparativo entre duas formulacbes
matematicas, importantes do ponto de vista conceitual, mas pouco discutidas na
literatura . Para a primeira formulagdo tém-se como variaveis de estado a corrente de
malha i_ que circula na secdo k, e a correspondente carga g armazenada no capacitor da
secdo k. Para a outra formulacdo tem-se a corrente i. no indutor da secdo k e a
correspondente tensdo vy no capacitor da se¢do k. De importancia do ponto de vista
numerico e uma vez que existem poucos estudos com este tipo de formulagdo, serdo
adotadas estas variaveis de maneira que as equacdes diferenciais formuladas sejam

todas de primeira ordem.

Observa-se que em todos os trabalhos até entdo consultados [17]-[28], os valores
caracteristicos dos componentes de cada secdo sao repetidos periodicamente ao longo
da linha, ou seja, Ly = L, =... = Ly, C; = C, =... = Cy, 0 que acarreta limitacdo de
modelagem no contexto experimental, uma vez que, devido a tolerancias de fabricacao,
dois componentes com a mesma especificacdo ou com 0 mesmo nimero de série ndo
sdo exatamente iguais. Portanto, constituindo uma das contribui¢fes deste trabalho, as
equac0es diferenciais de circuito serdo deduzidas em uma formulagdo geral, em que 0s
elementos do circuito sdo indexados individualmente. Assim, para cada componente
pode ser atribuido um valor especifico ou uma caracteristica especifica requerida de
projeto.

Finalmente, deve-se notar que em certas aplicagdes de linhas de transmisséo necessita-
se de um grande numero de sec¢bes. Por exemplo, em excitacdo de sélitons em linhas
néo lineares de topologia LC, para a geracdo de RF, onde sdo tipicamente requeridas de
50 a 200 sec¢des [29], torna mais impraticavel o uso de simuladores de circuito neste

caso. Por outro lado, tal nimero de secGes e suas variagdes de topologia sdo facilmente



tratadas com a formulacdo matematica a ser efetivada em um sistema de equacdes

diferenciais ordinérias.
OBJETIVOS

Este projeto tem como objetivo estudar os fendmenos de propagacdo em linhas de
transmissdo ndo lineares (LTNLS), considerando a capacitancia e outras dependéncias
ndo lineares da tensdo com a carga e desenvolver uma formulacdo geral para as
equacdes diferenciais de primeira ordem no dominio do tempo, utilizando duas
formulacdes: {i(t) e q(t)} e {i(t) e v(t)}, onde i(t) € corrente que flui em cada malha, q(t)
¢ a carga armazenada em cada capacitor e v(t) é a tensdo em cada capacitor, para as
topologias LC e CL com elementos concentrados, de maneira que a cada elemento
discreto em uma secdo particular k, possam ser atribuidos valores arbitrarios para Ly,

Cy, € para 0s correspondentes resistores rp_y, rc,k.



CAPITULO 2

EQUACOES GENERALIZADAS DE CIRCUITO PARA LINHAS DE
TRANSMISSAO NAO LINEARES LC ECL

A descricdo matematica das propriedades de linhas de transmissdo fundamenta-se nas

leis de Kirchhoff de corrente e de tensdo, que sdo aproximacdes quase estaticas das

equacOes de Maxwell V x H=JeVxE= —aﬁ/at. Representando vinculos lineares
impostos as tensdes e correntes nos ramos do circuito e ndo dependendo da natureza dos
elementos elétricos, as leis de Kirchhoff aplicam-se a circuitos com elementos
concentrados desde que o tempo de propagacdo de sinais atraves da linha seja

desprezivel em comparacao com o periodo do sinal de mais alta frequéncia de interesse.

Expressando-se de outra forma, a modelagem de circuitos com elementos discretos com
base nas leis de Kirchhoff é valida na condicdo em que a dimenséo fisica do circuito é
pequena comparada ao comprimento de onda correspondente a mais alta frequéncia em

consideracao.

No que segue, serdo apresentadas as equacdes de circuito generalizadas para as
formulages {i(t), v(t)} e {i(t), q(t)}.

FORMULACAO {i(t), v(t)}

LINHA LC

Figura - 2.1. Linha de topologia LC néo linear generalizada.



A Figura 2.1 mostra uma linha LC geralizada, onde as variaveis de estado consideradas
séo a corrente I, no indutor da secédo k e a tensdo no capacitor vy (t) expressa em fungéo
da capacitancia. De importancia do ponto de vista numérico, foram adotadas estas
varidveis de maneira que as equacdes diferenciais para esta linha sejam todas de
primeira ordem. Considera-se ainda uma linha com perdas, onde cada indutor tem uma
resisténcia em série r_g, cada capacitor tem uma resisténcia rcx e 0 gerador tem uma
resisténcia rs.

Vamos nos referir inicialmente a uma linha com apenas trés sec¢6es, conforme ilustrada
na Figura 2.2.

=
Figura 2.2 - Circuito de uma Linha LC néo linear com trés segoes.

Considerando cada uma das unidades de secdo LC (ver Figura 2.2), a partir das leis de

Kirchhoff para tensdo e corrente, obtemos as seguintes equacgdes para esta linha:
dly
Vo-Vi =L —+n 4l
0 1 1 dt L1'1

Vl—V2 :dedl—tz-l-ﬁ_zlz (21)

onde Vi(t), Va(t) e Vi(t) representam as tensbes em cada no e Ii(t), Ix(t) e Is(t)
representam as correntes que circulam nas malhas.



Vo =VS —rsll
Vi =1cq(lg—12)+vy(t)
2.2)
Vo =r1c (I —13) +Va(t)

V3 =r1c 313 +Vv3(t)

podemos entdo combinar (2.1) e (2.2) e desta forma escrever o seguinte sistema de

equac0es diferenciais ordinarias de primeira ordem:

diy Vg 1 .o fea vy (t)
S Y Isgy-Lt2gy-=tq,-1,)-4b
it L Ll(l) Ll(l) Ll(l 2) L
dly Mooy a0 2 i) va()
it L, (12) L, (11-1) L (I —13)+ L L
2.3)
dl; T3 Ie,2 % Va(t) va(t)
s L3 y_2(), )-8 () + 20 %O
St L (I3) L, (I2-13) Ly (I3)+ L L
dvi i,
dt ~ Cc(v;(t)

Ao generalizar as equacdes para um nimero qualquer de se¢des optamos por escrever as
equacdes para trés categorias de se¢des: inicial, intermediérias e final. Cada uma destas

secdes corresponde a duas equacdes, conforme apresentado a seguir:

Secéo Inicial:

dlx V_S_r_5(|k)_ MLkt

dt L Ly Ly

I
(10— (1~ 1100) -0
k k (2.4)

dvi I
dt — C(v (1)

onde k = 1 e V; representa a tensdo de entrada, podendo ser um sinal senoidal, ou uma
forma arbitraria de pulso (trapezoidal, triangular, etc.)



Secdo Intermediéria:

dly ik e k-1 ek Viea () v (©)
Dbk - g — 1) =<K 1, =1 Yied®) Vi)
ot L (1) L (PE )] L (I = Tkq) + L, L
(2.5)
de Ik i
v _ © k=23..,N-1
dt  C(v (1)
Secdo Final:
dly ko ok 1y ek Vier® v ®
at T L (1) L, (T — 1) L, (h)+ L L,
2.6)
v K

dt  cw ()’

LINHA CL

C
R C, k-1 k-1

Figura 2.3 - Linha de topologia CL ndo linear generalizada.

A Figura 2.3 mostra uma linha CL generalizada, mas inicialmente vamos examinar uma

linha com apenas trés secgdes:

Figura 2.4 - Circuito de uma linha CL ndo linear com trés secdes.



Considerando cada uma das células CL (ver Figura 2.4), a partir das leis de Kirchhoff

para tensdo e corrente, obtemos as seguintes equacdes para esta linha.

Vo =Vi=vi() +rcalo

Vi =Vo =V (t)+1c 2 (lg—11) 2.7
Vo =V3 =v3(t)+1c2(lg—11—17)

onde Vi(t), Va(t) e Vs(t) representam as tensGes em cada no e Iy(t)

, () e I5(Y)
representam as correntes que circulam em cada ramo.

Vo =Vs —Islo

V= rL1(|1)+|—(1:1

dl, (2.8)
Vy=rp(l)+L—= at

di
Vo=r () +L—2
3 L,3( 3) dt

Podemos entdo combinar (2.7) e (2.8) e desta forma escrever o seguinte sistema de
equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

dl, vV, Vl(t)
T L—l——l(lo)——(|1)— = (lo)-

dl, V,

I I vy (t Vo (t
T 000292 -1 - 2020
t L, L, 29)
d's,L,i Ny ey ey es oy u®) va () va(®)
e L B (B (R R (R A B e
i __ o =123
dt  C(vi (1)’ o

onde 1,= z I
]—1
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Ao generalizar as equacgdes para um numero qualquer de secdes chega-se a Unica

equacdo que se aplica as trés categorias de se¢des, conforme apresentado a seguir:

dlk VS rs N k N N
dhe Ve 5 8 b SR RV O-R
dt Lk Lk j:k ] N1 j:n J ¢,n j:k ()k Lk lk
) (2.10)
>
dve 5
dt - C(v ()

FORMULACAO {i(t), q(t)}
LINHA LC

As equac0es de circuito generalizadas para um numero qualquer de se¢des sao divididas
em trés categorias de secdes: inicial, intermediarias e final. Cada uma destas secOes

corresponde a duas equacdes, conforme apresentado a seguir:

Secdo Inicial:
e Vs F gtk gy fok g oy ve(@®)
dt L Ly Ly Ly Ly 211
dag _,
dt ©

onde k = 1 e V, representa a tensdo de entrada, podendo ser um sinal senoidal, ou uma

forma arbitraria de pulso (trapezoidal, triangular, etc.)

Secdo Intermediaria:

ea o ek gy viea@®) v (@)

Ly Ly Ly Ly

o=t
(2.12)

da _

I k=23..,N-1
dt
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Secdo Final:
%=—r::—'k(|k)—rcl'_k_l(|k71—'k)—rlc_—'k(|k)+vk_l|_(q(t))—Vk(l_q(t))
k k k k k
(2.13)
G oo
G~k k=N

onde a expressdo da tensdo no capacitor em funcdo da carga v(q(t)) é obtida por
exemplo, considerando um diodo varactor (capacitor ndo linear), com as seguintes

caracteristicas:

Cw(®) = (A 107™v®) (2.14)

Donde, obtém-se de (2.14) a expressdo da carga em funcao da tenséo

A
mln10

(1—-10""v®]) (2.15)

q) = J; Cw(®))dv =

e de (2.15), obtém-se entdo a expressao da tensdo no capacitor em funcéo da carga

ve(q(t) = - ——In (1 -2 =92 N (2.16)
LINHA CL

Analogamente a linha LC tem-se para a linha CL, um Unico sistema de equagfes para

um numero qualquer N de secdes k:

e Vs 55 S 1,-% 31 Ren— 3 v(a, )Ry |
—S==_5 51— i Ren— —Re Ik
dt L L j=k ? oncrjen DT S K

(2.17)
dg _ ¢

=>l.
dt Ekk
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RELACOES DE DISPERSAO
RELACAO DISPERSAO PARA LINHA LC LINEAR

Para analise no regime senoidal da linha periodica linear com rcx = rc, L= r, Cx=C
e Lx= L, e considerando a variacdo espago temporal exp[—i(wt — fn)], onde n = x/p
com x denotando a posicao de um nd em relacdo a fonte quando x = 0, p representando
o comprimento hipotético da célula unitaria; § ¢ o fator de propagagdo, que representa
uma quantidade complexa que quantifica a atenuagéo e mudanca de fase em cada célula.

As equac0es para a tensdo e corrente na linha LC (ver Figura 3.1) séo

CUy =Q
U=V = (I = L)t =V = I @-e¥)re

Q= Ikl
Vk—l —Vk=L|'k+I’|_|k

(2.18)

onde Uy € a tensdo sobre o capacitor shunt da k-ésima secdo. Notando que a derivada no
tempo das correntes I', = —iwl, a partir do pressuposto da variacdo harmonica
temporal e I'yy; = Iye*® das condigBes periodicas, as EquagBes 2.18 passam a

apresentar a forma

I, A—e#)(1—iwreC)=—iwCV,

_ (2.19)
Vi@ —1) =1 (r, —iel)
0 que leva a relacdo de dispersdo
O+ 1BA _ g oop? (B/2) (2.20)

1-i@b

com 6 == (1)/(1)0, (1)0 == 1/VLC, a = RL/ZO’ b == RC/ZO eZO = \/L/C

Para uma linha LC sem perdas (a =0, b = 0), a Equacgéo 2.20 se reduz a
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@W*LC = 4sen?(B/2) (2.21)

onde o fator de fase B ¢ real para w < 2w, € torna-se complexo quando w < 2w, COMO
ilustra a Figura 2.5. Nesta figura tanto a atenuacdo e mudanca de fase por secdo sao

normalizados para 7, por exemplo, quando w/w, = 1.

T T T T T T T T T T T

4 Linha LC

c

Im{B}

Re{p}

frequéncia normalizada oV

b
0
0.1
0
0.

coocow

1
1 L —

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
atenuacgao e deslocamento de fase por se¢ao

Figura 2.5 - Relacéo de dispersdo para uma linha LC.

2 o aHip i
Notando que dsen“(pl12)=2—-e e

(ver Figura 2.5)

, determina-se a parte imaginaria de P

2
a(w)=21n 2120 [“’/“’Oj 1 (2.22)

Sendo que a impedancia Zo, e o indice de refracdo n, de um meio homogéneo
relacionam-se mutuamente com o par de pardmetros equivalentes constitutivos {e, u}
por n = gZy e u = nZy podemos encontrar 0s parametros equivalentes € e p para a linha

continua no limite de homogenizag¢do (2n/f) >>1.

Na formulagéo desta equivaléncia tem-se que
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p=wpJus e Zo=ylule (2.23)

Zg=2, =@-e¥)1-

onde 1aC) de (2.23) e portanto encontramos que
—a+ir g a—ir C
Hic = 1+e™) e ec = —

Nota-se que a parte real da permeabilidade magnética equivalente € negativa,

comportando-se a linha LC no regime “~ 2699 como um plasma magnético [12].

RELACAO DISPERSAO PARA LINHA CL

Analogamente ao caso anterior, escrevendo as equacgdes para tensdo e corrente na linha
CL (ver Figura 2.3)

. C Qju
Vik =Vigr =L (=g )+ (=l k+1)=T+fc|j+1

o, (2.25)
Vi =Vie=L (k=1 ) +ro (M =1k )=?J+ rclj
chega-se a
GPLC +ian C ———CC_ (2.26)
4sen“(B12)
que no caso sem perdas se reduz a
1 1

(2.27)

“= _ﬁ 2sen(p12)

A presenca do sinal negativo (oriundo da ambiguidade de sinal + da raiz quadrada) é

justificada ao se examinar (2.27) no limite << 1, que nos leva a #=*1/@VLC sendg
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AP 3 constante de propagacdo da presente linha CL de elementos concentrados. Mas

da teoria de linhas de transmissdo [13], sabemos que i3, relaciona-se com as imitancias

da linha por A=WZY_ No presente caso, Z=1/(-ieC) ¢ Y=1/(-ial) ¢ portanto,

i -1
peif -
oC ol wLC 1o limite B << 1.

Desta forma, a relacdo de dispersdo da linha CL satisfaz as condi¢cdes de onda

regressiva e que apresenta velocidade de fase negativa, como ilustrado na Figura 2.6.
No intervalo de frequéncia ©~ o 2/ B é puramente real representando propagagdo sem

atenuacdo no sistema; quando ?<®/2 B ¢ imaginario, indicando atenuagio sem

dissipacéo de energia.

Fazendo a equivaléncia dos pardmetros eletromagnéticos {Zo, B} < {g, u} no regime

@<@0/2 nara a linha CL, chega-se a
L -b . C —b+ix
HoL =— @A+e 7 )b—iz), g =—4sen*(B/2 2.34
CL C gCL p (ﬂ )(1+eib) ( )
com

mostrando que a parte real da permissividade elétrica é negativa, de comportamento

analogo a um plasma elétrico [14].
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Linha CL

cooco @

Y
T

Im{p}

frequéncia normalizada m/uuD

o

A6 14 -12 -10 -08 -06 -04 -02 0.0

atenuagdo e deslocamento de fase por se¢ao

Figura 2.6 Relacao de dispersdo para uma linha CL.

COMENTARIOS E CONCLUSAO

Embora usando os mesmos componentes L e C, a disposi¢do dos capacitores e indutores
faz com que o comportamento e desempenho das linhas LC (ver Figura 3.1) e CL (ver
Figura 2.3) sejam completamente diferentes. A linha convencional LC apresenta
dispersdao normal em que a frequéncia aumenta com o fator de fase . Por outro lado, a
linha CL exibe dispersao andmala em que a frequéncia diminui com B, possibilitando
que a onda fundamental possa se propagar em sincronismo com as harmonicas
superiores. Ondas que se propagam em tal meio sdo conhecidas como ondas regressivas

porquanto a velocidade de grupo tem sentido contrario a velocidade de fase.

Nesse sentido, simulacfes e experimentos computacionais serdo realizados visando o
estudo das propriedades caracteristicas e os fendmenos de propagacdo de ondas que

ocorrem em linhas de topologia LC e CL.
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