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RESUMO

Simulagoes computacionais baseiam-se em modelos mateméaticos desenvolvidos para
certas classes de fendmenos. A solu¢ao computacional de equagoes diferenciais par-
ciais requer a escolha de um método de integracao temporal capaz de simular, de
forma estavel, a evolucao do problema. Ha métodos mais adequados para determina-
das classes de fenémenos, nao existindo um método geral que sirva adequadamente
para todos os fendmenos. Deve-se levar em conta a acuracia e a estabilidade do
método adotado, bem como seu desempenho computacional. De forma geral, os mé-
todos de integracao temporal sdo classificados como implicitos ou explicitos. Cada
familia apresenta vantagens e desvantagens na solucao de determinadas classes de
problemas. Uma abordagem mais recente, denominada IMEX, visa combinar as van-
tagens de cada estratégia para solucionar equagoes com escalas de tempo varidveis,
de forma que os termos rapidos sao resolvidos implicitamente e os mais lentos sao
resolvidos explicitamente. O resultado é uma combinagao de diferentes esquemas que
otimiza o tempo de processamento ao evitar passos de tempo desnecessariamente
pequenos para os termos rapidos. Este trabalho propde a aplicagao dessa abordagem
na solucao da equacao de Burgers viscosa, objetivando realizar um estudo de caso,
analisando sua acuracia e desempenho computacional. A equagao de Burgers é uma
das equagoes fundamentais da dinamica de fluidos e serve como uma simplificagao
das equacgoes de Navier-Stokes sem a presenca da equacao de continuidade e dos gra-
dientes de pressao, possuindo assim diversas aplicagoes praticas. Sua solugdo exata
¢ conhecida, o que permite a comparacao da acuricia dos métodos IMEX propos-
tos com os tradicionais esquemas implicitos ou explicitos. Experimentos numéricos
demonstram que os métodos propostos produzem solugoes com o mesmo grau de
acuracia dos métodos tradicionais, ao mesmo tempo em que estendem as condi¢oes
de estabilidade além dos limites de métodos puramente explicitos.

Palavras-chave: Diferencas finitas. Equacgoes diferenciais parciais. Esquemas IMEX.
Integracao temporal. Modelagem numérica.
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IMEX METHODS FOR TIME INTEGRATION OF BURGERS’
EQUATION

ABSTRACT

Computational simulations are based on mathematical models developed for cer-
tain phenomena. The numerical solution of partial differential equations requires
the choice of a method for time integration capable of stably simulating the evolu-
tion of a problem. There are methods that are more suitable to certain classes of
phenomena, and therefore no single, general method can be applied to every prob-
lem. Both accuracy and stability of the chosen method must be taken into account,
as well as its computational efficiency. Generally speaking, time integration schemes
are categorized as either implicit or explicit. Each of these broad families presents
pros and cons when solving certain classes of problems. A more modern approach,
called IMEX, seeks to combine the advantages of each strategy to solve equations
containing both fast and slow time-scales in a way that the slow terms can be solved
explicitly, while the slow terms are solved implicitly. This results in a combination
of different schemes with the goal of optimizing processing time by avoiding unnec-
essarily small time steps for the fast terms. This dissertation utilizes this approach
in solving the viscous Burgers’ equation as a test case for such methods, analyzing
their accuracy and computational performance. Burgers’ equation is one of the fun-
damental equations in fluid dynamics which essentially simplifies the Navier-Stokes
equations by removing the pressure gradient terms and continuity equation, thus
serving diverse practical applications. Because its exact solution is known, compar-
isons can be drawn between the accuracy of the proposed IMEX schemes and that of
more traditional implicit or explicit schemes. Numerical experiments are performed
to demonstrate their ability to simulate the problem with the same order of accuracy
achieved by traditional means, while extending the stability conditions beyond the
reach of purely explicit schemes.

Keywords: Finite Differences. IMEX Schemes. Partial Differential Equations. Time
Integration. Numerical Modeling.
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1 INTRODUCAO

Muitos dos fenémenos fisicos mais importantes na natureza podem ser modelados
por equacoes diferencias parciais. Em principio, é possivel simular por métodos nu-
méricos aproximados qualquer fenémeno cujas equagoes governantes sejam conheci-
das. No caso de equagoes de evolugao, pode-se gerar previsoes para seus estados
futuros por meio da integragdo temporal dos sistemas dindmicos resultantes da
discretizacao espacial dessas equacoes. Para tal, é necessario partir de um estado
inicial conhecido (doravante denominado "condigao inicial") e conhecer o compor-
tamento das fronteiras espaciais do fendémeno (doravante denominado "condigao de

contorno").

Os métodos tradicionais de integragao temporal sao normalmente classificados em
duas familias: explicitos e implicitos. Métodos explicitos sao facilmente implemen-
taveis, ja que utilizam apenas informagcaes previamente conhecidas para calcular o
passo de tempo seguinte, mas sua estabilidade é condicionada por uma relagao entre
a discretizacdo temporal e a espacial!. Consequentemente, os passos de tempo ne-
cessarios para a evolucao de um problema com variacao rapida podem ser restritos a
valores demasiadamente pequenos. Esquemas implicitos, por sua vez, podem levar a
uma abordagem incondicionalmente estavel — sem restri¢coes entre as discretizagoes —
mas por outro lado podem resultar em sistemas de equacoes algébricas nao lineares

cuja solucao é complexa.

Uma abordagem alternativa, denominada IMEX (IMplicit- EXplicit), combina essas
duas familias em um esquema composto, desenvolvido para resolver problemas que
contenham tanto escalas de tempo rapidas quanto lentas. Essa classe de problemas
foi estudada detalhadamente nos trabalhos de Ascher et al. (1995) e Ascher et al.

(1997), e seus sistemas de equagoes normalmente assumem a forma:

u = () + vg(u) (L1)

onde subscritos denotam derivadas e v ¢ um parametro nao negativo. Na Equa-

gao 1.1, os termos coletados em f(u) apresentam uma escala de tempo lenta, e

1 Um estudo amplamente conhecido é a andlise niimérica da equacdo de evolucdo de conveccio:
O /0t + cdp/0x, sendo ¢ a velocidade da onda, onde a condi¢ao de estabilidade tornou-se conhe-
cida como condigio de Courant-Friedrichs-Lewy, ou CFL (COURANT et al., 1928). A convergéncia
dos métodos numéricos na solugdo de EDP estd ligada ao teorema da equivaléncia de Lax (LAX;
RICHTMYER, 1956): para problemas de valor inical de EDP lineares, na aplicacdo de métodos nu-
méricos consistentes e estaveis, a solugdo computacional se torna mais proxima da solugdo exata
quando as discretizacdes tornam-se cada vez menores, i.e., a solucdo numérica converge para a
solugao exata.



portanto nao costumam causar instabilidades; no entanto, como sao possivelmente
nao lineares, a implementagao de esquemas implicitos encontra desafios relacionados
ao fraco desempenho dos solvers iterativos necessarios ou da complexidade da matrix
Jacobiana associada ao sistema. Faria sentido, entao, resolve-lo de forma explicita.
Os termos coletados em g(u), no entanto, sao resolvidos em uma escala de tempo
rapida, de forma que uma solucao explicita pode requerer passos de tempo demasi-
adamente pequenos. Sendo normalmente lineares, tais termos podem ser resolvidos

implicitamente sem complicacoes adicionais.

Os esquemas IMEX sao propostos entao a partir dessa exata estratégia — a combi-
nacdo de um esquema implicito para os termos rapidos em g(u) com um esquema
explicito para os termos lentos em f(u) — com foco na estabilidade e acurédcia do
modelo combinado (WELLER et al., 2013). O esquema resultante combina dois méto-
dos previamente sem relagao com o intuito de otimizar o tempo de processamento,
evitando a geracao de sistemas nao lineares complexos e a utilizagdo de passos de
tempo pequenos. Devido a presenca de um esquema explicito, métodos IMEX ainda
sao métodos condicionalmente estaveis, mas métodos desse tipo possuem restricoes
menos severas com relacao ao tamanho do passo de tempo devido ao tratamento
implicito das escalas rapidas. Se uma condicao de estabilidade for obtida tal que a
redugdo no nimero de passos necessarios para completar a simulacao seja suficiente
para compensar o custo adicional na computacao de cada passo individual, é possivel

aumentar o desempenho geral do algoritmo.
1.1 Motivacao

Muitas aplicagoes relevantes no campo da mecanica de fluidos computacional uti-
lizam métodos explicitos para integracao temporal de suas simulagoes. Modelos de
previsdo numérica do tempo como o0 BRAMS (FREITAS et al., 2017), COSMO (BAL-
DAUF, 2008) ¢ WRF (WICKER; SKAMAROCK, 1998) (WICKER; SKAMAROC, 2002)
utilizam integradores temporais Runge-Kutta e leapfrog. Estudos de fluxo e trans-
feréncia de calor em nanofluidos (NOGHREHABADI et al., 2014) e suas camadas li-
mite (GHALAMBAZ et al., 2015) também empregam esquemas Runge-Kutta. No en-
tanto, com o aumento das resolugoes espaciais, o custo computacional de tais méto-

dos pode ser tornar nao competitivo.

O modelo BRAMS, desenvolvido no Centro de Previsao de Tempo e Estudos Cli-
maticos (CPTEC) do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE), é capaz de
realizar a previsao numérica do tempo em toda a América do Sul com uma resolu-

¢ao horizontal de cinco por cinco quilometros. A grade resultante em uma resolugao



desse porte possui 1360 x 1489 pontos, com 55 niveis verticais, necessitando de ma-
trizes com um ntmero de elementos na ordem de 10® (CPTEC, 2016). Para que os
calculos sejam possiveis utilizando a opcao de integracao leapfrog, é necessario um
passo de tempo de apenas 15 segundos, demandando um grande tempo de proces-

samento mesmo com a utilizacao de 9600 processadores do supercomputador Tupa

do CPTEC-INPE.

Durran e Blossey (2012) propdem uma nova familia IMEX baseados nos métodos
de Adams, que apresentam propriedas de estabilidade atrativas para certos proble-
mas da mecéanica de fluidos, incluindo possiveis aplica¢oes relacionadas a dinamica
da atmosfera. A formulacao geral da familia permite diferentes combinagoes de es-
quemas implicitos/explicitos com base em um conjunto de pardmetros numéricos,

produzindo assim miltiplas opgoes para a solu¢ao de um dado problema.

Esta dissertacao propde uma série de experimentos numéricos com o objetivo de
verificar a eficiéncia e acuracia dos métodos de Durran e Blossey na solucao de
problemas tipicos da mecéanica de fluidos computacional. Com esse fim, propde-se a
solugao numérica da equacao de Burgers — uma das equagoes fundamentais da area
— por métodos IMEX. Por possuir solu¢ao analitica conhecida, a equagao de Burgers
¢ amplamente utilizada como plataforma de testes para algoritmos numéricos. Dessa
forma, casos de teste ja validados na literatura podem ser escolhidos para verificar
a implementacao computacional dos novos métodos e sua comparar sua acuracia e

eficiéncia a uma solugdo explicita e uma implicita (igualmente validades).
1.2 Publicagoes derivadas desta dissertacao

Quatro publicagoes foram geradas com base na pesquisa desenvolvida nesta disser-

tagao, incluindo dois resumos e dois artigos completos publicados em congressos.

Estagios iniciais da pesquisa foram publicados na forma de um resumo na quarta
edicao da Conference of Computational Interdisciplinary Science, realizada em 2016
no INPE de Sao José dos Campos (ZARZUR et al., 2016). Foram propostas imple-
mentacoes explicitas e implicitas, além de um esquema IMEX classico baseado na

combinacao entre os métodos de Crank-Nicolson e Adams-Bashforth (CNAB).

A evolugao desse trabalho foi apresentada no XXXVII Congresso Nacional de Mate-
mética Aplicada e Computacional, em 2017, também em forma de resumo (ZARZUR
et al., 2018). Foram apresentados os resultados da primeira implementac¢ao do es-

quema CNAB, que ainda continha bugs na solucao do sistema linear resultante da



discretizacdo IMEX no momento da submissao, mas cujos resultados corrigidos fo-

ram apresentados no congresso.

Uma versdo mais avancada da pesquisa foi apresentada no Ibero-Latin Ameri-
can Congress on Computational Methods in Engineering e publicada nos anais do
evento (ZARZUR et al., 2017). Neste trabalho, um primeiro método baseado em Dur-
ran e Blossey (AI2*-AB3) e um método similar (AM2*-AB3) foram apresentados.
Embora ainda nao otimizada para desempenho computacional, as implementacoes
foram comparadas com o método de Crank-Nicolson com relagao a sua performance,

apresentando ganhos significativos.

Os resultados finais da implementagao dos métodos de Durran e Blossey foram apre-
sentados na terceira edigdo da Thermal and Fluids Engineering Conference (TFEC),
em Fort Lauderdale, e publicados nos anais do evento (ZARZUR et al., 2018). Nesse
trabalho, os trés métodos apresentados nesta dissertacao foram comparados aos mé-
todos explicito (FTCS) e implicito (Crank-Nicolson) também estudados com desta-
que dado a acuracia dos métodos testados. A implementacao utilizada na elaboragao
do artigo era ainda ingénua e desprovida de otimizagoes de cddigo, e desta forma
foi novamente comparada apenas a soluc¢ao implicita com relacao a sua performance

computacional.
1.3 Organizacao do texto

Os capitulos restantes desta dissertacao estao organizados da seguinte maneira:

e Capitulo 2: Aborda o método das diferencas finitas para solucao de EDPs
no ambito da mecénica de fluidos computacional. Sdo mencionadas as dife-
rencgas entre esquemas explicitos e implicitos, e apresentados os esquemas

do tipo IMEX. Os esquemas desenvolvidos por Durran e Blossey sao deta-
lhados.

e Capitulo 3: A equagao de Burgers é apresentada como um modelo simpli-
ficado para testes de algoritmos numéricos. Sao detalhados esquemas de
integracao temporal explicita, implicita e IMEX para equacao de Burgers
nos casos unidimensional e bidimensional. Sdo apresentadas as equacoes

discretizadas.

e Capitulo 4: Descricao dos experimentos numéricos para validagao das im-
plementagoes propostas no Capitulo 3. Sao apresentadas as solugoes ana-

liticas utilizadas como condigoes iniciais e de contorno para as simulacoes.
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Resultados numéricos sao comparados a solucao analitica e uma analise

comparativa da eficiéncia computacional de cada método é detalhada.

e Capitulo 5: Sao apresentadas as conclusoes, comentarios finais e sugestoes

de trabalhos futuros.






2 TECNICAS PARA INTEGRACAO TEMPORAL DE EDP

A mecénica de fluidos computacional é uma metodologia interdisciplinar para so-
lucdo de sistemas fisicos relacionados a fluxo de fluidos, transferéncia de calor e
outros fendmenos relacionados por meio de simulagdes numéricas, aproveitando-se
dos avancos constantes da tecnologia computacional. Tais sistemas, conforme men-

cionado no Capitulo 1, sao governados por equacoes diferenciais parciais.

A solugao analitica dessas equagdes resulta em expressoes de forma fechada, que
fornecem a variagao das variaveis dependentes de forma continua por todo o domi-
nio do problema (ANDERSON JUNIOR, 1996). Solugbes numéricas, no entanto, sao
limitadas no sentido de que podem fornecer valores apenas em pontos discretos es-
pacados ao longo do dominio. Estes sao os chamados pontos de grade. De forma
equivalente, na dimensao temporal, o aspecto continuo das equacoes é substituido
por pequenos incrementos discretos ao longo do tempo. Simulagoes de fendmenos
fisicos por este método partem entao de um estado inicial conhecido e integram as
equacoes discretizadas ao longo do tempo, gerando novos valores para a solucao em
cada passo de tempo discreto (NIELSEN et al., 2014).

O método das diferencas finitas tem por objetivo substituir os termos derivativos
espaciais em uma EDP por expressoes que aproximem seus valores nos pontos de
grade, resultando em uma equacgao algébrica que pode ser resolvida computacio-
nalmente. Outros métodos existem para resolver numericamente sistemas de EDPs,
como elementos finitos, volumes finitos e métodos espectrais (WANG; RUUTH, 2008).
No entanto, o foco deste trabalho é o método das diferencas finitas, amplamente
utilizado em modelos atmosféricos e demais aplicacdes da mecanica de fluidos com-

putacional.
2.1 Representagao de derivadas em diferencas finitas

As representacoes das derivadas em diferencas finitas sdo construidas com base na
expansao da fun¢do em uma série de Taylor. Por questao de simplicidade, considere

inicialmente o problema:

du

— = f(u,x u=u(x 2.1
T ), w=ul) 2.1)
onde variavel independente x é definida em pontos discretos com espacamento A,

e a notacao u; representa o valor de u no ponto = = iAx, (i € Z).



O valor de u;11 pode ser expresso na forma de uma série de Taylor como:

B du (Az)? (d*u (Az)? (dPu

De acordo com Wendt (2009), a equagao 2.2 é uma expressao exata para ;1 se:

a) o nimero de termos é infinito e a série converge,

b) e/ou Az — 0.

Obviamente, é inviavel utilizar séries com infinitos termos em computagao. Sendo
assim, a série de Taylor deve ser truncada em algum ponto, gerando um erro na
aproximacao (chamado erro de truncamento) igual a somatéria dos termos ignora-
dos. A chamada ordem de acurédcia da aproximacao é determinada pelo nimero de

termos da série que nao sao ignorados. Por exemplo, a expressao para u;,1:

du

tem acuracia de primeira ordem, pois os termos de ordem (Aa:)2 e superiores sao
ignorados. Resolvendo a equacao 2.3 para a derivada, obtemos a diferenca finita

progressiva (forward difference) de primeira ordem para w;1:

du Ui T Uy

onde O(Az) é o erro de truncamento de ordem (Azx). De forma equivalente, resol-

vendo para u;_1, temos a série de Taylor:

du (—Az)? (d*u (—Az)? (dPu
= Ag () g RS () (AT fdu 2.
timt = x(daz>i+ 2! <d332 Z.+ 3! da? i+ (2:5)

que truncada fornece a diferenca finita regressiva (backward difference) de primeira

ordem:

(ZZ) = % + O(Ax) (2.6)

i



Subtraindo a equacao 2.5 de 2.2, chega-se a:

du 2(Az)? [(dPu

que fornece a diferenca finita central de segunda ordem:

du Ui T U 2
(dx>i =N, tO(A) (2.8)

Muitas outras expressoes de diferencas finitas podem ser obtidas utilizando a mesma
metodologia, incluindo aproximagoes para derivadas de ordem mais alta. Na se-
¢ao 2.3 serao discutidas algumas aproximacoes para derivadas espaciais de segunda

ordem.
2.2 Integracao temporal

A discretizacao temporal de uma aproximacao por diferencas finitas envolve a inte-
gracao ao longo do tempo da equacao geral discretizada. De acordo com Mesinger e
Arakawa (1976), os termos temporais em EDPs normalmente sdo discretizadas por
esquemas relativamente simples, com acuracia de segunda ou até mesmo primeira
ordem, pois a experiéncia mostra que esquemas construidos com ordens muito altas

nao costumam ser bem sucedidos na solu¢ao de EDPs.

Esta secao do trabalho preocupa-se apenas com o termo da derivada temporal, sendo

ignorados os aspectos espaciais. De fato, considera-se o problema na forma:

du

i glu,t), u=u(t) (2.9)

onde varigvel independente ¢ (tempo) é definida em pontos discretos com espaca-

mento At, e a notagdo u” representa o valor de u no tempo t = nAt, (n € Z).

Esquemas de integracao temporal podem ser construidos utilizando diferentes nime-
ros de passos de tempo. Nas segoes 2.2.1 e 2.2.2 serao discutidos esquemas gerados

com dois e trés niveis temporais, respectivamente.
2.2.1 Esquemas com dois niveis temporais

Esquemas com dois niveis consideram os valores da variavel dependente em apenas

dois passos de tempo (n e n+ 1) e sdo os Gnicos que podem ser utilizados no pri-



meiro passo de tempo, quando apenas a condi¢io inicial u° é conhecida (MESINGER;
ARAKAWA, 1976). A forma geral para a discretizagao temporal da equagao 2.9 em
dois niveis pode ser escrita como uma média ponderada entre os valores do presente

(passo de tempo n) e do futuro (passo de tempo n + 1), ou seja:

=ag"" + (1 —a)g" (2.10)

onde « é o fator peso e varia entre 0 e 1. Diversos esquemas podem ser derivados
da equacao 2.10 dependendo do valor escolhido para «. Esquemas completamente

explicitos podem ser obtidos com « = 0, resultando na forma:

u"tt ="+ At - g" (2.11)

Com a =1, é obtido um esquema completamente implicito da forma:

u"t = w4 At - gt (2.12)

Outros esquemas implicitos podem ser criados com diferentes valores de «; entre
eles, um esquema notavel é o trapezoidal, obtido quando a = 0.5, gerando uma

média aritmética simples entre os dois niveis temporais:

gnJrl + gn

'Lanrl:'LLn—'—At' 5

(2.13)

As diferencas entre esquemas explicitos e implicitos serdao exploradas na secao 2.2.3.
2.2.2 Esquemas com trés niveis temporais

Esquemas com trés niveis visam tirar vantagem de uma informacao adicional: o
valor de u"~!. Esse valor nao estd definido no primeiro passo de tempo, por isso
esquemas deste tipo precisam ser inicializados com algum esquema de dois niveis
para o primeiro passo; apés inicializado, os passos seguintes sdo informados pelos

dois anteriores.

Um dos mais cldssicos exemplos desta metodologia é o esquema chamado leapfrog,

obtido pelo uso de diferenca central de segunda ordem no termo temporal da equa-
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¢ao 2.9. A equacgao resultante tem a forma:

R T AV (2.14)

Um outro exemplo classico é o esquema de Adams-Bashforth. Mesinger e Arakawa
(1976) afirmam que a versao deste esquema normalmente utilizada em ciéncias at-
mosféricas é, na verdade, uma versao simplificada do esquema de quarta ordem de

Adams-Bashforth. A versao simplificada é obtida a partir da equacao:

(n+1)At
u"tt =t / g(u, t)dt (2.15)
nAt

quando g é aproximada por um valor obtido no centro de At com uma extrapolagao
linear baseada em valores de ¢" e ¢g" !. O procedimento resulta no esquema de
segunda ordem:

u" =" 4 At <gg" — ;g”_1> (2.16)

Assim como no caso dos esquemas de dois niveis, é possivel gerar inimeras outras

aproximacoes que nao serao discutidas no escopo deste trabalho.
2.2.3 Caracterizagao de esquemas implicitos e explicitos

Na discussao sobre os varios métodos de integracao temporal da se¢ao 2.2, as deno-
minagoes implicito e explicito foram utilizadas para caracterizar diferentes esquemas
numéricos, mas nao foram detalhadas. Esta secdo visa explorar as diferencas entre
os dois métodos, tanto do ponto de vista matematico quando com relacdo a sua

implementagao computacional.

Esquemas explicitos visam calcular um estado desconhecido, u"*!, utilizando apenas

informagoes ja conhecidas dos passos de tempo anteriores:
u"t = flu"u" L) (2.17)

Sendo assim, cada elemento da grade pode ser calculado diretamente e de forma
independente dos demais, levando a uma implementacao simples. No entanto, esses
esquemas estao restritos as condicoes de CFL para estabilidade numérica: dados
valores para os incrementos espaciais (Az, Ay, etc.), o valor de At deve ser menor
que um determinado limite dependente do esquema escolhido. Em muitos casos, o

valor de At precisa ser muito pequeno para manter a estabilidade, resultando em
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um tempo de computagao excessivo devido ao niimero de passos necessarios para
completar a integragao. Ocorréncias desse tipo sao particularmente presentes em
sistemas rigidos (stiff), definidos por Chapra e Canale (2010) como sistemas que

envolvem tanto componentes de variacao rapida quanto de variacao lenta.

Esquemas implicitos ndo possuem restri¢oes semelhantes, e portanto sao mais efici-
entes na solucao de sistemas rigidos (NIELSEN et al., 2014). No entanto, as equagoes
para cada ponto no passo de tempo n + 1 sdo escritas em fung¢ao ndo s6 dos passos

anteriores, mas também dos valores de seus vizinhos no passo futuro:
n+l __ n+1 n n—1 n—2
u = f(uT u T  u e L) (2.18)

Sendo assim, equacoes para todos os pontos de grade — que nao podem ser resolvidas
individualmente — sao geradas, resultando em um sistema de equagoes algébricas que
deve ser solucionado para fornecer, simultaneamente, os valores de u"*! em todo o
dominio. Dependendo do problema, esses sistemas podem ser de natureza nao linear,
necessitando de um método iterativo a cada passo de tempo. Devido as manipulagoes
de matrizes necessarias para resolver os sistemas, o tempo de computacao de cada
passo de tempo se torna muito maior do que o de um esquema implicito. Por outro
lado, os esquemas implicitos ndo sao possuem restricdo com relagao ao valor de At,

podendo entao ser integrados em passos de tempo muito maiores.
2.2.4 Esquemas IMEX

Esquemas IMEX, conforme descritos no Capitulo 1, sao uma classe de métodos
desenvolvidos para resolver equagoes que contenham tanto termos rigidos quanto
nao-rigidos. Trata-se de uma abordagem mais recente, que visa combinar a simplici-
dade dos métodos explicitos com a estabilidade dos métodos implicitos. A estratégia
¢ utilizada desde a década de 1980, frequentemente em conjunto com métodos espec-
trais — como nos trabalhos de Kim e Moin (1985) e Canuto et al. (1987). No entanto,
é o artigo classico de Ascher et al. (1995) que formaliza a abordagem IMEX. Os au-
tores propoem intmeras melhorias que se tornaram referéncia obrigatéria no uso
moderno desses métodos em aplicagdes como dindmica de icebergs (LEMIEUX et al.,
2014), equagoes de onda (WELLER et al., 2013), transmissao de calor (KADIOGLU;
KNOLL, 2011) e muitos outras.

A abordagem baseia-se na observagdo que muitos dos fendomenos fisicos representa-
dos por EDPs, apds serem convenientemente transformados em sistemas de equagoes

diferenciais ordinarias por meio das discretizacoes espaciais aqui discutidas, frequen-
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temente tomam a forma:
us = () + vg(u) (2.19)

onde subscritos denotam derivadas e v é um parametro nao negativo.

Na equagao 2.19, f(u) representa o conjunto dos termos nao-rigidos, ou seja, resol-
vidos numa escala de tempo lenta. Em geral, esses termos sao nao lineares e ligados
a processos convectivos, mas nao causam instabilidades. A soluc¢ao implicita de f(u)
é indesejavel, seja devido a complexidade ou densidade de sua matriz Jacobiana as-
sociada, por ser incompativel com o solver que se deseja utilizar, ou mesmo por uma
questao de dificuldade de implementacao. Faria sentido, entao, resolver tais termos

de forma explicita.

Os termos coletados em g(u), por sua vez, sao normalmente rigidos; ou seja, apre-
sentam escalas de tempo rapidas. Tratam-se de processos difusivos lineares que re-
sultam em sistemas esparsos, que podem ser resolvidos eficientemente com técnicas
iterativas. Devido a rapida variacdo de seus componentes, é preferivel resolver estes
termos implicitamente, evitando assim passos de tempos demasiadamente pequenos

para satisfazer as condi¢oes de estabilidade numérica.

Esquemas IMEX foram desenvolvidos partindo do principio de que faria sentido, em
casos como o descrito pela equagao 2.19, atribuir um esquema explicito a solugao
de f(u) e um esquema implicito a de g(u), resultando assim em um novo método

combinado:
u" = fu u" L) Frge ut u T a2 L) (2.20)

A principio nao existem limitagoes para as combinagoes possiveis, e inimeras fami-
lias de métodos IMEX podem ser construidas com base nessa filosofia. Deve-se entao
prestar atengao particular a estabilidade e acuracia do esquema combinado (WELLER

et al., 2013) em relagdo ao problema proposto.

Diversas combinagoes possiveis foram exploradas na literatura das tltimas décadas.
O trabalho classico de Ascher et al. (1995) apresenta combinagoes entre varios esque-
mas classicos, com a metodologia posteriormente estendida para incluir combinagoes
de métodos Runge-Kutta implicitos e explicitos denominadas RK IMEX (ASCHER et
al., 1997). No &mbito da mecénica de fluidos, Durran e Blossey (2012) propoem duas
familias de métodos IMEX multistep voltados a solucao de problemas relacionados a
dindmica da atmosfera — especificamente, problemas do tipo onda-lenta-onda-rapida,

em que o valor maximo para um passo de tempo estavel é determinado pela veloci-
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dade da onda mais rapida. Métodos multistep ou multinivel (como por exemplo os
métodos de trés niveis descritos na Segao 2.2.2) utilizam multiplos niveis temporais

para calcular o passo de tempo futuro e serao tratados na Secao 2.2.5.
2.2.5 Esquemas IMEX multistep lineares

Esquemas multistep se aproveitam das informagdes de mais de um estado (ou passo
de tempo) para calcular o passo seguinte da simulagdo. Uma estratégia de integra-
¢ao temporal é chamada de s-nivel (ou s-step) quando utiliza um total de s niveis
temporais conhecidos em sua formulacao. Uma expressao geral e consistente com os
trabalhos de Ascher et al. (1995) e Durran e Blossey (2012) para obter-se métodos
IMEX multistep lineares com M + 1 niveis é dada por:

1 0 1
SooauF =AY B fW) v YD Mgt (2.21)
k=M k=M k=M

Os parametros «, 5 e A na Equacao 2.21 devem ser escolhidos cuidadosamente,

resultando na combinacao dos esquemas explicito e implicito desejados.

Neste trabalho, foram escolhidos os esquemas baseados em métodos de Adams para
os quais oy = 1, ag = —1, e @_; = 0. Durran e Blossey (2012) mostram que essa
classe particular de métodos possui propriedades de estabilidade que a torna atraente
para a aproximacao IMEX da solucao de problemas relacionados a dinamica da
atmosfera em que existem ondas lentas e rapidas. Deve-se notar que método explicito
de ordem mais alta que pode ser obtido utilizando s niveis é o método de Adams-
Bashforth de s-nivel, enquanto o método implicito de ordem mais alta é o método
de Adams-Moulton de s-nivel. No entanto, o inico método de Adams-Moulton que é
A-estavel é incapaz de amortecer oscilagoes de alta frequéncia, e portanto os autores
preferem considerar métodos com uma ordem de acuracia menor do que o maximo

possivel.

A estratégia de integracao explicita baseada nos métodos de Adams é descrita por

uma equacao com um parametro numérico, b, dada por:

b

) (2.22)

(34 0)
2

(1 + 2b)
2

fu) = fu®) = fl™™) +

De forma equivalente, a estratégia implicita baseada nos métodos de Adams é dada
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por outra equacao com um parametro numérico, ¢, dada por:

(1+¢)
2

(1—2c) c

™) S9"™) (2.23)

g(u) = 9(

Trés combinacoes de métodos desse tipo sdao propostas pelos autores. Seus para-
metros correspondentes, bem como a nomenclatura associada a cada método, sao
exibidos na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 - Parametros para esquemas IMEX multistep baseados em métodos de Adams.

Implicito Explicito b c Bo B_1  [B_9 Al Ao A1
MCN AX2+ 3/8 1/8 27/16 -7/8 3/16 9/16 3/8 1/16
AM2* AX2* 1/2 1/2  7/4 -1 1/4 3/4 0 1/4
AT2* AB3 5/6 3/2 23/12 -4/3 5/12 5/4 -1  3/4

Fonte: Adaptado de Durran e Blossey (2012).

2.3 Discretizagoes espaciais

Discretizacoes para as derivadas espaciais em uma EDP sao realizadas seguindo a
mesma metodologia apresenta na se¢ao 2.1, independentemente do niimero de coor-
denadas espaciais. Considere por exemplo uma fungao u(z,y) em dominio continuo.
A grade é estabelecida por meio da sua substitui¢do por u(iAz, jAy), onde i e j
sao numeros inteiros utilizados para localizar os pontos desejados no espaco e Ax
e Ay sao os incrementos em suas respectivas diregoes (x, y) entre cada ponto de
grade. A Figura 2.1 ilustra uma grade tipica de um método de diferencas finitas,
bem como a nomenclatura utilizada para localiza¢ao dos pontos — em que a notagao

u; j representa o ponto u(iAx, jAy).

Seguindo a metodologia proposta na secao 2.1, podemos entao obter as discretiza-

¢Oes progressiva, regressiva e central, respectivamente, para as derivadas parciais de
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Figura 2.1 - Grade tipica do método de diferencgas finitas.
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Fonte: Anderson et al. (2012), p. 44.

primeira ordem em x:

(5) == voan
i,J

ox Ax

ou U5 — Ui—1,5

) I Bl RO TON

((%)ij A, +O0(A) (2.24)
6u o ui-l—l,j — ui_ljj 2
(%)ij a 2Ax +0(Ar)

e, de forma andloga, em y:

<6u> _ ui,j—i—l — ui,j i O(Ay)
1,7

oy Ay
ou U — U j—1
— = ——>— + 0(Ay 2.25
( 8y)m =4 o) (2.25)
du Uijp1 — i1 >
_ — ST ThJT A
(0,0)” Ay + O(Ay)

Para as derivadas de segunda ordem, considere a série de Taylor representada pela

equacao 2.2, aqui repetida:

o () B0 () ()

dx 21 dx? 3! dx?
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e também a diferenca finita central de segunda ordem, fornecida pela equacao 2.8:

du  Ujpr — Ui 2

Substituindo a primeira derivada em 2.2 pela aproximacao 2.8:, obtém-se:

Ui+l — Uy

S o]+
(Az)? (d%)i+ (Az)? (d%)ﬁm (2.26)

Uiy = Uu; + Ax

2l \dax? 31 \da3

Resolvendo para a segunda derivada, obtemos a diferenga finita central de segunda

ordem:

+ O(Ax)? (2.27)

@ U1 — 2u; + U
dz? )/ N Ax?

Escrevemos entao as derivadas parciais de segunda ordem para x:

32u U'+1j—2UJ'j+U',1]’

— ] === & G Ax)? 2.2

<@w2>u Uiy LUk | o(Ag) (2.25)
ey:

82u U‘j+1—QU‘j+U‘j_1

— = - & Ay)? 2.2

(ay2>ij Ay? + O(Ay) (2.29)

Novamente, deve-se mencionar que aproximagoes de ordem mais alta (e também
derivadas de ordens mais altas) podem ser obtidas utilizando o mesmo principio.
Seria inviavel demonstrar neste trabalho todas as possibilidades, porém um grande

nimero de discretizagdes possiveis pode ser encontrado em Anderson et al. (2012,

pp. 48-50).
2.4 Consideracgoes sobre estabilidade numérica

A estabilidade de esquemas numeéricos € relacionada ao erro numérico produzido em
um passo de tempo, que causa um desvio em relacao a solugao esperada. Podemos
definir o fator de amplificagdo, A, como a razao entre as solugoes aproximadas em
dois passos de tempo adjacentes (DURRAN, 2010):

¢n+1
A= )
y (2.30)
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Durran (2010) define que um método de dois niveis temporais é estavel no sentido
que, caso também seja consistente, ele converge no limite em que At — 0 desde que

para uma constante 1 (independente das propriedades da discretiza¢do numérica):
|A] < 1+ nAt (2.31)

E imediatamente notavel que, nos casos em que |A| > 1, a solucio aumenta (ou
diminui) a cada passo, tendendo ao infinito apés um ntmero suficiente de passos
temporais. De forma equivalente, mesmo em casos em que |A| < 1, é possivel que a
solucao seja inflada de forma contraria a fisica do problema quando computada com

um valor finito de At.

O conceito de A-estabilidade é introduzido para caracterizar a estabilidade de um
método numérico consistente, garantindo que as solu¢oes nao irao inflar de forma
indesejavel em problemas praticos. Durran (2010) considera entdo um simples caso
teste,

dip

= =70 $(0) =y (2:32)

onde 9 e v possuem valores complexos. Dividindo v em suas partes real e imaginaria,

de forma que ¥y = A 4w (com A e w reais), a solu¢ao da Equacgdo 2.32 é dada por:
h(t) = dhoeMe™ (2.33)

Solugoes numéricas do problema descrito pela Equacao 2.32 computadas com um
valor finito de At sdo consideradas absolutamente estéveis se |¢,| < |¢o|, ou, de

forma equivalente, se |A| < 1.

A solugao real da Equagao 2.32 nao é amplificada para nenhum A > 0. Durran (2010)
postula entao que esse comportamente serd capturado independentemente do passo
de tempo por métodos numéricos A-estaveis. Um método é considerado A-estavel

quando ele é absolutamente estdavel para todo AAt < 0.

Embora estes conceitos propostos por Durran (2010) sejam aplicados a esquemas de
dois niveis, Eilbeck e McGuire (1975) notam que esquemas com trés niveis temporais
podem ser expressados como um sistema de esquemas de dois niveis, possibilitando

a aplicacao deste tipo de analise.

Ja o calculo do fator de amplificagao é frequentemente realizado por meio da analise
de von Neumann, conforme descrito por Richtmyer e Morton (1967). A principio, a

analise de von Neumann ¢ aplicavel apenas a equacgoes lineares em problemas de valor
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inicial ou periddicos. No entanto, é possivel aplica-la a certos problemas nao lineares
desde que seja feita uma lineariza¢do dos termos nao lineares (EILBECK; MCGUIRE,
1975), considerando um valor caracteristico para as varidveis linearizadas. A partir
das novas equacoes, é possivel calcular um fator de amplificacdo para analise do
problema. Esse nivel de detalhamento analitico esta fora do escopo desta dissertagao,

e portanto nao sera descrito aqui.
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3 EQUACAO DE BURGERS

A equacdo de Burgers é uma das equagoes fundamentais da dinamica de fluidos
computacional. Trata-se de uma equagao diferencial parcial parabdlica, capaz de
modelar efetivamente certos problemas relacionados ao fluxo de fluidos influenciados
por ondas de choque ou dissipacao viscosa. Ela serve como um modelo para equagoes
de camada limite (HUGHSON et al., 1987) e também como uma forma especial das
equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, ignorando o termo de pressao e a equagao
de continuidade (SRIVASTAVA et al., 2011)

Introduzida em sua forma unidimensional por Harry Bateman (BATEMAN, 1915)
para descrever o fluxo de certos fluidos viscosos, a equagao ganhou seu nome anos
mais tarde, em 1948, quando Johannes Martinus Burgers a utilizou como base para
sua modelagem matemética de turbuléncia (BURGERS, 1948). Em sua forma mais

simples, a equacao de Burgers é dada por:
U + Uy = VUgy (3.1)

em que v é o coeficiente de difusdo (ou, no contexto da dindmica de fluidos, o
coeficiente de viscosidade). Desde entéo, ela foi empregada na modelagem de diversos
fendmenos fisicos, como fluxo de trafego, formagao de ondas de choque, transporte
de massa, e outros. Seu uso na modelagem do fluxo de fluidos viscosos baseia-se do
fato de que ela incorpora diretamente a interagao entre os processos convectivos nao

lineares e os processos difusivos viscosos (FLETCHER, 1983).

E possivel separar os termos da Equacdo 3.1 em seus componentes lentos (convec-
tivos) e rapidos (difusivos), representados aqui por f(u) e g(u) respectivamente. A

equacao de Burgers toma entao a forma:

u = f(u) +vg(u) (3.2)

onde
f(u) = —uu, (3.3)
9(u) = Ugy (3.4)

A Equacao 3.2 é equivalente a forma canonica dos esquemas IMEX, conforme a

Equacao 2.19, e portanto uma boa candidata a esse tipo de integracao temporal.

Embora nao tenha sido resolvida de forma fechada, é possivel encontrar solugoes
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exatas para muitas combinagoes de condigdes iniciais e de contorno (SMITH III, 1997)
através da transformada de Hopf-Cole. Kweyu et al. (2012) demonstram o processo

de obtencao dessas solugoes, reproduzido com anotagoes no Apéndice A.

Por todos esses motivos, e também devido a sua simplicidade, a equagdo de Burgers
encontrou uso extensivo no teste de novos algoritmos numéricos (LIU; WANG, 2015)
e na comparacao entre diferentes algoritmos. Sendo assim, este trabalho a adota

como o modelo teste para a familia de esquemas IMEX propostos no Capitulo 2.

Em duas dimensoes, a equagao 3.1 se transforma em um sistema de duas equagoes
acopladas que representam uma forma especial das equagoes de Navier-Stokes incom-
pressiveis, ignorando o termo de pressao e a equacao de continuidade (SRIVASTAVA

et al., 2011). O sistema ¢é dado por:

U + Uty + Uy = V( Uy + Uyy) (3.5)
U+ uvy + vUy = V(Ugy + Vyy) (3.6)

e esta sujeito as condigoes iniciais

w(z,y,0) = pi(z,y) i
v(z,y,0) = gOz(x,y)} (z,y) € Q2 (3.7)

e as condigoes de contorno

w(z,y,t) =& (x,y,t)
v(wy.1) = 52<x,y,t>} ()0 1=0 (38)

onde v é o coeficiente de viscosidade, dado pelo inverso do nimero de Reynolds (R.);
Q={(z,y) :a<x<b c<y<d} representa o dominio dos valores assumidos

por x e y; e df) representa suas bordas.

De forma equivalente ao procedimento realizado para a equagao unidimensional, as

Equacoes 3.5 e 3.6 podem ser reescritas na forma:
up = —(uuy + vuy) + V(Ugy + Uyy) (3.9)

v = —(uvy + vvy) + V(Vgg + Vyy) (3.10)
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Seja ® o vetor de velocidades, dado em duas dimensoes por:

b =

“] (3.11)

E possivel entao escrever a equagao de Burgers bidimensional na forma matricial,

O, = (D) 4+ vg(P) (3.12)

onde .
f(®@) = —§V(CI> - D) (3.13)
g(®) = V*® (3.14)

Novamente, o sistema obtido é compartivel com a forma candnica dos esquemas
IMEX, conforme descrito por Ascher et al. (1995). Deste ponto em diante, o texto
tratard a Equagdo 3.12 como representativa dos dois casos (unidimensional e bidi-
mensional), ja que ela é equivalente a Equagao 3.2 quando o vetor ® possui apenas

uma componente de velocidade (u).
3.1 Discretizagoes espaciais para equacao de Burgers

As discretizagoes espaciais utilizadas neste trabalho seguem o modelo de diferencas

centrais apresentado no Capitulo 2. Para o caso unidimensional, sao utilizadas:

Uilyy — Uiy
Uy N ———————— 3.15
2Ax ( )
Uilyy — 20 +u
Ugy R 3.16
A2 (3.16)
onde u}" denota u(z;, t,).
De forma equivalente, o caso bidimensional utiliza:
Uy = Uiy
Uy A —— ) 3.17
2Ax ( )
1,541 5,j—1
TR A S 3.18
Uty — 22U+ u
Upy R ’ : : 3.19
A2 (3.19)
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ulig —2ul A+ ul
R (3.20)

Uyy =~ Ay?

onde u; denota u(w;,y;,tn).
3.2 Abordagem numérica explicita com esquema FTCS

A primeira implementacao da solugdo numérica do sistema de Burgers utiliza um
esquema explicito para discretizar as equagoes. Especificamente, foi escolhido o es-
quema FTCS (forward-time, central-space) no qual a discretizagdo temporal é feita
por meio de diferencas finitas progressivas e a discretizacao espacial é feita por di-

ferencas finitas centradas.

(I)n+1 — "

N AR (3.21)

No caso unidimensional, a equacao discretizada completa é dada por:

No caso bidimensional, a discretizagdo completa da equacao 3.5 é dada por:

1
wil gy (W g (W U
At "I 2Ax i 2Ay (3.23)
| (B = 2uity +ui n Uity — 2ui T Uy '
Ax? Ay?
e, de forma similar para a equagao 3.6,
1
kSR (0 SV Rl WD B (0 TE Rl PR
At I 2Ax i 2Ay (3.24)
| (Vg = Vi vy (Vi T 2075 + Ui '
Ax? Ay?

n+1 n+1
7 ewv. " para todos os

pares (i,7) nao pertencentes a borda, utilizando como base os valores calculados

Em cada passo de tempo sao calculados os valores para

no passo anterior. Os elementos da borda sao fixados com base nas condi¢oes de

contorno.

A solucao da equacgao de Burgers pelo método FTCS é estudada no trabalho
de Kweyu et al. (2012), permitindo a validagdo da implementacao proposta através

de casos de estudo no Capitulo 4.

24



3.3 Abordagem numérica implicita com método de Crank-Nicolson

A segunda implementacao numérica utiliza o método de Crank-Nicolson para criar
uma discretizacao implicita. O método, inicialmente proposto por Crank e Nicolson
(1947), consiste na utilizacao a regra trapezoidal (conforme definida na equagao 2.13)
para a discretizacao temporal. Seu uso na solucao da equacao de Burgers foi estudado

em Srivastava et al. (2011).

O esquema geral de integracao é dado por:

(WA;@” = ;[f (1) + F(@")] + S[g(0™) + ()] - (3.25)

Aplicando diferencas centrais de segunda ordem aos termos espaciais, chega-se a

discretizacdo completa via Crank-Nicolson para a forma unidimensional:

Uiﬂ =U; — 74Axui H(uz’fll - ij_11> - 74Axui (“z‘+1 —u )
VAL 1 1 1 VAL (3:26)
+2A$2 (U?J:r1 - 2“?+ + U?—+1 )+ OAL2 (U?H —2u; +ujy)

Analogamente, no caso bidimensional, é feita a discretizacao da equagao 3.5:

n+l _ . n n+l  n+tl n _an 7
Uig T i L e (M T Winng ) e (g Yinyy
At R I 20z J 2Ax
n+1 n+1 n n b
_1 ! Ujjp1 — Wi -1 Ln Ui 41 — Ui j—1
21" 2Ay I 2Ay |
n+l 2 n+1 + n+1 un _ 2un + un T (327)
i Uip1j — &y T Ui o Yy ij %1,
2 Ax? Ax?
n+1 n+1 n+1 n n n b
LU (Y T 2uj g (YT 2up; + g
2 Ay? Ay?

e da equacao 3.6:

n+l n+1 n+1
Yij irj

n n o ]
Vig _ L e (Vg T Vg | e (Vi T Vi
At 2" 2Ax i 2Ax

n+1 n+1 n n -
1 [ nt1 (%H ~ “aj—l) o7 (Um'ﬂ —Yij—1

)
)
)

n+1 n+1 n+1 n n n
LUV 205 vitag (g T 20 T
2 Az? Az?
n+1 n+1 n+1 n n n
LYY T 2055 i I G an 2uiy + Vi
2 Ay? Ay?
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No caso unidimensional, a discretizacao implicita gera um sistema nao linear com
n, equagodes que devem ser resolvidas a cada passo de tempo, onde n, é o niimero

de pontos ao longo do eixo x. Cada equagao do sistema toma a forma:

v At el At nils nal nal VAt n+1 n+1
[1 " x} uit + LMA:E] i (i — ) — 2Ax? (s +uiy)

=Uu; — muz (ui+1 - uz’—l) + m(uiﬂ — 2u; + ui—l)

(3.29)

Em duas dimensoes, o sistema contém 2n,n, equagoes, sendo n, o nimero de pontos
ao longo do eixo ¥, pois o acoplamento do sistema requer que as duas componentes
sejam resolvidas simultaneamente. Considerando-se as equacoes 3.27 e 3.28 como

um sistema de equacoes nao lineares na formas:
d(w) =0, (3.30)
em que:

(I) = [(‘bu)l,l; <¢v)1,17 teey ((bu)l,ny? (¢v)1,ny7 teey (¢u)nx,ny; <¢v)nx,ny]T

+1 ,n+l +1 ,n+l +1 +1 1T (3.31)

o n n n n n n

w = [ul,l 71}1,1 )ty ul,ny? vl,ny? e unm,ny’ Unx,ny]

Os elementos (¢y)i; e (¢y)i; de ® representam as discretizacoes de ul'f' e vl
w)i,j v)i,j p G 1,5 j

respectivamente. A solucao desse sistema nao linear pode ser aproximada de forma
iterativa pelo método de Newton. Aplicado ao sistema 3.30, as iteracoes consistem

€11

a) determinar uma aproximagao inicial, w®,

b) para k =0,1,... até atingir a convergéncia:

— resolver o sistema linear J(w™®) x 6 = —@(w®)

— gerar uma nova aproximacao, w*t1) = w® 4 §*),

No esquema descrito acima, J(w*®)) é a matriz jacobiana e §*) é o vetor de corre-
cdo para aproximacao w®). Os termos da matriz jacobiana podem ser encontrados
analiticamente derivando cada elemento de ® por cada elemento de w, tomando a

seguinte forma:

26



I 8(¢u)L1 a(¢u)Ll a(¢u)L1 8(¢u)L1 T
6Ufl,l aUl,l o 8unz,ny avnz,ny
O(pv)1,1 (pv)1,1 I(Pv)1,1 I(Pv)1,1
aul,l a'Ul,l e aunz,ny B'Una:,ny
Jw)=| : (3.32)

a(‘z’u)nz,ny 8(¢u)nz,ny a(¢u)nz,ny a(¢u)nz,ny
6uL1 8”L1 T 8unzmy aanny

a(¢v)nz,ny 8(¢v)nz,ny 8(¢v)nz,ny a(¢v)nz,ny
a'Ufl,l 8'”1,1 o 8unz,ny avnz,ny

A Tabela 3.1 apresenta, em termos genéricos, as derivadas de ¢, e ¢, com relagao a

cada elemento relacionado de w.

Tabela 3.1 - Termos da matriz jacobiana para esquema de Crank-Nicolson.

a(¢u)i,j 8(¢U)i,j
T T T T
1 v v (U?Jrl,j*“?jl,j) (U?le,jfv?jl,j)
Ouij  mtaztazt T im S
n+1 n+1 n+1 n+1
O - (i~ Ly v o4 v (Vi =Y 1)
] 1Ay At Axz? Ay? 4Ay
u T
. . 2,7 14
au1+173 4Ax = 2Ax2 0
un+1
o ij_ U
6U1+1J 0 4Ax 2Az2
En
Ou;i—1 S 0
t—1,j 4Azx 2Az2
wltl
. . %) _ v
i1, 0 1Az~ 277
T
a .. ij _ v 0
Ui, j+1 IAy — 202
Un+1
. ij v
8117,,]+1 0 4Ay 2Ay2
+T1
O _LZ]‘ —__v_ 0
i,j—1 4Ny 2Ay2
o
.. ) _ v
Qv j—1 0 1Ay ~ 272

Em cada iteragdao os elementos da matriz J e os do vetor ® sdo recalculados com
base nos valores da aproximacdo atual, w*, e o sistema linear ¢ resolvido via fato-
rizacado LU gerando um novo vetor de corre¢do 0. Deve-se notar que a escolha da
aproximacao inicial para o método de Newton é extremamente importante, pois a
convergéncia pode nao ocorrer se ela estiver muito distante da solugdo (BAHADIR,
2003). Para garantir uma convergéncia rapida, a aproximacao inicial escolhida é a

solugao numérica do passo de tempo anterior.
3.4 Abordagem numérica com esquemas IMEX multistep

A abordagem IMEX multistep proposta no capitulo anterior envolve a aplicagao da

equagao 2.22 ao termo explicito, f(u), e da equagdo 2.23 ao termo implicito, g(u).
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A estratégia geral de integracdo da equacao de Burgers por este método é dada por:

Pt — (3 + b) n (1 + 2b) n—1 b n—2
= B gy LA gy 4 gy
(1+¢) (1—2¢) c (3.33)
o[22 gy Cggan)

onde a escolha dos parametros b e ¢ define o esquema resultante. A Tabela 2.1 contém
trés possiveis combinacoes de métodos de Adams, conforme o trabalho de Durran e
Blossey (2012).

No primeiro caso, a escolha de b = g ec= % gera o método denominado MCN-AX2+

para a solucao da equacao de Burgers:

ol —on 27

oy 2T 3 "
A g/ (@N @)+ (@)

9 3 1 1 (3.34)
—qg(P" —g(o" —qg(P"™
b [ (@) + g+ g(@n

Escolhendo b = % and ¢ = %, obtém-se o método AM2*-AX2*+:
P+l — pr 7 PN D

——— = (@) = (@) + L f(2"7)

3 o, 1 1 '
t [2o@) 4 Lg@r

O método denominado AI2*-AB3 é obtido quando b = % ec= % Sua forma geral é

dada por:
ol —pn 23 4 5)
- = = q)n - @n—l e q)n—Q
e CORECOU RN »
5 3 ( ° )
b [2g@) — g(an) + g

Para as discretizagoes espaciais, propoe-se a utilizacao de diferencas finitas centrais
de segunda ordem, mantendo assim a mesma metodologia utilizada nos esquemas

explicito e implicito ja implementados.

Considerando que a tnica diferenca entre os trés esquemas ¢ a escolha dos parametros

numéricos b e ¢, é possivel criar uma implementacao generalizada que leve em conta
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esses fatores. Assim, o caso unidimensional pode ser representado por:

ultt =l
B+b)At] ., (L+20) At] g et ne

- [ 1 Azl (uipy —uiyq) + T4 Azl Nupn = ui)
b At n— n— n— (1 + C) I/At n n n

- [4A$] i 2(Uz‘+12 - Ui—f) T [ 2 AQCZ] (uij—rll - 2ui+1 + uijf)
(1—2c)vAt], 0 cvAt|, ._ n— n—

[2Ax? (uiyy = 2uf +uiy) + 2 Ax? (uimy = 2uf ™ +ui)

(3.37)

Analogamente, discretiza¢oes para u e v no caso bidimensional podem ser represen-

tadas pelas equacoes 3.38 e 3.39, respectivamente.

Uiy L= uj';
B (3+0) At lqu(u?+1,j - “?—1,3') " U{fj(quJrl - u?i?;jfl)_
4 Ax Ay
-1 -1 -1 —1 -1 —1 1\
(L+20) \ | iy (wia — uiss,)) L Y (uijr — uij—1)
4 Ax Ay |
—2/ n-2 —2 2/ n—2 —2\7
—éAt [“Zj (uiiy — witiy) n Vig (Wigen — Uigo1)
4 Ax Ay
1 1 1 1 1 1 7
LA+ ., ity — 2uiy A+ uit n Uiyt — 25
2 Ax? Ay? |
(L= 20)  ap | Mg = 2005+ Wiay | g = 2055 + Ui
Ax? Ay? |
-1 -1 -1 -1 -1 17
Oy Ay Mg TG Uy Wigen = 20 Ui
2 Ax? Ay? |
v L= vi'j
_BHY,, l“gj (Vi1 —vitay) | Vi (Ui — vi) ]
4 Ax Ay
—1/ n—1 ~1 1/, n—1 —1 37
(L+2b) \, v Wiy = vimny) | Vi (Wi — Vi)
4 Ax Ay
2/ n—2 —2 2/ n—2 —2\7
by l“?,j Wiy —visiy) | Vg (Wi = Vig—y)
4 Ax Ay
+(1 ) A v — v+ o n Vit — 2vi 4o
2 Ax? Ay? ]
(1 =20) a1 = 2005 T 00y | Vi = 2005+ Vij—1]
2 Ax? Ay?
—1 —1 —1 ~1 ~1 —1 7
TN Vi1, — vy Uity n Vi1 — 20 Ui
2 Ax? Ay?
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E importante notar que os esquemas propostos necessitam de informacoes de dois
passos de tempo anteriores (n™!, n=2); sendo assim, ¢ necessério gerar essas infor-
magoes por meio de algum outro método. A implementacao realizada no desenvol-
vimento desta dissertacao utiliza o método FTCS para a solugdo dos dois passos
iniciais (n = 2 e n = 3, sendo n = 1 a condicao inicial). Em casos nos quais o mé-
todo FTCS é instavel (seja por causa de alta resolugao espacial ou de um passo de
tempo largo), deve-se utilizar passos de tempo pequenos o suficiente para garantir

sua estabilidade durante esse periodo de warm-up.
3.4.1 Inicializacao e solucao de sistemas lineares na abordagem IMEX

Dado o tratamento explicito dos termos nao lineares, o sistema de equacoes resul-
tante em casa passo de tempo desta abordagem é linear, e portanto nao necessita de
um método iterativo de aproximagao. Em duas dimensoes, a linearizacao do sistema
tem o efeito adicional de desacoplar as solucoes de u e v ao nivel do passo de tempo,
como observado nas equagoes 3.38 (que contém apenas a varidvel u no passo de

tempo n + 1) e 3.39 (que contém apenas v).

Os sistemas gerados possuem uma propriedade notavel: a matriz de coeficientes é
a mesma tanto para u e v, e seus elementos sdo constantes numéricas independen-
tes dos campos de velocidade. No caso unidimensional, essencialmente tem-se um

sistema dado por:
Au=r, (3.40)

onde a matriz A nao sofre nenhuma alteracdo ao longo da simulagao.

Essa propriedade é vantajosa na utilizacao de solvers diretos baseados em fatoriza-
¢ao, como por exemplo LU e Cholesky, dado que o estagio de fatorizagdo somente
precisa ser computado uma tnica vez no inicio da simulag¢ao. Apds o primeiro passo
de tempo, a matriz decomposta (e pivoteada, onde necessario) é suficiente para que

o sistema possa ser solucionado por substituicao a cada novo passo.

No caso bidimensional, observa-se um sistema adicional desacoplado do anterior e
dado por:
Av =r, (3.41)

onde a matriz A é exatamente a mesma do sistema descrito pela equagao 3.40.

Desta forma o procedimento basico em cada passo de tempo apos a inicializacao se

reduz a:
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a) Calcular o vetor residual relativo a u, 7.

b) Solucionar o sistema associado a u por substitui¢do utilizando a matriz

pré-fatorizada.
¢) Calcular o vetor residual relativo a v, 7.

d) Solucionar o sistema associado a v por substituigdo utilizando a matriz

pré-fatorizada.
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo sao propostos experimentos numéricos para validar a implementagao
das solugoes IMEX descritas no Capitulo 3. Com este fim, sdo utilizados casos teste
em uma e duas dimensoes ja estudados na literatura, que servem como base de
comparagao para 0os novos esquemas numéricos. Algoritmos computacionais foram
implementados para cada um dos cinco métodos propostos: FTCS, Crank-Nicolson,
MCON-AX2+, AM2*-AX2* e AI2*-AB3. Os cddigos foram escritos na linguagem
Fortran-90 para os dois casos (1D e 2D), utilizando a biblioteca LAPACK para a
solucao dos sistemas lineares onde necessario. Os resultados apresentados para os
problemas propostos foram obtidos utilizando um solver baseado em fatorizacao LU;

discussoes sobre implementacoes de outros solvers sao apresentadas na Segao 4.4.1.

Os incrementos temporais (At) e espaciais (Az, Ay) nestes experimentos foram esco-
lhidos de forma a garantir a estabilidade numérica dos métodos propostos, ao menos
inicialmente. Com o aumento gradual da resolugao espacial (i.e., menores valores de
Ax e Ay) e/ou do coeficiente de viscosidade, os testes aproximam-se dos limites de

certos métodos testados até eventualmente causar instabilidades numéricas.

Para resolver essa situacao, um valor menor de At teria que ser escolhido; no entanto,
o incremento temporal permanece constante. O objetivo desta estratégia é mostrar
empiricamente que os métodos IMEX propostos permanecem estaveis em resolugoes
espaciais maiores que o método puramente explicito, dado um valor constante de At.
Pelo mesmo raciocinio, se fosse mantida constante a resolucao espacial, passos de
tempo mais largos poderiam ser usados pelos métodos IMEX, diminuindo o niimero

total de passos necessarios para completar a simulagao.

Menores incrementos temporais em teoria poderiam prover maior acuracia nos re-
sultados; no entanto, Mesinger e Arakawa (1976) mostram que erros oriundos da
discretizacao espacial possuem influéncia muito maior do que aqueles provenientes
da discretizacao temporal, de forma que refinamentos na grade geram ganhos muito

maiores na acuracia do método combinado do que a diminui¢do do valor de At.
4.1 Problema unidimemsional baseado em Nielsen et al. (2014)

Nielsen et al. (2014) mostram que uma solugdo exata para a equac¢ao de Burgers em

uma dimensao, representando uma onda que se propaga da esquerda para a direita
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conforme o tempo passa, é dada por:

—1
u(z,t) =1 — tanh <x2 )

14

(4.1)

O estudo realizado pelos autores considera um dominio espacial limitado por = €
[—10, 10], com condi¢des iniciais dadas pela Equagao 4.1 em ¢ = 0 e condigoes de

contorno obtidas da mesma equacgao a cada passo de tempo discreto nAt.

O primeiro caso teste baseado nesse estudo, aqui tratado como baiza viscosidade,
utiliza um coeficiente de viscosidade v = 0.0625. O problema ¢é integrado até t = bs,
utilizando um passo de tempo At = 1073s (ou seja, a simulagio é concluida apds
5000 passos). A Tabela 4.1 apresenta o erro, calculado pela norma L' de u ao final da
simulagao, para cada um dos métodos propostos com variadas resolugoes espaciais
(identificadas pelo ntiimero de pontos ao longo de z). Nota~se que o aumento da
resolucao causa instabilidade no método explicito, e em n, = 2000 o método se

torna completamente inutilizavel.

Tabela 4.1 - Erro da solugdo de cada método para o caso unidimensional com baixa vis-

cosidade.
Ny FTCS CN MCN-AX2+ AM2*-AX2*  AI2*-AB3
100 2.23521 E-02 2.19635 E-02 2.19641 E-02 2.19643 E-02 2.19647 E-02
125 1.14021 E-02 1.11344 E-02 1.11350 E-02 1.11353 E-02 1.11360 E-02
250 1.79243 E-03 1.72960 E-03 1.72952 E-03 1.72961 E-03 1.72987 E-03
500 4.34950 E-04 3.78677 E-04 3.78571 E-04 3.78631 E-04 3.78789 E-04
1000 1.53812 E-04 9.17426 E-05 9.16560 E-05 9.17135 E-05 9.18667 E-05
2000 N/A 2.28338 E-05 2.27288 E-05 2.27855 E-05 2.29382 E-05

Uma analise empirica da taxa de convergéncia, realizada por meio da definicao Big
O proposta por Burden e Faires (2001) a partir dos erros previamente calculados,
mostra que todos os métodos atingem convergéncia de segunda ordem conforme o
esperado. Os resultados dessa analise sao apresentados na Tabela 4.2, e confirmam
a instabilidade do método explicito ja quando n, = 1000 (notével pela repentina

discrepancia na taxa de convergéncia).
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Tabela 4.2 - Taxa de convergéncia da solucao para u de cada método no caso unidimensi-

onal baseado em Nielsen et al. (2014) com baixa viscosidade.

Grade FTCS CN MOCN-AX2+ AM2*-AX2* AI2*-AB3

125 3,017 3,044 3,044 3,044 3,044
250 2,669 2,687 2,687 2,687 2,686
500 2,043 2,191 2,192 2,192 2,191
1000 1,500 2,045 2,046 2,046 2,044
2000 N/A 2,006 2,012 2,009 2,002

A Figura 4.1 mostra que a soluc¢ao obtida pelo esquema AI2*-AB3 em trés diferentes
estdgios da integragdo numérica de baiza viscosidade (t = 0, t = 2.5, t = bs), utili-
zando uma grade com 500 pontos, é consistente com os resultados obtidos por Nielsen
et al. (2014) utilizando métodos Runge Kutta IMEX.

Figura 4.1 - Solucdo do caso unidimensional com baixa viscosidade em trés passos de
tempo (inicio, meio, e fim da simulagao).

u(x)

0.5

Fonte: Producao do autor.

Na Figura 4.2, a frente da onda é examinada de perto, mostrando que a solugao
IMEX (novamente obtida pelo esquema AI2*-AB3) praticamente se sobrepoe a so-

lugao analitica.
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Figura 4.2 - Comparacao entre as frentes de onda obtidas pela solu¢ao analitica e AI2*-

AB3.

0.75

0.5

= = Analytical
= AI2*-AB3

4.6

47 4.8

X

52 53

Fonte: Producao do autor.

Para o segundo caso teste, denominado alta viscosidade, sao mantidas as mesmas
condicoes iniciais e de contorno, assim como o passo de tempo At = 107%s. No
entanto, utiliza-se um coeficiente de viscosidade mais alto, v = 0.5, para verificar

sua influéncia na estabilidade da simulagao. Os erros sdao apresentados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3 - Erro da solucao de cada método para o caso unidimensional com alta visco-

sidade.

Ny FTCS CN MCN-AX2+  AM2*-AX2* AT2*-AB3
100 1.14792 E-03 1.10247 E-03 1.10111 E-03 1.10112 E-03 1.10114 E-03
125 7.51261 E-04 7.01639 E-04 7.00076 E-04 7.00083 E-04 7.00102 E-04
250  2.29472 E-04 1.76976 E-04 1.75016 E-04 1.75023 E-04 1.75044 E-04
500 1.04186 E-04 4.59543 E-05 4.38034 E-05 4.38110 E-05 4.38312 E-05
1000 N/A 1.31947 E-05 1.09562 E-05 1.09637 E-05 1.09838 E-05
2000 N/A 5.01417 E-06 2.73723 E-06 2.74474 E-06 2.76501 E-06
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As taxas de convergéncia sao apresentadas na Tabela 4.4, e novamente nota-se que o
método explicito rapidamente perde sua estabilidade mesmo com valores pequenos
de n,; os métodos IMEX, no entanto, mantém-se estaveis em todas as resolugoes
testadas. Nota-se que para n, > 500, o método de Crank-Nicolson comeca a apre-
sentar taxas de convergéncia menores do que o esperado, independentemente de sua
estabilidade incondicional. Uma possivel explicacao é que a precisao adotada para
o corte nas iteracoes do método de Newton é muito baixa, afetando a acuréacia da

implementagao.

Tabela 4.4 - Taxa de convergéncia da solucao para u de cada método no caso unidimensi-

onal baseado em Nielsen et al. (2014) com alta viscosidade.

Grade FTCS CN MOCN-AX2+ AM2*-AX2* AI2*-AB3

125 1,900 2,025 2,030 2,030 2,030
250 1,711 1,987 2,000 2,000 2,000
500 1,139 1,945 1,998 1,998 1,998
1000  N/A 1,300 1,999 1,999 1,997
2000 N/A 1,396 2,001 1,998 1,990

De forma geral, o experimento mostra que os trés esquemas IMEX propostos sao
capaz de simular o problema com acuracia comparavel a de um esquema puramente
implicito, com a vantagem de o termo nao linear ser tratado explicitamente; além
disso, os novos métodos se mantém estaveis em resolugoes que o método explicito é

incapaz de resolver.
4.2 Problema bidimensional baseado em Zhu et al. (2010)

Com base no trabalho de Fletcher (1983) sobre a geragao de solugoes exatas para a
equagao de Burgers em duas dimensoes, Zhu et al. (2010) propoem um caso teste

em que as solucoes para u e v sao dadas pelas Equagoes 4.2 e 4.3, respectivamente:

3 1
U($7?J=t) = 4 4(1 n 6(—t—4x+4y)/(32u)) (4-2)

v(x,y,t) = 1 + A(1 + e(-t—dwtay)/(320))

(4.3)

Neste estudo, condi¢oes iniciais para u e v sdo dadas pelas Equagbes 4.2 e 4.3,

respectivamente, em t = 0 e as condigoes de contorno obtidas a partir das mesmas
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equagoes a cada passo de tempo discreto nAt. O dominio espacial do problema, €2,
¢ dado por:
O, ={(zr,y): 0<x <1,

0<y <1} (4.4)

e o coeficiente de viscosidade é dado por v = %. O problema ¢ integrado até t = 0.5s,
utilizando um passo de tempo At = 107%s (ou seja, a simulagio é concluida apds
5000 passos). A tabela 4.5 apresenta o erro, calculado pela norma L' de u ao final da
simulagao, para cada um dos métodos propostos com variadas resolugoes espaciais
(identificadas pelo niimero de células na grade); a Tabela 4.6 apresenta a mesma

métrica para v.

Tabela 4.5 - Erro da solugdo para v de cada método no caso bidimensional baseado em

Zhu et al. (2010).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

AI2*-AB3

10x10
20x20
30x30
40x40
50x50

9.75542 E-04
2.38169 E-04
1.04259 E-04
5.86397 E-05
3.77086 E-05

9.74883 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81134 E-05
3.71849 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81135 E-05
3.71849 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81136 E-05
3.71850 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81136 E-05
3.71850 E-05

Tabela 4.6 - Erro da solugdo para v de cada método no caso bidimensional baseado em

Zhu et al. (2010).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

AI2*-AB3

10x10
20x20
30x30
40x40
50x50

9.75542 E-04
2.38169 E-04
1.04259 E-04
5.86397 E-05
3.77086 E-05

9.74883 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81134 E-05
3.71849 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81135 E-05
3.71849 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81136 E-05
3.71850 E-05

9.74884 E-04
2.37644 E-04
1.03780 E-04
5.81136 E-05
3.71850 E-05

Deve-se notar que, dada a precisao adotada, as tabelas parecem idénticas. Essa ilusao
¢ causada pela similaridade das condigoes iniciais para u e v, que torna a diferenca
entre os erros tao pequena que sO se torna aparente apds 12 a 14 casas decimais

— E-16 a E-18, na precisao adotada. Na pratica, a diferenca é tdo proxima ao zero
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da méaquina que para todos os propésitos os erros em u e v podem ser considerados
iguais. Um fenomeno semelhante ocorre na comparacgao entre os trés métodos IMEX
propostos, embora em menor escala. Por exemplo, na Tabela 4.5, o erro do método
AM2*-AX2* em uma grade de 50x50 células é 3.7185015241578159E-05, enquanto
o método AI2*-AB3 apresenta erro de 3.7185088058818792E-05. Novamente, devido

a precisao adotada, os erros sao apresentados como iguais para fins de comparagao.

Todos os métodos IMEX propostos apresentam acuracia extremamente préxima a do
método puramente implicito, e levemente superior a do método explicito estudado.
A Tabela 4.7 apresenta a taxa de convergéncia de cada algoritmo para a solugao de
u, calculada a partir dos erros da Tabela 4.5. Os resultados da taxa de convergéncia

de v sao similares e portanto omitidos.

Tabela 4.7 - Taxa de convergéncia da solugao para u de cada método no caso bidimensional

baseado em Zhu et al. (2010).

Grade FTCS CN MCN-AX2+ AM2*AX2* AI2*-AB3

20x20 2.034 2.036 2.036 2.036 2.036
30x30 2.037 2.043 2.043 2.043 2.043
40x40  2.000 2.015 2.015 2.015 2.015
50x50 1.978 2.001 2.000 2.000 2.000

As Figuras 4.3 e 4.4 ilustram a evolugao das solugdes numéricas obtidas pelo método
AI2*-AB3 para u e v, respectivamente, ao longo do tempo. Em ambas as figuras, o
estagio (a) mostra as condigdes iniciais, na qual uma regido quasi-descontinua nos
campos de velocidade é propagada ao longo da simulacao até atingir o instante final
(b). Os resultados sao consistentes com aqueles obtidos por Zhu et al. (2010) por
meio de um método de decomposicao Adomiana, confirmando assim a capacidade

dos métodos de simular o problema proposto.
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Figura 4.3 - Propagacao da descontinuidade no campo de velocidade u na solugdo numé-
rica nos estagios (a) inicial e (b) final da simulagdo baseada em Zhu et al.
(2010).

(a) (b)

ulxy)

0.7 !

05

Fonte: Producao do autor.

Figura 4.4 - Propagacao da descontinuidade no campo de velocidade v na solugdo numérica
nos estagios (a) inicial e (b) final da simulacao baseada em Zhu et al. (2010).

(a) (b)

vixy)

0.75

Fonte: Producao do autor.

Para ilustrar mais claramente a evolugao da regiao quasi-descontinua, foi realizada
uma simulagdo mais longa, com um tempo total de 1.5s a partir das mesmas con-
digoes iniciais e com o mesmo passo de tempo. Os resultados sao apresentados na
Figura 4.5, na forma de um mapa de calor para u (esquerda) e v (direita) em trés

pontos distintos (inicio, meio e fim) da simulagao.
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Figura 4.5 - Evolugao da solugdo de u e v ao longo de simulagdo mais longa baseada
em Zhu et al. (2010).
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4.3 Problema bidimensional baseado em Kweyu et al. (2012)

Kweyu et al. (2012) mostram que um conjunto de solugoes exatas para a equa-
cao de Burgers em duas dimensdes pode ser obtido via transformada de Hopf-Cole
(ver Apéndice A). Os autores propoem um caso de teste baseado no conjunto de

parametros estabelecido na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 - Parametros para a solucdo exata do primeiro caso teste de Kweyu et al.

(2012).

a b c¢c d A B C D E «a g v
00 0 0 1 1 1 1 1 0 7nv2 @ «

Desta forma, as solugoes para u e v sao reduzidas a:

w(a 1) = v [ —2y — 2me~ 2" tsin(7y) (cos(mx) — sin(nz)) ] (4.5)
e 1100 + 2y + e~ sin(my) (cos(mz) + sin(rz)) | '

o, y.1) = v [ —22 — 2me=2"" cos(my) (cos(mz) + sin(nx)) ] (4.6)
7 1100 + 2y + e~ sin(my) (cos(mz) + sin(wz)) | '

O estudo utiliza como condic¢bes iniciais para u e v as equagoes 4.5 e 4.6, respec-
tivamente, tomadas em ¢t = 0. As condi¢oes de contorno sao dadas pelas mesmas

equagoes a cada passo de tempo discreto nAt. O dominio espacial é dado por:
Q={(r,y):0<z <1, 0<y<1} (4.7)

Dois casos de teste sdo propostos com base nesse estudo. O primeiro, baseado dire-
tamente no trabalho de Kweyu et al. (2012), utiliza um baixo coeficiente de visco-
sidade (v = 1/4000). Este caso foi escolhido para validar diretamente os algoritmos
bidimensionais implementados nesta dissertacao, comparando o erro das solugoes
numéricas aos listados naquele trabalho para os métodos FTCS e Crank-Nicolson 14
implementados. O problema é integrado até ¢t = 1s, utilizando um passo de tempo
At = 10735 (ou seja, a simulagdo é concluida apés 1000 passos). A tabela 4.9 apre-
senta o erro, calculado pela norma L' de u ao final da simulacao, para cada um dos
métodos propostos com variadas resolugoes espaciais (identificadas pelo nimero de

células na grade); a Tabela 4.10 apresenta a mesma métrica para v.
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Os resultados obtidos por esta implementacao dos métodos FTCS e Crank-Nicolson,
apresentados nas Tabelas 4.9 e 4.10, sdo consistentes com os valores obtidos
por Kweyu et al. (2012) para o caso teste proposto. Uma andlise dos resultados
revela que os trés esquemas IMEX implementados reproduzem o problema com a

mesma ordem de acuracia dos métodos anteriores para todas as resolugoes testadas.

Tabela 4.9 - Erro da solucao para u de cada método no caso bidimensional de baixa vis-

cosidade baseado em Kweyu et al. (2012).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

ATI2*-AB3

4x4

8x8
16x16
32x32
64x64

1.37267 E-09
4.58934 E-10
1.27003 E-10
3.29537 E-11
8.27575 E-12

1.37273 E-09
4.59020 E-10
1.27100 E-10
3.30561 E-11
8.37981 E-12

1.37273 E-09
4.59020 E-10
1.27100 E-10
3.30559 E-11
8.37960 E-12

1.37273 E-09
4.59020 E-10
1.27100 E-10
3.30559 E-11
8.37960 E-12

1.37273 E-09
4.59020 E-10
1.27101 E-10
3.30559 E-11
8.37961 E-12

Tabela 4.10 - Erro da solucdo para v de cada método no caso bidimensional de baixa

viscosidade baseado em Kweyu et al. (2012).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

AT2*-AB3

4x4

8x8
16x16
32x32
64x64

7.73967 E-10
3.55949 E-10
1.10927 E-10
3.02421 E-11
7.73355 E-12

7.74001 E-10
3.56016 E-10
1.11013 E-10
3.03372 E-11
7.83221 E-12

7.74000 E-10
3.56016 E-10
1.11013 E-10
3.03370 E-11
7.83202 E-12

7.74000 E-10
3.56016 E-10
1.11013 E-10
3.03370 E-11
7.83202 E-12

7.74001 E-10
3.56016 E-10
1.11013 E-10
3.03371 E-11
7.83203 E-12

A andlise das taxas de convergéncia (apresentadas nas Tabelas 4.11 e 4.12) con-

firmam a acuracia das implementacoes, coincidindo com os valores obtidos pelos

autores do trabalho original.
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Tabela 4.11 - Taxa de convergéncia da solucao para u de cada método no caso bidimensi-

onal baseado em Kweyu et al. (2012) com baixa viscosidade.

Grade FTCS CN MOCN-AX2+ AM2*-AX2* AI2*-AB3

8x8 1,681 1,580 1,580 1,580 1,580
16x16 1,853 1,853 1,853 1,853 1,853
32x32 1,946 1,943 1,943 1,943 1,943
64x64 1,993 1,980 1,980 1,980 1,980

Tabela 4.12 - Taxa de convergéncia da solucao para v de cada método no caso bidimensi-

onal baseado em Kweyu et al. (2012) com baixa viscosidade.

Grade FTCS CN MCN-AX2+ AM2*AX2* AI2*-AB3

8x8 1,121 1,120 1,120 1,120 1,120
16x16 1,682 1,681 1,681 1,681 1,681
32x32 1,875 1,872 1,872 1,872 1,872
64x64 1,967 1,954 1,954 1,954 1,954

Deve-se notar que o coeficiente de viscosidade escolhido pelos autores é extrema-
mente pequeno — da ordem de 1073 — e portanto a contribuicdo do termo difusivo
g(u) é pequena com relagao a do termo convectivo, f(u). Por este motivo, um novo
experimento é proposto com base nas mesmas condigoes iniciais e de contorno, porém
utilizando um coeficiente difusivo mais significativo dado por v = 0.5. O problema
é novamente integrado até ¢t = 1s, utilizando um passo de tempo At = 1073s (ou
seja, a simulagdo é concluida ap6s 1000 passos). A Tabela 4.13 apresenta o erro,
calculado pela norma L' de u ao final da simulacdo, para cada um dos métodos
propostos com variadas resolugoes espaciais (identificadas pelo niimero de células

na grade); a Tabela 4.14 apresenta a mesma métrica para v.
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Tabela 4.13 - Erro da solugdo para u de cada método no caso bidimensional de alta vis-

cosidade baseado em Kweyu et al. (2012).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

ATI2*-AB3

4x4

8x8
16x16
32x32
64x64

3.37083 E-007

5.20385 E-008

1.10676 E-008
N/A
N/A

3.78923 E-007
8.58507 E-008
2.09068 E-008
5.15543 E-009
1.24730 E-009

3.78788 E-007
8.57402 E-008
2.08018 E-008
5.05180 E-009
1.14401 E-009

3.78638 E-007
8.56140 E-008
2.06812 E-008
4.93264 E-009
1.02521 E-009

3.78238 E-007
8.52775 E-008
2.03598 E-008
4.61497 E-009
7.08456 E-010

Tabela 4.14 - Erro da solugao para v de cada método no caso bidimensional de alta visco-

sidade baseado em Kweyu et al. (2012).

Grade

FTCS

CN

MCN-AX2+

AM2*-AX2*

ATI2*-AB3

4x4

8x8
16x16
32x32
64x64

1.55049 E-008

2.94051 E-009

6.41358 E-010
N/A

1.72357 E-008
4.76637 E-009
1.21990 E-009
3.03978 E-010
7.37489 E-011

1.72329 E-008
4.76383 E-009
1.21743 E-009
3.01532 E-010
7.13001 E-011

1.72264 E-008
4.75695 E-009
1.21045 E-009
2.94531 E-010
6.42968 E-011

1.72090 E-008
4.73862 E-009
1.19182 E-009
2.75867 E-010
4.56236 E-011

N/A

O aumento da viscosidade, que também é um fator determinante nas condi¢oes de
CFL do problema, causa instabilidade no método FTCS ja em grades pequenas. Esse
fendomeno pode ser claramente constatado no erro relativo a grade de 16x16 células,
uma resolu¢do muito menor que o limite observado em outros métodos. Incrementos
a resolucao confirmam a instabilidade do método, e a execugao do algoritmo se torna
inviavel. Os esquemas IMEX testados sdo capazes de resolver o problema para as
grades testadas; no entanto, nota-se que o esquema AI2*-AB3 comeca a apresentar
uma taxa de convergéncia maior do que a esperada nas grades de 32x32 células, e
o esquema AM2*-AX2* nas grades de 64x64 células. O esquema MCN-AX2+ ¢é o
unico cuja acuracia se mantém préxima a do método de Crank-Nicolson, mostrando-
se mais robusto para este caso de teste. A andlise se confirma com base nas taxas

de convergéncia, apresentadas nas Tabelas 4.15 e 4.16.
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Tabela 4.15 - Taxa de convergéncia da solugao para u de cada método no caso bidimensi-

onal baseado em Kweyu et al. (2012) com alta viscosidade.

Grade FTCS CN MOCN-AX2+ AM2*-AX2* AI2*-AB3

8x8 2,695 2,142 2,143 2,145 2,149
16x16 2,233 2,038 2,043 2,050 2,066
32x32  N/A 2,020 2,042 2,068 2,141
64x64 N/A 2,047 2,143 2,266 2,704

Tabela 4.16 - Taxa de convergéncia da solucao para v de cada método no caso bidimensi-

onal baseado em Kweyu et al. (2012) com alta viscosidade.

Grade FTCS CN MCN-AX2+ AM2*AX2* AI2*-AB3

8x8 2,399 1,854 1,855 1,857 1,861
16x16 2,197 1,966 1,968 1,974 1,991
32x32  N/A 2,005 2,013 2,039 2,111
64x64 N/A 2,043 2,080 2,196 2,596

4.4 Desempenho computacional da implementagao proposta

Os algoritmos implementados foram também avaliados com relagdo ao seu desem-
penho computacional. Para tanto, o cédigo foi instrumentado e dividido em duas
segOes principais: inicializagao (incluindo o célculo e a subsequente fatorizagao da
matriz de coeficientes dos sistemas lineares associados aos esquemas IMEX) e inte-
gragao temporal (restrita apenas ao tempo gasto com os passos de tempo do esquema
escolhido). Métodos explicitos nao gastam tempo significativo com a inicializagao,
e portanto esse estagio é apenas considerado (e discutido com mais detalhes na se-
¢ao 4.4.1) para os métodos IMEX. Dada a implementagio generalizada dos métodos
de Durran-Blossey, os métodos IMEX sao avaliados conjuntamente, e as rodadas
consideram o esquema MCN-AX24 como representativo de todas as implementa-

coes.

A Tabela 4.17 apresenta os tempos de execugao (em segundos) para cada algoritmo
na solucao do problema de baixa viscosidade apresentado na Secao 4.3, cuja inte-

gragao é composta de 1000 passos de tempo. As medidas apresentadas constituem
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a média aritmética de 10 rodadas independentes do mesmo problema.

Tabela 4.17 - Tempo de execugao (em segundos) dos algoritmos implementados para so-

lucdo do problema de baixa viscosidade baseado em Kweyu et al. (2012).

Grade FTCS IMEX (LU) Crank-Nicolson

4 0.00235 0.00352 0.12396
8 0.00441 0.00960 0.29586
16 0.00865 0.08364 8.39739
32 0.02011 2.25609 94.50982
64 0.05001 45.89848 2014.19368

128 0.14649  764.85504 33527.73682

Nota-se que o desempenho da implementacao IMEX é extremamente fraco quando
comparado ao da implementacao FTCS, com o problema amplificando-se exponen-
cialmente com o aumento da resolugao, mas ainda assim apresentando desempenho

muito superior ao do método implicito.
4.4.1 Desempenho de solvers para sistemas lineares

A solucao dos sistemas de equagoes lineares para u e v é responsavel pelo gargalo
computacional em cada passo de tempo das implementacoes IMEX propostas. Sendo
assim, a eficiéncia do solver escolhido para esse estdgio do algoritmo é um ponto
chave no desempenho dos métodos. Nesta dissertacdo sao apresentados testes com
dois solvers diferentes, ambos incluidos na biblioteca padrao LAPACK para calculos

de algebra linear.

Para fins de consisténcia com a literatura existente, o primeiro solver testado é ba-
seado em fatorizacao LU, a mesma utilizada nas implementacoes de Srivastava et al.
(2011) e Kweyu et al. (2012). A rotina completa — que inclui o estdgio de inicializa-
¢ao — associada a esse tipo de solucao no LAPACK é denominada DSGESV, porém
cada passo de tempo executa apenas sua componente DGETRS (com inicializagao
prévia via DGETRF). O tempo total de computagdo gasto na integragdo temporal
foi apresentado na Tabela 4.17. A solu¢ao numérica em cada passo é constituida
de trés estagios: calculo dos residuais do sistema, solugdo (por meio de substituigao
retroativa), e copia de arrays para armazenamento de passos necessarios no futuro

(bem como descarte de passos que nao serao utilizados novamente). Considerando
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uma grade de 32x32 células, e 0 mesmo problema de baixa viscosidade, é claramente

observavel que o esfor¢co computacional ocorre no estagio de solugao do sistema
(Figura 4.6).

Figura 4.6 - Tempo gasto por tarefa em um passo de tempo IMEX com solver LU.

Fatorizagao LU

Copia de arrays : 0.00002 5\

Calculo de residuais :0.00005 s\

\

Il Solucao do sistema linear [l Calculo de residuais [l Cépia de arrays

Solugao do sistema linear : 0.0024 s

Fonte: Producao do autor.

Uma outra opc¢ao para o problema estudado é a utilizacao de solvers baseados na
decomposicao de Cholesky. Solvers desse tipo sao normalmente até duas vezes mais
rapidos do que aqueles baseados em fatorizagdo LU (PRESS et al., 1992); a imple-
mentagao do LAPACK apresenta um desempenho superior ao solver LU da mesma

biblioteca, reduzindo o tempo de execuc¢ao conforme os resultados apresentados na

Tabela 4.18.

Tabela 4.18 - Comparacao do tempo de execucdo (em segundos) dos algoritmos IMEX

com fatorizagdo LU e Cholesky.

Grade IMEX (LU) IMEX (Cholesky)

4 0.00352 0.00405
8 0.00960 0.00950
16 0.08364 0.08290
32 2.25609 1.42639
64 45.89848 40.45639
128 764.85504 717.08838
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A rotina completa — que inclui o estagio de inicializacao — associada a esse tipo de
solu¢do no LAPACK ¢é denominada DSPOSV, porém cada passo de tempo executa
apenas sua componente DPOTRS (com inicializa¢ao prévia via DPOTRF). No en-
tanto, o ganho de desempenho para o problema é bem menor do que o proposto
pelos autores devido a execugao incompleta do algoritmo. O estégio de fatorizagao
da matriz A é realizado apenas uma vez, no inicio da execucao, de forma que ape-
nas trecho relativo a solucao do sistema ja fatorizado é executada em casa passo de
tempo. A Tabela 4.19 apresenta o tempo gasto com a inicializagao dos algoritmos,
confirmando a maior velocidade da decomposicao de Cholesky em comparacgao a LU,

mas esse ganho torna-se irrelevante pelos motivos previamente citados.

Tabela 4.19 - Comparagao do tempo de inicializagdo (em segundos) das decomposigoes

LU e de Cholesky.

Grade LU Cholesky
4 0.00005 0.00003
8 0.00028 0.00005
16 0.00146 0.00138
32 0.04023 0.02449
64 2.38865 1.15225
128 125.46119 62.55341

A Figura 4.7 apresenta a divisao do tempo gasto em cada tarefa do passo de tempo
com solver de Cholesky para o mesmo problema considerado na Figura 4.6. Deve-
se notar, no entanto, que esta s6 pode ser utilizada em problemas cuja matriz de
coeficientes é definida positiva (HIGHAM, 2009), ou seja, cujos autovalores sao todos
positivos. No caso das implementagoes propostas para a equacgao de Burgers, isso
nao gera restricado alguma, ja que a matriz de coeficientes compartilhada pelos dois
sistemas é compativel com esses requisitos; outros problemas podem néao satisfazer

as condigoes de uso deste solver.
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Figura 4.7 - Tempo gasto por tarefa em um passo de tempo IMEX com solver Cholesky.
Decomposigao de Cholesky

Copia de arrays :0.00002 s

Calculo de residuais : 0.00005 :/—j

Solugédo do sistema linear: 0.00132 s

Ml Solucao do sistema linear Il Célculo de residuais Il Copia de arrays

Fonte: Producao do autor.

A implementagdo final dos algoritmos propostos nesta dissertagdo (disponivel no
Apéndice B) substitui as rotinas LU pela fatorizagao de Cholesky, que oferece maior
desempenho; no entanto, nota-se que certos parametros da tornaram-se obsoletos
(em especial, o array de pivoteamento relacionado a decomposicao LU nao é mais
utilizado). Esses pardmetros foram mantidos na transcri¢ao, assim como as antigas
rotinas LU (comentadas nas linhas 395 e 397), por questao de transparéncia com os

resultados apresentados nos os experimentos numeéricos.
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5 CONCLUSOES

Esta dissertagao aplicou esquemas IMEX multistep baseados nos métodos de Adams,
conforme propostos por Durran e Blossey (2012), a solugao da equagao de Burgers,
tanto em sua forma unidimensional quanto em duas dimensoes espaciais. A equagao
de Burgers ¢ um modelo simplificado na dinamica de fluidos, capaz de simular pro-
cessos convectivos nao lineares e processos difusivos viscosos. Implementacoes em
Fortran-90 dos esquemas de Durran-Blossey foram comparadas a uma solugao pura-
mente explicita baseada no método de Euler progressivo (FTCS) e também a uma
puramente implicita baseada no método de Crank-Nicolson, ambas ja estudadas na

literatura para o problema tratado.

Esquemas explicitos sao facilmente implementaveis, mas nao sdo convenientes na
solucao de problemas com escalas de tempo rapidas devido aos pequenos passos
de tempo necessarios para garantir estabilidade numérica — levando a um alto nu-
mero de calculos numéricos para completar simulagoes em altas resolugoes espaciais.
Esquemas implicitos, por sua vez, nao sao convenientes em problemas com escalas
de tempo lenta que requerem a solucao de sistemas nao lineares a cada passo de
tempo, devido ao alto custo computacional dos esquemas iterativos utilizados nesse
estagio. Em principio, esquemas numéricos podem ser uteis para resolver problemas
que contenham as duas escalas, combinando as vantagens dos métodos explicitos e

implicitos no tratamento de cada termo da EDP.

Experimentos numéricos baseados em solugoes exatas da equacao de Burgers em uma
e duas dimensoes foram escolhidos da literatura para validar a acuracia das solugoes
obtidas por meio dos métodos IMEX de Durran-Blossey. Os resultados mostram
claramente que a acuracia de todos os esquemas IMEX implementados é semelhante
a do método puramente implicito, mesmo com o tratamento explicito do termo nao
linear. Além disso, os novos métodos continuam estaveis em resolugoes muito maiores
do que o esquema explicito é capaz de resolver, consituindo uma alternativa viavel
para a solugao de casos desse tipo. Em particular, o método MCN-AX2+ apresentou
os melhores resultados entre os trés métodos testados, mantendo-se estavel durante

todos os problemas estudados.

Os métodos IMEX demandaram maior esfor¢co computacional do que o método ex-
plicito, considerando o mesmo passo de tempo em ambos os métodos. Se o modelo for
linear, serd necessario a solucao de um sistema de equagoes algébricas, o que acarreta
um maior esforco computacional em relacao aos métodos explicitos trabalhando-se

com as mesmas discretizagoes temporal. Desta forma, o método IMEX s6 se torna
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computacionalmente competitivo se a discretizagao do tempo usada é maior do que
o método explicito, que provavelmente estarda acima do limite de estabilidade do
método, como indicam a literatura e nossos experimentos numéricos. Se a equagao
for nao linear, haverd um incremento da computagao para cada passo de tempo. O
ganho na computacao s6 acontecera, como ja mencionado, utilizando-se uma discre-

tizagdo do tempo muito maior do que a usada no método explicito.

Os resultados desta tese foram obtidos usando solvers de bibliotecas numéricas sem
o uso de técnicas para matrizes esparsas. Uma investigacao que merece ser efetuada
é desenvolver técnicas que fazem uso da esparcidade da matriz. Para matrizes de
grande porte, é possivel que métodos iterativos para a solugao de sistemas lineares
tornem-se mais eficientes do que os métodos diretos, como os da decomposi¢ao LU

e de Cholesky aqui utilizados.
5.1 Trabalhos futuros

Sugere-se que trabalhos futuros visando melhorias nas técnicas aqui apresentadas

investiguem os seguintes aspectos:

e Estudo comparativo com métodos RK IMEX (Runge-Kutta Implicit-
Explicit), que sdo foco de pesquisas recentes na solu¢ao de problemas de

dindmica da atmosfera.

e Uso de técnicas para matrizes esparsas, incluindo estruturas de dados e
solugdo dos sistemas lineares (IMEX) ou linearizados (Crank-Nicolson),
com foco no desempenho computacional desse estdgio do algoritmo. Ou-
tras bibliotecas de algebra linear, como a MUMPS, podem ser analisadas

comparativamente a LAPACK.

e Estudo de problemas mais computacionalmente intensivos na regiao expli-
cita (i.e.: maior nimero de termos em escala lenta do que em escala rapida)
que ocorrem na dinamica de fluidos, avaliando assim o impacto de sistemas

lineares menos significativos com relacao a totalidade do problema.
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APENDICE A - SOLUCAO EXATA DA EQUACAO DE BURGERS
BIDIMENSIONAL

Neste apéndice, serd mostrada a solugao analitica para as equagoes 3.5 e 3.6 por meio
da transformacao de Hopf-Cole e separacao de variaveis, reproduzindo e iluminando
o procedimento proposto por Kweyu et al. (2012). As solugoes serao utilizadas para
gerar conjuntos de condicoes iniciais e de contorno para a equacao de Burgers,

permitindo que os resultados numéricos possam ser comparados a uma solucao exata.

Inicialmente, é feita uma linearizagdo das equacoes ao relacionar uma funcgao

o(z,y,t) au(z,y,t) e v(z,y,t), de forma que

—20:

u=—7 5 (A.1)
_ 29
V=7 (; (A.2)

Para simplificar a notagao, sejam u = f1(¢) e v = fo(¢). As derivadas de u e v com
relacdo a z, y e t sdo encontradas e substituidas em 3.5 e 3.6, resultando em um

novo sistema:

f1(@)ée + [1(0) [1() b + [2(8) () by =

= (R(O)'8 + FL(6)baa + FiO)'S, + F(0)0w)

(A.3)

f2(@)or + f1(0) [2(9) b + fo() fo(0) Sy =

= (Fo0)'% + Fo(0)baa + S0+ F0)0w)

(A4)

Os passos seguintes tratam da equacao A.3; a solugao para A.4 é similar e portanto
nao sera repetida. Assume-se que ¢ é limitado, de forma que f](¢) e fi(¢) sdo fungoes

nao-nulas. Dividindo a equacao A.3 por fi(¢), obtém-se:

"2 "2
ot 1000+ (000, = g, (P o HOT o) )

Considerando que as derivadas com relagao a ¢ podem ser obtidas das equagoes A.1

e A.2 e substituidas em A.5, pode-se obter:
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A equagao A.6 é linear e pode ser resolvida por separacao de variaveis. Feito isso, a
solucao ¢ pode ser transformada de volta para u e v utilizando as equacoes A.1 e

A.2. Busca-se uma solucao geral com a forma

o(z,y,t) = a+br +xy+ dey + X(2)Y (y)T(t) (A7)

na qual ¢; = a+bxr+cy+dxy representa a solucao bilinear, adicionada para establizar
a solugao geral, e ¢po = X ()Y (y)T'(t) representa a solugao separavel obtida a partir

da equagao transformada. A solugao separavel pode ser escrita como:

¢2 = W(z,y)T(t) (A.8)

Por conveniéncia, essa solucao é obtida separando-se primeiro espaco e tempo, e

depois = de y. Substituindo a expressao A.8 em A.6, obtém-se:

,_ 1

wT
R

/! "
W..T +W,,T) (A.9)
Rearranjando a equagao A.9 e introduzino o operador laplaciano A, obtém-se:

T AW

onde a? ¢ a constante de separacdo e o sinal negativo ¢ utilizado pois espera-se uma

funcao que decai com o tempo. Assim, as equacoes separadas sao:

o?T
T+ — =0 A1l
+t5 (A.11)
AW + a*W =0 (A.12)

A solugao para A.11 é dada por:
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—azt

T(t) = Ae™ (A.13)

Para solucionar A.12, as varidveis x e y sdo novamente separadas na fungdo W(x,y),

resultando em:

X"Y + XY" 4+ a?XY =0 (A.14)

Divindo a equacao por XY, obtém-se:

T o= 2= p? (A.15)

onde 32 é a constante de separacao para W (z,y). Novamente, sido obtidas duas

equacgoes separadas

X"+ 38X =0 (A.16)

Y + (a® = )Y =0 (A.17)

cujas solugoes gerais sao dadas por:

X(x) = Bsin(pz) + Ccos(Bx) (A.18)
Y (y) = Dsin(vy) + Ecos(vy) (A.19)
onde 7 = /(a2 — #?). Assim é obtida a solucao geral para a equagao A.7:

o(z,y,t) = a+bx + cy + dey+ (A.20)
Aot [Bsin(fz) + Ccos(Bz)][Dsin(vy) + Ecos(yy)] |

A solugao de ¢(x, y, t) é agora transformada de volta para u e v, conforme as equagoes
A.1 e A.2, resultando nas solugoes analiticas generalizadas para o sistema bidimen-

sional de equacoes de Burgers:
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u(z,y,t) =
—2[b+dy + 5146%%(360553: — Csinpx)(Dsinyy + Ecosyy)] (A.21)
Rla + bx + cy + dxy + Ae%(Bsinﬁx + Ccospx)(Dsinyy + Ecosyy)]

v(x,y,t) =
—2[c+ dx + ’yAe%?t(Bsinﬂw + Ccospx)(Dcosyy — Esinyy)] (A.22)
Rla + bx + cy + dzy + Ae%(Bsinﬁx + Ccospx)(Dsinyy + Ecosyy)]

As equagoes A.21 e A.22 podem entao ser utilizadas para gerar diversos conjuntos
de condigoes iniciais e de contorno, bem como solucoes exatas para comparagao dos

resultados numéricos, através da variagao dos diversos coeficientes.
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APENDICE B - ROTINA GENERALIZADA PARA PASSO
TEMPO DE DURRAN-BLOSSEY EM DUAS DIMENSOES

)

!> Advances the numerical solution of the 2D Burgers’ equation from time ’n
' to 'n+1’ using a generic formulation of the Adams—family methods from
I'l Durran & Blossey (2012).

I'l @param u_n Values of u(x,y) for time step ’'n’

I'l @param u_nml Values of u(x,y) for time step 'n—1’.
I'l @param u_nm?2 Values of u(x,y) for time step 'n—2’.
I'l @Qparam v_n Values of v(x,y) for time step ’'n’.

I'l @param v_nml Values of v(x,y) for time step 'n—1".
I'l @param v_nm?2 Values of v(x,y) for time step 'n—2’.

I'l @param u_ border Boundary conditions data structure for ’u’
I'l @param v_ border Boundary conditions data structure for ’v’
I'l @param lu Coefficients matrix for the linear system, factorized in

1 Cholesky form.

I'l @param pivot Pivoting indices for the linear system.

I'l @param grid Grid specifications.

I'l @param coef Commonly used numerical constants/coefficients.
I'l @param n Current timestep .

I'l @param nu Viscosity coefficient .

I'l @param caseid Test case identifier for the analytical solution

iy (used for boundary conditions).

I'l @param ru Pre—allocated array of residuals for the linear system

! associated with ’u’.

I'l @Qparam rv Pre—allocated array of residuals for the linear system
I

I associated with ’'v

subroutine db_timestep(u_n, u_nml, u_nm2, v_n, v_nml, v_nm2, &

u_border, v_border, lu, pivot, &

grid , coef, n, nu, caseid, ru, rv)
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: u n
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: u_nml
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: u_nm2
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: v_n
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: v_nml
double precision, dimension (:,:), intent(inout) :: v_nm2
type(boundary_ conditions), intent (inout) :: u_border
type(boundary_conditions), intent (inout) :: v_border
double precision, dimension (:,:), intent(in) i lu
integer , dimension (:) , intent (in) pivot
type(domain_2d), intent (in) grid
type(db_ coefficients), intent (in) 1 coef
integer , intent (in) ion
double precision , intent (in) 11 onu
integer , intent (in) caseid

! The 'ru’ and ’rv’ arrays store the linear system results.

! They don’t include the borders, hence the (nx—2)x(ny—2) size.

double precision, dimension(:), intent(inout) :: ru

double precision, dimension(:), intent(inout) :: rv

integer iy j, idx
integer :: dims, status
real :: start, finish

PN

! Boundary conditions for ’'u’ taken from the exact solution:
do j=1, grid%ny
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89
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94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

111

u__border%west (j)
end do

do j=1, grid%ny
u_border%east (j)
end do

do i=1, grid%nx
u_border%south (i)
end do

do i=1, grid%nx
u_border%north (i)
end do

! Boundary conditions

do j=1, grid%ny
v__border%owest (j)
end do

do j=1, grid%ny
v__border%east (j)
end do

do i=1, grid%nx
v__border%south (i)
end do

do i=1, grid%nx
v_border%mnorth (i)
end do

! The 2 linear systems to be solved are:

' A x u=ru

u_exact (grid%x (1), grid%y(j),grid%t(n),nu, caseid)

u_exact (grid%x(grid%nx),grid%y(j),grid%t (n) ,nu, caseid)

u_exact (grid%x(i),grid%y (1) ,grid%t(n),nu, caseid)

u_exact(grid%x (i), grid%y(grid%ny), grid%t (n) ,nu, caseid)

for ’v’ taken from the exact solution: ———MmM

v_exact (grid%x (1), grid%y(j),grid%t(n),nu, caseid)

v_exact (grid%x(grid%nx),grid%y(j),grid%t (n) ,nu, caseid)

v_exact (grid%x (i), grid%y(1),grid%t(n),nu, caseid)

v_exact (grid%x (i), grid%y (grid%ny), grid%t (n) ,nu, caseid)

A x v =rv

)

! We start by calculating ’ru’ and rv’

)

! Residuals for ’u’:

! Special treatment of points adjacent to two borders.

! Southwest corner.
i=2
j=2

idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
ru(idx) = u n(i,j) &

coef%b2
coef%b3
coef%b4
coef%bb
coef%b6
coef%b7
coef%b8
coef%b9

e i i

*

*

*

coef%bl0 =*
coef%bll =*

(un(i,j) = (un(i+l,j) —un(i-1,j))) &
(v.n(i,j) * (un(i,j+1) — un(i,j—-1))) &
(unml(i,j) * (unml(i+1,j) — uwnml(i—-1,j))) &
(v.nml(i,j) * (unml(i,j+1) — uw nml(i,j—1))) &
(unm2(i,j) * (wnm2(i+1,j) — wnm2(i—-1,j))) &
(v.nm2(i,j) * (unm2(i,j+1) — w nm2(i,j—1))) &
(un(i4+1,j) — 2. *x un(i,j) +un(i-1,j)) &
(un(i,j+1) — 2. *x uwn(i,j) + uwmn(i,j—1)) &
(unml(i+1,j) — 2. * wnml(i,j) + wnml(i—1,j)) &
(uunml(i,j+1) — 2. * wnml(i,j) + wnml(i,j—1)) &

— coef%3 x u_border%west(j) — coef%ab * u_border%south (i)

! Northwest corner.

j=grid%my—1

idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
ru(idx) = uw n(i,j) &
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112 + coef%b2 x (u n(i,j) * (un(i+l,j) —umn(i-1,j))) &

113 + coef%b3 x (v_n(i,j) * (un(i,j+1) — un(i,j—1))) &

114 + coef%b4 x (u_nml(i,j) * (unml(i+1,j) — uw nml(i—1,j))) &
115 + coef%b5 x (v_nml(i,j) * (unml(i,j+1) — uw nml(i,j—1))) &
116 + coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (uwnm2(i+1,j) — uw nm2(i—1,j))) &

117 + coef%b7 x (v_nm2(i,j) * (wnm2(i,j+1) — w nm2(i,j—1))) &

118 + coef%b8 x (u_n(i+1,j) — 2. x uwn(i,j) + wn(i—1,j)) &

119 + coef%b9 * (u_n(i,j+1) — 2. *x un(i,j) +uwun(i,j—1)) &

120 + coef%b10 * (u_nml(i+1,j) — 2. * uwnml(i,j) + wnml(i—-1,j)) &
121 + coef%bll % (u nml(i,j+1) — 2. * wnml(i,j) + wnml(i,j—1)) &
122 — coef%a3 * u_border%west(j) — coef%a4 % u_border%north (i)

123 ! Southeast corner.

124 i=grid%nx—1

125 j=2

126 idx = (i—2)x(grid%ny—2)+(j—1)

127 ru(idx) = uw n(i,j) &

128 + coef%b2 * (u_n(i,j) * (u_n(i+1,j) — un(i—1,j))) &

129 + coef%b3 x (v_n(i,j) * (un(i,j+1) — u n(i,j—1))) &

130 + coef%b4 * (u_nml(i,j) * (u_nml(i+1,j) — unml(i—1,j))) &
131 + coef%b5 x (v_nml(i,j) * (unml(i,j+1) — uw nml(i,j—1))) &

132 + coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (uwnm2(i+1,j) — uw nm2(i—1,j))) &
133 + coef%b7 x (v_nm2(i,j) * (wnm2(i,j+1) — w nm2(i,j—1))) &

134 + coef%b8 x (u_n(i+1,j) — 2. x uwn(i,j) + wn(i—1,j)) &

135 + coef%b9 * (u_n(i,j+1) — 2. % un(i,j) +uwun(i,j—1)) &

136 + coef%b10 * (u_nml(i+1,j) — 2. * uwnml(i,j) + wnml(i—-1,j)) &
137 + coef%bll * (u nml(i,j+1) — 2. * wnml(i,j) + wnml(i,j—1)) &
138 — coef%a2 x u_border%east(j) — coef%ab5 % u_borderfsouth (i)

139 ! Northeast corner.

140 j=grid%ny—1
141 idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
142 ru(idx) = u n(i,j) &

143 + coef%b2 x (u n(i,j) * (un(i+l,j) —umn(i-1,j))) &

144 + coef%b3 x (v.n(i,j) * (un(i,j+1) —un(i,j—-1))) &

145 + coef%b4 x (u nml(i,j) * (unml(i+1,j) — uw nml(i—-1,j))) &
146 + coef%b5 x (v_nml(i,j) * (unml(i,j+1) — uw nml(i,j—1))) &

147 + coef%b6 x (u_nm2(i,j) * (uwnm2(i+1,j) — uwnm2(i—1,j))) &
148 + coef%b7 x (v_nm2(i,j) * (uwnm2(i,j+1) — uw nm2(i,j—1))) &
149 + coef%b8 x (u_n(i+1,j) — 2. x un(i,j) + wn(i—1,j)) &

50 + coef%b9 x (u_n(i,j+1) — 2. x uwn(i,j) + wn(i,j—1)) &

151 + coef%bl0 * (u_nml(i+1,j) — 2. * wnml(i,j) + wnml(i—1,j)) &
152 + coef%bll % (u nml(i,j+1) — 2. * uwnml(i,j) + wnml(i,j—1)) &

153 — coef%a2 * u_border%east(j) — coef%a4 % u_border%north (i)
154 ! Special treatment of points adjacent to one border.
155 ! West border.

156 i=2

157 do j=3, grid%ny—2

158 idx = (i —2)*(grid%ny—2)+(j —1)

159 ru(idx) = uw n(i,j) &

160 + coef%b2 x (u n(i,j) * (un(i+l,j) —un(i-1,j))) &

161 + coef%b3 x (v_n(i,j) * (un(i,j+1) — un(i,j—-1))) &

162 + coef%b4 * (u_nml(i,j) * (unml(i+1,j) — w nml(i—1,j))) &
163 + coef%b5 * (v_nml(i,j) * (unml(i,j+1) — w_nml(i,j—1))) &
164 + coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (wnm2(i+1,j) — w nm2(i—1,j))) &
165 + coef%b7 x (v_nm2(i,j) * (uwnm2(i,j+1) — w nm2(i,j—1))) &
166 + coef%b8 * (u_n(i+1,j) — 2. * un(i,j) + wn(i—-1,j)) &
167 + coef%b9 * (u_n(i,j+1) — 2. * un(i,j) + wn(i,j—1)) &
168 + coef%bl0 * (u nml(i+1,j) — 2. % uwnml(i,j) + wnml(i—1,j)) &
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185
186
187
188
189
190
191

192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

211

219
220
221

222

+ coef%bll =*

(u_nml(i,j+1)

- 2.

— coef%a3 * u_border%west (j)

end do
! East border.
i=grid%mnx—1
do j=3, grid%ny—2
idx =
ru(idx) = u n(i,j) &
+ coef%b2
coef%b3
coef%b4
coef%bb x
coef%b6 x
coef%b7 x
coef%b8 x
coef%b9 x
coef%b10 *
coef%bll x*

o+
I S

end do
! South
j=2

do i=3, grid%nx—2

border .

idx =
ru(idx) = u n(i,j) &
+ coef%b2 x
+ coef%b3 x
+ coef%b4d x
+ coef%b5 *
+ coef%b6 *
+ coef%b7 *
+ coef%b8
+ coef%b9 =
+ coef%bl0 =
4+ coef%bll «x

(i —2)*(grid%ny—2)+(j —1)

* unml(i,j) 4+ u nml(i

J-1) &

(un(i,j) * (un(i+l,j) —uwun(i—-1,j))) &
(v.n(i,j) = (un(i,j+1) — un(i,j—1))) &
(uwunml(i,j) * (unml(i+1,j) — uwnml(i—-1,j))) &
(v.nml(i,j) * (unml(i,j+1) — uw nml(i,j—1))) &
(unm2(i,j) * (unm2(i+1,j) — uwnm2(i—1,j))) &
(v.nm2(i,j) * (unm2(i,j+1) — uw nm2(i,j—1))) &
(un(i4+1,j) — 2. * wn(i,j) + un(i-1,j)) &
(won(i,j+1) — 2. * wn(i,j) +un(i,j-1) &
(unml(i4+1,j) — 2. * uwnml(i,j) + wnml(i—-1,j)) &
(unml(i,j+1) — 2. x unml(i,j) + w nml(i,j—1))

(i —2)*(grid%my—2)+(j—1)

3) ox
v_nml(i,j) =
u nm2(i,j) *
v_nm2(i,j) *
Cn(i+1,j) —
Cn(iLj41) -
u nml(i+1,j)

u_nml(i,j+1)

_n(i,j) * (u_
i (u_n(i

coef%a2 * u_border%east (j)

(u_nml(i+1,j)
(u_nml(i,j+1)
(u_nm2(i+1,j)
(u_nm2(i,j+1)
2. % u n(i,j)
2. % u n(i,j)
— 2.
— 2.

— coef%ab * u_border%south (i)

end do
! North border.
j=grid%my—1
do i=3, grid%nx—2
idx =
ru(idx) = u n(i,j) &
+ coef%b2 x
coef%b3 =«
coef%bd =«
coef%bs x
coef%b6
coef%b7 x
coef%b8 x
coef%b9 x
coef%b10 x*

4+t

end do

! Remaining points

do j=3, grid%ny—2
do i=3, grid%nx—2

coef%bll *
coef%a4 * u_border%mnorth (i)

(i —2)*(grid%my—2)+(j —1)

_n(i,j) * (u_
(u_n(i

u nml(i,j) =

v_nml(i,j) =

v_nm2(i,j) *
u n(i+1,j) —
won(i,j+1) —
u_nml(i+1,j)

(
(
(
(
(unm2(i,j) =
(
(
(
(
( i,j+1)

(unml(i+1,j)
(u_nml(i,j+1)
(u_nm2(i+1,j)
(u_nm2(i,j+1)
2. % u n(i,j)
2. % u n(i
— 2.
— 2.

7j)

(not adjacent to any border).
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1'1(1+17‘]) -
Jl) =

1'1(1-‘(-17‘]) i
L) = u

* u_nml(i,

n(i-1,j))
n(i,j—1))

— uw nml(i—1,j)

) &
) &

— uw_nm2(i—-1,j)

( ) &
—uwnml(i,j—1))) &
( ) &
—uwunmm2(i,j—1))) &
+ uw n(i—-1,j))
+uwn(i,j-1)) &

)
)
)
)
&

#+ uw_nml(i,j) +uwnml(i—-1,j)) &
* u_nml(i,j) + uwnmli(i,j—1))

n(i-1,j))) &
n(i,j—1))) &
— uw nml(i—1,j)

)
J-1))
— uw nm2(i—-1,j))
— u nm2(i,j—1))
+uwun(i-1,j)) &
+uwn(i,j-1)) &

— u_nml(i

) &
) &
) &
) &

)
* wnml(i,j) +uwnml(i—-1,j)) &
( )

j) + unml(i,j—1)
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227

228

229

230

239

240

241

242

243

1)

)
)

&

idx = (i— ) (grid%ny—2)+(j —1)
u(idx) = un(i,j) &
+ coef%b2 x  (u_n(i,j) * (un(i+1l,j) — un(i—-1,j))) &
+ coef%b3 x (v_n(i,j) * (un(i,j+1) — uwn(i,j—1))) &
+ coef%b4 * (u_nml(i,j) * (unml(i+1,j) — uwnml(i—1,j)))
+ coef%b5 * (v_nml(i,j) * (unml(i,j+1) — u nml(i,j—1)))
+ coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (unm2(i+1,j) — uwnm2(i—1,j)))
+ coef%b7 x (v_nm2(i,j) * (unm2(i,j+1) — u nm2(i,j—1)))
+ coef%b8 * (u_n(i+1,j) — 2. * un(i,j) +uwumn(i—-1,j)) &
+ coef%b9 * (u n(i,j+1) — 2. * un(i,j) + uwn(i,j—1)) &
+ coef%bl0 * (u_nml(i+1,j) — 2. % unml(i,j) + w nml(i—1,j)
+ coef%bll * (u nml(i,j+1) — 2. % uw nml(i,j) + w nml(i,j—
end do
end do
! Residuals for ’v’:
! Special treatment of points adjacent to two borders.
! Southwest corner.
i=2
i=2
idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
rv(idx) = v_n(i,j) &
+ coef%b2 x (u_n(i,j) * (v_n(i+1l,j) — v_n(i—1,j))) &
+ coef%b3 x (v_n(i,j) * (v_n(i,j+1) — v.n(i,j—1))) &
+ coef%b4 * (u_nml(i,j) * (v_aml(i+1,j) — v_nml(i—1,j))) &
+ coef%b5 * (v_nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v_nml(i,j—1))) &
+ coef%b6 * (unm2(i,j) * (v.oam2(i+1,j) — v_.nm2(i—1,j))) &
+ coef%b7 * (v_.nm2(i,j) * (v_nm2(i,j+1) — v_.nm2(i,j—1))) &
+ coef%b8 * (v_n(i+1,j) — 2. % v.n(i,j) + v.n(i—-1,j)) &
+ coef%b9 * (v_n(i,j+1) — 2. *x v.n(i,j) + v.n(i,j—-1)) &
+ coef%bl0 * (v_nml(i+1,j) — 2. = v.nml(i,j) + v.oml(i—1,j)) &
+ coef%bll x (v_nml(i,j+1) — 2. = v.nml(i,j) + v.oml(i,j—1)) &
— coef%a3 * v_borderfowest (j) — coef%ab * v_border%south (i)
! Northwest corner.

j=grid%ny—1

idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
rv(idx) = v_n(i,j) &
+ coef%b2 *x (u_n(i,j) * (v_n(i+1,j) — v_n(i—1,j))) &
+ coef%b3 x (v_n(i,j) * (v_n(i,j+1) — v_n(i,j—1))) &
+ coef%b4 x (u_nml(i,j) * (v_nml(i+1,j) — v_oml(i—1,j))) &
+ coef%b5 * (v_nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v_nml(i,j—1))) &
+ coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (v_onm2(i+1,j) — v_nm2(i—1,j))) &
+ coef%b7 * (v_.nm2(i,j) * (v.nm2(i,j+1) — v_.nm2(i,j—1))) &
+ coef%b8 * (v_n(i+1,j) — 2. % v_n(i,j) + v.n(i—-1,j)) &
+ coef%b9 * (v_n(i,j+1) — 2. % v_n(i,j) + v.n(i,j—1)) &
+ coef%bl0 * (v_nml(i+1,j) — 2. % v.nml(i,j) + v_nml(i—1,j)) &
+ coef%bll x (v_nml(i,j+1) — 2. = v.nml(i,j) + v.oml(i,j—1)) &

! Southeast

corner .

i=grid%nx—1

j=2
idx

rv (idx

(i—2)*(grid%ny—2)+(j—1)

) =v_n(i,j) &
+ coef%b2 * (u_n(i,j) = (
+ coef%b3 x (v_n(i,j) = (
+ coef%b4 * (u_nml(i,j) =
+ coef%b5 * (v_nml(i,j) =

v_n(i+1,j)
v_n(i,j+1) — v_n(i

(v

(v_nml(i

coef%a3 * v_border%west(j) — coef%ad4 * v_border¥%morth (i)

—v.n(i—-1,j))) &
J-1)) &
~nml(i+1,j) — v_nml(i—1,j)))

&
Jj+1) — vononml(i,j-1))) &
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288
289
290
291
292
293

294

296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312

313

! Northeast
j=grid%ny—
(i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)

idx
v (idx)

! Special

coef%b6 x*
coef%b7 x
coef%b8 x
coef%b9 x
coef%b10
coef%bll

+ o+ o+ +

u_nm?2 (i
v_nm2( i
v n(1+1
yi+1) =
v_nml(i+1,j) —
L) -

i)

j) o*
i) — 2.

v_n(i 2

Py

v_nml (i

* (v_nm2(i+1,j) — v_nm2(i—1,j))) &
(v

nm2(i,j+1) — v_om2(i,j—1))) &
x* v_n(i,j) + v.n(i—-1,j)) &
x* v.n(i,j) + v.n(i,j—-1)) &

2. % v_nml(i

2. % v_nml(i

— coef%?2 x v_border%east(j) — coef%ab * v_border%south (i)

corner .
1

v_n(i,j) &

coef%b2 x
coef%b3 x
coef%bd x
coef%bbs *
coef%b6 *
coef%b7 x
coef%b8 x
coef%b9 x
coef%b10 x*
coef%bl1l

A+ttt

(wn(i,j) * (von(i+l,j) — v_n(i-1,j))) &

(v.n(i,j) = (v.n(i,j+1) — v_n(i,j—1))) &
(unml(i,j) * (v.nml(i+1,j) — v.oml(i—-1,j))) &
(v.nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v.oml(i,j—1))) &
(uwnm2(i,j) * (v.nm2(i+1,j) — v.om2(i—1,j))) &
(v_om2(i,j) * (v_nm2(i,j+1) — v_nm2(i,j—1))) &
(v_ n(1+1]) — 2. % v_n(i,j) +v_n(i—-1,j)) &
(v_n(i,j+1) — 2. x v_n(i,j) + v_n(i,j—-1)) &
(v_nml(i+1,j) — 2. x v_nml(i,j) + v_nml(i—-1,j)) &
(v_nml(i,j+1) — 2. x v_nml(i,j) + v_nml(i,j—1)) &

— coef%2 x v_border%east (j)

treatment of

! West border.

i=2

do j=3, grid%ny—2
idx = (i—2)*(grid%my—2)+(j —1)

rv (idx)

end do

=v_n(i,j) &

+ coef%b2 (un(i,j) = (v_
+ coef%b3 (v_n(i,j) =
+ coef%b4 (unml(i,j) =
+ coef%bb (v_nml(i,j) =
+ coef%b6 (wnm2(i,j) =
+ coef%b7 (v_nm2(i,j) =
+ coef%b8 (v_n(i+1,j) —
+ coef%b9 (v_n(i,j+1) —
+ coef%b1l0 * (v_nml(i+1,j)
+ coef%bll * (v_nml(i,j+1)

! East border.

i=grid%mnx—

1

do j=3, grid%ny—2
idx = (i—2)*(grid%my—2)+(j —1)

rv(idx) =

end do

=v_n(i,j) &
+ coef%b2
coef%b3
coef%b4
coef%bb
coef%b6
coef%b7
coef%b8
coef%b9
coef%b10
coef%bl1l

4+t

points adjacent

i) o
i) ox
u nm2(1,J) *

1) =

v_n(i +1,J) -

v on(i,j+1) —

* (v_nml(i+1,j)
* (v_nml(i,j+1)

(v_n(i

) o+ (v
(v_n(i

— coef%4 x v_border%mnorth (i)

to one border.

(v_nml(i+1,j)
(v_nml(i,j+1)
(v_nm2(i+1,j)
(v_nm2(i,j+1)
2. x v_n(i,j)
2. x v_n(i,j)
- 2.
- 2.

coef%a3 * v_border%west (j)

(v_nml(i+1,j)
(v_nml(i,j+1)
(v_nm2(i+1,j)
i)

i)

2. % v_n(i,

(v_nm2(i

2. % v_n(i
- 2.
- 2.

7j)

coef%a2 * v_border%east (j)
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n(i+1,j) — v__
JiFL) = v

)
« v.nml(i,j) + v.nml(i—1,j)
(i

# v_nml(i,j) + v_nml

n(i+1,j) — v__
D) — v

)
* v.nml(i,j) + v_nml(i—1,j)
(

* v_nml(i,

n(i-1,3))) &
n(i,j-1))) &
— v_nml(i
—Vinml(l,‘]—l)
— v.nm2(i—1,j)
— v_nm2(i,j—1)
Fvn(i-1,0))
+ v.n(i,j-1)) &

19.] 71)

n(i—1,j))) &

n(i,j-1)) &

— v.nml(i—-1,j))) &
- Vinml(l,‘]—l))) &
— v.om2(i—1,j))) &
-V nm2(1,J—1))) &
+ v.n(i-1,j)) &

+ v.n(i,j-1)) &

j) + v_nml(i,j—1)

)+ vonml(i,j-1)) &



340
341

342

361
362
363
364
365

366

380

381

388
389
390
391
392
393
394
395

396

! South border.

j=2

do i=3, grid%nx—2
idx = (i-2)*(grid%ny—2)+(j —1)
rv(idx) = v_n(i,j) &

+ coef%b2 x (u_n(i,j) * (v_n(i+l,j) — v_n(i—1,j))) &

+ coef%b3 x (v_n(i,j) * (v_n(i,j+1) — v_n(i,j—-1))) &

+ coef%b4 * (unml(i,j) * (v.nml(i+1,j) — v.nml(i—1,j))) &

+ coef%b5 % (v_nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v_nml(i,j—1))) &

+ coef%b6 * (unm2(i,j) * (v.nm2(i+1,j) — v.nm2(i—1,j))) &

+ coef%b7 % (v_.nm2(i,j) * (v_nm2(i,j+1) — v_.nm2(i,j—1))) &

+ coef%b8 * (v_n(i+1,j) — 2. * v_n(i,j) + v_n(i—-1,j)) &

+ coef%b9 * (v_n(i,j+1) — 2. * v.n(i,j) + v.n(i,j—-1)) &

+ coef%bl0 * (v_nml(i+1,j) — 2. * v.nml(i,j) + v.oml(i—1,j)) &
+ coef%bll * (v_nml(i,j+1) — 2. * v.nml(i,j) + v.nml(i,j—1))

coef%ab * v_border%south (i)
end do
! North border.
j=grid%ny—1
do i=3, grid%nx—2
idx = (i-2)*(grid%ny—2)+(j —1)
rv(idx) = v.n(i,j) &

+ coef%b2 x (u_n(i,j) * (v_n(i+l,j) — v_n(i—1,j))) &

+ coef%b3 x (v_n(i,j) * (v_n(i,j+1) — v_n(i,j—-1))) &

+ coef%b4 % (u_nml(i,j) * (v_nml(i+1,j) — v_.nml(i—1,j))) &

+ coef%b5 % (v_nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v_nml(i,j—1))) &

+ coef%b6 * (u_nm2(i,j) * (v_nm2(i+1,j) — v.nm2(i—1,j))) &

+ coef%b7 % (v_.nm2(i,j) * (v.nm2(i,j+1) — v_.nm2(i,j—1))) &

+ coef%b8 x (v_n(i+1,j) — 2. * v.n(i,j) + v.n(i—-1,j)) &

+ coef%b9 * (v_n(i,j+1) — 2. = Vin(l,‘]) + v._n(i,j-1)) &

+ coef%bl0 * (v_nml(i+1,j) — 2. x v.nml(i,j) + v.oml(i—1,j)) &
+ coef%bll * (v_nml(i,j+1) — 2. * v.onml(i,j) + v.oml(i,j—1)) &

coef%ad x v_border%north (i)
end do
! Remaining points (not adjacent to any border).
do j=3, grid%ny—2
do i=3, grid%nx—2
idx = (i—2)*(grid%ny—2)+(j —1)
v(idx) = v.n(i,j) &

+ coef%b2 x (u_n(i,j) * (v_n(i+l,j) — v_n(i—1,j))) &

+ coef%b3 « (v_n(i,j) * (v_n(i,j+1) — v_.n(i,j—1))) &

+ coef%b4 * (u_nml(i,j) * (v_nml(i+1,j) — v_.nml(i—1,j))) &

+ coef%b5 * (v_nml(i,j) * (v_nml(i,j+1) — v_.nml(i,j—1))) &

+ coef%b6 * (unm2(i,j) * (v_nm2(i+1,j) — v.nm2(i—1,j))) &

+ coef%b7 * (v_.nm2(i,j) % (v_nm2(i,j+1) — v.nm2(i,j—1))) &

+ coef%b8 * (v_n(i+1,j) — 2. * v.n(i,j) + v.n(i—-1,j)) &

+ coef%b9 x (v_n(i,j+1) — 2. x v.n(i,j) + v.n(i,j—-1)) &

+ coef%bl0 * (v_nml(i+1,j) — 2. x v.nml(i,j) + v.oml(i—-1,j)) &

+ coef%bll x (v_nml(i,j+1) — 2. x v.nml(i,j) + v.oml(i,j—1))

end do

end do
! Solve the linear systems using the Cholesky matrix computed by ’dpotrf’. —
I For LU factorization , ’'dgetrf’ must be used in the initialization instead.
dims = (grid%nx — 2) * (grid%my — 2)
I'call dgetrs(’No transpose’, dims, 1, lu, dims, pivot, ru, dims, status) ! LU
call dpotrs( ’U’, dims, 1, lu, dims, ru, dims, status ) ! Cholesky
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397 l'call dgetrs(’No transpose’, dims, 1, lu, dims, pivot, rv, dims, status) !
398 call dpotrs( 'U’, dims, 1, lu, dims, rv, dims, status ) ! Cholesky
399 if (status .ne. 0) then

400 stop

401 end if

402

403 ! Saves the results.

404 ! Time step 'n—1’ becomes 'n—2’.

405w nm2(:,:) = u nml(:,:)

406 v.mnm2(:,:) = v_nml(:,:)

407 ! Time step ’'n’ becomes 'n—1".

408 w.nml(:,:) =u n(:,:)

109 v_nml(:,:) =v_n(:,:)

410 ! Time step ’'n+41’ becomes ’'n’.

411 ! LAPACK stores the result of the linear system in ’'ru’ and ’rv’.
412 do j=1, grid%ny

413 u_n(l,j) = u_border%west (j)
414 end do

415 do j=1, grid%ny

416 u n(grid%nx,j) = u_border%east (j)
417 end do

418 do i=1, grid%nx

419 u_n(i,1) = u_border%south (i)
420 u n(i,grid%ny) = u_border%north (i)
421 end do

422 do j=2, grid%ny—1

423 do i=2, grid%nx—1

424 idx = (i—2)*(grid%my—2)+(j—1)
425 u n(i,j) = ru(idx)

426 end do

427 end do

428

429 do j=1, grid%ny

430 v_n(1,j) = v_border%west (j)
431 end do

432 do j=1, grid%ny

433 v_n(grid%nx,j) = v_border%east (j)
434 end do

435 do i=1, grid%nx

436 v_n(i,1) = v_border%south (i)
437 v_n(i,grid%ny) = v_border%north (i)
138 end do

139 do j=2, grid%ny—1

440 do i=2, grid%nx—1

441 idx = (i—2)*(grid%mny—2)+(j—1)
442 v_n(i,j) = rv(idx)

443 end do

444 end do

445 end subroutine db_ timestep
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Incluem apostilas, notas de aula e ma-
nuais didaticos.

Programas de Computador (PDC)

Sao a seqliéncia de instrugoes ou co-
digos, expressos em uma linguagem
de programacao compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcancar um determinado obje-
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