1. Publicacao n? 2. Versao 3. Data 5. Distribuicao
INPE-2401-PRE/115 Maio, 1982 O Interna &) Externa
. Origem Programa \
4. Orig rog O Restrita
DSE/DES NAS/MFDEP
6. Palavras chaves - selecionadas pelo(s) autor(es)
ESTIMADOR "RIDGE"
MODELOS DE REGRESSAO LINEAR MULTICOLINEARIDADE
7. C.D.U.: 519,233.5
T INPE-2401-PRE/115) R
8. Titulo 10. Paginas: 15

ESTUDO DE PROBLEMAS DE REGRESSAC MALCONDICIT [4
NADOS OU (OM PRESENCA DE MULTICOLINEARIDADE

. O1tima pagina: 14

9. Autoria Luiz Antonio Nogueira Lovena
Jose Roberto Reis

12. Revisada por

//iéggié%%ﬁi::j:;:Mbrais

Assinatura responsavel
—

'3 Autorizada por

Ne Ison/gm&

Diretor

14. Resumo/Notas

Apresenta-se uma aplicagao do estimador "ridge" para selegdo de
variaveis no modelo de regressdo linear miltipla. Relaciona-se o  problema
de multicolinearidade e maleondicionamento do sistema de equagbes normais,
usando-se o conceito de numerc de condigdao espectral da matviz asscciada ao
ststema. Apresenta-se um exemplo de estimagdo da demanda por vestudrio a ti
tulo de comparagao deste metodo apresentado com outros metodos tradicionais

para selegao de varidveis.

15. Observacoes Submetido para apresentacGo no 59 Simposio Nacional de Pro
babilidade e Estatistica a se realizar no periodo de 26 a

30 de julho de 1982, Sao Paulo, SP.




ESTUDO DE PROBLEMAS DE REGRESSEO MALCONDICIONADOS OU COM
PRESENCA DE MULTICOLINEARIDADE

L.A.N.Lorena (INPE)*e J.R. Reis (INPE)*

RESUMO
Apresenta~se uma aplicacaoc do estimador "ridge" pa
ra selegao de variaveis no modelo de regressdo linear mul

tipla. Relaciona-se o problema de multicolinearidade e mal

condicionamento do sistema de equagtes normais, usando-se
o conceito de numero de condigdo espectral da matriz asso
ciada ao sistema.

Apresenta-se um exemplo de estimacgdo da demanda
por vestuario a titulo de comparacgdo deste método apresen
tado com outros métodos tradicionais para selecgao de varié

veis.

ABSTRACT

An application of the ridge estimator to the
selection of variables in the linear multiple regression
model is presentedi The concept of spectral condition
number of the matrix associated to the system is used to
relate the multicollinearity and ill-conditioned problems
of the normal system of equations. An example of the
estimation of demand for clothing is presented to compare
this method with other traaitional methods for the

selection of variables.

* Imstituto de Pesquisas Espaciais, Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico. Caixa Postal
515, 12200 - Sgo Jose dos Campos, SP - Brasil.



1. INTRODUCEO

0 presente trabalho tem por objetivo utilizar o mé
todo de estimagao "ridge" na selegdao de variaveis relevan
tes ao modelo da regressdo linear miltipla. Este método
foi inicialmente sugerido pér Hoerl and Kennard (1970), pa
ra atenuar os efeitos de forte multicolinearidade nesses
modelos.

0 trabalho esta voltado unicamente para o aspecto
de estimagao, sendo evidenciado os efeitos da multicclinea
ridade na solugdc de sistemas de equagdes normais malcondi
cionados.

Supondo~se um modelo de regressao multipla normali
zado, na Segdo 2, enfatiza~se a relagdo existente entre
malcondicionamento e multicolinearidade. Apresentam-se al
guns aspectos do estimador "ridge® na Secaoc 3 e a Segao 4
mostra um exemplo de aplicacac do método em um problema
que usa variéveis econdmicas, discutido em  Koutsoyiannis
{1981), onde foram utilizados testes convencionais para se

leg3o de variaveis, tais como "F" e "critério R%",

2. 0 MALCONDICIONAMENTO E A MULTICOLINEARIDADE

Seja o modelo de regressao linear:

Y=XB8+¢g, (1)
onde X(nxp)} & a matriz de observagOes das variaveis  inde
pendentes do modelo, admitindo-se que X tem caracteristica
P e 0s vetores associados &s variaveis s3o normalizados.
¥ (nx1) & o vetor normalizado de observa¢des da variavel
dependenté do modelo, 8(pxl} & 0 vetor de parametros , e
¢ (nx1) & o vetor de erros, tal que E () =0, E(E Et)=621n '

onde I, € a matriz identidade de ordem n, e t denota trans

posigao.



Seja o sistema de "equagdes normais" na forma
Ax =D, (2)
vt = . -4
fazendo-se A=X"X, x=8, e b=X"Y.
Para motivar e caracterizar a definigao do  nlumero
de condigao de uma matriz, considere-se a sensibilidade de
x em (2) a pequenas perturbagoes nos elementos de A e b.Com

respeito somente a pequenas variagoes, éb em b, a nova solu

gdo x + 6x de (2) serd definida por:

A(x + 6x) = b + éb. (3)
Subtraindo-se (2) de (3), resulta A §x = §b, ou:
sx = A71 ob. (4)
Entao,
_ -1 -1
[[ex][=]{a"" sb|[<||a7"||.[]sb]|}, (5)

onde as normas de matriz e de vetor s&@o compativeis (Wilkin
son, 1965). De (2) tem-se [Ib[[<|]&ff{.l]x]], e segue-se de
(5) que o erro relativo, ||6§ll, na solugao de (2) satisfaz
| RESN
[lexll ¢ AT L THsxl ] oy payy.y1acty) |loBl] ©)
[l afi=t 1ol |fell

Como ||al].

-l
|oA7 || & um indicador da sensibilidade da solu

- - -1

¢do de (2) a perturbagdes, define-se K(a) = [|Al]|.][2” ||co
mo numero de condigdo da matriz A,

Define-se a norma espectral de uma matriz genérica
B, e indica-se por |IB||e' como: ||B|[e = JE - . onde E it
& o maior autovalor de BYB. Como a matriz A = xtx & simétri
ca e definida positiva, seus autovalores sao todos reais e
positivos e, entdo, ||al|, = Améx, onde A - & o maior auto
valor de Ata = A%, e, portanto, o maior autovalor de A

(Schwarz et alii, 1973).



Define-se o numeroc de condigao espectral de uma ma

triz genérica B, denotado por K, (B), como:

-‘1 Iy .
K, (B} = HB||e . ||B ||e . Para a matriz A,
-1,
Ko@) = ||al|, . a7 ||, = 2max , (7)
lmIn

onde Amin e o menor autovalor de A, e, portanto, l/xmin e o
-1
maior autovalor de A .
Assim, a Relagao (7) fornece um numero que indica a
sensibilidade a perturbagdes da solugdo das equagdes . nor
' . -1 =1
mais. Observa-se que: K_(a) = IIAlle . ||aA [[ea||AA [ =2
com a igualdade valendo somente no caso de A ser ortogonal.
Esta ultima afirmagdo estabelece a relagdo existente entre
um problema de regress3o com variaveis independentes corre
lacionadas (isto &, com presenca de multicolinearidade} e o
numero de condigdo espectral para as equagdes normais, ou

seja, conforme Ke(A) >>1 existe multicolinearidade e insta

bilidades na obtengido de 3.

3. ALGUNS ASPECTOS DO ESTIMADOR "RIDGE"

Seja o modelo de regressdo linear (1) e o estimador
-1
de minimos guadrados de 8, B = (xXx) th.

Define-se o quadrado da distdncia entre g e B por :

—

D = [[3-g]|2 = <B-g,B-g> = (B-8)" (3-p). (8)
Entao (Searle, 1971):

E(D?) = 02 ., Trago {th)-l , (9)

ou E(Et B) = §t 8 + o2 | Tr:ago(}s'.tx)_1 , (10}

e, quando'g @ normalmente distribuldo, tem-se:
2 tyy =2
Var (D?) = 26" ., Trago(X"X) - . (11)
Como X'X & simdtrica e definida positiva, pois tem
caracteristica p, logo ela possui p autovalores reais posi

tivos. Sejam: A _-

I
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P nin >0, os p autova



lores de th, entao, de (9), o valor médio do quadrado da

disténcia entre B e g & dado por:

-

E(D2) = o2,%, ( 1 4 » (12)
izl ()
g
e, de (11), sua varidncia, quando o erro & normal, serd:
var(o?) = 20% ;f, (1,°%. (13)
1

Portanto, limites inferiores para a média e varidn
cia s3o, respectivamente: Uz/*min e 2 q“/xmin.

Sabe-se que quando o < X g << 1,K_ (&) >>1 existird
multicolinearidade. Como consequéncia, verifica-se que a
distincia entre B e B tende a ser grande e, de acordo com
(10},

B8 = E(1B12) = [18]12 + 02/a, . (14)

e |[B]] estara "inflacionada”.

' Neste caso, o malcondicionamento implica um aumento
en [[B]]|. Quando o valor do coeficiente de correlagio sim
ples, rij" i#3, & proximo a 1 (um) para as varia
veis x; e kj' o reflexo em B pode ser sérig, com grandes
instabilidades nos coefiéientes do Modelo (1).

Para contornar,olproblema da "inflagdo" e instabili
dade associadas ao éstimador E, Hoerl and Kennard (1970} su
geriram usar outro estimador g*, dado por:

B* = Txtx + KI]"1 Xt}g : K3 0, (15)

Tal estimador recebeu o nome de estimador “ridge".

A seguir sao apresentadas algumas propriedades do
estimador "ridge":

a) |]B*|| & uma fungdo mondtona decrescente continua em K,
tal que quando K+, [|18*||~0, ou seja, o problema da "in
flagao" estard atenuado para B*.

b) O estimador B* & uma transformagdo linear de B, e que de
pende unicamente de X e K. Seja: B* = (I-KtXH(I)-1 th,mas

-~ . =1 .
xtg=(xtx)§.entao B = (x*R+K1) (thlg,ou B* = ZyB. Segue



-se, imediatamente, que J* & um estimador viciado de 8
pois E(*) = ZyB.

c) Se Btg = ||8]|? & limitada, ent3o existe um K tal que

E(D?) para B* & menor que E(D?) para B.

Hoerl and Kennard (1970) sugerem ainda uma represen
tacao bidimensional, em K & E*(K), denominada trago "ridge",
em que, considerando~se K variando no intervalo E(L].], um
certo nimero (geralmente quinze, para K = 0; 0,02; 0,04 ;
0,06; 0,08; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1)
de estimagdo de B*(K) sdo realizadas. A cada valor de K>0 ,
K+1l, e de acordo com os wvalores de rij' i#3, as instabili
dades no valor dos coeficientes sa0o diminuildas e os autores
‘sugerem uma seleg¢ao visual para o melhqr valor de K. ﬁvidgg
temente, para K = 0, tem-se B*(0) = B, o estimador por.miné
mos gquadrados.

Na Segao 4, apresenta-se um exemplo de trago "ridge
na selegdo de varidveis, aplicado a uma fungio demanda por
vestudrio, em que se usa o critério visual para a selecdo |
do "melhor” estimador "ridge".

Usa-se também, no exemplo, o critério de comparar

cada estimativa com a anterior, obu seja:

) - B.*

(X i (Kanterior

1B5* (X, 1na1 ) | < a, (16)

onde A & um pequenoc valor prefixado.

4. EXEMPLO

0 exemplo apresentado & discutido por Koutsoyiannis
(1981), paginas 240 a 242, para mostrar os efeitos da multi
colinearidade nos coeficientes estimados em modelos de re
gressao multipla.

Os dados, apresentados na Tabela 1, relativos aos a

nos de 1959 a 1968 incluem Gastos com Vestuario (G.V.), Ren



da Disponivel (R.D.), Ativo Liquido (A.L.), Indice de Pre
¢os para Vestuario (I.P.V,) e Indice Geral de Pregos
(I.G.P.).
0 modelo estimado por minimos qguadrados &:
(G.V.} = ~13.53 + 0,097(R.D.) + 0.015(A.L.)-0,199(I.P.V.}+
+ 0.34(I.G.P.), (17)
e tem~-se ainda que: R2 = 0,998, d = 3,4

r 92 = 28,15, T €2 = 0,33,

22/ (K-1) . 28,15/4

ze?/{(n-K) ° 0,33/5

F _ 15,6,

{Johnston, 1963).
Como F0 g5r com vy = K1 = 5 e v; = n-K =5 graus

r
de liberdade, e 5,19, rejeitou-se a hipdtese nula, o que
indica que existe um relacionamento significativo (p<0,05 )

entre os gastos com vestudrio e as variadveis explanatdrias.

TABELA 1

DADOS PARA ESTIMACEO DA FUNCAO DEMANDA POR VESTUARIO

e |, Eeoa | ATV |regoc eaa| cetat o
ANO [VESTUARIO (£m) CEm) VEST?éRlo PREGOS
(Lm) (R.0.) | ¢a.L) (1963 = 100) | (1963=100)
(G.V.) (I.P.V.) (I.G.B.)
1959 8,4 82,9 17,1 92 94
1960 9,6 £8,0 21,3 93 96
1961§ 10,4 99,9 25,1 96 97
1962| 11,4 105,3 29,0 94 97
1963 12,2 117,7 34,0 100 100
1964 | 14,2 131,0 40,0 10 101
1965| 15,8 148,2 44,0 105 104
19661 17,9 161,8 49,0 112 109
1967 | 19,3 174,2 51,0 112 111
1968 20,8 184,7 53,0 112 111 o




Entretanto, as variiveis explanatdrias sdao seriamen
te multicolineares, como pode ser visto na matriz de corre

lagoes abaixo:

R.D. A.L. I.P.vl I.G.P.
R.D. 1, 0.988315 0.980356 0.987666
A.L, 0.988315 1. 0.969962  0.969477
I.P.V. | 0.980356 0.969962 1. 6.991796
I1.G.?. 0.987666  0.969477 0.991796 i.

Desta forma o autor usa o "c¢ritério R2", descrito
por Neter and Wasserman (1974}, pagina 376, e também consi
dera a significdncia dos coeficientes estimados atravées de
seus desvios padroes, concluindo pela escolha do modelo
G.v. = f (R.D., I.P.V., I.G.P.} como o melhor (veja a Tabe
la 2); portanto, equuindo a variavel A.L. do Modelo (17} -
por nao apresentar coeficiente significativo.

O professor Koutsoyiannis faz consideragdes a res
peito do acré@scimo em R?, quando sdo incluldas variiveis in
dependentes até compor o Modelo‘(17), e verifica, para cada

relagao, a significincia dos coeficientes de regressao.



b) A Figura 1 mostra o trago "ridge" para o exemplo. Confor

c)

me K >~ 1 as instabilidades diminuem, sendo que, visual.
mente, para K=0,16 as instabilidades estao praticamente
eliminadas. Neste caso, pode-se usar o0 seguinte modelo
estimado:
(G.V.)= -20,2186+0,0340(R.D.)+0,0802(A.L.)+0,0967 (I.P.V.)
+0,1674(I.G.P.) (iB)
como alternativo ao Modelo (17)., Observa-se pela Tabela
1 gue as variaveis I.P.V. e I.G.P. apresentam dados mui
to proximos, altamente correlacionados, o que evidencia
que numericamente deveriam ser uma Unica variavel. A my
danga de sinal do coeficiente da varidvel I.P.v. & justi
ficada pela relagac quase direta entre ela e a variavel
dependente - G.V. - {veja a Tabela 1). A variidvel R.D., &
a mais estavel conforme mostra a Figura 1, embora 1ligei:
ramente superestimada para K = 0 (solug3o de minimos qua
drados), enquanto a varidvel A.L. apresenta-se subestima
da neste caso.
Considerando-se o critérioc (l6) para & = 0,01, seleciona
-se como estimador "ridge":
(G.v.) = -18,5820+0,0466 (R.D.)+0,0689(A.L.)-0,0107 (LP.V]
+0,2200(I.G.P.}. (19)
Neste caso, o coeficiente de I.P.V. & muito proximo a ze

ro, sendo esta variavel uma s&ria candidata a ser exclul

_da do modelo. A forma correta para fazer tal exclusao se

ria considerar, em cada predigao de G.V., o valor médio
de I.P.V., que & equivalente a desconsiderar o efeito
desta variavel na predi¢ao de G.V.. A figura 2 mostra o
trago "ridge" para o caso em que foi eliminada a varid
vel A.L., conforme sugere o professor Koutsoyiannis. No

ta-se que as instabilidades continuam, o que evidencia



que o problema ainda & malcondicionado.
d) Os numeros de condigao para os Modelos (18) e (19) foram
25,07 e 62,91, respectivamente e evidenciam a melhor esta

bilidade destas solucgoes.

6. CONCLUSOES

Devido ao estimador "ridge" ser um estimador vicia
do, suas propriedades estatisticas sdo desconhecidas, € nao
se deve pensar em critérios tais como R? para comparar o es
timador "ridge" e o de minimos quadrados. Hoerl and Kennard
(1970) mostraram que existe K > 0 inversamente proporcional
aos coeficientes estimados de regressao (para K=0), tal que
o erro médio gquadratico para o estimador "ridge" & menor que
para o estimador por minimos quadrados. A determinagao de
tal valor de K tem preoccupado pesquisadores (veja o trabalho
de Wichern and Churchill (1978) e suas referé&ncias bibliogra
ficas). Contudo, no aspeéto de condicionamento das équag6es
normais, a solugdo "ridge" & no minimo mais estivel que a de
minimos gquadrados.

Deve-se observar gque, para o exemplo na Segaoc 4, os
resultados obtidos pela analise "ridge" refletem os dados a
presentados na Tabela 1, nao sendo considerados, neste traba
lho, os aspectos de teoria econdmica referente ao sinal dos
coeficientes de regressdo, possivelmente explicaveis a luz

dos dados disponiveis.
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