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RESUMO

Camadas limite sobre superficies concavas podem se tornar instaveis devido a insta-
bilidade centrifuga que se manifesta como vortices contra-rotativos estacionarios na
dire¢do do escoamento. O mecanismo de instabilidade centrifuga em camadas limite
foi extensivamente estudado e hd um grande niimero de publica¢oes abordando dife-
rentes aspectos deste problema. Os resultados sobre o efeito do gradiente de pressao
mostram que gradientes favoraveis sao estabilizantes e por sua vez os adversos au-
mentam a instabilidade. O objetivo da presente investigacao é complementar esses
trabalhos, olhando particularmente para o efeito do gradiente de pressdao no dia-
grama, de estabilidade e na determinag¢ao do comprimento de onda transversal que
corresponde ao crescimento mais rapido de um vértice. O presente estudo baseia-se
na teoria de estabilidade linear classica, onde a aproximacao da camada limite para-
lela é assumida. Assim sendo, os resultados sao validos para os nimeros de Gortler
acima de 7, o limite inferior onde o modo de analise de estabilidade linear local foi
identificado na literatura como valida. Para o escoamento base dado pela solugao
de Falkner-Skan, as equagoes de estabilidade linear sao resolvidas por um método
de chute inicial onde os autovalores sao o nimero de Gortler, o niimero de onda
transversal e a taxa de amplificagao. Os resultados mostram estabilizacao devido ao
gradiente de pressao favoravel com as curvas de taxas de amplificagdo constantes
deslocadas para ntimeros de Gortler mais altos e o efeito oposto para gradiente de
pressao adverso. Além disso, também é apresentado o modo de crescimento mais
rapido de um vértice dado um comprimento de onda transversal para uma gama de
parametros de aceleracao de Falkner-Skan.

Palavras-chave: Vértices de Gortler. Camada limite. Gradiente de pressao. Simulagao
numeérica.
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BOUNDARY LAYER CENTRIFUGAL INSTABILITY WITH
PRESSURE GRADIENT

ABSTRACT

Boundary layers over concave surfaces may become unstable due to centrifugal insta-
bility that manifests itself as stationary streamwise counter rotating vortices. The
centrifugal instability mechanism in boundary layers have been extensively stud-
ied and there is a large number of publications addressing different aspects of this
problem. The results on the effect of pressure gradient show that favorable pres-
sure gradients are stabilizing and adverse pressure gradient enhances the instability.
The objective of the present investigation is to complement those works, looking
particularly at the effect of pressure gradient on the stability diagram and on the
determination of the spanwise wave number corresponding to the fastest growth.
The present study is based on the classic linear stability theory, where the parallel
boundary layer approximation is assumed. Therefore, results are valid for Gortler
numbers above 7, the lower limit where local mode linear stability analysis was iden-
tified in the literature as valid. For the base flow given by the Falkner-Skan solution,
the linear stability equations are solved by a shooting method where the eigenval-
ues are the Gortler number, the spanwise wavenumber and the growth rate. The
results show stabilization due to favorable pressure gradient as the constant ampli-
fication rate curves are displaced to higher Gortler numbers and the opposite effect
for adverse pressure gradient. Results previously unavailable in the literature iden-
tifying the fastest growing mode spanwise wavelength for a range of Falkner-Skan
acceleration parameters are presented.

Keywords: Gortler vortices. Boundary layer. Pressure gradient. Numerical simula-
tion.
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1 INTRODUCAO

Via de regra, escoamentos de interesse de engenharia sao turbulentos. Nao obstante,
em aplicagoes aeroespaciais existem diversos casos onde a camada limite (CL) é
inicialmente laminar e a transicao para regime turbulento ocorre numa regiao nao
desprezivel do dominio. Em perfis aerodinamicos, tais como em asas e em palhetas
de turbinas, a regido laminar e de transicao chega a ocupar até 30% da corda do per-
fil. Em aerodinamica existe atualmente um grande interesse em otimizacao de perfis
de asas visando a reducao de arrasto viscoso através do retardo da transicao lami-
nar/turbulento (ABBAS et al., 2013), j4 que o arrasto em camada limite turbulenta

¢ muito maior do que o arrasto laminar.

De forma andloga, em turbinas a gas a transferéncia de calor dos gases de com-
bustao para a superficie das palhetas da turbina é muito mais intensa em regime
turbulento. A temperatura da superficie das pas limita a temperatura méaxima do
ciclo termodinamico que, por sua vez, limita a eficiéncia termodinamica, o empuxo

especifico e o consumo especifico de combustivel (HAN et al., 2013).

Muitos outros exemplos podem ainda ser citados como o controle da intensificagao
da mistura ar/combustivel em cdmaras de combustao, dispersao de poluentes ou
da vorticidade de grande escala em cilindros de motores a pistao. Para cada uma
dessas situacoes, existem diversas ferramentas para a analise do processo de transi¢ao

laminar /turbulento que, em geral, dependem do problema que esté sendo estudado.

Os modelos matematicos existentes, sejam eles mais complexos (escalas multiplas,
analise assintdtica) ou nao (anélise local por modos normais, equagoes de estabili-
dade parabolizadas), tentam representar a fisica do problema e podem nos dar uma
boa margem de entendimento do problema real. Seja qual for a ferramenta de anélise
escolhida é necessario que a equipe de engenheiros envolvidos no projeto tenha um
grande conhecimento sobre o processo de transi¢ao e em particular sobre os fenéme-
nos de instabilidade hidrodindmica que levam & transi¢do (SCHMID; HENNINGSON,
2001).

1.1 Instabilidade centrifuga e seu mecanismo nao viscoso

Um caminho para compreender os fendomenos relacionados a instabilidade hidrodi-
namica é comegar com a extensao da ideia por tras de estabilidade mecanica, através
do estudo da posicao ocupada por uma esfera em repouso sobre uma determinada

superficie apds uma pequena perturbacao. Através da perturbacao em seu estado de



equilibrio a esfera pode ter algumas possiveis respostas: ocupar uma nova posi¢ao

no espaco, ser indiferente ou retornar a posigao original.

Um escoamento responde de maneira andloga a apresentada anteriormente. Per-
turbag¢oes minimas como ruidos, rugosidade do canal ou a presenca de turbuléncia
externa num escoamento laminar por exemplo, se nao amortecidas, transicionam o
escoamento a um outro estado de equilibrio que nao necessariamente sera turbulento
(SILVEIRA NETO; MANSUR, 2000).

Buscando um entendimento maior deste processo, avancgos significativos foram ob-
tidos por grandes nomes da ciéncia como Reynolds, Helmholtz, Lord Kelvin e Lord
Rayleigh no século XIX. Ao olhar o problema da transicao entre regimes observada
no experimento de Reynolds é possivel identificar dentre outras coisas, a presenca
de forcas que, mediante uma perturbacao, podem estabilizar ou desestabilizar o
escoamento, atrasando ou adiantando o processo de transicao a turbuléncia deste

problema.

A definicdo de um critério matematico que identificasse a condi¢do para que o esco-
amento fosse instavel foi inicialmente derivada por Lord Rayleigh em seus estudos
sobre escoamentos nao viscosos e paralelos (RAYLEIGH, 1880; RAYLEIGH, 1916; RAY-
LEIGH, 1917). Contemporaneo a Reynolds, ele introduziu na discussao a necessidade
de se existir um ponto de inflexdo no campo do escoamento e posteriormente Fjortoft

(1950) e Howard (1961) trouxeram contribui¢oes importantes a esta questao.

Em se tratando de problemas de transicao em camada limite em um ambiente de
baixa turbuléncia externa destacam-se as ondas de Tollmien-Schlischting, os vértices
de escoamento cruzado em CL tridimensional, a instabilidade de Rayleigh em CL
com separagao e os vortices de Gortler (do inglés Gértler vortices - GV) em camada
limite sobre superficies concavas (CHARRU, 2011; BOIKO et al., 2012).

Em escoamentos com linhas de corrente curvilineas, forcas centrifugas podem
desestabiliza-lo. A esta categoria de problemas entende-se por instabilidade centri-
fuga. Dado um escoamento ideal, nao viscoso, axissimétrico, em coordenadas cilin-
dricas, a componente azimutal da equacao da quantidade de movimento simplificada
para escoamento circular mostra como deve ser o equilibrio entre a forga centrifuga

e o gradiente de pressao, na forma

dp V7
— = p— . 1.1
dr P R (1.1)



Da Equacao (1.1) temos que em uma dada linha de corrente de raio R, a velocidade
tangencial Vjy do fluido de massa especifica p deve ser suficiente para manter o
movimento circular sujeito a um gradiente de pressao dp/dr. Se isso nao ocorrer, se
o gradiente de pressao nao for capaz de amortecer uma pequena perturbagao, sao

formados vortices paralelos as linhas de corrente.

O critério para instabilidade centrifuga versa que, para uma perturbagao ser estavel
¢ necessario que a circulagao (I' = RVj) aumente com raio crescente (R), de modo

que

dr?

— >0 . 1.2
dr> (1.2)

Na expressao acima, conhecida por critério de circulagao de Rayleigh, uma parti-
cula se perturbada e deslocada para uma posicao Ry > R; devera ter velocidade
consistente com a conservagao da quantidade de movimento angular (Fig. 1.1).

Figura 1.1 - Esquema de uma particula perturbada e deslocada da sua posigao original.

Ry Vo

R, Vo,

Fonte: Producgao do autor.

Se a forga centrifuga atuando sobre a particula é maior do que a forga centrifuga
predominante na posi¢ao radial Ry, o deslocamento da particula sera refor¢cado na

forma

(1.3)

=2
Vo, _ 1 (7‘1‘/91>2 S V792
R, "R \R, ) T 'R
O escoamento serd estdvel entdo, somente se, (RoVp,)*> > (R1Vpy, )% Os subscritos

numéricos correspondem as posigoes ocupadas pelas particulas (CURRIE, 2003).



Problemas relacionados a instabilidade centrifuga, segundo Drazin e Reid (1981), se
diferem pela forma de confinamento com que o escoamento se encontra (vide Fig.
1.2), tendo suas particularidades exploradas por diversos pesquisadores a comegar

por Taylor em 1923.

Figura 1.2 - Escoamento sobre superficies curvas sob diferentes configuragoes.

A esquerda escoamento confinado entre dois cilindros concéntricos, no centro escoamento
num canal curvilineo e a direita escoamento de camada limite sobre superficie curva.

Fonte: Producao do autor.

Estudando um fluido confinado entre dois cilindros concéntricos, Taylor observou a
formagao de vortices toroidais contra-rotativos entre os cilindros (Fig. 1.3). Conheci-
dos posteriormente por vortices de Taylor, estes se dao a partir de um determinado
valor de rotagdo do cilindro de menor raio (CHOSSAT; I00SS, 1994).

Figura 1.3 - Escoamento de Taylor-Couette.
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externo

Vortices de
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—I==__ Escoamento
) o
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Fonte: Moser et al. (2000).

Em 1928, Dean mostrou que, em canais curvilineos abertos instabilidades na forma
de vértices longitudinais também estao presentes assim como no trabalho de Taylor.

A este arranjo tem-se os vortices de Dean (Fig. 1.4).



Figura 1.4 - Escoamento sob superficies curvilineas com presenca dos vértices de Dean.

Escoamento
Secunddrio

Fonte: Adaptado de Dutz et al. (2012).

Os dois trabalhos anteriores se assemelham no que tange a hipotese empregada de
escoamento localmente paralelo. Contudo, se o problema em estudo envolver um
escoamento nao confinado e nao paralelo em uma camada limite, tem-se a formagao
de voértices que recebem o nome de vortices de Gortler em homenagem ao primeiro
pesquisador que estudou teoricamente esta configuracao particular e os mecanismos

de incorréncia dos mesmos.
1.2 Instabilidade de Gortler, sua fisica e experimentos correlatos

Dos mecanismos indicados na Secao 1.1, a formagao de vortices de Gortler sobre
superficies concavas é encontrada tanto no intradorso de perfis aerodindmicos para
alta sustentacao quanto no lado de pressao de palhetas de turbinas. Em se tratando
de técnicas avancadas de resfriamento dessas palhetas, a presenca dos vortices alte-
ram o coeficiente de convec¢ao em regioes especificas da superficie do metal, varrem
o filme de resfriamento para longe da parede e transportam fluido mais quente do
escoamento principal para as regioes mais frias da placa, diminuindo a vida 1til do
componente. Eles contribuem ainda nas perdas de pressao total responsaveis pela
redugao de 3% da eficiéncia da turbina (THOLE, 2006).

Perturbacoes na camada limite em superfices curvilineas se manifestam como pares
de vortices contra-rotativos de espagamento constante, conhecidos como vortices de
Gortler, como mostrado na Fig. 1.5. Os vértices sdo resultantes do desequilibrio
entre as forcas centrifugas devido a curvatura das linhas de corrente e o gradiente

de pressao na dire¢ao radial, normal as linhas de corrente (KOSCHMIEDER, 1993).



Figura 1.5 - Esquema do desenvolvimento dos vértices de Gortler.

Fonte: Gortler (1941).

As perturbagoes nao amortecidas pelo desequilibrio dessas forgas desenvolvem as
estruturas vorticais longitudinais contra-rotativas alinhadas com a direcao do esco-
amento. Estas estruturas sao responsaveis por modificar o escoamento base. Mesmo
vortices de baixa intensidade provocam variagoes consideraveis na distribuicao de

velocidade longitudinal (Figura 1.6).

Figura 1.6 - Efeitos da presenca dos vértices sobre o escoamento.
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constante (\) e a direita as distor¢oes observadas no perfil de velocidade média U(y).
Observa-se que a presenga dos voértices criam regides de escoamento ascendente e
descendente e o transporte advectivo gerado tende a distorcer o campo de velocidades.

Fonte: Silveira Neto e Mansur (2000).



Os parametros que governam este problema de instabilidade sao a velocidade e
a viscosidade do escoamento, o raio de curvatura da superficie e uma constante
proporcional a espessura da camada limite. Estes parametros definem o nimero de
Gortler (Go), uma relacao entre os efeitos das forgas centrifugas e das forcas viscosas
(GORTLER, 1941).

A literatura sobre vortices de Gortler é bastante extensa, mas trés revisoes impor-
tantes servem de ponto de partida para o estudo desta instabilidade, os artigos de
Floryan (1991), Saric (1994) e Hall (1990). Apesar de mostrarem o conhecimento do
assunto existente até a década de 1990, estes trabalhos apresentam uma descri¢ao

bastante detalhada do problema.

Floryan (1991) reuniu diversos trabalhos com evidéncias experimentais e numéricas
do mecanismo de transicdo a turbuléncia em superficies concavas. Uma revisdo da
modelagem tedrica e de alguns parametros importantes do problema como nao line-
aridade e efeitos de transférencia de calor também sao discutidos (FLORYAN; SARIC,
1982).

Analogamente ao proposto para solu¢ao do problema estabilidade de escoamentos
parietais, Gortler buscou uma solugao por modos normais utilizando-se de separagao
de variaveis, cujo o resultado constitui um problema de autovalor onde sé existe
solugao para certas combinagoes especificas de parametros. No caso em questao o

nimero de Gortler (Go), a taxa de amplificagdo (a) e o nimero de onda transversal

(8)-

A maneira com que os parametros acima se relacionam formam a relagdo de dis-
persao, cuja solugao é apresentada na forma de um diagrama de estabilidade, como

ilustrado na Figura 1.7.

Observa-se no diagrama de estabilidade (apresentado no plano Go,3) uma reta
interceptando as curvas de taxas de amplificagdo constantes («). Para camada limite
sujeita ou nao a gradientes de pressao, a reta mostrada em especial corresponde ao
comprimento de onda que passa pelos pontos de minimo de cada uma das curvas e
indica a rota para que uma determinada propagacao caminhe sobre a placa concava e
encontre as maiores taxas de amplificacao espacial, i.e., corresponde ao comprimento

de onda da perturbagao que tem maior amplificagao.



Figura 1.7 - Diagrama de estabilidade para camada limite de Blasius.
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Fonte: Producao do autor.

Defini-se um comprimento de onda adimensional de um par de vortices (A) por

A=A x (1.4)

v

sendo A o comprimento de onda dimensional, x a curvatura da superficie e Uy e v
representam, respectivamente, a velocidade do escoamento externo a camada limite

e a viscosidade cinemaética do mesmo.

Evidéncias numéricas e experimentais da forma dos vortices reforcam os detalhes
e a forma dos vortices longitudinais contra-rotativos que, ao bombearem fluido da
regiao da parede para longe desta e fluido da regido distante para proximo a ela,
apresentam uma estrutura andloga a um cogumelo (vide visualizagdo dos planos

apresentados nas Figs. 1.8 e 1.9).

As isolinhas de velocidade deslocadas para cima, capturadas numericamente e apre-
sentadas no trabalho de Souza (Fig. 1.8), indicam que particulas de baixa quanti-
dade de movimento linear sao transportadas para longe da parede, assim como mos-
tra o experimento que ilustra o desenvolvimento da estrutura tipo cogumelo (Fig.
1.9). Observa-se também os estagios nao lineares de desenvolvimento dos vértices
longitudinais. Pares de vortices longitudinais, seguidos de instabilidades de Kelvin-
Helmholtz e de pares de vortices do tipo ferradura se desenvolvem resultando em

um outro estado de equilibrio.



Figura 1.8 - Evidéncia numérica da forma de um par de vértices (corte no plano zy).

Fonte: Souza et al. (2004).

Figura 1.9 - Captura experimental da estrutura dos vortices (corte no plano xz).
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Fonte: Floryan (1991).

Saric (1994) além de uma profunda revisao tedrica do problema, também apresenta
uma revisao dos experimentos que ilustram os efeitos citados. Ele também discute
outros mecanismos de influéncia como efeitos de compressibilidade e de instabilidade
secundaria do escoamento. Outros parametros de influéncia merecem destaque como

o gradiente de pressao que o escoamento é exposto e o perfil base utilizado para



andlise de estabilidade do escoamento.

As caracteristicas espaciais e nao paralelas dos escoamentos em CL sobre superficies
concavas também sao destacadas por Saric e por Hall. Porém, vale frisar que somente
a partir da década de 80 outras alternativas foram testadas a abordagem de modos
normais (onde assumia-se a hip6tese de escoamento quase paralelo), tradicional para

o estudo de problemas de instabilidade centrifuga em camada limite até entao.
1.3 Efeitos do gradiente de pressao nos vortices de Gortler

Com o interesse crescente em instabilidade e transicao, diversos efeitos que afe-
tam o desenvolvimento de vértices de Gortler vem sendo estudados (GOULPIE et al.,
1996; ZHANG; FASEL, 1999; SOUZA, 2003; MITSUDHARMADI et al., 1993; SCHRADER
et al., 2011; SESCU; THOMPSON, 2015). Estes estudos abordam desde efeitos de com-
pressibilidade, rugosidade da parede e nao linearidade, até efeitos de instabilidade

secundaria, dentre outros.

O estudo apresentado por Ragab e Nayfeh (1981) foi um dos primeiros a considerar
o efeito do gradiente de pressdao no desenvolvimento dos vortices de Gortler. Além
do efeito do gradiente de pressao, eles também estudaram o efeito da espessura de
deslocamento no escoamento base. Utilizando expansao assintética no estudo de ca-
mada limite de 1* ordem, mostraram que o escoamento base muda significativamente
os resultados de estabilidade, mesmo para o perfil da camada limite de Blasius. Eles
também apresentam em seu trabalho, curvas de estabilidade neutra para camada
limite do tipo Falkner-Skan (FS) com gradiente de pressao. As curvas neutras foram
obtidas utilizando analise local e resultados similares de outros autores serviram de
comparagao (FLORYAN; SARIC, 1979; SMITH; GAMBERONI, 1956).

Os resultados de Ragab e Nayfeh mostram que gradientes de pressao favoraveis
possuem um efeito estabilizador enquanto gradientes de pressdo adversos tendem
a ser desestabilizadores, especialmente para baixos nimeros de onda. Quando os
valores do parametro de aceleragao se tornam muito altos, todos os ntmeros de

onda abaixo de um determinado limite parecem ser instaveis.

Ragab e Nayfeh (1981) também estudaram a estabilidade da camada limite em su-
perficies com curvatura variavel. Utilizando perfis de velocidade de camada limite
com um esquema de marcha, mostraram que os resultados sao diferentes dos resul-
tados obtidos utilizando-se uma solucao por similaridade local devido as condigoes

iniciais, especialmente em regides onde os gradientes de pressao sao favoraveis.
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Os poucos resultados apresentados por Ragab e Nayfeh para camadas limite so-
bre superficies com curvaturas variaveis sao importantes para o entendimento de
escoamentos sobre aerofélios, como mostra o trabalho de Mangalam e demais co-
laboradores (MANGALAM et al., 1985). Eles realizaram medigoes experimentais na
superficie concava de um aerofélio, mas nenhum detalhe da distribuicao do gra-
diente de pressao foi apresentado. Seus resultados mostram que, assim como para
camada limite com gradiente nulo, na presenca de gradientes de pressao uma vez
que o nimero de onda transversal esta estabelecido, os vortices permanecem fixos a

jusante até as regides de saturagao e nao-linear.

Em 1994, Finnis e Brown (1994) apresentaram outro estudo experimental do efeito
de gradiente de pressdao no desenvolvimento dos vortices de Gortler. Considerando
apenas gradientes de pressao favoraveis, eles mostraram o seu efeito estabilizador,
bem como o fato de que o nimero de onda transversal ndo muda devido a ace-
leracdo do escoamento. Comparacoes entre os resultados experimentais e os resul-
tados obtidos via teoria de estabilidade linear para o componente longitudinal do
vetor velocidade foram apresentadas mostrando que, para o envelope de parame-
tros considerados, os resultados da teoria da estabilidade linear fornecem uma boa

aproximacao.

Uma comparacao entre a teoria da estabilidade linear local e uma técnica de marcha
foi apresentado por Goulpié et al. (1996). Eles consideraram escoamentos base dados
pela solugao de Falkner-Skan e confirmaram resultados anteriores, onde gradientes
de pressao favoravel estabilizam o escoamento e gradientes de pressao adversos sao
desestabilizadores. Motivado pelo trabalho de Otto e Denier (1993), que relataram
um efeito estabilizador do gradiente de pressao adverso no desenvolvimento dos
vértices de Gortler computados com uma andlise de marcha (modelo parabélico),
Goulpié concluiu que técnicas computacionais de marcha dependem da posic¢ao ini-
cial de partida do modelo a jusante do bordo de ataque da placa e da propria escolha
adequada das condigoes iniciais que, s6 podem ser corretamente especificadas apés
uma analise de receptividade. Além do fato de que os resultados de uma analise de
marcha dependem também do critério usado para definir o ponto neutro e, portanto,
o conceito de uma tnica curva neutra nao é sustentavel. Com base na validade ques-
tionavel da teoria de estabilidade linear para baixos nimeros de onda transversais,
eles questionam a conclusao de que os vértices de Gortler que estdao abaixo de um

certo valor sdo sempre instaveis, como inferido por Ragab e Nayfeh (1981).
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Os efeitos nao paralelos podem ser contabilizados usando expansao em série em
termos de poténcia do inverso do quadrado do nimero Reynolds para certos casos
especificos, como feito por Itoh (2001) para escoamentos préximo a um ponto de
estagnacao. A formulacao resulta em um niimero de Gortler critico para um valor fi-
nito do niimero de onda transversal que tem boa precisao para a solugao da expansao

de ordem mais baixa, mesmo para numeros relativamente baixos de Reynolds.

Com interesse no controle de escoamento, o efeito combinado do gradiente de pressao
e sucgao/injecao na parede foi estudado por Matsson (2008) usando um modelo de
marcha nao linear e nao local. Em seu trabalho, ele utilizou a amplitude de saturagao
como uma indicagdo de estabilizacdo por succao e gradiente de pressao favoravel.
Tanto paredes concavas quanto convexas podem ser instaveis para gradientes de
pressao adversos se o escoamento base tiver um pico de sobrevelocidade junto a

parede.

O escoamento base considerado por Matsson foi uma familia de solugoes do tipo
Falkner-Skan, incluindo casos com sobrevelocidade similares aos escoamentos de
jatos de parede. Mudancas na injecao, na succao e no gradiente de pressao mudam
nao apenas a espessura da camada limite, mas também o espalhamento lateral das
estruturas caracteristicas de cogumelos dos vortices de Gortler. Estas mudangas na
topologia sao acompanhadas por mudancas na amplitude de saturagao e nas taxas
de crescimento e, apos a saturagao, a amplitude decai para um nivel constante mais

baixo seguido por instabilidade secundaria.

Os resultados de Matsson (2008) também mostram que gradientes de pressao fa-
voraveis resultam em vortices mais fortes na regiao nao linear. Os vortices crescem
mais fortes com maior energia cinética na regiao nao linear, e mantém sua estru-
tura mais a jusante antes da saturacdo. Em outras palavras, a forca dos vortices
aumenta, mas nao a sua instabilidade, pois permanecem ainda coerentes a jusante.
Matsson associou essa energia cinética mais alta a instabilidade, mas na realidade,
a manutencao da estrutura vortical sem saturacao ou quebra por um longo compri-
mento transversal esta realmente associada com maior estabilidade da estrutura do

cogumelo, ou seja, menor efeito de instabilidade secundaria.

Os resultados obtidos para gradientes de pressdo adversos mostram que o escoa-
mento é mais instavel na regiao linear, saturando mais cedo e em menor amplitude
em comparagao com os resultados para camada limite de Blasius. Estes resultados
dependem também do ntmero de onda transversal, mas apenas dois ntmeros de

onda foram testados por Matsson. Tomando a solu¢ao da camada limite de Blasius
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como referéncia, o menor nimero de onda escolhido pelo autor (f = 0,22) é mais
instdvel do que seu maior nimero de onda (8 = 0,52), mostrando que o primeiro
estd mais perto do nimero de onda associado a amplificacdo maxima. Esse padrao
foi 0 mesmo para sucg¢ao/injegao e gradiente de pressao, no sentido de que a sucgao
e gradiente de pressdo possuem um efeito estabilizador. A maior estabilizacao foi

obtida com sucgao e gradiente de pressao favoravel.

Os resultados para o desenvolvimento nao linear e saturacao dos voértices de Gor-
tler obtidos por Matsson (2008) podem ser comparados com os resultados obtidos
por Souza e seu grupo (ROGENSKI et al., 2013; ROGENSKI, 2015; ROGENSKI et al.,
2016a; ROGENSKI et al., 2016b), que tém utilizado simulagao numérica direta (do
inglés direct numerical simulation - DNS) para estudar o desenvolvimento de GV

em camadas limite com gradiente de pressao.

Em um primeiro artigo, Rogenski et al. (2013) estudam o efeito da variagao da curva-
tura no desenvolvimento nao linear dos vértices de Gortler como forma de controlar
seu crescimento e consequentemente a transicao a turbuléncia. Eles mostram o efeito
estabilizador de uma superficie convexa a jusante da superficie concava que gera os
vortices contra-rotativos primarios. Para uma superficie concava seguida de uma
parede plana, os resultados mostram uma lenta taxa de decaimento dos vortices na

regiao da parede plana.

Em um segundo artigo, Rogenski et al. (2016a) abordam a questao do gradiente
de pressao variavel, com mais detalhes sobre a condicao de escoamento livre do
que aquela dada por Mangalam et al. (1985). Uma camada limite com gradiente
de pressao zero foi usada como condicao de referéncia e trés condigoes foram estu-
dadas: gradiente de pressao constante, parametro de Hartree constante e variagao
linear do gradiente de pressao. Tanto gradientes de pressao favoravel quanto adverso
foram considerados. Os resultados mostram que o gradiente de pressao adverso de-
sestabiliza o escoamento. A taxa de crescimento para gradiente de pressao adverso
constante é maior do que a taxa de crescimento para o parametro de Hartree cons-
tante, que pode ser explicado pelo fato de que um parametro constante de Hartree
corresponde a um decaimento do gradiente de pressao adverso a jusante. Para gra-
diente de pressao constante, quanto maior o gradiente de pressao maior a taxa de
crescimento, mas o maior parametro de Hartree com gradiente de pressao adverso

nao resulta na maior amplificacao.

Segundo Rogenski et al. (2016a) o efeito do gradiente de pressao depende dos nime-

ros de onda transversais dos vortices. Considerando trés valores diferentes de ntimero
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de onda transversal, eles observaram que maiores nimeros de onda sao mais insta-
veis quando o gradiente de pressao ¢é favoravel. Para gradiente de pressao adverso, o
oposto é verdadeiro, pequenos ntimeros de onda sao mais instaveis. Estes resultados
sugerem que o numero de onda que corresponde ao vortice que tem maior cresci-
mento muda com o gradiente de pressao. Esta é uma das investigagoes propostas
no presente trabalho. A corrente pesquisa tenta esclarecer o efeito do gradiente de
pressao no modo de crescimento mais rapido a fim de justificar a instabilidade mais
forte dos vortices de maior nimero de onda em um gradiente de pressao favoravel
e confirmar a explicacao oferecida por Rogenski com base no tamanho dos vértices,

espessura da camada cisalhante e dos gradientes de velocidade.

No trabalho de Rogenski et al. (2016a) também foi considerado casos em que o gra-
diente de pressao passou de adverso para favoravel e de favoravel para adverso. Mais
uma vez, considerando os mesmos trés valores de nimeros de onda transversal, eles
mostram que vortices com diferentes comprimentos de onda transversal respondem
diferentemente ao gradiente de pressao. Mas, independentemente do comprimento
de onda, ir do gradiente de pressao favordavel ao adverso resulta em uma maior

instabilidade do que gradiente de pressao indo do adverso ao favoravel.

Em outro artigo, o regime néao linear foi investigado por Rogenski e co-autores (RO-
GENSKI et al., 2016b). Eles estudaram o desenvolvimento dos vértices de Gortler até
a transi¢do no estagio nao linear em camadas limite com gradiente de pressao. Eles
usaram a energia do modo fundamental de Fourier e da distor¢ao do escoamento
médio como uma indicacao de saturacao para mostrar que o gradiente de pressao
adverso antecipa a saturagao, enquanto o gradiente de pressao favoravel a atrasa. A
energia no ponto de saturacao também é maior para gradiente de pressao adverso.
Trés diferentes comprimentos de onda foram testados: A = 160, 305 e 450. Eles mos-
traram que o ponto de saturagao também depende do comprimento de onda. Para
todos os comprimentos de onda transversais testados, gradientes de pressao adver-
sos promoveram saturacao precoce dos vortices de Gortler, enquanto gradientes de
pressao favoraveis resultaram numa saturacao tardia e com um nivel de energia ciné-
tica mais baixa. A saturagdo ocorreu mais cedo para o menor comprimento de onda
transversal. A energia cinética no ponto de saturacao é maior para o comprimento
de onda maior, exceto para A = 450, onde a energia cinética é menor do que para
A = 305. Os resultados também indicam uma possivel correlagao entre gradiente de

pressao adverso e desenvolvimento de instabilidade secundaria do tipo varicoso.

Em Méndez et al. (2018) simulagbes numéricas diretas também foram empregadas
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para analisar a transicao em escoamentos de camada limite com gradiente de pressao
nulo sob o efeito da instabilidade de Gortler. Os resultados apresentados incluem
uma analise dos efeitos da curvatura da parede, mostrando que o aumento do raio de
curvatura reduz o crescimento dos vortices como esperado, mas o numero de Gortler
critico permanece o mesmo. A altura e o posicionamento da rugosidade superficial
foram investigados e a relacao entre o nimero de Gortler de transi¢do e o nimero
de Reynolds baseado na rugosidade da parede foi definido. O desenvolvimento dos
vortices de Gortler excitados pela rugosidade da parede sao apresentados mostrando
o estagio linear inicial (Go < 8), o desenvolvimento nao linear da estrutura caracte-
ristica do cogumelo (Go =~ 12) e os estagios finais de instabilidade secundaria e de
destruigao dos vortices (Go = 18). A distor¢ao do escoamento base na camada limite
devido a instabilidade foi caracterizado pelo resultado da distribui¢ao de velocidade
e da evolucao da espessura do coeficiente de atrito. O modo de crescimento mais ra-
pido e a caracteristica do tipo de instabilidade secundéria (sinuoso e varicoso) foram
identificados na faixa do pardmetro do comprimento de onda A de 162 a 250, con-
sistente com os resultados apresentados na literatura. Eles finalmente apresentam
resultados para a regiao totalmente turbulenta resultante do colapso dos voértices de
Gortler.

As simulagbes numéricas diretas realizadas por Rogenski (ROGENSKI et al., 2013;
ROGENSKI, 2015; ROGENSKI et al., 2016a; ROGENSKI et al., 2016b) e por Méndez
(MENDEZ et al., 2018) tem a vantagem de permitir a andlise dos estdgios mais adi-
antados do processo de transicao. Elas incluem a regiao de instabilidade secundaria,
onde os vortices sao rapidamente destruidos por perturbacoes de alta frequéncia
que levam o escoamento a turbuléncia desenvolvida. Nao obstante, o custo compu-
tacional destas simulagdes é muito elevado, restringindo o nimero de condigoes de

escoamento que podem ser analisados.
1.4 Escopo da presente pesquisa

O objetivo da presente investigagdo é ampliar os resultados apresentados previa-
mente na literatura, realizando uma anélise mais detalhada do efeito do gradiente
de pressao no diagrama de estabilidade e do comprimento de onda transversal que
resulta na perturbacgao que tem o crescimento mais rapido. Estudos anteriores consi-
deraram apenas um numero limitado de comprimentos de onda. A localizacao de um
dado comprimento de onda em relagao ao comprimento de onda que corresponde ao
crescimento mais rapido de uma perturbagao é um aspecto importante que nao foi

considerado em trabalhos anteriores. Mesmo os resultados de Goulpié et al. (1996)
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consideram um nuimero limitado de comprimentos de onda, e A = 210 é mostrado
como sendo o modo de crescimento mais rapido entre os comprimentos de onda
transversal testados, mas nenhuma conclusao do modo de crescimento mais rapido
pode ser obtida. Deseja-se criar um mapa da taxa de amplificagdo versus gradiente

de pressao que fornega uma imagem mais completa da condi¢ao de estabilidade.

O presente trabalho investiga numericamente a localizacao dos comprimentos de
onda que mais crescem para diferentes condi¢oes do gradiente de pressao através
do uso da teoria de estabilidade linear (do inglés linear stability theory - LST). A
localizagao da curva neutra e os niveis de taxa de amplificacdo sao usados como
referéncias para estabilizacdo ou desestabilizacao devido ao gradiente de pressao,

quando comparado ao escoamento base sem gradiente de pressao.

A tese esta organizada de tal forma que no Capitulo 1 uma introducao ao tema é
apresentada, comecando pelo conceito de instabilidade centrifuga e seu mecanismo
fisico, seguido de uma discussao sobre instabilidade de Gortler e uma revisao sobre
o estado da arte do assunto. No Capitulo 2 as equagoes governantes do problema
de estabilidade centrifuga em camada limite, o sistema de coordenadas adotados e
as hipoteses empregadas sdo apresentadas. Sao discutidos também os detalhes da
proposta de solucao de decomposicao do escoamento instantdneo em duas compo-
nentes, obtendo-se primeiramente as equacoes de conservagdo para o escoamento
base de Falkner-Skan e na sequéncia as equagoes de conservacao para as perturba-
¢oes. A teoria classica de andlise local por modos normais, incluindo uma discussao
sobre a extensao da validade da teoria, e os detalhes da derivacao da formulagao do
problema de estabilidade centrifuga por LST é exposta no Capitulo 3. O Capitulo 4
apresenta as particularidades da metodologia empregada para obtencao da solugao
dividida em duas abordagens: uma abordagem para solucao das equagoes de con-
servagao para o escoamento base (Secao 4.1) posteriormente utilizada na segunda
abordagem (solugdo das equagoes para perturbagao, Secdo 4.2). Por fim, ao final
do Capitulo 4 as derivagoes das variaveis de interesse, resultado da solugao final,
incluindo suas adimensionalizacoes e relagoes sao discutidas na Secao 4.3. O estudo
de independéncia de malha, a verificacao dos codigos e os resultados obtidos sao
detalhados no Capitulo 5. Neste capitulo, comparagoes entre as curvas neutras para
diferentes condi¢oes do gradiente de pressao na forma de diagramas de estabilidade,
mostram o deslocamento das curvas de taxas de amplificacdo constantes devido ao
gradiente de pressao. Na sequéncia, a localizacao do comprimento de onda que im-
plica no crescimento mais rapido dos vortices é discutida para cada condi¢cao do

gradiente e na secao final, uma analise do comportamento do campo de velocidades
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é descrita. Um resumo das descobertas e conclusoes é apresentado no tltimo capitulo

juntamente com algumas sugestoes para continuidade da pesquisa.
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2 EQUACOES GOVERNANTES

Como visto anteriormente no Capitulo 1, a solu¢do do problema de estabilidade
passa, dentre outras etapas, pelo fornecimento de um escoamento base conhecido.
O escoamento base serd dado pela solugao de similaridade de camada limite com
gradiente de pressao para diferentes valores do parametro de aceleragao da camada
limite m. A escolha pelo perfil de camada limite de Falkner-Skan segue a formulagao
proposta por Floryan (1991) que, para uma aproximagao de primeira ordem, elimina
os efeitos de curvatura nas equagoes de camada limite. Esses efeitos se fazem presen-
tes somente nas equacoes de estabilidade, como sera apresentado no Capitulo 3. A
seguir serao apresentados em detalhes o sistema de coordenadas, as equagoes gover-
nantes gerais e as que regem o escoamento base, uma proposta para as perturbagoes,

bem como a adimensionalizacao adotada.
2.1 Sistema de coordenadas adotado

Floryan (1991) mostrou através do estudo da ordem de magnitude dos diversos
termos da equacao de camada limite em coordenadas cilindricas que, para super-
ficies com raio de curvatura muito maior do que a espessura da camada limite, os
termos de curvatura sao da mesma ordem dos termos de difusdo viscosa na dire-
¢ao do escoamento, os quais sao desprezados dentro da hipétese de camada limite.
Através desta hipotese, é possivel manipular o sistema de coordenadas do problema
transformando-o em um sistema de coordenadas generalizadas que elimina do esco-
amento base qualquer efeito das forgas centrifugas, como serd mostrado nas segoes

que se seguem.
2.2 Equacgoes governantes

As equagoes de Navier-Stokes (ENS) para escoamento incompressivel em coordena-
das cilindricas (7, 6, z), em regime permanente para um escoamento com componen-

tes de velocidade radial, azimutal e longitudinal (V,., Vj, V,) sdo dadas por:

LO(RV) | 10V, | OV, _
R Or R 00 0z

0, (2.1)

IR R
" or R 00 R 0z
10p V[l 0 <R3V}> V. 1 0%V, 0%V, 2 0V,

ror \ " “ma| 0 @Y

o or "RTRWw T2 R

19



Vg VopdVy V.V IV
Vior YR TR TV

1 dp ll 0 (Rav@> Vo 1 0*V, 0*V, 20V,

o | (g e = 2,
oro6 TV | Ror \"or R2+R2892+8z2+R289]’ (23)

v,

8VZ+V98VZ+ oV, 10p 10 R@VZ n 1 9%V, n 02V, (2.4)
— i =———4v|== — . (2.
or R 00 0z p Oz ROr or R? 00? 072

onde p ¢é a pressao e v a viscosidade cinematica. Fazendo uma analise de ordem de
magnitude nos termos das equagoes acima devido ao raio de curvatura (R) ser muito

maior que a espessura da camada limite, tem-se:

para conservagao da massa (Eq. 2.1)

oVy N oV, N oV,
ox dy 0z

=0 (2.5)

de onde se tem para um arco de circulo infinitesimal, a direcao azimutal igual a

dxr = Rdf e a dire¢do normal dada por dr = dy.

Analogamente para a equacao de conservacao da quantidade de movimento,

Vot + Vool — 4 41,7 = =P
o * * * 0x? * oy? 022

2 1 2 2 2
W Ve VP O 10 (PVe OV PV
ox oy R 0z p Oy

IV Wy ViV IV 1 0p Ve  O*Vy 0V
- -2 2.
ax+‘/’”ay+ R +VZ82 p8x+y<8a:2+8y2+822 o (27)

oV, oV, oV, 19p o?V, 0*V, 0%V,
= -2 2.
%8x+way+vz82 p82+y(8x2 8y2+822 (28)

Fazendo Vy = u,V, =v,V, = w, as ENS tomam a forma,
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ou Ov Ow

ua—u—l—v%—l—w@——}@—l—y 02u+02u+02u (2.10)
Ox oy 0z  poz ox?  0y? 022 ’ '
v v v ., lop v 0Pv D*w
ow ow ow 10p Pw  Pw  Pw
et it = _ -z 1
u8x+v3y+waz p32+y<3x2+8y2+3z2 (2.12)

Observa-se que nesta aproximagao de primeira ordem, um tinico termo de curvatura
aparece na equacgao de quantidade de movimento na dire¢io normal (ku?), sendo

k = 1/R a curvatura da superficie.
2.2.1 Adimensionalizacao

Nesta segdo, as Equagdes (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) sao adimensionalizadas
assumindo-se xy; como o comprimento caracteristico na dire¢do longitudinal e
do = xp/Re como comprimento caracteristico na dire¢do normal e este proporci-
onal a espessura da camada limite. Esta escolha leva em conta que as variagoes das
propriedades dependentes na direcao longitudinal sdo muito mais lentas do que as
variagoes na diregao normal (FLORYAN, 1991; MENDONCA, 1997). Assim,

z2=—Re=— |, (2.13)

onde

o= |—2 | (2.14)

sendo Uy a velocidade do escoamento nao perturbado e Re o nimero de Reynolds,

definido como

21



 Undy

v

Re

(2.15)

Aplicando a proposta de adimensionalizagao para o principio da continuidade (Eq.
2.9), resulta

ou Ov Ow

ot - (2.16)

Lembrando que o termo temporal é nulo para o escoamento base e vortices de Gortler

estaciondrios, para conservacao da quantidade de movimento na diregao = (Eq. 2.10),

U@—FU%—FU}% — —i@—i‘i @—FR(EQ@—FReQ@
oz dy Jz  Re2dxr  Uyzy \ Ox2 Oy? 072 ’
Note que

Uo U U
== = [ = Vo

entao
ou  Ou ou 1 Op 1 0%u  0*u O%u
g e - = - 2.17
Yor +Uay * Yoz Re? 0x <R62 ox? + oy? + 022 ( )
Ja para conservagao da quantidade de movimento na diregao y (Eq. 2.11),
ov ov ov Op v [0* v 0*v
s e e R 2 _ _r e R 27 v R 27 v
u@x+vay+w82+ﬁmo e 8y+UD:E0 <0w2+ ¢ 8y2+ € 922 ’
resultando
u@+v@+w@+/§x}%eu2——@+ ! 82v+82v+82v
ox dy 0z 0 Oy Re? 0z%  0y?> 022
Note que
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assim

ov ov ov 22
uax+vay+waZ+G0u = "oy

op 1 0% 0%v 0%
— — 2.1
+ <R€2 Ox? * Oy? * 022 ’ (2.18)

Constata-se que do processo de adimensionalizacao obtém-se o parametro que rela-
ciona os efeitos centrifugos e viscosos na camada limite, o nimero de Gortler, cuja
definicdo é Go? = Kk Re?.

Finalmente, para conservagao da quantidade de movimento na dire¢ao z (Eq. 2.12),

1 o2 2 2
ow ow ow @ ( 0w 0%w 8w> (2.19)

or * dy * dz _8z+ Re? 0x? * oy? + 022
2.2.2 Escoamento base

O escoamento base para o presente estudo corresponde a camada limite laminar
sobre uma superficie curva de raio de curvatura constante. Considerando-se que o
termo de curvatura nao afeta o desenvolvimento do escoamento base, ele é calculado
como sendo aquele sobre uma superficie plana. No presente estudo o escoamento
base sera dado pela solucao similar de Falkner-Skan. A seguir sao apresentadas as

formulacoes do problema de camada limite com gradiente de pressao.

Dos principios de conservacao aplicados a um fluido newtoniano, incompressivel, em

regime permanente e adimensionalizadas como apresentado na se¢ao anterior:

ou Ov Ow
i T i 2.2
Ox + oy * 0z 0 (2:20)
ou  Ou ou 1 Op 1 0%u 0*u O%u
- e - = F 2.21
Yor +U(3y + o2 Re? Ox * <R62 Ox? + oy? + 022 ’ (2.21)
u@+v@+w@__@+ L@+@+@ (222)
Ox oy dz Oy Re2 022 0y2 022 ’ '
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(2.23)

“or +U87y Yo T T os Re? 0x? * oy? * 022

ow  Ow ow  0Op ( 1 *w  *w 82w>
Assumindo adicionalmente que o escoamento é bidimensional, ao fazer uma anélise
de ordem de grandeza nos termos das equagdes de Navier-Stokes para a camada

limite, como em White (1974), tem-se

ou Ov
— 4+ — = 2.24

ou op 1 0%u
=—— 4+ —— 2.25
Ox U@y Ox + Redy? (2.25)
dp
— =0 . 2.26
o (2:26)
O termo de gradiente de pressdo pode ser expresso em funcao da variacao de velo-

cidade no escoamento livre U(z) na forma:

9p _
or

(2.27)

A formulagdo de camada limite similar de Falkner-Skan pode ser encontrada em
varios livros de mecénica dos fluidos, e.g., Schlichting (1979), White (1974), Currie
(2003). Pode-se reduzir as equagoes diferenciais parciais (EDP’s) de camada limite
(Egs. 2.24, 2.25 e 2.26) a uma forma similar através da seguinte transformagao de

varidveis, como proposto por Goulpié et al. (1996),

n=—— |, (2.28)

sendo n a coordenada vertical de similaridade. Ja a distribuicao de velocidade de

acordo com a proposta de solucao similar de Falkner-Skan é dada por

u(z,y) =U(x)f'(n) (2.29)
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de tal forma que a fungdo corrente 1 respeite a conservagao da massa (Eq. 2.24)

Y(x,y) =Ulz)g(x)f(n) (2.30)
onde
o e
u-a—y ) =97
oy O oy 1
afy—U( )g() f'( )@—U(x) ( )f(n)m ,
tal que
o =) (2:31)

Assim, a equagao de camada limite (Eqgs. 2.25 e 2.27) escrita em termos da funcao

corrente fica

0 P 0% dUG) | 0N

Oy 0z0y  Ox %y (z) dx oy’ (2:32)

Podemos obter as derivadas parciais de ¢ na forma:

W _dU 49 . e 99
or dng+Uda:f Ufndx ’
oy
P _U
8y2 - g 77 )
83¢ U 11
Tygzgjf (77) )
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Py dU . . Udg

920y Ef’(n) nf"(n)

de

que substituidas na Eq. (2.32), resulta na equacao de camada limite similar

F" e apf 4 B (1= (F)?) =0 (2.33)
sendo .
Afs = %Tj (2.34)

e o parametro de aceleracao da camada limite (f,) dado por:

U

s=— 2.35
Brs =" (2.35)
Os pardmetros ay, e B¢, podem ser relacionados na forma
dU ¢*
du = V(QOéfS - st) . (236)
Para o escoamento livre U(x), externo a camada limite tem-se,
U(z) = Upz™ . (2.37)

Tomando ays = (m + 1)/2 na Equagao (2.36),

dU g? B
de

V[(m +1)— ﬂfs}

Integrando esta ultima equagao,

PU=v|[m+1)=B| = ==

Dividindo a Equagao (2.35) por esta ultima, resulta
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lg o st -
Udr  [(m+1) - Br]

?

Integrando-a

InU = Bs Inz+Inc (2.38)
[(m+1) = By.]
tal que
U(ZE) _ Cxﬁfs/[(m+1)_ﬁfs:|
e
m = brs = fBps=m
[(m+1) = By.]
du (m—1)

Da Equagao (2.35) para (fs podemos determinar g na forma,

2 2 2 Bys
g dU q m—1 q xPf
s = — — = = s = — s s 239
B v dx v e B v B T ( )
de modo que
o VI N vz
g - U g - U 9

U(ZL‘) = onm = m = st

A priori, todas as informacgoes sobre o escoamento base fora da camada limite sao
conhecidas, pois a velocidade fora da camada limite é a velocidade do préprio esco-
amento livre. Adicionalmente, sobre a placa, reconhece-se a condi¢do do nao escor-
regamento na camada de fluido imediatamente superior a parede. Tem-se entao, ja

adimensionalizadas, as condi¢oes de contorno para o escoamento base na forma
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fO)=f(0)=0 em  n=0,
f(o0) =1 para n—0 . (2.40)

Observa-se que a transformacgao proposta reduziu a equacao de camada limite a uma
equacdo diferencial ordinaria (EDO) que pode ser resolvida numericamente para
um escoamento com gradiente de pressao, desde que este gradiente nao provoque o
descolamento da camada limite. O escoamento base resultante da solu¢ao da equagao
de camada limite serd entao utilizado para a analise de estabilidade centrifuga, onde

serao considerados gradientes de pressao adversos e favoraveis.
2.2.3 Abordagem para perturbacgoes

Partindo-se do pressuposto que o escoamento instantaneo possa ser decomposto
em uma componente de escoamento base e uma componente de perturbagao, como

proposto em Floryan e Saric (1982) e Mendonca et al. (2000), temos

j=J+5 (2.41)

onde j é uma variavel arbitraria representando uma propriedade instantanea do
escoamento, com o termo em maitsculo indicando a contribuicao relativa ao com-
portamento do escoamento base e o termo com sobrescrito * adicionando informagoes

sobre as perturbacgoes.

Ao substituir essa proposi¢ao nas equagoes de Navier-Stokes (Egs. 2.9, 2.10, 2.11 e

2.12), as equagoes para as perturbagoes sdo obtidas na forma

o(U + u*) N oV +v") N O(W +w")

ox oy 0z =0 =

+ -0 (2.42)

onde o escoamento base bidimensional é dado pela solucao de Falkner-Skan para a

camada limite sobre uma placa plana, ou seja, U = (U, V,0).
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Analogamente para o principio da conserva¢ao da quantidade de movimento,

ou*  ,oU 8u* aU 1 Op* 1 0%u*  0%u* O
- —_— 2.4
u ox u o v oy 8y " Re? 0z <R€2 2 * Oy? * 022 , (243)

Uav* LoV 81}* LoV _op* (1 0%v* 0% 8%*)

—+V — +2Go°Uu* =
ox T 8x+ (9y 8y+ ¢ dy Re? 0z? * 0y? + 022

U

* * * 1 2, % 2,k 2,k
ow ow dp ( o0“w o0°w 8w> (2.45)

or v dy T 0z Re? 0x? + 0y? + 022
Os termos nao lineares foram negligenciados uma vez que as amplitudes das per-
turbagbes sao pequenas. Os termos de tensbdes viscosas e o termo do gradiente de
pressao na diregio longitudinal sao de ordem O(1/Re?) e também podem ser despre-
zados (FLORYAN, 1991; SILVEIRA NETO; MANSUR, 2000). De acordo com resultados
experimentais, sabe-se que os vortices de Gortler sao perturbacoes estacionarias, de

modo que as derivadas temporais sao igualmente nulas.

As equagdes para perturbacao obtidas (Eqs. 2.42, 2.43, 2.44 e 2.45) foram adimen-
sionalizadas seguindo a mesma proposicao discutida na Secao 2.2.1. Analogamente,
a velocidade caracteristica na direcao longitudinal é a velocidade externa longe da
placa Uy e a velocidade caracteristica na diregdo normal é Uy/Re, ja que as velo-
cidades v* e w* no plano transversal a diregdo do escoamento sdo de ordem 1/Re

menores do que a velocidade longitudinal. Assim,

* >k

ut=— — " Re , w* —Re , * =
U U b

p* 2
Re® |, (2.46
POU(? ( )

onde dg é da ordem da espessura da camada limite.

Para as condi¢oes de contorno do problema de estabilidade sao impostas a condigao
de impermeabilidade e nao deslizamento na regiao préxima a parede e na borda da
camada limite as perturbacoes tendem a diminuir e decair exponencialmente. Em

outras palavras,
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=0
— 0 para y — o0

=0 em y=0
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3 ANALISE POR MODOS NORMAIS

O estudo de instabilidade centrifuga de camada limite sobre superficies concavas
pode ser realizado utilizando a abordagem classica de andlise local por modos nor-
mais. Porém, esta abordagem nao se aplica a toda faixa de parametros do problema
pois, em certas condig¢oes, a instabilidade centrifuga de camada limite é um problema
de valor inicial regido por equacoes parabdlicas. Isto se da porque o crescimento da
perturbagdo é da mesma ordem de grandeza do crescimento da camada limite e
o escoamento é nao paralelo. Desta forma, o histérico ou origem das perturbagoes
sao relevantes para a determinagao da evolugao destas e a analise local despreza o
que acontece antes e depois de uma determinada posi¢ao do perfil (HALL, 1983).
No entanto, a determinacgao das faixas de aplicabilidade da solugao local por modos
normais foi finalmente estabelecida por Bottaro e Luchini (1999). Para ntimeros de
Gortler > 7, a formulacao local por modos normais fornece uma solugao hidrodi-
namicamente valida e pode ser utilizada como condi¢ao inicial em uma formulagao
parabdlica de marcha como as equagdes de estabilidade parabolizadas (do inglés
parabolized stability equations - PSE) ou para realizar um estudo paramétrico como

sera mostrado nos capitulos subsequentes.

A seguir, sao apresentadas em detalhes a derivacao da formulagdo do problema de

estabilidade centrifuga por modos normais.
3.1 Formulagao local

No Capitulo 2, foi apresentada a proposi¢cao de decomposi¢ao do escoamento instan-
tdneo em uma soma de dois termos, cuja implicagao foi o surgimento de um conjunto
de equagoes para as perturbagoes (FLORYAN, 1991). Como este conjunto de equagoes
resultantes ¢ homogéneo e de coeficientes constantes pode-se propor uma solugao por
separagao de variaveis na forma de modos normais, i.e., assumindo-se que as pertur-
bagoes propagam-se como uma onda representada pelo produto de uma amplitude

e uma oscilagao, na forma

h*(z,y,2) = h(y) exp (ax +iB2) (3.1)

onde i = y/—1 e h uma variavel genérica representando uma perturbacao, com o
termo sobrescrito com uma barra indicando a amplitude complexa da perturbacao e
o termo exponencial sua taxa de amplificagdo na dire¢ao = e sua oscilagdo na diregao

zZ.

31



A proposta de solucao apresentada nao contempla um termo temporal pois sabe-se
de resultados experimentais que os vortices de Gortler sao estacionarios (SWEARIN-
GEN; BLACKWELDER, 1987). As varidveis sdo nimeros reais pois a corresponde a
taxa de amplificagdo na direcao longitudinal representando um crescimento ou de-
crescimento exponencial da perturbagao na dire¢do do escoamento base e 5 = 27/
o numero de onda na direcao transversal, periédico na dire¢ao z, sendo A o compri-

mento de onda.

Substituindo-se esta proposta de solucao nas equacoes de conservacao para as per-

turbagoes tem-se, para continuidade (Eq. 2.42),

8u*+8v*+8w* _ 0 N
ox oy 0z

0 [ﬂ(y)e(aeriﬁz)] n 0 [T)(y)e(al”riﬁz)} N o {w(y>e(am+iﬁz)}

ox oy 0z =0 =

_ dv(y) .. .
au(y) + oy +ipw(y) =0 . (3.2)

Repetindo o processo para as equagoes de conservacao da quantidade de movimento
nas diregbes x, y e z para as perturbagoes (Eqgs. 2.43, 2.44 e 2.45) e indicando o

apostrofo ' para representar as autofuncoes derivadas em relagao a dire¢ao normal,

apos alguns passos,

Upu+ Uau+ Uy + V' =u" — u (3.3)
Vou+ Uav + Vyu + V' +2G0o*Uu = —p' + 0" — B, (3.4)
Uaw +Vuw' = —ifp+uw’ — w . (3.5)

Os subscritos y e x representam a derivagdo do escoamento base em relacao as suas
respectivas diregoes. As barras sobre as varidveis também foram eliminadas para

simplificar a notacao.

Tomando-se w da equagao da continuidade (Eq. 3.2),
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—ifw = (au+) . (3.6)

Multiplicando a equacao de quantidade de movimento na direcao transversal z por

—if3 e substituindo —iffw da Eq. (3.6),

—Uwipw — Vipuw' = —p% —ipw” + %pw =

Ua(au+v)+V (o +0") = =% + (o + ") — 5% (au + V')

Derivando-se a equacao anterior em relacao a vy,

Uy (au+0") + V, (e’ +0") + Ua (' +0") + V (au” +0") =
—B%p + (au”’ + UIV) — % (o + ")

Multiplicando a equacao da quantidade de movimento normal y por 3% e subtraindo

da equacao anterior para eliminar p,

B2Vu + BPUav + B2V + B2V + 26°Go*Uu = —%p) + 2" — B =
Uya (au+0") +V, (o' +0") + Ua (au' +0") + V (au” +0")
—B*Vou — 2Uaw — 62%7) — B2V —26%Go*Uu =
(au///+vlv) _ 62 (ozu’—i—w”) - 52,01/ +64v 7
resultando
TV (ﬁzvx — Uya? + 262G02U) u+ (52Ua + BV, + 54) v+ (BQV — Uya) v’

—(‘@+252+Uoz>v”—‘/v’”—(Uoz2+Vyoz+52a)u’—Vau”+au”’:O

Sabendo que U, = —V,,, temos ainda
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oV + (B2Vx — Uya2 + 252G02U) U+ (B2Uoz + ,6’21/;,, + ﬁ4) v+ (52‘/ - Uya> v’
— (Vy +28% + Ua) v =V — (Ua2 — Uz + 6204) u —Vau +au” =0 (3.7)

Da quantidade de movimento na dire¢ao longitudinal x, temos

W= (Ua+ B+ Up)u—Up =V =0 . (3.8)
As Egs. (3.7) e (3.8) formam o sistema de equagdes apresentado usualmente na
literatura especializada. Este sistema pode ser ainda mais simplificado, derivando a
Eq. (3.8) em relagao a y e multiplicando-a por «,
au" = (Uyoz2 + nya> u+ (UOz2 +af® + ozUx> u' +aUyv+aVyu' +aUyp' +aVu"
Substituindo au” obtido anteriormente na Equagao (3.7),
ia% 2 2 2 2 2 2 4 2 /
v —|—(5 Ve = Uya® +28°Go U)u—|—(5 Ua+ B°Vy + 8 )v—l—(ﬁ V—Uya)v —
— (Vy +283% + Ua) v = V" — (Ua2 — Upa + 5204) u — Vou +

+ (Uya2 + aUzy) u+ (Ua2 +apf? + aUx) u' + aUyyv + aVyu' + aUyp' + aVu' =0

Reagrupando os termos, temos a forma final da equacao

o'V + (BQVQ; + alU,y, + 262G02U> u—2aVyu' + (BQUoz + aU,, + B°V, + 64> v
+82VV = (V, + 28 + Ua)v" = V" =0 . (3.9)

Lembrando que Go = Rev/ k) representa o parametro associado a curvatura k da

superficie sobre a qual a camada limite com espessura d se desenvolve.

O problema posto pela equagao de estabilidade (Eq. 3.9) e pelas condigdes de con-
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torno (Egs. 2.47), representam um problema de autovalor onde a relagao de dispersao
¢ dada por f(a,3,Go) = 0 e a solucdo da equagao diferencial s6 existe para certas

combinagoes desses parametros.

Observa-se que no desenvolvimento da derivacao das equagoes do problema de esta-
bilidade linear, os termos nao-paralelos U, U,,, V,V, e V, foram desprezados. Para
escoamentos acelerando ou desacelerando devido ao gradiente de pressao, o com-
ponente V' da velocidade normal da solucao de camada limite de primeira ordem
cresce ou decresce continuamente fora da camada limite. Isso é inconsistente com a
hipétese de que a perturbacao decairia exponencialmente longe da parede quando
os componentes da velocidade do escoamento base sao constantes. Para evitar esse
problema, Ragab e Nayfeh (1981) propuseram um sistema de coordenadas 6timo
baseado nas linhas de corrente do escoamento potencial que, para valores grandes

da coordenada normal, a velocidade normal tende para uma constante.
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4 METODOLOGIA

Das discussoes anteriores, ficou evidenciado a necessidade de se resolver duas si-
tuagoes fisicas para busca da solucao do problema de estabilidade centrifuga por
teoria linear. No Capitulo 2 foram discutidos os pormenores referentes ao problema
do escoamento base sujeito a um gradiente de pressao e obtidas as equagoes que
regem este fenomeno. Ja na Secdo 2.2.3 e posteriormente no transcorrer do Capitulo
3 os detalhes da abordagem por modos normais foram apresentados e seu equacio-
namento exposto. Em ambos, as equacoes de conservacao obtidas e suas respectivas
solugoes existentes podem ser obtidas via abordagem numérica. Neste capitulo dis-
cutiremos os passos necessarios a serem percorridos para obtencao dessas solugoes e

a posteriori, do entendimento completo do problema de estabilidade.

4.1 Abordagem para solucao das equacoes de conservagao para o esco-

amento base

O primeiro passo na solugao do problema objeto deste trabalho é resolver a questao
da camada limite de Falkner-Skan mediante a variagbes do gradiente de pressao,
uma vez que o campo de velocidades do escoamento base compoe o equacionamento

para perturbacao.

A proposicao de solucao por similaridade apresentada na Secao 2.2.2 resultou numa
equagao diferencial ordindria (Eq. 2.33) que apesar de simplificada, ndo possui so-
lugdo analitica. Logo, a metodologia numérica de solu¢ao passa por transformar a
EDO de terceira ordem em um sistema acoplado de EDO’s de primeira ordem e
utilizar um método de integracao numérica para marchar com a solugao partindo
do contorno. Para tal, uma rotina em linguagem Fortran foi adaptada do cédigo
de Mendonga et al. (2000) ja estabelecido para escoamentos em camada limite sem

influéncia do gradiente de pressao cujos detalhes sao apresentados a seguir.

Fazendo f = w1, f' = yo e f” = y3 podemos reescrever a Equagao (2.33) como um

sistema acoplado de trés equagodes na forma

Y'(1) = v
Y'(2) = vy
v@) = (" s -m(1-48) (4.1)
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sendo m o parametro de aceleragao ou desaceleracao da camada limite de Falkner-
Skan.

O sistema acima ¢ integrado numericamente utilizando o método classico de Runge-
Kutta de 4% ordem, marchando com este problema de valor inicial num dominio
computacional que vai variar em tamanho dependendo do gradiente de pressao es-
tudado. Os resultados apresentados em detalhes no Cap. 5 mostraram que gradientes
de pressao adversos exigem um malha computacional mais refinada, quando com-

parada a gradientes de pressao favoraveis.

Devido as caracteristicas assintoticas das condigoes de contorno, a direcao de inte-
gracao se da a partir da extremidade do dominio similar em cima da placa curva
(n = 0), até a outra extremidade fora da camada limite (n — oo) uma vez que,
as condicoes de contorno estao estabelecidas e devem convergir para as expressoes
(2.40). Contudo, desconhece-se o valor inicial da terceira condi¢do (f” em n = 0)

para iniciar a rotina de integracao.

Para contornar esta dificuldade aparente, busca-se o valor para f”(0) iterativamente.
Assumido um valor inicial, ao final do processo de integragao verifica-se se este valor
adotado produz uma solugao compativel com f’(oo) = 1. Caso isto ndo ocorra, outro
valor deve ser assumido para f”(0) e o processo é repetido até que as condigoes de
contorno fora da camada limite sejam satisfeitas. Ao invés de se iniciar por um
valor arbitrario assumiu-se como um primeiro chute f”(0) = 0,3321 pois sabe-
se da literatura (SCHLICHTING, 1979) que, este é o valor para o caso clssico da
camada limite de Blasius (assumindo m = 0 na formulac@o). Para acelerar este
processo de busca da condigao de contorno ideal implementou-se o método da secante
incrementando os valores dos chutes e assumindo diferentes valores de m até a

convergéncia da solugao.
Em suma, o procedimento numérico de solucao para o escoamento base consiste em:
a) Informar valores iniciais para f, f’ e chutar o valor de f” em n = 0 para o
m desejado;
b) Integrar a EDO similar (Eq. 2.33) de 0 a 94,
¢) Checar se a condi¢do de contorno em n — oo (Eq. 2.40) é respeitada;

d) Sendo, alterar o valor do chute tomando-se um valor préximo ao anterior

e integrar novamente a equacao de Falkner-Skan;
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e) Verificar se agora a condi¢ao de contorno fora da camada limite é satisfeita;

f) Se a condigdo de contorno ainda nao for satisfeita, interpolar f” entre os

dois chutes iniciais anteriores;

g) Utilizar o novo valor obtido como condigao inicial, integrar novamente a
Eq. (2.33) no dominio e

h) repetir todo o procedimento até a convergéncia.

Ao final deste processo, tem-se a solugdo do escoamento base para camada limite
para um determinado gradiente de pressao imposto, incluindo os perfis das variaveis
dependentes em func¢ao da coordenada similar 7 e da coordenada fisica y necessérias
na busca da solucao das equagoes de conservagao para perturbacao. Para uma outra
situacao fisica a ser estudada, um outro gradiente de pressao deve ser informado
via parametro m e todo o procedimento explicado acima é repetido, obtendo-se a

solugao particular desejada.

4.2 Abordagem para solucao das equagoes de conservagao para as per-

turbacgoes

Como ja discutido, uma vez conhecidas as propriedades relacionadas ao escoamento
base, parte-se para a solucao local das equacgoes de conservacao para as perturbacoes
por modos normais. Como resultado das hipdteses assumidas e da manipulagao
matematica apresentada em detalhes no Capitulo 3, temos agora um conjunto de

duas equagoes (Egs. 3.7 e 3.8) para as perturbagoes.

Analogamente ao apresentado na secao anterior, buscar-se-a4 solucionar este pro-
blema transformando as referidas equacoes de conservacao para as perturbagoes
resultantes em um sistema acoplado de seis EDO’s de 1* ordem, uma vez que a Eq.
(3.7) ¢ uma EDO de 4% ordem em v e a Eq. (3.8) ¢ uma EDO de 2% ordem em u. En-
tretanto, o procedimento numérico para a solucao, a dire¢ao adotada de integracao
numérica e outras particularidades deste problema, exigem que a metodologia e as
decisoes tomadas para obtenc¢do da solugao sejam diferentes daquelas apresentadas
na Secao 4.1. Diversas rotinas foram criadas e um cédigo em linguagem Fortran,
originalmente produzido para investigar vértices de Gortler em camada limite do
tipo Blasius, foi adaptado na busca da resolucao do problema de instabilidade cen-
trifuga (MENDONCA et al., 2000). Seus detalhes bem como a metodologia de solugao

empregada sao apresentados no decorrer desta secao.
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Ao escrever o sistema de duas equagoes, dadas pelas Eqs. (3.7) e (3.8), como um

sistema de 6 equagoes de primeira ordem, temos

v o= Ys
o=y,
"=y
"=y
oV — (52% +al,, + 252G02U) ys + (2aVy) yo + (V) y7
B (52(]& +al,, + B2V, + 54> Ya — (52\/) Y5 + (V;, +25% + Ua) Yo
u = yYs
u o=y,
u = (Ua + 5%+ Um) ys+ (U ya+(V)ys (4.2)
que na forma matricial, fazendo [Y] = [y, -, yo], fica

Y] =[M][Y] (4.3)

O sistema de equagoes acima, é resolvido por integracao numérica seguindo o método
de Runge-Kutta de 4% ordem, cujo tamanho ideal do dominio computacional depende
do gradiente de pressao adotado, assim como discutido na abordagem da solucao do
escoamento base e apresentado em detalhes na Secao 5.1. A rigor, o mesmo tamanho
e refinamento de malha computacional foi empregado para ambas. Vale ressaltar que
os perfis de velocidades para o escoamento base é conhecido e dado pelo campo de

escoamento correspondente & solu¢do de Falkner-Skan (Segao 4.1).

Fica faltando definir as condi¢ao de contorno para a solu¢do numérica. Uma condigao
de contorno é obtida da solugao exata das equagdes de estabilidade em n — oo dada
pela EDO de coeficientes constantes apresentada na sequéncia. Fora da camada
limite Uy = U,y = Uy, =0, U = Uy = 1 e para m # 0, V,V, e V,, ndo sao constantes
devido aos efeitos nao paralelos do escoamento base (Fig. 4.1). Ao desprezar estes
termos, o sistema de equagoes (4.2) se reduz a um sistema de EDO de coeficientes

constantes na forma;:
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Figura 4.1 - Perfil de velocidades em fungdo da coordenada normal para o escoamento
base de Falkner-Skan.
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A esquerda, comportamento da componente U e a direita o comportamento da compo-

nente V do escoamento base sujeito a diferentes gradientes de pressao.

Fonte: Produgao do autor.
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e a solucao do sistema de equagoes diferenciais de coeficientes constantes é do tipo

yi = Aigexp (A\gn)

(4.4)

onde A\ sao os autovalores da matriz M e A;; sdo constantes associadas ao autovetor

e autovalor 7. Ao aplicar esta proposta de solugao, requer-se que o determinante seja
zero, i.e., det [M — AI| = 0. Assim,

41



—A 1 0 0 0 0

0 —A 1 0 0 0

0 0 - 1 0 0
a2 pay 22 2 _ 221 op2v.2 =0
(=Bfa—p%) =BV (28°+a) V=X (=p°V,—28°Go*) 0

0 0 0 0 —A 1

0 0 0 0 (a+ 3?) V=

Aplicando o método dos cofatores, apés alguns passos (para maiores detalhes vide

anexo A.1), obtém-se o polinémio caracteristico a saber:

FAC =2V 4 [V2 = 35% — 20 A" + [3V6% 4 2Va + VAN
4%+ a® +35" = VAN + [ - 28%V — 26"V ] A
—p% - p%® —28% =0

(4.5)

cujas raizes obtidas (detalhes no anexo A.2) sao

)\1 = B )

)\2 = _6 )
1

Ay = 2{V+\/V2+4(04+52)] ;
1

Ay = Q{V—\/V2+4(OJ+B2)] ;

As = A3=A\

e = M=-—-A

Isto implicaria numa solugao geral como uma combinagao linear na forma:

Y = AYre P14 A Y P4 AV e M4 AV e+ Ay e M+ AsYi e (4.6)
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Porém, as solugoes devem respeitar as condigdes de contorno estabelecidas (Egs.
2.47), uma vez que longe da regiao cisalhante, sabe-se que as perturbagoes decaem
exponencialmente. Considerando também a existéncia de raizes repetidas, temos

portanto

A=—-0 e )\:;[V—\/VQ—HL(OH-B?) , (4.7)

sendo que o sinal negativo é escolhido pois, para « e [ positivos

V< V2 +d(a+ 2

Desta forma, a solucao Y entao é dada como a soma de trés componentes, uma
dita ndo viscosa Y7 e outra duas viscosas (Y7 e Yirr) que tendem a decair mais

rapidamente. Logo,

sendo,
le = le eiﬁn )
1/2 - }/]I e)\n ’

Ys =YIr 776)‘7’ + Yy e )

onde Y3 é obtido como a solugdo linearmente independente (LI) de Y devido a
existéncia de raizes repetidas (detalhes no anexo A.3). As constantes A; sdo omitidas
pois as solugoes sao linearmente independentes. Os autovetores associados Y7, Yir e

Yrrr tomam a forma,
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52
_53

(4.9)

(4.10)

2\
Y= " , (4.11)
Ys

YsA

com

V22 @) 20+ (V= N3N = N3
s = B2 (Vy +2Go?)

(4.12)

De posse da solugao na regiao de escoamento livre, opta-se por fazer a integracao
no sentido de fora da camada limite em direcao a parede, pois a solug¢ao da equagao
diferencial tem uma componente nao fisica que cresce exponencialmente com 7 e
foi descartada impondo-se a condi¢ao de decaimento exponencial das perturbagoes
longe da parede (Eq. 4.6). Vale salientar que na solu¢ao numérica, esta solu¢ao pode

surgir a partir de erros de arredondamento ou truncamento e se isto ocorrer, o erro
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¢ amplificado exponencialmente. Assim, integra-se de n = oo a n = 0 de modo que
a solucao desejada seja crescente na direcao de integracao, enquanto que a solugao

nao desejada torna-se decrescente.

Durante este processo de integracao, a solugdo por modos normais resulta em um
sistema de equacoes rigido, uma vez que os autovalores «, § e Go nao possuem a
mesma ordem de magnitude. Todavia, ¢ necessario garantir que a independéncia
linear da solugao Y seja mantida. Para tal fim, utiliza-se um procedimento conhe-
cido como Ortonormalizagiao de Gram-Schmidt! (OGS). A medida que o método de
integracao percorre o dominio, uma solugao Y é obtida para aquele ponto da malha
computacional e a ortonormalizacao dos autovetores Y7, Y7 e Y777 que compoem a

solugao LI é efetuada como se segue:

e Normaliza-se Y; = Z; = Y;/|Y]],

e Obtém-se a projecao de Y;; sobre Z; fazendo Z;; = Y — (}/IIZI)ZI,

Normaliza-se agora Z;; = Zi = Z11/|Z11],

e Forma-se a projecao de Yj;; sobre o plano Z; e Zj; obtendo-se Z;;; =
Yirr = YVirZ0) Zr — (Y Zi) Zur,

Por ﬁm, normaliza-se L= 2 = Z[[[/|Z][[‘.

A medida que a integragao marcha com a solucado, fica garantida a independéncia
linear de Y ponto a ponto em direcao a parede. Em n = 0, novamente uma combi-
nacao linear deve satisfazer as condigoes de contorno (v = v = v’ = 0). Assim, para
o vetor solucao dado por Y = [v,v',v”, 0" u,u'] temos junto a parede, ja eliminadas

as solugoes que nao respeitam as condigoes de contorno,

BiYr+ByYr+BsYrr=r +t

o O O = O O
o O = O O O
_ o O O O O

ou

IMétodo de ortogonalizacio de um conjunto de vetores em um espaco com produto interno
(CHENEY; KINCAID, 2009).
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cujo determinante precisa ser nulo a fim de se evitar a solugao trivial. Na busca pelo

determinante implementou-se uma decomposicao LU. Se o determinante nao for

zero, com outro chute para o autovalor proximo ao anterior interpola-se um terceiro

via método da secante e o processo acima descrito é repetido até a convergéncia,

i.e., até que a solugao respeite as condicoes de contorno em n = 0.

O procedimento numérico de solucao para as equagoes de conservagao para as per-

turbagoes por LST fica:

a)
b)

De posse dos perfis do escoamento base de Falkner-Skan para o m desejado;

Informar 2 valores iniciais para os autovalores e chutar o terceiro, i.e.,

informar 5 e Go e chutar um valor para a dado o m;
Integrar o sistema de equagoes (Eqs. 4.2) de 7 = s a 7 = 0;

A cada passo do método de Runge-Kutta, verificar se os autovetores obtidos

estao linearmente independentes. Sendo, aplicar OGS;

Checar se a condigao de contorno em 1 = 0 (Eq. 2.47) é respeitada calcu-

lando o determinante da matriz;

Se o determinante dela for nao-nulo, alterar o chute do autovalor; tomando-
se um valor préoximo ao anterior e integrar novamente o sistema de equa-

coes;
Verificar se as condi¢des de contorno junto a placa curva sao satisfeitas;

Se as condigoes de contorno ainda nao forem satisfeitas, interpolar o auto-

valor entre os dois chutes iniciais anteriores;

Utilizar o novo valor para a como condicao inicial, integrar novamente as

Egs. (4.2) no dominio e

repetir todo o procedimento até a convergéncia.
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Este procedimento numérico fornece nao somente a relacao de dispersao a =
f(B,Go), mas também todas as informagdes sobre o campo de velocidades tanto
do escoamento base quanto das perturbacoes. A relacao de dispersao permite ana-
lisar a resposta de um escoamento mediante a uma perturbacao na forma de um
diagrama. O estudo paramétrico efetuado, incluindo os diagramas de estabilidade
para diversas condi¢oes do gradiente de pressao é apresentado no Capitulo 5. To-
davia, para um melhor entendimento desta pesquisa, antes de se iniciar a discussao
acerca dos resultados obtidos se faz necessario abordar alguns detalhes em torno
dos parametros de interesse do problema de instabilidade centrifuga, incluindo a
adimensionalizacao adotada na presente investigacao e como essas variaveis podem

ser relacionadas.

4.3 Amplificacado a montante ao longo de uma linha de comprimento de

onda )\ constante

Para vortices de Gortler é sabido que o nimero de onda [ dimensional é constante a
montante, pois o comprimento de onda dimensional A é constante. E usual adotar-se

o comprimento de onda A adimensional definido como

A=A (4.13)

v
onde Uy é a velocidade do escoamento externo a camada limite.

Para a camada limite de Blasius, sendo U, constante e A constante, percorrer a placa
curva na diregdo de x crescente corresponde a andar sobre uma linha A constante

no diagrama de estabilidade.

Para a camada limite de Falkner-Skan, sendo Uy = U,(z) e usando a mesma defini¢ao
de A acima, na diregdo do escoamento x, A varia com U,(z) = Cz™. Dessa forma,

percorrer uma linha de A\ constante implica seguir uma linha A(x).

A seguir sao derivadas as equagoes que permitem calcular a amplificagao da per-
turbagao ao longo da direcao do escoamento. A amplificacdo da perturbacao u* por

exemplo, é dada pela variagdo de u* por unidade de u*, tal que, dado

u'(z,y, 2) = uy) exp (ax +ifz)
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Law
u* dx A

A
=« = In— =

(4.14)

sendo « a taxa de amplificacao espacial, § o nimero de onda transversal, A a am-

plitude de uma perturbagao para uma dada posicao longitudinal z e Ay a amplitude

inicial para uma posicao de referéncia xy. Na forma adimensional a integral acima

é feita em termos da variacao de Go, ou 3, ou A, como sera visto. Isto é necessario

uma vez que a informacgao de posi¢ao longitudinal é perdida na formulagao local por

modos normais e a variavel independente x tem que ser substituida por uma das

variaveis adimensionais definidas acima.

Na andlise que se segue, a amplificacao na direcao longitudinal é calculada para uma

sucessao de valores de § adimensionais § = [40(x) e seus correspondentes valores

de Go(z) no diagrama de estabilidade.
4.3.1 Adimensionalizacao dos autovalores

Para o nimero de onda transversal adimensional

B = Bad = Bo = Bado =

onde o subscrito 0 indica uma dada posicao inicial sobre a curva neutra escolhida

para o inicio da marcha, o subscrito d indica a variavel dimensional e da definicao de

0= \/ T € da aceleracao para o escoamento livre no caso de Falkner-Skan U, (z) =

Cz™, tem-se

4] ve Uy x xy

Y (. . = —
(50 Ue Vo ™ xg 50

tal que

go _ (;go)(l—m)ﬂ

Da definicao de A, para \, kK e v constantes, temos

48

(4.15)



U\ A U r\™
A= 22VEN S () 4.1
1% = A() U() < > ( 6)

A partir da definicdo do niimero de Gortler Go = UTE‘S ko aplicada a posi¢ao inicial,
tem-se
Uy
Gop = %\/kéo ,
tal que
Go U.6 [o Go U. [0\ U |/fve Up\*?

Goo TodoVao — Goo Uo\\d) ~ T\ \Uevay

Go T \™ 2\ 3(1-m)/2 Go 2\ (3+m)/4
_— e _ :> —_ = -
GOO <£130> (l’o) GOO (l’o)

Escrevendo agora Go e A em funcao de /3, temos

(1-m)/2
gﬂ - <50> , (4.17)
A 2m/(1—m)
- (é) , (4.18)
o (3-+m)/[2(1-m)
G; - (g) (4.19)

Desta forma, caminhar a jusante ao longo de uma linha de A constante, exige variar
B, Go e A de acordo com as Equagoes (4.17), (4.18) e (4.19) acima.

4.3.2 Amplificacado das perturbagoes

A amplificacao de uma perturbacdo h* qualquer ao longo da direcao longitudinal é
obtida integrando-se a taxa de amplificagdo como se segue. Na forma dimensional,

temos
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h* = Aexp (aqx) (4.20)

onde oy representa a taxa de amplificagdo dimensional. J& a taxa de amplificagao

adimensional é definida como sendo

o = QT
Tomando a derivada

(2}; = agAexp (agx) = dh

Integrando a equacao por separacao de variaveis

In (hzl((xx(?) =In <zfo) = /m: agdr (4.22)

que na forma adimensional assume a forma,

In (fo) _ /1 o d(w)zo) (4.23)

A equacao para amplificacao de uma perturbagao pode ser escrita também em termos

do comprimento de onda A ou do nimero de onda transversal (.
Em termos de A

Da Equagao (4.16) tem-se

diferenciando-se



Substituindo a diferencia¢do acima na equagao da amplificagao (Eq. 4.23),

A = 1A\
In{— ) = — [ — —dA . 4.24
" (AO) /1 Oém (A()) Aod ( )

Usando a regra do trapézio para integragao numérica da Eq. (4.24), temos

w(4) = o g0 o]t -a) . A

onde

A (=m)/m
- (A) | (4.26)

Em suma, na forma adimensional, deve-se integrar a taxa de amplificacao ao longo

da coordenada A como apresentado.
Em termos de [

Da Eq. (4.15) tem-se

Diferenciando-se a equacao acima

2 g\ Wm/a=m) g
d(ﬂfo>_1—m<5o> o

substituindo-a na equacao da amplificacdo (Eq. 4.23), obtém-se

A B - 9 /6 (14+m)/(1—m) 1

Usando a regra do trapézio para integracao numérica da equacao anterior, temos
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o <jo> B (1—2m)60 2 ; { (@8);y + (8); | (Birs = Bi) (4.28)
onde
(14+m)/(1-m)
§= ( é) : (4.29)

Analogamente ao apresentado anteriormente, na forma adimensional, deve-se inte-

grar a taxa de amplificacao ao longo da coordenada 3, como mostrado acima.

Destaca-se que na formulagao local por modos normais, as variaveis do problema
sao os autovalores e a informacao de posicao longitudinal nao entram no equaciona-
mento. Dai a necessidade de se integrar ao longo de uma variavel conhecida deste

equacionamento.

4.3.3 Relagao entre o comprimento de onda e o niimero de onda trans-

versal

Podemos relacionar ainda o comprimento de onda A com o nimero de onda trans-

versal  seguindo a seguinte formulagao. Como \; = %—:, temos
U U.b 2w 2m
A= "VEX kO —— 4.
R (430

ou ainda

3/2
A= (U;5 x/ﬁ) ;7; 2; = A=Go (?) . (4.31)

52



5 RESULTADOS

Caracterizado o problema objeto deste estudo e apresentada a metodologia empre-
gada para a solucao do mesmo, prosseguem-se as discussoes acerca dos resultados
obtidos. Nas secOes que se sucedem, boas praticas afim de garantir a qualidade da
solugdo numeérica sao mostradas e em ordem as curvas neutras para camadas limite
expostas a diferentes gradientes de pressao (favoraveis e adversos) sdo comparadas
ao diagrama de estabilidade para camada limite do tipo Blasius. As curvas de ta-
xas de amplificacdo constantes também sao contrapostas para diferentes valores do
parametro de aceleracao de Falkner-Skan. Posteriormente, uma discussao sobre o
valor do comprimento de onda transversal A,,s, que implica no crescimento mais
rapido de uma perturbagao em cada diagrama mostrando a relacao entre Az, € 0
gradiente de pressao é apresentada. Uma andlise voltada ao entendimento do campo

de velocidades submetido a diferentes gradientes é explicitada ao final.
5.1 Estudo de independéncia de malha

A solugdo numérica de um problema é fortemente dependente da malha utilizada
na discretizacdo do dominio uma vez que o nimero de pontos, dentre outros fatores,
esta diretamente relacionado a exatidao da simulagao e o esfor¢o computacional as-
sociado. Para assegurar a independéncia do resultado obtido em relagao a densidade
da malha adotada foi conduzido um estudo de independéncia de malha. Fixando-se
fem 0,5 e« em 1075, cinco malhas foram testadas tomando-se como referéncia a
variacao do nimero de Gortler sob diferentes condi¢ées do gradiente de pressao, ou
seja, variando-se o valor do parametro de Falkner-Skan m. O resultado é apresentado
na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Estudo de independéncia de malha efetuado. Na segunda coluna o nimero de
elementos empregados. Na terceira coluna a variacdo do nimero de Gortler
para gradiente neutro, na quarta para gradiente favoravel igual a 0,3 e na
ultima para um gradiente adverso igual a —0, 04.

n.’ m=0 m=0,3 m=-0,04
de elementos Go Go Go
Caso 1 500 1,4113  2,0595 1,2616
Caso 2 2500 1,4134  2,0618 1,2642
Caso 3 5000 1,4137  2,0622 1,2632
Caso 4 7500 1,4137  2,0622 1,2637

Caso 5 10000 14137  2,0622 1,2633
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Pelas simulagoes realizadas para determinar a independéncia dos resultados em re-
lacao a malha, pode-se garantir que qualquer um dos cinco caso testados e apre-
sentados na Tabela 5.1, sera suficientemente eficiente para captura do fenémeno. A
diferencga quase insignificante observada entre eles mostra como o c6digo se comporta
bem quando o gradiente varia de neutro a favoravel. Entretanto, o desempenho cai
consideravelmente quando o c6digo roda um gradiente muito adverso. Para contor-
nar essa dificuldade, nesta pesquisa adotou-se uma malha com 11000 pontos para os
estudos relativos ao gradiente adverso enquanto que uma malha com 5000 pontos

foi empregada nos casos envolvendo os gradientes de pressao neutro e favoravel.
5.2 Verificacao do cédigo

Para certificar-se de que os resultados obtidos estejam em congruéncia com a litera-
tura, dois casos de verificacao foram realizados. Um para avaliar o comportamento
das curvas neutras sem a influéncia do gradiente de pressao (Fig. 5.1), comparando-
se aos resultados apresentados por Saric (1994) e Goulpié et al. (1996). Um segundo
comparando agora o desempenho da curva neutra para camada limite de Falkner-
Skan com m = 0,3, confrontando o resultado de Goulpié et al. (1996) (Fig. 5.2).

Ambos sdo baseados na teoria de estabilidade linear.

Figura 5.1 - Curvas neutras utilizadas para verificacdo do cédigo para o pardmetro de
aceleracao de Falkner-Skan m = 0.

10 |

Go

Proposta atual
Saric (1994) e
Goulpie et. al. (1996) +

B

Fonte: Producgao do autor.
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Figura 5.2 - Curvas neutras utilizadas para verificacdo do cbédigo para o pardmetro de
aceleragdo de Falkner-Skan m = 0, 3.

Go
X

Proposta atual ------
Goulpie et. al. (1996) X

p

Fonte: Producao do autor.

Com a malha computacional empregada no presente estudo o cédigo foi capaz de
reproduzir as curvas neutras apresentadas nos trabalhos de Saric (1994) e Goulpié
et al. (1996) tanto para camada limite de Blasius quanto para camada limite de
Falkner-Skan. Da Figura 5.1 constata-se uma boa concordancia de resultados para
o primeiro caso teste. Para o segundo caso, a ligeira diferenga observada na Fig.
5.2 se da ao fato de que Goulpié, ao estudar o caso de Falkner-Skan com m = 0, 3,
considerou os termos nao-paralelos em sua formulacao original, enquanto que nesta

pesquisa estes termos sao desprezados por hipotese como discutido preliminarmente.
5.3 As curvas neutras

Como discutido no Capitulo 1, é consenso que gradientes de pressao adversos des-
tabilizam a camada limite e gradientes de pressao favoraveis possuem um efeito
estabilizador. A Figura 5.3 mostra um comparativo entre curvas neutras para di-
ferentes valores do parametro de aceleracao de Falkner-Skan, indo do caso mais
adverso (m = —0,09) ao mais favordavel (m = 0,5). Segundo Goulpié et al. (1996),
m = —0,0904 corresponde ao caso limite para um escoamento desacelerado sem
separagao da camada limite. Observe que abaixo de Go =~ 10 a regiao instavel é
reduzida para gradientes de pressao favoraveis e aumentada para gradientes de pres-

sao adversos. Ou melhor, para gradientes de pressao favoraveis o escoamento se
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torna instavel a nimeros de Gortler maiores e para gradientes de pressao adverso o

escoamento se torna instavel a nimeros de Gortler menores.

Figura 5.3 - Comportamento das curvas neutras sob diferentes condi¢des do gradiente de

pressao.
100
10 } Instavel i
o m=0,1;0,2;0,35;0,5 _.z
O .‘»:-=$
1t Estavel E
m = -0,02; -0,04; -0,06; -0,08; -0,09
0.1 : :
0.1 1 10
p

A linha sélida representa uma camada limite do tipo Blasius. As linhas tracejadas, di-
ferentes gradientes de pressao favordveis e as linhas pontilhadas, gradientes de pressao
adversos. Acima de Go = 10, a regido instavel para escoamentos sujeitos a gradientes de
pressao favordveis é maior do que para escoamentos com gradientes de pressdao adversos.

Fonte: Produgao do autor.

Acima de Go =~ 10 esta tendéncia é invertida como pode ser observado na Fig. 5.4.
Este resultado também foi relatado por Goulpié et al. (1996), mas deve-se levar
em consideracao que a posicao da curva neutra nao é o unico aspecto que deve ser
levado em conta no julgamento da estabilidade de um dado escoamento. E necessério

comparar também as taxas de amplificacdo e o comprimento de onda mais instavel.
5.4 Os diagramas de estabilidade

Os resultados a seguir mostram os diagramas de estabilidade com as curvas repre-
sentando diferentes taxas de amplificagdo (a)) constantes para avaliar os efeitos do
gradiente de pressao. Com o intuito de se obter um caso referéncia, foi produzido

um diagrama de estabilidade para camada limite de Blasius como mostra a Fig. 5.7.
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Figura 5.4 - Regiao particular onde as curvas neutras se cruzam.

14
12
10

e) 7

)
8 m=0 —

0,5 -
_O’O8 ............

6
4

1.4 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8
p

Detalhes da Fig. 5.3 no intervalo onde o gradiente de pressdo favoravel tem uma maior
faixa de ntimeros de onda transversais (/3) instdveis comparativamente ao gradiente de
pressao adverso.

Fonte: Producao do autor.

Os autovalores presentes nos diagramas de estabilidade (Figs. de 5.7 até 5.17), mos-
tram curvas de taxa de amplificagdo constante para diferentes valores de o no plano
Go, 3. Os valores de taxa de amplificacao de cada uma das curvas estd indicado a es-
querda de cada curva. A linha reta que corta as curvas corresponde ao comprimento
de onda transversal que implica no crescimento mais rapido de uma perturbacao,
i.e., no caminho onde a perturbacao encontrara as maiores taxas de amplificagao.
De acordo com o critério aqui adotado, para uma camada limite do tipo Blasius, o
comprimento de onda transversal adimensional do modo de crescimento mais rapido
¢ A = 212 onde, segundo a Eq. (4.31),

A=

3/2
U;A\/ﬁ = Go (?) : (5.1)

com o comprimento de onda transversal dimensional igual a A\ = 2w /3. Este valor é

compativel com o valor de A = 210 indicado na literatura.

Uma vez que U, = U,(x) para camadas limite com gradiente de pressao, ao contréario
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da camada limite de Blasius, A varia a jusante mesmo em paredes com curvatura
constante xk e comprimento de onda transversal A também constante. Seguir uma
linha constante de A corresponde a seguir variacoes de Go, 3 e A a partir de uma
dada posicao inicial indicada pelo subscrito i, de acordo com as relagoes propostas
na Secgao 4.3.1 (Egs. 4.17, 4.19 e 4.18) a saber:

B _ <5’5>(1_m)/2 , (5.2)

51' X

G (3+m)/[2(1—m)]

G; _ (5) , (5.3)
A 2m/(1—m)
s (g) , (5.4)

No presente trabalho, dois critérios foram adotados para identificar o modo de cresci-
mento mais rapido. Um é baseado no comprimento de onda transversal A que possui
a maior taxa de amplificagdo em Go = 7, limite inferior estabelecido para validade
da formulagao local (BOTTARO; LUCHINI, 1999). O outro é baseado na maior am-
plificagdo, marchando a jusante de Go = 7 até Go = 14 ao longo de uma trajetéria
de comprimento de onda transversal constante A. A amplificacdo é computada de

acordo com a Equagao (4.14):

A x
In - = / odr . 5.5
T (5.5
o
Os valores para o comprimento de onda adimensional que provocam o crescimento
mais rapido A,,s, dependem da escolha da extensdo a jusante considerada (neste

caso 7 < Go < 14), porque uma linha de A constante nao segue exatamente uma

linha de minimo de Go para uma dada curva de taxa de amplificagdo constante.

As Figuras de 5.7 até 5.17 também mostram dois valores para A, um em Go = 7
e outro para a posi¢ao longitudinal em Go = 14, ao longo de uma trajetéria para
A constante. Para a camada limite de Blasius A é constante de acordo com a Eq.
(4.31).

Diagramas de estabilidade para gradientes de pressao favoraveis sao apresentados nas
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Figs. 5.8 a 5.12. As curvas de taxas de amplificacdo constantes a sao deslocadas para
cima conforme o pardmetro de aceleracao m aumenta. Ja o valor de A para o modo
de crescimento mais rapido decresce com o aumento de m, de acordo com o critério
estabelecido de amplificacdo em Go = 7 a Go = 14. Este resultado é apresentado
na Tabela 5.2. O critério baseado na maior taxa de amplificacao em Go = 7 mostra

que o0 A4, nivela em A = 161 apés m = 0,4, aumentando lentamente depois disso.

A tendéncia oposta é observada nos diagramas de estabilidade para gradientes de
pressao adversos apresentados nas de Figs. 5.13 até 5.17. As linhas de taxas de ampli-
ficag@o constantes « sdo deslocadas para baixo, indicando que taxas de amplificagao
mais altas sdo alcancadas mais cedo, com um Go mais baixo. O comprimento de
onda de crescimento mais rapido A,,s, aumenta continuamente conforme resumido
na Tabela 5.3. Ou seja, quanto maior o parametro de aceleragao de escoamentos

com gradiente de pressao adverso, maior o valor de A,,4,.

Tabela 5.2 - Comprimento de onda transversal do modo de crescimento mais rapido A
para diferentes gradientes de pressao favoraveis (m). A segunda e a terceira
coluna ilustram o critério de integracdo da amplitude. Na quarta coluna o
critério da taxa de amplificagdo maxima em Go = 7.

m  AN(Go=T7) Af(Go=14) A

0,0 212 212 185
0,1 183 200 172
0,2 165 197 166
0,3 152 196 163
0,4 141 197 161
0,5 133 199 161
0,6 127 202 161
0,7 121 206 161
0,8 116 210 162
0,9 112 212 164

A Figura 5.5 mostra a variacao do comprimento de onda transversal adimensional A
ao longo do caminho que incorre no modo de crescimento mais rapido para diferentes
valores do pardmetro de aceleragdo de Falkner-Skan m, incluindo a camada limite
de Blasius. Quanto mais forte o gradiente de pressao adverso maior é o comprimento
de onda transversal correspondente ao modo de crescimento mais rapido. Isto esta
de acordo com as conclusées de Rogenski et al. (2016a) relacionando o tamanho dos
vértices com o aumento da espessura da camada limite. Para gradientes de pressao

favoraveis, quanto mais forte for o gradiente de pressao, menor sera a magnitude do
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Tabela 5.3 - Comprimento de onda transversal do modo de crescimento mais réapido A
para diferentes gradientes de pressdo adversos (m). A segunda e a terceira
coluna ilustram o critério de integracdo da amplitude. Na quarta coluna o
critério da taxa de amplificacdo maxima em Go = 7.

m  AN(Go=T7) Af(Go=14) A

0,0 212 212 185
20,01 216 214 187
20,02 220 216 188
20,03 225 219 191
20,04 230 221 194
20,05 236 225 197
~0,06 243 229 200
0,07 251 235 205
0,08 260 241 211
20,09 275 253 220

comprimento de onda. Isso pode ser explicado como resultado da menor espessura
da camada limite. No entanto, ao longo do caminho dos vértices, mais a jusante em

valores mais altos de Go as curvas de A,,s, se cruzam.

Ja na Figura 5.6 é apresentada a variacdo da taxa de amplificacdo o ao longo do
caminho do modo de crescimento mais rapido para diferentes valores do parametro
de aceleracao de Falkner-Skan m. Observa-se uma tendéncia de aumento continuo
da taxa de amplificagdo com a reducao do parametro de Falkner-Skan indo de m =
0,8 a m = —0,08. Este resultado mostra o efeito desestabilizador do gradiente
de pressao adverso sobre o comprimento de onda que tem maior amplificacdo e o
efeito estabilizador correspondente de gradiente de pressao favoravel. Desta forma,
complementasse e resumisse as conclusoes retiradas dos diagramas de estabilidade
relativos aos valores de A,,;, e as caracteristicas de estabilidade para diferentes

condigoes do gradiente de pressao.

Estes resultados, além de confirmarem conclusdes anteriores sobre o efeito do gra-
diente de pressao na estabilidade dos vortices de Gortler, cobrem uma gama maior
de parametros. O comprimento de onda transversal adimensional (A) da camada
limite de Blasius associada com modo de crescimento mais rapido, reportado em
um intervalo em torno de A,,z, = 210, é frequentemente utilizado como referéncia
para diferentes estudos. Entretanto, a presente investigacao mostra que A,,, varia
consideravelmente com o gradiente de pressao uma vez que diferentes valores do

parametro de aceleracao foram investigados.
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Figura 5.5 - Variacao de A ao longo da trajetéria correspondendo ao comprimento de onda
que incorre no crescimento mais rapido para gradientes de pressao favoraveis

e adversos.
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Figura 5.6 - Variacdo da taxa de amplificacdo « ao longo da trajetéria correspondendo ao
comprimento de onda que incorre no crescimento mais rapido para gradientes
de pressao favordveis e adversos.
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Figura 5.7 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = 0.
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Figura 5.8 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m =0, 1.
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Figura 5.9 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = 0, 2.
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Fonte: Producao do autor.

Figura 5.10 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = 0, 3.
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Figura 5.11 - Diagrama de estabilidade para voértices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = 0, 4.
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Figura 5.12 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = 0, 5.
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Figura 5.13 - Diagrama de estabilidade para voértices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = —0, 02.

100 T T

-

Go
o
N

0.05-._

A(Go =7): 220
A(Go = 14): 216 E

0.1 : .
0.1 1 10

B

Fonte: Producao do autor.

Figura 5.14 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = —0, 04.
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Figura 5.15 - Diagrama de estabilidade para voértices de Gortler em camada limite de

Falkner-Skan com m = —0, 06.
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Figura 5.16 - Diagrama de estabilidade para vortices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = —0, 08.

100

10 } T e ]

Go
o
N

S~
—— —

A(Go = 7): 260
A(Go = 14): 241 .

0.1 : :

B

Fonte: Producao do autor.

66



Figura 5.17 - Diagrama de estabilidade para voértices de Gortler em camada limite de
Falkner-Skan com m = —0, 09.
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5.5 Analises adicionais

Em se tratando do comprimento de onda que corresponde ao crescimento mais rapido
de uma dada perturbacao A,,s., poucas consideragoes podem ser retiradas da lite-
ratura quando se considera o efeito de gradiente de pressao. No trabalho de Goulpié
et al. (1996) para m = 0,075, dentre os diversos A testados, o que apresenta maior
taxa de amplificagdo é A = 210. Como o pardmetro de aceleragao da camada limite
investigado ¢ pequeno e préximo ao valor correspondente a uma camada limite sem
influéncia do gradiente de pressao, o resultado é compativel com o valor classico de
210 para Blasius. A conclusao apresentada vai ao encontro do resultado obtido neste

trabalho para um gradiente de pressao favoravel com m = 0,1, conforme mostra a
Tabela 5.2.

Ja em Matsson (2008) sao investigados diferentes valores de m partindo de Go = 2
para dois valores distintos de ntimero de onda (), 0,22 e 0, 52. Em seu trabalho nao
é reportado o comprimento de onda A utilizado nem é considerado o comprimento de
onda A4, que implicaria no crescimento mais rapido de uma perturbagao. Todavia,
utilizando as Eqgs. (4.31), (5.3) e (5.4) é possivel obter esses valores de A em Go = 2
e calcular os valores equivalentes em Go = 7, convertendo os dados informados por
Matsson para as condi¢oes estudadas neste trabalho. Um compilado mostrando estes

resultados comparativos é apresentado na Tab. 5.4.

Tabela 5.4 - Comparativo entre os resultados obtidos por Matsson (2008) e o presente
trabalho. Na primeira coluna os gradientes de pressao estudados. Na segunda
e terceira colunas os valores de 3 e A do estudo de Matsson em Go = 2 e
B = 0,22 transportados para a condigdo Go = 7. Na quarta e quinta colunas
os valores de § e A em Go = 2 e § = 0,52 transportados para a condigdo
Go = 7. Na sexta coluna, os comprimentos de onda A3, obtidos neste estudo
para os correspondentes valores de parametro de aceleracio m em Go = 7.

m  B(Go=7) AMGo=T) B(Go=T7) ANGo=T) Ans

-0,075 0,553 268 1,306 74 255
0 0,507 305 1,199 84 212
0,075 0,467 345 1,105 95 201
0,15 0,433 388 1,022 107 173
0,3 0,374 481 0,885 132 152

A Tabela 5.4 mostra que os comprimentos de onda (A) estudados por Matsson nao
correspondem aos valores que resultam na maior amplificagao obtidos no presente

trabalho. Contudo, seus resultados ratificam as conclusoes que gradientes de pressao
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favoraveis possuem efeitos estabilizantes e os adversos desestabilizantes.

Dos gradientes de pressio apresentados por Matsson (2008) (m =
—0,075;0,075;0,15 e 0,3) em seu estudo, pela Fig. 5(b) quanto maior o pa-
rametro de aceleragdo mais estavel é o escoamento. Os valores de A do estudo de
Matsson (apresentados na Tabela 5.4) sao diferentes dos valores correspondentes
a N5 determinados no presente estudo. Para cada valor de m investigado por
Matsson, dois valores de A sdo apresentados. Estes dois valores correspondem a
B =0,22¢e f=0,52 em Go = 2. Os valores resultantes de A correspondentes a
B = 0,22 sdo maiores do que os valores de A,,;, determinados no presente estudo,
enquanto que os valores de A correspondentes a § = 0,52 sdo menores do que o
valor de A,,4,. Ainda da Fig. 5(b) de Matsson, os casos para § = 0,52 tem menor
amplificacdo do que os casos f = 0,22. No entanto, como os A correspondentes
estdao em lados opostos de A, este resultado ndo poderia ser previsto com
antecedéncia com base apenas no valor de A, uma vez que quanto mais afastado
para maior ou para menor em relacao ao valor de A,,4, mais estavel é a perturbagao
e com A posicionando-se a direita ou a esquerda de A,,s, nao é possivel fazer tal

comparacao.

Um numero maior de casos investigando o efeito do gradiente de pressao no de-
senvolvimento dos vértices de Gortler é apresentado em Rogenski et al. (2016a).
Sao mostrados resultados tanto para gradientes de pressao constantes, quanto para
gradientes de pressao variando linearmente e gradientes de pressao associados ao pa-
rametro de Hartree () da solu¢ao de Falkner-Skan. A andlise apresentada a seguir
corrobora as conclusoes oferecidas por Rogenski sobre a relagdo entre gradiente de

pressao e comprimento de onda mais amplificado.

Para camada limite dada pela solu¢ao de Falkner-Skan, Rogenski utilizou v =
—0,15;—-0,075;0;0,125 e 0,25 com nimero de Gortler igual a Go = 2,5 e com-
primentos de onda A iguais a 100, 250 e 450. Aplicando a relacaio m = v/(2 — )
e as Equagoes (5.3) e (5.4) é possivel transportar os valores de A para a posi¢ao
correspondente em Go = 7. Os valores de v, m e os correspondentes A em Go =7
sao apresentados na Tabela 5.5, juntamente com os valores de A,,,, para cada =

obtidos na presente investigacao.

As figuras da investigagdo de Rogenski et al. (2016a) mostram que quanto maior
o gradiente de pressao adverso, maior a amplificacao das perturbacoes e quanto
maior o gradiente de pressao favoravel, menor a amplifica¢do. Na sua Figura 5(a)
os casos v = —0,15 e v = —0,075 (m = —0,07 e m = —0,036) para A(Go =
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Tabela 5.5 - Comparativo entre os resultados obtidos por Rogenski et al. (2016a) e o pre-
sente trabalho. Na primeira coluna os valores do pardmetro de Hartree in-
vestigados. Na segunda os gradientes de pressao correlatos. Na terceira os
valores de A do estudo de Rogenski em Go = 2,5 e A = 100 transportados
para a condicdo Go = 7, bem como na quarta e quinta colunas os valores
de A =250 e A = 450 em Go = 2,5 respectivamente transportados para a
condicdo Go = 7. Na ultima coluna os comprimentos de onda A,,q, obtidos
neste estudo para os correspondentes valores de parametro de aceleragdo m

em Go=717.
Y m  AGo=7) ANGo=T7) ANGo=T7) Ans
0,0 0,0 100 250 450 212
-0,15  -0,07 91 227 408 251
-0,075 -0,036 95 238 428 228
0,125 0,067 109 274 492 197
0,25 0,143 121 301 543 174

2,5) = 250 — A(Go = T) = 227 e 238 possuem taxas de amplificagdo e crescimento
muito semelhantes, sendo que as perturbagoes que mais crescem identificadas neste
trabalho seriam respectivamente A,,,, = 251 e A0 = 228. A amplificacao de um
dado A é funcao tanto do gradiente de pressao quanto da proximidade de A4,
para aquele gradiente e, portanto, o crescimento similar das duas perturbacoes com

gradientes de pressao diferentes é consequéncia da associagao desses dois parametros.

Rogenski compara as taxas de amplificacao e a amplificagao total a jusante para os
comprimentos de onda A(Go = 2,5) = 100 e A(Go = 2,5) = 450 para v = 0,25
e —0,15 (m = 0,143 e —0,07). Para A(Go = 2,5) = 100, os dois valores de m
(0,143 e —0,07) resultam em A(Go = 7) = 121 e 91. Os valores correspondentes de
Aaz para os valores de m considerados sao 174 e 251, respectivamente. O maior
crescimento da perturbacao com gradiente de pressao favoravel em relacao ao caso
com gradiente de pressdo adverso mostrado na sua Figura 6(a), pode ser explicado
pelo fato de a amplificagao total ser fungao tanto do gradiente de pressao, quanto da
proximidade da amplificacao maxima, que varia de acordo com o valor do parametro
de aceleracao m. A distancia relativa entre o comprimento de onda do caso com
gradiente de pressao favoravel A = 121 e o correspondente A,,,, = 174 é menor
do que a distancia relativa do caso com gradiente de pressao adverso A = 91 e
Apaz = 251. Isso poderia justificar o maior crescimento da perturbacao no caso
com gradiente de pressao favoravel, apesar do gradiente de pressao adverso resultar
em maior desestabilizagdo, o comprimento de onda resulta numa perturbacao com

pequena amplificacao. Esta interpretacao é qualitativa, uma vez que, pelos valores
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utilizados por Rogenski nao é possivel fazer uma avaliagdo quantitativa da relagao

entre m, A e a proximidade de A,,q.

Da Figura 6(b) de Rogenski et al. (2016a) para A(Go = 2,5) = 450 observa-se que a
perturbacao mais amplificada corresponde ao caso de gradiente de pressao adverso.
Para os valores de v = —0,15 e 0,25 (m = —0,07 e 0,143) considerados tem-se
A(Go = T7) = 408 e A(Go = 7) = 543 respectivamente, sendo que os valores de
Anae correspondentes sao 251 e 174. Neste caso, o comprimento de onda do caso
com gradiente de pressao favoravel é bem superior ao valor do comprimento de onda
equivalente ao comprimento de onda de maior crescimento (543 versus 174). Para o
caso com gradiente de pressao adverso, o comprimento de onda também é superior
(408 wversus 251), mas a diferenga é menor e portanto o comprimento de onda do
caso de gradiente de pressao adverso estd mais proximo do maximo do que o caso

com gradiente de pressao favoravel.

Para camada limite sem gradiente de pressdo (m = 0), o resultado de Rogenski
apresentado em sua Figura 4, estd de acordo com os resultados do presente estudo. O
valor de A que possui o maior crescimento A = 250 é o mais préximo de A,,,, = 212
identificado aqui. O crescimento do vértice com comprimento de onda A = 100 é
menor do que o crescimento do vortice com A = 150, uma vez que A = 150 estéd
mais préoximo de A = 212. Pelo mesmo motivo, o crescimento de A = 350 é maior

do que o crescimento de A = 450.
5.6 O campo de velocidades

O que se espera como resultado da presenca dos vortices de Gortler sdo variagoes
significativas na distribuicao de velocidades. No entanto, é preciso entender as rela-
¢oOes entre comprimento de onda e espessura da camada limite expostos a diferentes
gradientes de pressao, assim como as propriedades de campo em si sob tais condi-
¢oes. Com a finalidade de aprofundar estas relagoes e obter maiores informagcoes do
campo de velocidades, foram estudados diversos comprimentos de onda passando
por aquele que fornece a maior taxa de crescimento. Este conjunto de valores de A
foram investigados partindo de um gradiente de pressao neutro seguindo-se de um

favoravel (m = 0,9) e um outro adverso (m = —0,09).

O perfil da velocidade de perturbagdo u*(y) e o perfil de Blasius sdo apresenta-
dos na Fig. 5.18. Os demais perfis de u*(y) e de seus respectivos escoamentos base
U(y) para os gradientes de pressao investigados podem ser vistos nas Figuras 5.19 e

5.20. Nelas é possivel visualizar as diferengas entre a espessura camada limite §(U)
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e a espessura da velocidade de perturbacao §(u*). A espessura da camada limite
pode ser entendida como a posi¢ao y acima da parede onde o escoamento base U
possui 99% da velocidade do escoamento externo U,. A espessura da perturbacao
representa a posicao y acima da parede onde u* decaiu 99%, uma vez que u* decai
exponencialmente longe da parede. O mesmo comportamento é observado para para
as componentes v* e w*. Da Fig. 5.18 observa-se que a medida que o comprimento de
onda é reduzido a espessura da perturbagao d(u*) tende a ficar menos espessa. Com-
portamento analogo é observado para escoamentos sujeitos a um gradiente favoravel
(Fig. 5.19) ou a um adverso (Fig. 5.20). Na Figura 5.19 o perfil do escoamento base
U(y) se mostra mais achatado e de espessura menor quando comparado ao perfil
base da Fig. 5.18. O contrério é observado no perfil distorcido de U(y) referenciado
na Fig. 5.20.

Figura 5.18 - Distribuicdo da velocidade longitudinal em func¢do da coordenada normal
para m = 0.
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Fonte: Producgao do autor.

As Tabelas 5.6, 5.7 e 5.8 reiinem informagoes acerca da variagao da espessura da
velocidade de perturbagdo 6(u*) com A e da espessura camada limite 6(U), esta
ultima independente do comprimento de onda estudado. Nota-se que para um dado
m, 0(u*) varia pouco com A e A explicando a proximidade das curvas de A des-
tacadas nas Figs. 5.18, 5.19 e 5.20. Apesar disso, atenta-se ao fato de §(u*) variar

significativamente com mudancas no gradiente de pressao.
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Figura 5.19 - Distribuicdo da velocidade longitudinal em funcdo da coordenada normal
para m = 0, 9.
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Fonte: Producao do autor.

Figura 5.20 - Distribuicdo da velocidade longitudinal em funcdo da coordenada normal
para m = —0, 09.
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Fonte: Producao do autor.
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Tabela 5.6 - Variagao da espessura de uma perturbacao é(u*) para m = 0 em Go = 7 para
diversos comprimentos de onda.

S(U) o(w) A A
19104 6,6743 411 15,10
64512 285 11,83
6,2028 212 9.73
6,0084 134 7,17
19101 60192 95 568

Tabela 5.7 - Variacdo da espessura de uma perturbacao d(u*) para um gradiente de pressao
favoravel (m = 0,9) em Go = 7 para diversos comprimentos de onda.

SO o) A A

24912 57384 227 10,18
95,4144 166 8,26
50976 112 6,34
49176 82 5,15

24912 48240 63 4,33

Tabela 5.8 - Variacdo da espessura de uma perturbacao d(u*) para um gradiente de presséo
adverso (m = —0,09) em Go = 7 para diversos comprimentos de onda.

(U 6wy A A
6,8976 8,0712 487 16,91
78696 325 12,92
77904 275 11,55
76032 162 8,12
68976 7.5816 110 6,26

O campo de velocidades pode ser complementado pelas informagoes contidas na Fi-
guras 5.21, 5.22 e 5.23. Nelas apresentam-se os perfis das velocidades de perturbagao
v*(y) e w*(y) juntamente aos correlatos perfis U(y). Observa-se que a medida que
comprimento de onda cresce, mais espessa se torna §(v*) e 6(w*). O quao grande ou
pequena é esta variacdo depende também do valor de m. Gradientes positivos (Fig.

5.22) tendem a uma espessura ¢ menor do que aqueles negativos (Fig. 5.22).
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Figura 5.21 - Perfis de velocidade no plano transversal e normal com m = 0 para diferentes

comprimentos de onda. A direita A = 411, & esquerda A = 95 e no centro
Ange = 212.
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Fonte: Producao do autor.

Isolinhas de velocidade no plano yz sao apresentadas nas Figuras 5.24, 5.25 e 5.26
para os valores de m = 0, m = 0,9 e m = —0, 09 nesta ordem. As isolinhas de veloci-
dade u*(y, z) formam esferas de didmetros distintos onde a direita das figuras estao
posicionadas as isolinhas de valor positivo em ordem crescente. A menor representa
u* = 0,2 seguidas de u* = 0,4;0,6 ¢ 0,8. A esquerda tem-se aquelas de valor nega-
tivo de u* seguindo a ordem da menor esfera (—0, 8) para a maior (—0, 2) variando-se
de —0, 2. Percebe-se que apesar das alturas das isolinhas nao variarem muito com o
comprimento de onda para um dado m, elas se modificam a medida que gradiente
muda. Para m = 0,9 as isolinhas sdo deslocadas para baixo apresentando uma con-
figuragdo de menor espessura d(u*) (Fig. 5.25), enquanto que para m = —0,09 sdo
deslocadas para cima (Fig. 5.26) tomando por base o comportamento do escoamento

com gradiente de pressao neutro observado na Fig. 5.24.
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Figura 5.22 - Perfis de velocidade no plano transversal e normal com m = 0,9 para dife-

rentes comprimentos de onda. A direita A = 227, & esquerda A = 63 e no
centro Az = 112.
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 5.23 - Perfis de velocidade no plano transversal e normal com m = —0,09 para

diferentes comprimentos de onda. A direita A = 487, & esquerda A = 110 e
no centro Azz = 275.
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 5.24 - Isolinhas de velocidade no plano yz para um gradiente de pressdo neutro.
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Figura 5.25 - Isolinhas de velocidade no plano yz para o gradiente de pressdo favoravel
m = 0,9. (A) e (B) comprimentos de onda posicionados a esquerda do
comprimento de onda de maior crescimento. (C) e (D) comprimentos de onda
posicionados & direita. (E) comprimento de onda de maior crescimento.
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Figura 5.26 - Isolinhas de velocidade no plano yz para o gradiente de pressao adverso
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Fonte: Producao do autor.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

O presente trabalho apresentou um estudo sobre os efeitos do gradiente de pressao
no desenvolvimento dos vértices de Gortler em camadas limite sobre superficies con-
cavas. O estudo numérico foi conduzido baseado na teoria de estabilidade linear, que
mostrou-se uma ferramenta poderosa, quando respeitado os limites de aplicabilidade
da teoria, i.e., a teoria produz resultados consistentes para niimeros de Gortler acima
de 7.

Num primeiro momento, foram estendidos os resultados disponiveis na literatura,
produzindo diagramas de estabilidade para valores do parametro de aceleracao da
solugao de similaridade de Falkner-Skan m variando de gradientes de pressao fa-
voraveis a adversos e comparando-os com o diagrama de estabilidade para camada
limite de Blasius. Os resultados mostraram o efeito desestabilizante do gradiente de
pressao adverso e o efeito estabilizante do gradiente de pressao favoravel, reforcando
as conclusoes obtidas em pesquisas prévias. Ademais, observou-se que as curvas de
taxas de amplificagdo constante sdo deslocadas para cima ou para baixo no diagrama
de estabilidade dependendo do gradiente de pressao imposto, de modo que as mai-
ores taxas de amplificacao sao encontradas tardiamente a jusante para escoamentos
sujeitos a gradientes de pressao favoraveis ou mais cedo a montante para gradientes
de pressao adversos. As taxas de amplificacdo na dire¢ao do escoamento mostradas
aumentam com a diminui¢do do gradiente de pressao favoravel ou incremento do

gradiente de pressao adverso.

O principal foco deste trabalho e por consequéncia, a maior contribuicao, refere-se
a determinacao do comprimento de onda transversal A,,s;, correspondente & per-
turbacdo que tem maior amplificacdo. Uma gama de parametros de aceleracao de
Falkner-Skan foram investigados e os valores de A,,s, identificados. Os efeitos do
gradiente de pressao no desenvolvimento dos vortices de Gortler relatados em pes-
quisas anteriores foram complementados, investigando-se a relagdo entre gradiente

de pressao e o comprimento de onda correspondente a maior amplificacao a jusante.

Entretanto, o tema esta longe de estar fechado. Espera-se como continuidade do
presente estudo, expandir as analise das propriedades de campo para a metodologia
apresentada. Acrescer andlises sobre o campo de velocidades nos planos yz, xz e/ou
o comportamento de p melhorard a compreensao do desenvolvimento e evolucao dos

vortices de Gortler.

Como visto no Cap. 1, diversos pesquisadores tem usado a simula¢do numérica di-
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reta para aprofundar o tema. O DNS apesar de permitir a analise dos estagios mais
adiantados do processo de transicao o faz a um o custo computacional muito alto li-
mitando os estudos a poucos casos. Pretende-se assim, dar continuidade aos estudos
realizados por Rogenski et al. (2013), Rogenski (2015), Rogenski et al. (2016a), Ro-
genski et al. (2016b), mas utilizando-se um modelo bem menos custoso, em termos
de recursos computacionais, como o modelo dado pelas equagoes de estabilidade pa-
rabolizadas (PSE), com o objetivo de aprofundar as analises realizadas, permitindo

uma maior variacao dos parametros de influéncia do problema.

O modelo PSE, considera o histérico do escoamento, permitindo a inclusao de efeitos
de crescimento da camada limite, levando em consideracao que a mesma é nao para-
lela. O modelo PSE ja foi utilizado anteriormente por Mendonga (1997), Mendonga
et al. (2000) no estudo da interagao entre vortices de Gortler e ondas de Tollmien-
Schlichting e evita as limita¢des do modelo de solucao de instabilidade local por
modos normais, que a rigor nao estao corretos para uma determinada faixa de con-
digoes de escoamento, faixa esta em que o crescimento dos vortices é da mesma
ordem que o crescimento da camada limite. Portanto, os resultados aqui obtidos

serao utilizados como condigdo inicial na formulacao PSE.

Outro ponto de futuras investigagoes, parte dos resultados para o desenvolvimento
nao linear dos vértices de Gortler obtidos por Matsson (2008), confirmados e ampli-
ados pelos trabalhos desenvolvidos a alguns anos pelo grupo de Souza. Os resultados
da presente investigacao associados a uma formulagdo PSE direcionada ao estudo
da evolucao nao-linear dos vértices de Gortler, apresenta um potencial interessante
para fornecer um mapa mais completo do entendimento do fenémeno de saturagao

dos vértices.
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ANEXO A - OBTENCAO DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES
NA REGIAO EXTERNA DA CAMADA LIMITE

A seguir é detalhada a metodologia empregada no que tange a obtencao da solugao
do sistema matricial (Eq. 4.2), que longe da regiao cisalhante, ap6s as consideragoes
apresentadas na Sec¢ao 4.2, foi reduzido a um sistema de EDO’s com coeficientes
constantes. Sendo assim, os autovalores e autovetores associados a este sistema po-

dem ser obtidos como se segue.
A.1 Autovalores do operador M :Y — Y tal que My = \y

Para obtencao dos autovalores, faz-se com que o determinante seja zero, na forma

Det|M —X|=0 =

- 1 0 0 0 0

0 —A 1 0 0 0

0 0 —A 1 0 0o |
_R2, _ (34 __[A2 2 _ Q2 _ 2 2 _07
(—fa—pY —BV @8 +a) V- (-, —28Ge?) 0

0 0 0 0 —A 1

0 0 0 0 (a+ B?) VA

onde A sdao os autovalores da matriz M, V é a componente da velocidade do es-
coamento base na direcao normal, V, é a derivada em relagdo a x e 3, a e Go o
numero de onda, a taxa de amplificagdo e o nimero de Gortler, respectivamente.

Simplificando a notagao acima tem-se,

A1 0 0 0

0 -x 1 0 0 0

0 0 -\ o0 |_,
A B C V-X D 0

0 0 0 A1

0 0 0 0 E V-
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Tal que, aplicando o método dos cofatores, resulta o polinémio

N —2VX + [V2 = (E+C)|M + [V (E +0) - B]N
+|EC +VB - AN+ [EB+VA[N+ EA=0

onde

A = —pa-p" |

B = -5V |

C = 28°+a

D = —p*V, —2B3*Go
E = a+p*

E4+C = 338°+2a
VIE+C)—B = 3V +2Va+ V3
EC+VB—-A = 4B%+a*>+3p* — p*Vv? |

EB+VA = —2p%V —-23%V |
EA = —p°-p%” -28% |

que expandindo, obtém-se o polindémio como apresentado na Eq. (A.1):

FA® =2V N7 4 [V2 = 382 — 20| X + BV + 2Va + V| N°
+48% + ® + 381 — B2V |\ + [ - 28%V — 268'V |\ - 8° — %’ — 28'a =0
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A.2 Raizes do polindmio caracteristico

Pode-se mostrar que S e —f sado raizes, tal que podemos fatorar o polinémio na

forma

A+HK=8)=(N-5)=0 =

(A2 = 82) (ALX' + A2)® + As)? + A\ + 45) =0,

ou

(AN + AN 4 AN + AN 4 A5)?) —
— (AN + AN+ A3 BPN°  AuBPA+ As) = 0

Agrupando os termos temos

A+ AN+ (A3 — A% X 4 (Ag = ApB7) 3 +
(A5 - A362) 22— A B2\ — AsB2 =0

Comparando com a Equagao (A.1) temos

A o= 1,
Ay = =2V |
(Ag—Alﬁz) = v2—352—2a) ,

(45— A438?) = (4Ba+a?+38'—3V?) |
~A? = (=28%V -28'V) |
467 = —p° =’ —26%

(

(Ai—A8%) = (3VB+2Va+Vp?) |
(
(
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ou, simplificando

A =1

Ay = =2V

Az = v2—2(62+a) ,
Ay = 2V (52 + oz) ,
A5 = (52 + 04)2 ;

que resulta no polindomio de quarto grau

/\4—2VA3+[V2—2(52+a)} /\2+2V(52+a)A+(62+a)2=0 :

cujas raizes sao

)\:;{V+\/V2+4(a+52)] ,

)\Z;[V—\/V2+4(a+62)}

Essas raizes foram conferidas também utilizando-se um manipular algébrico ao fa-

torar o polinémio

[(52+a)+(V—A)A]2:0

A.3 Autovetores associados

Autovetor de —f

Tem-se para o autovalor —(3, o autovetor Y;
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B 1 0 0 0

0 B 1 0 0

0 0 B 1 0
—B2(B+a) BV (282+a) V+B —p*(Va+2Go?)

0 0 0 0 B

0 0 0 0 (B%+ a)

+ = o o o o

B Yo

Y4
Ys
Ye
Y7
Ys

Bys+ys =0
Bys +ys =0
Bys +y7 =0

—B (B + @)y — B2Vys + (267 + ) yo + (V + B) yr — 5 (Vo + 2G0*) ys = 0

tal que

Bys +yo =0

Y

I

Y

Y

?

(B2 +a)ys+(V+B) g =0,

—B2 (B + @) ya+ B Vs + (262 + @) B2ya — (V + B) Boya — B2 (Vi + 2Go? ) ys =

Bys +yo =

(B2+a)ys+(V+B)yy =

Tomando-se yg = yg = 0, tal que y, = 1, resulta
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3 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 B 1 0
—B2(B%+a) =BV (28%2+a) V+B —B%(V,+2Go?)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1
-3
52
Y = g
0
0

Autovetor de )\

Para o autovalor

)\:;[V—\/V2+4(a+62) :

o autovetor Y5 resulta

Yo =Yg M
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-\ 1 0 0
0 Y 1 0
0 0 —A 0
(—B2a— B4 B2V (28%+a) V- (=FV, —26°Go?)
0 0 0 0 Y
0 0 0 0 (a+ 5?)

Y4
Ys
Yo
yr
Y8

_ o O O O

V—A Y9

—AyYys +ys =0
—A\ys +ys =0
—\yg +y7 =0

—3 (B4 a)ya— B2Vys + (262 + o) yo + (V= N yr — 87 (Vo +2G0%) ys = 0

(524'06)%4'(‘/—/\)319:0

Tomando yg = y9 = 0, resulta para a quarta equacao

—Aygs +1yg =0

=3 (B +a) = BVA+ (287 +a) X+ (V= \) X g1 =0

Y

Y

Y

Y

Y

Para A\ = % {V — \/V2 +4(82 + a)}, resulta 0 = 0, de acordo com a manipulagao

simbolica em https://www.wolframalpha.com, mostrando que a quarta equacao é

combinagao linear das trés primeiras.

Tomando y4 = 1, resulta
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—A 1 0 0 1
0 —A 0 A
0 0 —A 0 2
=0
—B2(B+a) =BV (282+a) V—-X —B*(V,+2Go*) 0 A3
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Autovetor da raiz repetida A

O terceiro autovalor ¢é raiz multipla idéntica ao segundo autovetor. Deve-se buscar

solugoes para Y3 na forma

Yy = Yine + Yy e |

onde o vetor Yjrr € solugao do sistema algébrico linear nao homogéneo

(M — XY =Y
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S\ 1 0 0 0 0 Ya
0 —) 1 0 0 0 ys
0 0 —A 1 0 0 v |
(—BPa—pY -V (28%2+a) VX (=8V, —282Go*) 0 yr |
0 0 0 0 Y 1 ys
0 0 0 0 (a+ 3?) V- n
1
A
)\2
A3 ’
0
0
_)\y4 + Ys = 1 )
—“Ays tys = A,
—A\ys +yr =N,
—B (B2 +a) ya — BVys + (2687 + @) yo + (V = N yr — 82 (Vi +2G0?) ys = X*
—Ays +yo =0,

(B2 +a)ys+(V =2y =0
Da quinta equacao, y9 = Ayg tal que,

(B +a)ys+ (V=N =0,

ou

(B2+a)+(V-NA=0 . (A1)

Esta equagdo é consistente com a Eq. (3.8) (repetida abaixo)
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u’ = (Uoz—i—BQ—l—Um)u—l—va—FVu’ ,

onde, longe da camada cisalhante, se reduz a

u”—(a+52)u—Vu’:O ,

cuja solucao ¢ do tipo

u(n) = Cexp (An) ,

e que gera a equagao caracteristica

M -VA-(a+p)=0 , (A.2)

idéntica a Equagdao (A.1) e, portanto, a sexta equacao do sistema de equagoes é

identicamente nula, 0 = 0. Retornando ao sistema de equacoes

ys = Ayga+1
Yo = Nys+2X
yr = Nys+33%
—B (B +a)ya— BVys + (282 +a) yo + (V= Ny — B2 (Vo +2G0%) ys = N
—ysA +ysA = 0
(52+a)yg+(‘/—/\)yg)\ =0
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onde as duas tltimas equagoes estao satisfeitas. Para os demais y;, resulta

Ys = >\y4+]~ )
Yo = Nyi+2)
yr = Ny 433,

—B (B +a)ys— BVys + (28°+ ) yo + (V = N yr = B (Vo +2G0%) ys = N’

Substituindo para y4, temos

—B (B4 a)ya— B2V g + 1) + (287 + o) (Vya +2)) +
(V= X) (W +372) — 3% (Vi + 2G0) ys = X°

Resolvendo para yy,

—B (B +a) ya — B2V s — B2V + (287 + o) Nyu + (287 + @) 2)
H(V = X)Xy (V= 03N = 52 (V, +2G0% ) ys = X°

ou

=32 (B +a) = B2VA+ (287 + a) A2+ (V = ) X
=BV = (287 +a)2A = (V= N3N + B2 (V. +2G0” ) ys + X° . (A3)

O termo que multiplica y, é nulo

—B (B +a) = BVA+ (28 +a) ¥+ (V=2 =0 ,

conforme verificagdo em https://www.wolframalpha.com. Desta forma é necessario

optar por y4 = 0 tal que a equagao resulta
B2 (Ve +2G0?) ys = =BV + (287 + ) 20 + (V = 1) 3N = \*

PV A (287 )20+ (V= N3N — AP
= B2 (Vy +2Go?)

(A4)
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Para o sistema

resulta Y777 na forma

2\
32
Ys
YsA

Utilizando yg dado acima, finalmente

Yy = Yrne + Yy e
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-\ 1 0 0
0 ) 0
0 0 -\ 1 0
(=B2a—pY) =BV (282+a) V -\ (=B%V,—2B°Go?)
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PUBLICACOES TECNICO-CIENTIFICAS EDITADAS PELO INPE

Teses e Dissertagées (TDI)

Teses e Dissertacoes apresentadas nos
Cursos de Pés-Graduacao do INPE.

Notas Técnico-Cientificas (NTC)

Incluem resultados preliminares de pes-
quisa, descricao de equipamentos, des-
cri¢ao e ou documentagao de programas
de computador, descricao de sistemas
e experimentos, apresentacao de testes,
dados, atlas, e documentacao de proje-
tos de engenharia.

Propostas e Relatérios de Projetos
(PRP)

Sao propostas de projetos técnico-
cientificos e relatérios de acompanha-
mento de projetos, atividades e convé-
nios.

Publicagoes Seriadas

Sao os seriados técnico-cientificos: bo-
letins, periddicos, anudrios e anais de
eventos (simposios e congressos). Cons-
tam destas publicagoes o Internacional
Standard Serial Number (ISSN), que é
um codigo tnico e definitivo para iden-
tificagao de titulos de seriados.

Pré-publicagées (PRE)

Todos os artigos publicados em periédi-
cos, anais e como capitulos de livros.

Manuais Técnicos (MAN)

Sao publicagdes de carater técnico que
incluem normas, procedimentos, instru-
¢oes e orientacgoes.

Relatérios de Pesquisa (RPQ)

Reportam resultados ou progressos de
pesquisas tanto de natureza técnica
quanto cientifica, cujo nivel seja compa-
tivel com o de uma publicacao em pe-
riédico nacional ou internacional.

Publicagées Didaticas (PUD)

Incluem apostilas, notas de aula e ma-
nuais didaticos.

Programas de Computador (PDC)

Sao a seqliéncia de instrugoes ou co-
digos, expressos em uma linguagem
de programacao compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcancar um determinado obje-
tivo. Aceitam-se tanto programas fonte
quanto os executaveis.
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