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RESUMO

No presente trabalho estuda-se o problema de uma camada de mistura binaria de
oxigénio e hidrogénio em regime compressivel, sem fonte de calor ou reagdo quimica,
subsonica e com efeito de forcas de volume. Este estudo é conduzido numericamente
de duas formas distintas. A primeira usa a teoria de estabilidade linear, do inglés
linear stability theory (LST), para encontrar uma nova equagao que relaciona a forga
de empuxo e a compressibilidade. A partir desta equacao desenvolve-se um codigo
numeérico para resolve-la usando o método da estimativa, em uma analise temporal
e bidimensional. Se aborda também o problema usando um cédigo de simulagao
numérica direta (SND), do inglés direct numerical simulation, que resolve as equa-
¢oes completas de Navier-Stokes através de uma discretizagao espacial de diferengas
finitas de quarta ordem em ambas as dire¢des e para a discretizagdo temporal foi
utilizado um Runge-Kutta de quarta ordem. A simulagao é de um escoamento instan-
taneo, ou seja, se simula o escoamento base mais as suas pertubagoes, numa analise
também temporal, que permite acompanhar o crescimento de uma pertubacao até
a formagao dos vortices de Kelvin-Helmholtz. Uma breve andlise de escala foi usada
para determinar os valores maximo e minimos de cada um dos niimeros adimensi-
onais do problema. Notou-se através da simulacao do codigo derivado da teoria de
estabilidade linear que o efeito do empuxo é relevante para a escala de valores de
Mach convectivo da ordem de 0,01, sendo o efeito desprezivel para valores acima de
0,01. Notou-se que a configuracao das espécies impacta o problema quando a forca
de empuxo é relavante, aumentando as taxas de amplificacao quando a espécies mais
densa escoa sob a menos densa e diminuindo no caso contrario. Também mostra-se o
efeito amortizador da compressibilibidade e que o aumento da mesma gera uma di-
minui¢ao do nimero de onda responsavel pela maior taxa de amplificacao, enquanto
o empuxo tem efeito contrario, independente da configuragao o aumento da relevan-
cia da forca de empuxo sempre esta ligado com um aumento no niimero de onda da
perturbacao que gera a maxima taxa de amplificagdo. Confirma-se alguns dos resul-
tados obtidos pelo codigo LST com o codigo DNS e mostra-se a diferenca nos tempos
necessarios para se obter os vortices de Kelvin-Helmholtz completamente formados
para diferentes casos. Por final estuda-se o efeito da viscosidade, mostrando que este
também tem um efeito amortizador nas pertubagoes.

Palavras-chave: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Simulagao Numérica Direta. Ca-
mada de mistura binaria. Teoria de estabilidade linear. Forcas de empuxo.
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STABILITY ANALISYS OF A COMPRESSIBLE MIXING LAYER
OF HYDROGEN AND OXIGEN UNDER THE EFFECT OF
BUOYOANCY

ABSTRACT

In the present work it’s studied the problem of a compressible binary mixing layer of
oxygen and hydrogen without heat sources and chemical reaction, subsonic and with
body forces. This study is performed using two distinct methodologies. The first use
the linear stability theory (LST) to derive a new equation for the pertubation that
relates the compressibility and the buoyancy force. Once the equation was found
a shooting method code was written to find the solution in a temporal and bidi-
mensional analisys. The problem is also aborded using a direct numeric simulation
(DNS) to solve the full Naviers-Stokes equation using a fourth order finite difference
for the spatial discretization and a fourth order Runge-Kutta for the temporal in-
tegration. The simulation is for the total flow, meaning that it’s simulated the base
flow with the pertubation, in a temporal analysis, which allows to see the growth
of the pertubation until the full formation of the Kelvin-Helmholtz vortices. A brief
scale analysis is performed to find out the range of the non-dimensional numbers
used in the problem. It was noted using the LST code that the effect of the buoy-
ancy is more significant for problems with convective Mach of the order of 0.01 and
could be neglected for a value higher than 0,2. It was also noted that the configura-
tion of the species change the effect of the buoyancy on the pertubation only when
the buoyancy is relevant, having a disturbing effect effect when the heavier species
flows over the ligher, and a damper effect for the opposite case. Also is show the
damping effect caused by the raise of the compressibility that also causes a decrease
of the wavenumber responsible for the highest amplificaton rate, that completelly
differs form the effect of the buoyancy, where independt of the configuration, a raise
of the relevance of the buoyancy causes a increase of the wavenumber responsible
for the maximum amplificatioon rate. The amplification rate find it using the good
agreement with the LST code, and it is shown the difference of time needed to dif-
ferent cases fully developed the Kelvin-Helmholtz vortices. At last it’s studied the
vicous effect in the problem, showing that this is also an amortization effect for the
pertubation.

Keywords: Kelvin-Helmholtz Instability. Direct Numerical Simulation. Binary Mix-
ing Layer. Linear Stability Theory. Buoyancy Forces.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho busca-se estudar como diferentes paramétros fisicos afetam a transi-
¢ao para turbuléncia de um escoamento binario. Para isso utiliza-se um escoamento
bem conhecido na literatura o qual ja se conhece que as perturbagoes crescem expo-
nencialmente, a camada de mistura, onde duas correntes de fluidos com velocidades
distintas escoam uma sobre a outra. O interesse é saber quais parametros irdao acele-
rarar ou retardar o crescimento dessas perturbacoes, com um interesse em particular
na estratificacdo da massa especifica, uma vez que devido a forca de empuxo estar

presente o problema deixa de ser simétrico.

Para se estudar o problema se faz uma abordagem numérica através de dois métodos
distintos. A primeira é através da simulagdo numérica direta, SND, das equagoes de
Naviers-Stokes adimensionalizadas. A segunda é através de uma simplificacdo das
equagoes de Euler, também adimensionais, linearizando-as e agrupando-as de ma-
neira a trata-las através do método de anélise de estabilidade linear (do inglés linear
stability analisys - LSA). Essas duas metodologia sdo as mesmas empregadas no tra-
balho de Sandham (1990), sendo a primeira delas realizada também nos trabalhos
de Quirino (2006), Jackson e Grosch (1989) e Kozusko et al. (1996), e a segunda nos
trabalhos de Salemi (2006) e Fedioun e Lardjane (2005) entre outros. Com as respos-
tas obtidas pelas duas abordagens ¢ possivel compara-las, obviamente se atentando
para as simulagoes estarem em regimes onde tal comparacao é valida, verificando se
ambas convergem para o mesmo resultado, gerando um nivel maior de confianca de

que esta se capturando a fisica do problema.

Este capitulo sera dividido em cinco diferentes se¢oes onde a primeira ird mostrar
a importancia e aplicabilidade do estudo. Na segunda ¢ apresentada uma breve
discussao sobre a teoria de estabilidade linear em uma camada de mistura, seguida
de uma revisao bibliografica mais detalhada sobre os diferentes trabalhos relacionado
ao tema e a base metodoldgica utilizada aqui. A quarta secao detalha a estrutura de
todo o trabalho, explicando brevemente o contetido de cada capitulo, e finaliza-se

com a secao dos objetivos do trabalho.
1.1 Relevancia

A evolucao de um escoamento do regime laminar para o regime tubulento ocorre
de diferentes maneiras e em uma variedade imensuravel de configuragoes, tanto
naturais, quanto provocados pelo homem. Porém a evolucao tratada nesse problema

¢ aquela que ocorre devido ao gradiente de velocidade e massa especifica através



de uma camada de mistura gerando os vortices de Kelvin-Helmholtz. Esse tipo de
instabilidade em particular tem a vantagem de ser facilmente carterizada em fotos
de fendmenos atmosféricos sejam eles do planeta Terra ou em Jupiter, como mostra
as fotos (a) e (b) da Figura 1.1.

A mistura entre diferentes espécies quimicas através desse processo ocorre também
em diferentes situagoes, tanto na natureza, como em estudrios de rios, e correntes de
poluicao na atmosfera, quanto em aplica¢des para a engenharia, como em sistemas
de propulsao aeroespacial. Entender como esse processo ocorre e quais os parametros
que o influenciam, pode levar ao desenvolvimento de melhores propulsores, ou até

de novas tecnologias para a prevencao ou reducao de poluicao.

Figura 1.1 - Vértices de Kelvin-Helmholtz : a) Na atmosfera terrestre. b) Em saturno.

(a) (b)

Fonte: a)Kaushik (2012).
Fonte: b)Nasa (2007).

E exigido dos novos avides que atinjam velocidade maiores a um menor custo e
maior eficiéncia. Para isso os sistemas propulsivos precisam queimar uma quantidade
grande de combustivel, as vezes em regimes supersonico como no caso de motores
scramjets, em um comprimento relativamente curto da sua camara de combustao.
Em combustores onde nao acontece a pré-mistura dos reagentes a zona de reagao
acontece na interface de contato entre o combustivel e o comburente. Tém-se entA£o
um regime laminar que faz com que a combustao dependa da difusao molecular entre

os reagentes do problema que por muitas vezes tem um tempo caracteristico alto.



Isso gera duas opcoes de projeto, aumentar o comprimento da camara de combustao
de maneira a ter um tempo de residéncia maior compativel com o tempo difusivo,
ou ter uma combustao incompleta e expelir combustivel nao queimado para fora do
sistema propulsivo. Alternativamente, se o regime de escoamento for de transicao ou
mesmo turbulento a um ganho natural de interface dos reagentes propiciando assim

uma camara menor sem necessariamente comprometer sua eficiéncia.

A instabilidade hidrodinamica também aparece presente em outros problemas da
engenharia como um dos fatores a serem considerados, como em turbinas a gas e
sua emissao de poluentes. A queima de qualquer combustivel usando como oxidante
o ar gera como subproduto os O6xidos de nitrogénios, NO,, que é altamente polu-
ente e tem sua emissao na aviagao civil regulamentada por varios tratados como a
Regulations for Nitrogen Oxide Emissions from Aircrafts, (regulamentagao federal
da United States Environmental Protenction Agency - 40 CFR part 87). Também é
um parametro a ser considerado em estudos de emissao de ruidos, que é estudado

mais profundamente através da aeroacustica, e no limite de extin¢ao de chamas.

Apesar dos combustores terem uma tecnologia avancada, onde diversos fené6menos
fisicos podem ser estudados, podemos modelar o mesmo de uma forma simplificada
como um escoamento laminar do combustivel com velocidade U; na parte superior
e um escoamento laminar de oxidante com velocidade U, na parte inferior. Entre as
duas correntes existe uma zona finita de difusdo onde a velocidade e as propriedades
variam continuamento, isso sendo definido como a camada de mistura a ser tratada.
Sabe-se da teoria de estabilidade linear que, para certos perfis base do escoamento,
a insercao de qualquer perturbacao levara o escoamento a formacgao dos vortices de

Kelvin-Helmoltz e posteriormente para um regime tubulento.

Modelar o problema como duas correntes de fluidos com velocidade e espécies dife-
rentes, apesar de simplificada, representa bem a fisica do problema para o escopo

desse projeto, e esta representada esquematicamente na Figura 1.2



Figura 1.2 - Camada de mistura.
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1.2 Teoria de estabilidade linear

Antes de se discutir sobre as bases do estudo de estabilidade hidrodinamica, iremos
definir o que é estabilidade. Basicamente o conceito de estabilidade esta ligada a
um sistema em equilibrio, como por exemplo uma bola em repouso, ao introduzir
perturbagoes pequenas nesse sistema se elas tendem a crescer rapidamente e alterar
o estado do problema, como no caso da bola sobre uma superficie convexa, temos um
sistema instavel. Por outro lado se o sistema tem o seu estado aos poucos retornado
para seu valor de origem temos um sistema estavel, como o caso de uma bola sobre
uma superficia concava. Entre os dois temos uma estabilidade neutra, onde o sistema
tende a um outro estado distinto do primeiro porém, depois de certo tempo sem
mais crescimento, como o caso de uma bola sobre um plano indo do repouso para

um movimento retililineo uniforme.

No caso da instabilidade hidrodinamica o sistema em equilibrio em geral ¢ um esco-
amento laminar, e na pratica as perturbacoes sao causadas naturalmente, provindas
de vibracoes, rugosidades, ruidos entre outros. O interesse entao é perceber se esse es-
coamento se desenvolvera na forma de amortizar as perturbagoes sempre matendo-se
como um escoamento laminar, ou se ele tendera a um escoamento turbulento dado
o tempo necessario. A teoria da estabilidade linear é uma maneira de estudar a

evolugao desse sistema.



Como tratar matematicamente o escoamento vai do modelo especifico utilizado,
sendo possivel se abordar o problema de duas maneiras. A primeira é somente ana-
lisando as perturbagoes do problema e a segunda maneira ¢ analisar a soma do
efeito das perturbagoes sobre o escoamento laminar inicial, chamado de escoamento
base. A esse tipo de analise se d4 o nome de analise das propriedades instantaneas.
Pode-se representar matematicamente o escoamento intantaneo pela Equacgao 1.1
que descreve como a variavel instantanea da velocidade na direcao x depende do

escoamento base, U(y), e da perturbagao, u/(z,y, z,t):

w(x,y,z,t) = Uy) +4'(z,y, 2, 1). (1.1)

Propondo-se a solug¢ao por modos normais, pode-se escrever a oscilacao do sistema

de maneira favoravel a uma andlise posterior. Sendo assim temos:

u'(z,y, 2,t) = R{a(y)expli(ax + Bz — wt)]}, (1.2)

onde u é velocidade, t, tempo, X, y e z, as posi¢oes nas dire¢oes longitudinal, normal
e transversal, respectivamente, o é o nimero de onda na dire¢ao x, § o niimero de
onda na direcdo z e w é a frequéncia angular, o simbolo R demonstra que s6 se

considera a parte real.

A vantagem de modelar dessa maneira é trabalhar com equagoes derivadas no campo
complexo, evitando assim equagOes extensas de senos e cossenos e tornando mais
facil a interpretacao fisica das derivagoes. As variaveis o e w desta equacdo podem

ser complexos e (3 real, podendo decompor e agrupar a equacao da seguinte maneira:

u'(z,y, 2,t) = [d(y)exp(—ax + wit)|[exp(icz + iz — iw,t)], (1.3)

onde podemos entender fisicamente que o primeiro termo entre colchetes representa

a amplitude e o segundo termo entre colchetes representa a oscilagao da perturbagao.

A partir da Equacao 1.3 é possivel perceber-se que se a varidvel w tem somente
parte real, e & somente complexa, a amplitude depende de a e de x, denominando-
se assim uma analise espacial. Por outro lado se w é complexa e « real a amplitude
da perturbacao depende de w e t, sendo assim uma analise temporal. No caso da

camada de mistura essas andlises podem ser entendidas como um observador num



referencial em repouso fora do escoamento, para o caso da analise espacial, ou com

o referencial acompanhando o escoamento, no caso da analise temporal.

Também é possivel perceber facilmente se a amplitude das perturbagoes crescerao
ou diminuirdo de acordo com as taxas de amplificacoes, w; e «a;. Para ter-se um
crescimento das perturbagoes com o tempo na analise temporal é necessario que w;
seja positivo, caso contrario teremos um escoamento estavel, ou neutro para o caso
especifico de termos a taxa de amplificacao igual a zero. No caso da andlise espacial,
para termos um aumento das perturbagoes conforme x aumenta precisa-se que o

valor de «; seja negativo. Nesse trabalho somente a andlise temporal é realizada.

Alguns teoremas sao bastante conhecidos e tteis para o estudo desenvolvido nesse
trabalho de uma camada de mistura, porém restringimos a somente explicar bre-
vemente seu significado, nao se alongando em dedugoes que podem facilmente ser

encontradas na literatura, ou em qualquer outro livro de teoria de estabilidade linear.

O primeiro deles é o teorema de Rayleigh, deduzido por Rayleigh (1879), ou também
conhecido por teorema do ponto de inflexao de Rayleigh. O teorema deduz e conclui
que para haver instabilidade em um escoamento nao viscoso é necessario que haja ao
menos um ponto de inflexdo no perfil de velocidade laminar base U(y). O teorema
e Fjortolf, deduzido em Fjortoft (1950), por sua vez complementa o teorema de
Rayleigh ao deduzir uma relacao entre a derivada segunda da velocidade e a posicao
y em relagao ao ponto de inflexdo. Para um escoamento ser instavel pelo teorema
de Fjortoft, a regiao acima do ponto de inflexdo tem que ter derivada segunda
do escoamento base menor que zero e para regiao abaixo do ponto de inflexao ter
derivada segunda do escoamento base maior que zero. A Figura 1.3 explica ambos os
teoremas de forma grafica. Esses teoremas sao o que permite saber que uma funcao
na forma da tangente hiperbdlica, usada nesse trabalho, necessariamente gerard um
escoamento instavel permitindo obter as taxas de amplificagao necessarias, uma vez

que uma funcao deste tipo respeita ambos os teoremas.

Por final tem-se o teorema de Squire, deduzido em Squire (1933), que demons-
tra analicamente que uma perturbacao 3-D é mais estavel que uma perturbagao
2-D quando num escoamento base bidimensional. Isso, porém, deixa de ser verdade
quando deixa-se de usar a imposicao de um escoamento incompressivel, como de-
monstrado no trabalho de Dunn e Linn (1955). No presente trabalho ainda assim se
usarda um escoamento com perturbagoes bidimensionais devido ao tempo computa-
cional da simulagado SND. Porém é bom se atentar que para um caso real elas podem

nao ser as maiores taxas de amplificacdo do problema.



Figura 1.3 - Analise da estabilidade segundo os teoremas a partir da distribui¢do de ve-
locidade de escoamento laminares, a) Estével b) Estavel ¢) Necessariamente
instével por Rayleigh d) Necessariamente instavel por Rayleigh e Fjortoft.
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Fonte: Salemi (2006)

1.3 Revisao bibliografica

A literatura é repleta de estudos de instabilidade, porém, é aparente uma divisao
nos estudos, para casos de camadas de misturas com velocidade de correntes altas,
no regime compressivel, se encontra estudas tanto de camadas homogéneas quanto
binédrias, porém nunca considerando a forca de volume como relevate para o pro-
blema. Em contrapartida em casos onde as velocidades das correntes sao baixas e
se tem o desejo de analisar o efeito da for¢ca de empuxo, a aproximacao de Boussi-
nesq ¢ utilizada restrigindo a analise para somente casos incompressiveis. Em casos
bindrios, como este trabalho, as espécies tém massas especificas muito diferentes
tornando a andlise necessariamente compressivel e impossibilitando a aproximacao
de Boussinesq. Sendo assim usou-se estudos de bases para desenvolver as metodo-
logias desse trabalho, com trabalhos bastante conhecidos da area da instabilidade
de Kelvin-Helmhotz em regimes compressiveis principalmente para camadas homo-
géneas e alguns estudos especificos de camadas binaria. Também estudou-se alguns
trabalhos de oceanografia e de camadas de mistura provocados por estuarios de rios,
que nao tém velocidades caracteristicas altas que justifiquem a formulacao compres-

sivel porém desenvolvem a formulagao com a forca de empuxo.

O mecanismo fisico pelo qual a instabilidade Kelvin-Helmholtz se desenvolve ¢é expli-
cado em detalhes em Batchelor (1965) usando a vorticidade dindmica e a Figura 1.4
para explicar como o gradiente de velocidadede em uma camada de mistura implica
em um aumento de uma perturbacao a ponto de uma formacao de um voértice. Dra-

zin (2002) mostra a abordagem matemadtica cldssica para um problema de duas



correntes de fluido irrotacionais e incompressiveis uma escoando sobre a outra, onde
as equagoes sao linearizadas e aplica-se a solugao por modos normais de maneira
que chega-se em uma equagao no qual dois modos distintos de instabilidade apare-
cem, o modo devido ao cisalhamento do elemento de fluido, gerando os vortices de
Kelvin-Helmholtz conhecidos, e a instabilidade de Rayleigh-Taylor provocada devido
ao empuxo em gradientes de massa especifica que ocorre mesmo sem gradientes de

velocidade.

Figura 1.4 - Explicacdo do mecanismo a instabilidade de Kelvin-Helmholtz.
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Fonte: Batchelor (1965).

Esse primeiro modo de instabilidade ¢ estudado experimentalmente em Brown e
Roshko (1974), assim como os efeitos que a razao entre as massas especificas tém
sobre uma camada de mistura incompressivel. Os autores demonstram dois diferentes
mecanismos de mistura, o de captura, que forma o vértices, e o de emparelhamento,
que colapsa dois vortices vizinhos. Esse segundo mecanismo é mais profundamente

estudado numericamente para um caso bidimensional por Metcalfe et al. (1987).

O estudo da camada de mistura homogénia foi extendido para o regime compressivel



em Jackson e Grosch (1989) através de uma abordagem da linearizagao das equagoes
de Euler, para problemas 2-D e 3-D com o objetivo de investigar a presenca de modos
de instabilidades extras. O trabalho usa perfis candnicos na forma de tangentes
hiperbdlicas para o escoamento base e também analisa problemas com cada uma das
correntes de fluido com diferentes temperatura. O trabalho consegue concluir que
existe um tinico modo para casos 2-D e subsonicos podem haver até trés modos para
casos com perturbacao tridimensionais. Outro ponto importante é a demosntragao
de que a compressibilidade tem um efeito amortizador diminuindo os valores das

taxas de amplificacao.

Também de forma experimental Papamoschou (1987) estuda uma camada de mis-
tura através de uma analise espacial para diferentes combinagao de gases, porém
num regime compressivel e usando como parametro um numero de Mach convec-
tivo para relacionar diferentes resultados. Com essa abordagem o trabalho consegue
mostrar o efeito amortizador da compressibilidade que para casos supersonicos pode
chegar a diminuir a taxa de amplificacao em 5 vezes quando comparado com casos
incompressiveis. O trabalho também conclui nao haver diferenca entre os compor-
tamentos das curvas de taxas de amplificacao se a mesma razao de densidade e de

velocidade forem mantidas entre os casos compressiveis e incompressiveis.

Outro estudo de camada de mistura binaria, usando dessa vez a andlise de estabi-
lidade linear foi o de Kozusko et al. (1996), onde além dos parametros estudados
por Brown e Roshko (1974), também foram estudados o efeito que a diferenca de
temperatura entre as correntes induz na estabilidade do escoamento e também uma
comparagcao entre diferentes modelos térmicos das propriedades fisicas de cada gas.
A conclusao do artigo é que nao so6 a estratificacdo da massa especifica afeta significa-
tivamente a formacao dos vértices de Kelvin-Helmholtz como a razao entre os valores
das propriedades da camada livre podem servir de preditor do comportamento geral

do mesmo.

Uma comparacao entre a abordagem temporal e a espacial para uma camada de
mistura binaria bidimensional com perturbacoes em 3-D usando SND ¢ feita em Fe-
dioun e Lardjane (2005). Vérios parametros foram estudados, tais como o efeito da
compressibilidade, do dngulo entre a propagacao da perturbagao e do escoamento
e o efeito da estratificacdo da densidade devido a diferentes espécies. No estudo
encontra-se um modo dominante para casos subsonicos e um segundo modo insta-
vel para caso supersonico, sendo este segundo um modo com taxas de amplificagao

muito inferiores ao primeiro. Como a anélise foi 3-D encontrou-se um valor de nu-



mero de Mach convectivo de 0,6 no qual a maxima taxa de amplificagdo deixa de
estar relaciona a uma perturbacao bidimensional, passando a ser relacionado a uma
perturbacgao que tenha um angulo em relacao a velocidade convectiva do escoamento
base, também mostrou-se que isto independe da razao entre a massa especifica das

espécies.

No estudo de Okong’o e Bellan (2003) simula-se a camada de mistura binaria com-
pressivel com diferentes pares de espécies num cdédigo SND. O objetivo do trabalho
¢é obter um sistema de equacoes de similaridade para a velocidade na dire¢ao longi-
tudinal, temperatura e fracdo massica para o escoamento base, obtendo dessa forma
as equagoes que definem o escoamento base, e dessa forma ver a diferencas que uma
mistura nao ideal causaria em relacao a perfis candnicos. Estes diferentes perfis entao
sao utilizados numa analise de estabilidade linear e comparados entre si mostrando
diferencas signitificativas nas taxas de amplificacdo. Este trabalho também teve a
inovacao de considerar os efeitos de Dufour e Soret como relevantes do problema

por trabalhar com gases em condi¢oes termodinamicas supercriticas.

Um estudo interessante sobre estratificacdo das propriedades fisicas do fluido é o
de Ghazali e Kelso (2001), que mostra que a variagdo da viscosidade aumenta o
gradiente de velocidade que, por sua vez, segundo o artigo, aumentam o taxa de

amplificacao das perturbacoes.

Com relagao a estudos levando em consideracao a forca de empuxo usando a apro-
ximacao de Boussinesq tém-se por exemplo os trabalhos de Lindzen (1974), de
Rambaldi e Salustri (1981) e de Martinez et al. (2006), onde todos analisam casos
de camadas de mistura homogéneas com velocidades caracteristicas das correntes
baixas. Neste tultimo trabalho se analisa temporalmente a evolucao das perturba-
¢oes de Kelvin-Helmholtz de uma camada de mistura com um perfil estavel da
estratificacao da massa especifica, ou seja, com uma corrente de fluido mais leve
escoando sobre uma mais pesada. O trabalho obtém as respostas através de uma
simulagao numérica direta das equacoes de Navier-Stokes usando a aproximacao de
Boussinesq. As conclusoes obtidas pelo trabalho sao que gradientes estaveis de massa
especifica diminuem a taxa de amplificagdo conforme o empuxo é mais relevante, e
em casos com um gradiente suficientemente alto o mecanismo de emparalhamento

de vértices mostrado em Brown e Roshko (1974) nao ocorre.

Outros estudos comuns na area de camada de mistura sao representar o escoamento
com a adi¢ao de uma modificagdo como jatos e esteiras como nos casos de Manco
et al. (2015), Soares et al. (2014) e Mendonga (2014).
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O estudo de Sandham (1990) é usado como base matematica do estudo da parte de
analise de estabilide linear desse trabalho. Neste trabalho uma camada de mistura
compressivel e homogénea é analisada através de uma andlise LST espacial e tempo-
ral e através de um cédigo SND. O objetivo era analisar o efeito da compressibilidade
para casos 2-D e 3-D, e consegue-se mostrar que para casos de alto nimero de Mach
as estruturas desestabilizadores sao predominantemente tridimensionais. Neste tra-
balho usa-se também a simplificagdo desenvolvida por Gropengiesser (1970) que
transforma o sistema de duas equagoes diferenciais parciais em uma tUnica equa-
¢ao diferencial dependendo de uma unica variavel, facilitando o método numérico

utilizado.

Esse trabalho da continuagdo ao estudo de Quirino (2006), que utilizou um modelo
2-D de camada de mistura homogénea com uma fonte de calor para modelar o calor
de combustao liberado, estudando assim os efeitos térmicos na estabilizagdo das
perturbagoes. Este trabalho também utiliza o estudo de Salemi (2006) que estudou
uma camada de mistura binaria, porém usando andlise de estabilidade linear ao

invés de SND como foi o caso do estudo de Quirino.
1.4 Estrutura do trabalho

No Capitulo 2 ¢é apresentada a metodologia usada para tratar o problema com um
cbédigo SND, mostrando o sistema de equagoes utilizado, as simplifica¢es e consi-
derecoes feitas, assim como as condigoes iniciais e de contorno, e também o método
computacional utilizado para o desenvolvimento do cédigo SND. No Capitulo 3
expoe-se brevemente as equagoes feitas para resolver o problema com a abordagem
da teoria de estabilidade linear, mostrando-se a equacgao que se deduziu para levar
enconta o empuxo, a estratificacdo da massa especifica e a compressibilidade, assim
como o método numérico usado para resolvé-la. No Capitulo 4 mostra-se como o
niumero de Mach convectivo, parametro que sera melhor explicado nas proximas se-
¢oes, é o parametro que informa a compressibilidade do problema para uma camada
de mistura binaria, assim como um breve estudo das escalas do problema levando
em consideracao as hipoteses utilizadas na metodologia, permitindo assim ter uma
nocao dos limites dos niimeros adimensionais que fazem sentido para o problema.
Também mostra-se um teste de indepéndencia de malha realizado para determinar
o tamanho da malha do cdédigo SND. Por final mostra uma verificagdo de ambos os
codigos desenvolvidos mostrando que ambos ainda retornam resposta condizentes
com a literatura quando as mesmas condigoes sao implementadas.. O Capitulo 5 ex-

poe os resultados, mostrando primeiramente os obtidos pelo cédigo LST, mostrando
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a influéncia da compressibilidade, da estratificacdo da massa especifica, e do empuxo
tanto para casos onde a espécie mais pesada escoa sobre a mais leve, quanto o con-
trario, para diferentes compressibilidades. Mostra-se também os resultados obtidos
pelo cédigo SND comparando suas respostas de taxa de amplificacdo com as obtidas
pelo LST. Mostra-se também um breve estudo da influéncia das forcas viscosas no
problema, e uma visao da distribuicao da vorticidade de alguns casos simulados. O
Capitulo 6 expoe as conclusoes retiradas do estudo feito ao longo deste trabalho e
finaliza-se com o Capitulo 7 mostrando algumas opg¢oes de trabalhos futuros. No

apéndice A mostra-se com detalhe o processo feito para se obter a equacao que
define o codigo LST.

1.5 Objetivo

O objetivo principal do trabalho ¢ analisar a influéncia que a for¢a de empuxo tem
sobre uma camada de mistura binaria de oxigénio e hidrogénio e se a disposi¢ao
destas espécies é relevante para o crescimento ou diminuicao das perturbacoes em
um modelo simplificado de propulsor aeroespacial, onde a camada de mistura é
relativamente pequena. Também, tém-se como objetivos secundarios o estudo dos
efeito da compressibilidade, das forgas viscosas e da razao entre as massas especificas
das espécies. Para isso, sera avaliado como a taxa de amplificacdo varia devido a

variacao de cada uma das variaves de interesse.
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2 METODOLOGIA DA ABORDAGEM SND

Neste capitulo sao apresentadas as equagodes governates e auxiliares pra resolver o
problema de camada de mistura binaria sobre a influéncia do empuxo através de um
c6digo de simulacao numérica direta, SND. Na Se¢ao2.1 sdo expostas as considera-
¢oes usadas e as equagoes governantes do problema. Na Secao2.2 sao expostas as
equagoes auxiliares e hipdteses utilizadas para fechar o sistema de equacoes, assim
como uma breve explicacao dos nimeros adimensionais que apareceram no problema.
Na Secgao 2.4 todas as equacao previamente mostradas sao reescritas na forma adi-
mensional e as condi¢ao de contorno e iniciais, assim como o escoamento base e
as perturbacoes iniciais, sdo definidas. A Secao 2.5 mostra os métodos numéricos

usados para resolver as equagoes previamente apresentadas.
2.1 Equacgoes governantes

Primeiramente deve-se listar algumas hipoteses simplificadoras. Sendo assim temos
as seguintes consideracoes:

e Bidimensional.

e Compressivel.

e Escoamento Viscoso.

e Transferéncia de calor por radiacao desprezivel.

e Efeitos de Duffour e Soret despreziveis.

e Binario.

e Sem reacao quimica.

Forcas de volume relevante devido a gravidade.

Sendo assim, as equagoes governates sao as de Navier-Stokes e a da conservacao das

espécies escritas abaixo na forma diferencial:

8t* P u ax* P U P Tox ay* puv T:L"y s
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a * * * * * * a * * * * * *
o (PTU) + o (T — 7)) + ay*(p v pt =T+ 0ty =0, (2.3)
a * a * * * * * * * *
at*(Et)—i_%{(Et +p)u +Qm_U7—zx_vTxy +
) (2.4)
oy (Bf + )" + gy —u'ry, — o' |+ p"g 0" =0,

0
ot*

(PYI)"‘W(PUYl_PD12a£k>+ay*<pUY1_PD128y1>:Oa (2.5)

onde .
Ef =p* [e* + 5(u*2 + 0*2)} : (2.6)

A notacgao * identifica uma variavel dimensional, p é a massa especifica do fluido, u
e v, as as componentes da velocidade nas dire¢oes, = e y, as coordenadas na dire¢ao
longitudinal e normal, respectivamente, £ o tempo, p a pressao, 7 o tensor de tensoes
viscosas, ¢ o fluxo de calor sendo a direcdo do fluxo indicada pelo subscrito, F; a
energia total, e a energia interna, Y; a fracdo massica das espécies correspondente
ao gas do subscrito, g a aceleracao da gravidade e D;5 a difusividade molecular entre
as espécies 1 e 2, onde o subscrito 1 define o gas na corrente superior e o subscrito

2 o gas na corrente inferior.
2.2 Equacgoes auxiliares

Para resolver o sistema de equagdes acima é necessario definir diversas equagoes auxi-
liares que representam o modelo usado para caracterizar os coeficientes de transporte
dos gases, as propriedades de mistura e as propriedades termodinamicas. Existem
dois métodos diferentes normalmente utilizados para se trabalhar com os coeficientes
de transportes: considera-los como um valor constante, utilitizando um valor médio
ao longo de toda a secgao transversal do dominio, ou considera-los como variaveis. O
impacto dessa escolha foi estudado nos trabalhos de Shin e Ferziger (1991) em uma
camada de mistura com reacao quimica, e Kozusko et al. (1996) para uma camada
de mistura binaria e compressivel. Ambos concluiram que as taxas de amplificacao

obtidas usando coeficientes de transporte constantes sao superestimadas.
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Um estudo similar a este foi feito por Fedioun e Lardjane (2005) e também mostrou
uma diferenca significativa entre as duas formulagoes. Entao é importante que para
manter a precisao do cédigo use-se um método preciso para se calcular os coeficientes

de transporte da mistura de gases.

Para o caso de se calcular as propriedades termodindmicas de uma mistura de gases,
densidade, temperatura e pressao, os modelos de Amagat ou Dalton podem ser
utilizados gerando o mesmo resultado. Por conveniéncia utilizou-se nesse trabalho o

modelo de Amagat para a mistura, e ambos os gases foram tratados como gas ideal.
2.2.1 Pressao

Considerando o modelo de Amagat para mistura de gases a pressao parcial, ou seja
a pressao sobre um gas em uma mistura e gases, é a mesma que a pressao total da

mistura. Ou seja

Pimiz = D1 = P’ (2.7)
2.2.2 Massa especifica

Para se calcular a massa especifica da mistura é imposto que ambos os gases se com-
portam como gases ideais. Um gés ideal é aquele no qual as interagoes entre as par-
ticulas do gas podem ser descritas como colisdes perfeitamente elasticas, ou seja, em
que as forcas nucleares podem ser desprezadas na interagao entre particulas. Cengel
e Boles (1996) consideram que hidrogénio e oxigénio podem ser considerados como
gases ideais com uma tolerancia razoavel, principalmente em casos de pressoes nao

muito elevadas e temperaturas nao muito baixas.

Com isso ¢ possivel utilizar a lei do gas ideal para se ter uma relagao entre a massa

especifica da mistura, temperatura e pressao

*

*
mix

onde P . ¢é a pressao da mistura, R . a constante do gas da mistura, 7" a tempe-

ratura e pj ;. a massa especifica da mistura.
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2.2.3 Tensor de tensoes viscosas

Os gases utilizados nesse trabalho, oxigénio e hidrogénio, sdo considerados fluidos
Newtonianos, ou seja, a deformacao apresentada pelo fluido tem uma relacao linear
com a tensao imposta sobre o mesmo. Sendo assim as equagoes que representam os

termos de tensoes viscosas para um fluido Newtoniano sao as seguintes:

P 8u*+3v* T 28u*_@ . 2t _8u*+2av*
Tay = H oy*  Ox* Tee = 73 ox* Oy T T 73 ox* oy* |’

onde p* é a viscosidade dinamica da mistura. A viscosidade de cada uma das espécies
ainda precisa ser calculada assim como o valor da viscosidade para a mistura entre

as duas espécies.

Uma das maneiras mais precisas e recorrentes de se calcular a viscosidade de um
fluido é utilizando um polinémio ja validado. Provavelmente o polinémio mais uti-
lizado ¢ o formulado pela NASA em Bride et al. (1993). Esse polinoémio leva em
consideragdo mudancas da viscosidade devido a variagoes na temperatura, porém
ignora mudangas causadas devido a variagoes na pressao. O polinémio usado aqui é

0 seguinte:

Ingif,, =A,WnT*+ BT +C,T*+ D, (2.10)

Essa equagao retorna o valor da viscosidade dinamica, 4, em micro-poise [1P] ou
[10~"kg/m.s|, para uma espécie de gds, onde T* é a temperatura medida em [K]
e A,,B,,C, e D, sao os coeficientes apresentados em Bride et al. (1993) para a

espécie que se procura a viscosidade.

Para se calcular a viscosidade da mistura de gases e necessario usar o método de

Chapman-Enskog dado pela Equagao 2.11.

* *
,LL* _ Xgaé’l:ugasl + XgasQ,ugasg
mir ~ )
Xgasl + Xga32¢12 Xgas2 + Xgasl(z)ﬂ

(2.11)

onde Ly Hyas1 € Hgaso S0 as viscosidade dinamicas, respectivamente, da mistura,

do gés na corrente superior e do gés na corrente inferior todos medidos em [kg/m.s].
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Xgas1 € Xgas2 580 as fracoes molares dos gases da corrente superior e inferior, res-
pectivamente. @15 € @91 sdo parametros adimensionais definidos por Wilke usando o
modelo de Sutherland. Apesar do modelo nao ser tao preciso para gases diatémicos,
a simplicidade do modelo faz com que o mesmo seja utilizado numa variedade de
trabalhos de camada de mistura binaria. Por isso utilizou-se a formulacao de Wilke

dada pelas equacgoes 2.12 e 2.13

2
(1 (Ut s2) Y2 (M5 ) M) V]

- , 2.12
” B(1+ M;/M;)] (212
S M
P2 = ¢1255 TM%, (2.13)
gas

onde M7 e M;j sdo as massas molares dos gases na corrente superior e inferior

respectivamente, ambas medidas em [kg/kmol].
2.2.4 Fluxo de calor

O fluxo de calor, ¢, na Equacao 2.4, precisa ser definido. Pode-se considerar que o
fluxo de calor no problema acontece por dois fenémenos, devido a condugao térmica,
Qronas € 0 fluxo de calor devido a interdifusao, ¢};, sendo ignorado o fluxo de calor

causado por radiagao, ou seja:

q:: = q;kd,;t + chmd,x ) (]; = qg‘d,y + q:ond,y‘ (214)

Os termos de conducao podem ser escritos através da lei de Fourier com a Equa-
¢ao 2.15:

R (2.15)

onde k* é a conductividade térmica.

O fluxo de calor devido a interdifusao expressa a energia térmica carregada devido a
velocidade de difusao, que por sua vez acontece devido ao gradiente de concentragao

de massa. Em Kuo (1986) se escreve o termo segundo a Equagdo 2.16
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Gaw =P D WYV gy, =p" Y BYV], (2.16)
onde h* é a entalpia, V* a velocidade de difusdo massica e o subscrito ¢ indica a

espécie do gas da mistura. A velocidade de difusdao por sua vez pode ser expressa

através da lei Fick:

Jf = piD*VY;. (2.17)

Apos algum algebrismo chegamos numa equagao simplificada similar a lei de Fourier:

Qigz = P hiD P + p"hyD O+ s idy =P hiD Ty* +p"hyD

oYy
oy*

(2.18)

Da mesma maneira que a viscosidade é preciso calcular condutividade térmica da
mistura de uma maneira precisa. Primeiramente é usado o polinémio da NASA
dado por Bride et al. (1993), e expresso abaixo na Equagao 2.19 para calcular a

condutividade térmica de cada uma das espécies.

Inkf, = ApInT* + B,T* ' + C,.T* > + Dy, (2.19)

gas

onde £}, é a condutividade térmica medida em [107* W/m.K], T* a temperatura

medida em [K] e Ay, Bg, Cr e Dy s@o os coeficientes apresentados em Bride et al.
(1993).

Para calcular a condutividade térmica da mistura binaria de gases o método de

Wassiljewa é utilizado, analogo ao método de Champan-Enskog para a viscosidade.

* *
]{7* _ Xg(wlkgasl Xgastgasg
mir )
Xgasl + Xgas2T12 Xgas2 + XgaslTQI

(2.20)

onde k*

mix)

kgas1 € Kjqs0 880 as condutividades térmicas, respectivamente, da mistura
binaria, do gas na corrente superior e do gas na corrente inferior todos medidos
em [W/kg.K]. Xyus1 € Xgas2 sdo as fracoes molares do gés na corrente superior

e inferior, respectivamente. T15 e Y9; sdo parametros adimensionais definidos por
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Mason e Saxana, como visto em Reid et al. (1977), e expressos pelas equagoes 2.21
e 2.22.

2
[1 + (k;asl/k;as2>1/2(ME/MT)1/4:|

_ : 2.21
N S(1+ Mi/M3)] 220
Ty = lek;“? 1 (2.22)

k;asl M§7

onde M7 e M} sao as massas molares do gas na corrente superior e inferior, respec-

tivamente, medidas em [kg/mol].
2.2.5 Difusividade massica

A difusao de massa pode ser afetada por diferentes parametros como temperatura,
pressao e gradiente de concentracao. O efeito da temperatura é conhecido como efeito
Soret, e o da pressao é conhecido como efeito Duffour, ambos os efeitos sdo pequenos
quando comparados com a difusao imposta pelo gradiente de concentracao, entao
nesse trabalho os efeitos Duffour e Soret sao desconsiderados. Para pressoes baixas
e moderadas a teoria de difusdao é bem estabelecida, como apresentado por Reid et
al. (1977). A equagao 2.23 retorna a difusividade madssica, Dj,, medida em [m/s?],

entre o gas da corrente superior e o gas da corrente inferior:

(M + M)/ MIM5]2

DF, = 1.858 x 10~ 7T*1°
12 p*0i°Qp

, (2.23)

onde M7 e M} sao as massas molares das espécies dos gases na corrente superior e
inferior, respectivamente, medidas para essa equagao em [kg/kmol|, p a pressao da
mistura medida para o uso nessa equagao em [atm], 07,, 0 comprimento caracteristico

medido em [A] e Qp a integral de colisdo, adimensional.

O comprimento caracteristico, 15, é dado por:

o0

onde o] é o diametro de colisao do gas da corrente superior e oy o diametro de

colisao do gas na corrente inferior ambos medidos em [A].
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A integral de colisdao, (2p, é calculada através da relacao de Neufeld, apresentada
em Reid et al. (1977), como:

A c ___E . G
T8  exp(D.T) exp(FT) exp(HT)

(2.25)

onde A, B,C, D, E, F,G e H sao constantes adimensionais apresentadas no apéndice

T é a temperatura adimensional calculada por:

T*
T = k;g%, (2.26)

onde k% é a constante de Boltzmann medida em [1077 J/K] e €}, a constante da

energia potencial de Lennard-Jones da mistura de gases medida em [1077.J].

A constante da energia potencial de Lennard-Jones para a mistura pode ser encon-

trada através da equacgao a seguir:

€l = (€163)%, (2.27)

onde €] € a constante de energia potencial do gas da corrente superior e €; a constante

da energia potencial do gés da corrente inferior, ambos medidos em [A].
2.2.6 Constante do gas

Fisicamente a constante do gas relaciona a escala da energia com a escala de tem-
peratura, quando um mol da substincia é analisado a uma dada temperatura. A

constante do gas é dada pela Equacgao 2.28:

* RZm
Rgas - Mi"" (228)

gas

*
uni

onde R . é a constante do gis medida em [J/kg.K], a constante universal dos

gas

gases medida em [J/mol.K].

Para calcular o valor da constante do gas da mistura na base maéssica a equacao 2.29

é usada:
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R =R, Y7+ R LYy, (2.29)

mix gasl gas2

* * * x . /¢ .
onde Ry .., R, e Ry, sdo respectivamente, a constante do gas da mistura, a
constante do gas da corrente superior e a constante do gas da corrente inferior,
todos medidos em [J/kg.K]. Y|* e Y sdo as fragoes méssicas da espécie da corrente

superior e inferior respectivmente.
2.2.7 Calor especifico a pressao constante

Ao invés de se fazer a consideragao do gas como caloricamente perfeito, onde o calor
especifico do gas nao muda com a variacao da temperatura, utilizou-se a consideragao
de gas térmicamente perfeito. Para descrever a variacao do calor especifico devido
a temperatura usou-se o polindémio de sete termos descrito em Bride et al. (1993),

dado por:

¢ =R (alT*_2 +as T + asz + ayT* + asT*% + agT* + a7T*4), (2.30)

Pgas gas

onde ¢, & o calor especifico a pressdo constante medido em [J/kg.K] e a1, ... & a7
sao os coeficientes do polindmios para o oxigénio ou hidrogénio apresentado em Bride
et al. (1993).

Para encontrar o calor especifico a pressao constante da mistura de gases uma equa-

¢ao analoga a Equacao 2.29 é utilizada.

G = Yi+d Y5 (2.31)

Pmix Pga s2

onde é importante salientar que Cp,q. Precisa estar em [J/kg.K] para manter a con-

sisténcia nas unidades.
2.2.8 Calor especifico a volume constante

Para o calor especifico a volume constante, Cpyass COMO O valor de Cpoas € de Ry, ja é
conhecido podemos utilizar a defini¢cao da constante do gas dada pela Equacao 2.32

para calcula-lo:
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* _ * _ *
Cogas = Cpyas — Llyas- (2.32)
E para calcular o calor especifico a volume constante da mistura uma equacao ana-

loga ¢ utilizada:

Cj;mzz = C:gasl Yl* + C’T)gasg 2*7 (233)
onde também ¢ importante salientar que c; = precisa estar em [J/kg.K] para manter

consisténcia das unidades.
2.2.9 Energia interna

A energia interna de um gas ideal pode ser calculada por:

¢t = / ¢ dT”, (2.34)

onde e* é a energia interna medida em [J/kg].

Como a variacao da temperatura é pequena, optou-se por usar uma versao simplifi-
cada da equagdo acima para evitar a integragdo numérica do calor especifico com a
temperatura ou de outro polinémio. Tornando assim a consideragdo como os gases
sendo caloricamente perfeitos usando assim a seguinte equacao para o calculo da

energia interna da mistura:

et =c T (2.35)

2.3 Parametros adimensionais

Para se trabalhar com problemas sem se preocupar com os valores especificos de
todas as variaveis usa-se as equagoes na forma adimensional. Fazendo isso um grupo
de nimeros adimensionais surge multiplicando diferentes termos nas equagoes de
conservagao, o que permite visualizar de forma direta como esses adimensionais afe-
tam o problema. Nesta seccao serao apresentados todos os nimeros adimensionais
que aparecem no desenvolvimento do trabalho, uma breve explicagdo de seu sig-

nificado. Também serao apresentados parametros adimensionais que nao aparecem
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como resultados da adimensionalizacao do problema mas que nao foram apresenta-
dos anteriormente, como a razao de calores especificos, a fragdo massica e a fragao

molar.
2.3.1 Razao de calores especificos

A razao de calores especificos pode ser entendido como a relacao entre a variagao de
entalpia e a variagdo de energia interna de um gas e pode ser expressa através da

equacao a seguir

*

C
v =, (2.36)

*
Vgasl

onde v € a razao de calores especifico, ¢, ,,, o calor especifico a pressao constante
do gas da corrente superior medida em [J/kg.K] e ¢,,,, o calor especifico a vo-
lume constante do gés da corrente inferior medida em [J/kg.K]. Nesse trabalho serd

considerada que a razao de calores especificos do oxigénio e do hidrogénio sao iguais.
2.3.2 Fracao massica

O uso da fracao maéssica so tem utilidade quando se trabalha com uma mistura de
diferentes gases e representa a porcentagem de massa da mistura corresponde a cada

espécie, ou de forma matematica:

P = el (2.37)

gasl — * )

. s . . . .
onde Y € a fracio massica do gas na corrente superior, my,; a massa do gas na

corrente superior medida em [kg], e m* . a massa total da mistura medida em [kg].

Como estamos trabalhando com uma mistura binaria e sem reagdo quimica, uma
vez que se sabe a fragdo massica de uma espécie utiliza-se a Equacao 2.38 para se

encontrar a outra:

*
g gasl:

(2.38)

Como neste trabalho o perfil inicial de fracdo massica da espécie na corrente superior

é dado, e a evolugao temporal é calculada através da equacao da conservagao das
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espécies apresentada no préximo capitulo somente a Equagao 2.38 ja é suficiente

para calcular a fracao massica.
2.3.3 Fracao molar

A fragdo molar pode ser descrita de forma analoga a fracdo maéssica, porém ao
invés de representar a porcentagem de massa, representa a porcentagem de mols e
¢ necessaria nos céalculos da viscosidade e conductividade térmica como mostrado
nas equagoes 2.11 e 2.20. Conhecendo-se a fracdo massica e o peso molecular das
espécies pode se usar a equacao apresentada em (TURNS, 1993) para se calcular a

fracao molar.

*

_ * mix
Xgasl — Lgasl - ; (239)
gasl

, < . . v < L
onde X451 € a fragao molar do gds da corrente superior, Y7, ; ¢ a fracdo massica da
corrente superior, M7 ., o peso molecular do gés na corrente superior medido em

[kg/mol] e M. o peso molecular da mistura medido em [kg/mol].

2.3.4 Numero de Mach

A velocidade do som é aquela na qual as perturbagoes acusticas se propagam. A
razao entre a velocidade do som e a velocidade convectiva do escoamento é definida
como numero de Mach e pode ser interpretada como a razao entre a energia cinética

e energia interna do escoamento como explicado em Anderson (2003).

Neste trabalho utilizou-se como velocidade caracteristica a velocidade de convecgao

da corrente superior, Uy, entao:

M= U (2.40)

Y
ay

onde M; é o nimero de Mach relacionado ao escoamento superior e aj a velocidade
do som para o gés na corrente superior medida em [m/s|, e pode ser calculada através

da expressao:

i =Ry, (2.41)
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2.3.5 Numero de Mach convectivo

E importante salientar a diferenca entre o niimero de Mach que aparece nas equacoes
de conservagao como resultado da adimensionalizacao e das variaveis caracteristicas
escolhidas e o Mach convectivo que mede realmente o efeito da compressibilidade
atuando sobre a camada de mistura binaria. Em Kozusko et al. (1996) é apresentada
uma relacao entre o nimero de Mach e o niimero de Mach convectivo, onde se de-
monstra que o Mach convectivo é um fator importante alterando consideravelmente
a taxa de amplificagdo em uma camada de mistura binaria compressivel. O estudo
também descobriu que a direcao da estratificagdo da massa especifica tem pratica-
mente nenhum impacto na taxa de amplificagdo. Para fluidos com mesma razao de
calores especificos, o que consideraremos nesse trabalho, a Equacao 2.42 define o

valor de Mach convectivo para uma camada de mistura binaria

Mc:Ml (1_U1/U2)

: 2.42
(1+1/pi/p3) (242)

onde M, é o nimero de Mach convectivo, M; o nimero de Mach da corrente superior,
Uf e U sao as velocidade das correntes superior e inferior, respectivamente, e p* e
1 2 ) ) 1

p5 sao as massas especificas da corrente superior e inferior respectivamenete.
2.3.6 Numero de Reynolds

Presente em praticamente todos os problemos onde a viscosidade do fluido precisa
ser considerada, o nimero de Reynolds representa uma relacao entre forcas inerciais

e forgas viscosas. O nimero de Reynolds ¢ definido por:

p* k) Sk
Re; = =12 (2.43)

H1
onde Rej é o nimero de Reynolds com respeito as propriedades da corrente livre
superior, U; a velocidade da corrente superior medida em [m/s], p; a massa especifica
do gas na corrente superior medida em [kg/m3] e 8% o comprimento caracteristico,

que nesse trabalho é usado a espessura de vorticidade medida em [m)].

A expessura de vorticidade é calculada pela expressao:

L ek B 2.44
[ [y e (244)
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onde Uy — U; € a diferenga entre as velocidade das correntes livre superior e inferior

e |du*/dy* | e © maximo gradiente da velocidade do perfil inicial.
2.3.7 Numero de Prandlt

O numero de Prandlt aparece em problemas onde esta presente difusao de energia
térmica e cinética, onde, segundo Incropera (1994), o niimero de Prandlt pode ser
visto como uma relacdo entre os dois fendmenos. A Equagao 2.45 é a defini¢do

matematica do nimero de Prandlt:

* *
:U’gaslcp
. gasl
P’f’l i —
gasl

(2.45)

onde Pry é o ntimero de Prandlt, y,., a viscosidade dindmica medida em [kg/m s],

Cpoasn © calor especifico a pressdo constante medido em [J/kg K] e & ,; a conduc-
tividade térmica medida em [W/m K], todas remetendo ao gas das corrente livre

superior.
2.3.8 Numero de Lewis

O ntmero de Lewis relaciona os efeitos da difusividade de massa e da difusividade

térmica e pode ser definido como:

k*
Ley = — 2% (2.46)

* *
pga51cpgasl D12

onde Le; é o nimero de Lewis, Cpyast © calor especifico a pressao constante medida
em [J/kg K], e k., a conductividade térmica medida em [W/m K], todas remetendo

ao gas da corrente livre superior. D}, é a difusividade méssica medida em [m/s],
2.3.9 Numero de Froude

Presente apenas em problemas onde forcas de campo sao consideradas, o niimero de
Froude pode ser entendido como uma relacao entre as forcas inercias e as forcas de
empuxo, causada pela diferenca de massa especifica e da gravidade. Quanto menor

o nimero de Froude mais significante é a forca de empuxo no problema, esto é:

Fri=—"—, (2.47)
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onde F'r; é o numero de Froude, J; a espessura de vorticidade ja definida pela
Equagao 2.44 medida em [m], U} a velocidade na corrente livre superior medida em

[m/s] e g* a aceleragdo da gravidade medida em [m/s?].
2.4 Variaveis caracteristicas e equacgoes adimensionais

As varidveis caracteristicas escolhidas para adimensionalizar o problema sao referen-
tes a camada superior do escoamento com excessao do comprimento caracteristico,
onde a espessura de vorticidade é escolhida. Abaixo os valores das varidveis adimen-

sionais e sua relacdo com as variaveis caracteristicas:

= xr = — = — U = — V= — = —
5;} Y 5’:} Y y (5:] Y Uik Y Uf ) k:T Y
(2.48)
b= 7T:7*7 P=— By = * = Y= *
piU 1y P piU M1 Yi

Substituindo as variaveis adimensionais nas equagoes de 2.1 a 2.5, transforma-se as

equagoes nas suas formas adimensionais escritas abaixo de 2.49 a 2.53:

op 0 )
e _ = 2.4
Lt o) + () =0 (2.49
0 a, . 1 0 1
5w + o (pu” +p = Ef$z) + afy(mw - ETW) =0 (2.50)
0 0 1 0, , 1 P
E(pv) + a(puv — R—elny) + 8—y(pv +p— R—elTyy) toa= 0 (2.51)
0 0 1 1
Yy L (E s
(915( )+ ox [( Pt ReleC RelTw} *
0 1 1 pU
Fy |:(Et +p)U + Qy — ETxy - %Tyy:| + 7FT‘2 =0 (252)
0 0 1 oY, 0 1 oY,
Loy + 2 puyy — D I oy, - 21—
8t(p 0+ ox (pu ! RelprlLelp ox ) + oy (pv ! RelprlLelp 8y> 0

(2.53)

onde ¢, e g, sao os fluxos de calor devido a condugao e interdifusao e pode ser

expresso na forma adimensional através de:
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_ 1 ékal + #ﬁ
G = (v —1)Ma?PrRedx Ox  PrLeRe 8xp

o 1
T = (v —1)Ma2PrRedy 0y PrLeRe@yp

oY,

—— 2.54
" Ox (2.54)
Y;

— 2.
e (2.55)

Nao somente as equagoes governates mas também as equagoes de fechamento pre-

cisam ser adimensionalizadas. Abaixo mostra-se a lei do gas ideal, 2.56, a relagao

termodindmica entre energia interna e temperatura, 2.57, a constante de gas da

mistura, 2.58, o calor especifico a volume constante, 2.59, a relagdo de Chapman-

Eskog, 2.60 e a relacao de Wassiljewa 2.61, tal que:

P pRT |
Ma%y

T = Maf’y('y— 1)e,

*

R
R:}/l‘i‘ ga52}/2’

*
gasl

*
_ Y Cvgas2 Y
Cy = Y1+ * 2,

Vgasl

o= Xgasl + Xgas2ﬂgas2/,ugasl
Xgasl + Xga32 ¢12 XgasQ + Xgasl ¢21 ’

— X!]a51 XgasZ kga52/kgasl
Xgasl + Xga52T12 Xgas2 + XgaslTQI ’

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

onde Rey, Pry, May, Ley e Fry sdo os numero de Reynolds, Prandtlt, Mach, Lewis

e Froude respectivamente e y é a razao de calores especificos, todos ja apresentados

no capitulo anterior.
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2.4.1 Condicgao inicial e de contorno

Uma vez que todas as equacao foram adimensionalizadas é preciso definir as con-
di¢oes de contorno e iniciais do problema. E preciso usar condi¢oes adequadas de
acordo com a fisica do problema. Nesse caso queremos simular um caso de duas
correntes distintas de escoamento laminar que ja tem um perfil de mistura inicial e
entao uma perturbacao é inserida. Para isso as condigOes iniciais sdo as propriedades
das variaveis do escoamento base mais a perturbacao. Nesse trabalho se introduziu

as perturbacoes nas variaveis da velocidade.

w(@,y,0) = ur(y) +u'(z,y), (2.62)
v(z,y,0) = vi(y) +'(2,y), (2.63)
T(z,y,0) =Tw(y), (2.64)
p(x,y,0) = pL(y), (2.65)
p(z,y,0) = pL(y), (2.66)
Ey(x,y,0) = By, (y), (2.67)
e(z,y,0) = eL(y), (2.68)
Yi(z,y,0) = Y1, (y), (2.69)

Y

onde o subscrito L representa a fracdo do escoamento laminar e o sobrescrito ()
representa a fraccao da perturbagdo. A velocidade u;, do escoamento laminar base
assim como a fracgdo molar no instante inicial sdo definidas por uma tangente hi-
perbdlica nas equacoes 2.70 e 2.71, respectivamente. O perfil da velocidade normal
é zero no instante inicial uma vez que temos um escomento paralelo, dessa ma-
neira, apos certa modificacao que sera explicada na Se¢ao 2.5.4 podemos capturar o

crescimento das perturbacoes através da variavel v:

ur(y) = (G ;— U2) + (G ; UQ)tanh (2511) , (2.70)
Yi, (y) = ; n ;tcmh (?) , (2.71)
vr(y) = 0. (2.72)

Os perfis de temperatura e pressao base inicialmente foram considerados constantes
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ao longo de todo o dominio e com o mesmo valor da corrente livre superior. Ao fazer
isso estd sendo desconsiderada a diferenca de pressao devido a forga hidrostatica no
escoamento base. Isto é possivel pois a modelagem do problema tem como objetivo
sistemas propulsivos e ndo modelos atmosféricos, que por sua vez tem um compri-
mento vertical baixo, o que em conjunto com o baixo valor da massa especifica dos

gases serve como uma boa hipotese.

Tr(y)=1,  Puly) =1 (2.73)

A distribuicao inicial da massa especifica é calculada através da lei do estado adi-
mensionalizada, 2.56, e a energia interna é calculada usando a Equacao simplificada

para temperatura constante do gas perfeito, 2.74.

T

T (2.74)

er(y)

A perturbacdo é imposta através dos perfis de velocidade com uma funcao com
variacao trigonométrica na direcao longitudinal e multiplicada por uma funcao com
um decaimento exponencial com y para a perturbacao ser significativa somente na

regiao da camada de mistura, decaindo fora da mesma.

T Ajcos(aix) N Aycos(aa) | (2.75)
(o4} (6]

v = ye ) [A;sen(aqz) + Assen(awz)], (2.76)

onde o ¢ a variancia, que é igual a 20, e, A; e Ay sdo as amplitudes da onda

relacionadas aos nimeros de onda oy e as.

As condigoes de contorno de cima e de baixo do dominio sdo simplesmente os valores

das variaveis da corrente livre superior e inferior:
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u(y — 4o00) = Uy, u(y — —o0) = Uy, (2.77)

v(y = +o0) = 0,v(y = —o0) =0, (2.78)

T(y — +00) =11, T(y — —o0) =T, (2.79)
Py — +00) = Pr,v(y — —o0) = P, (2.80)

p(y — +00) = p1, p(y = —00) = pa, (2.81)

Ey(y — +00) = By, Ey(y — —00) = Ey, (2.82)
e(y — +00) = e, e(y — —00) = €. (2.83)

J& na dire¢ao longitudinal, uma vez que esta se usando uma andlise temporal cen-
trada na onda, se pode usar uma condicao peridédica e definir o tamanho do dominio

longitudinal a partir do nimero de onda A = L, da seguinte maneira:

w(@,y) = u(@+ Ly, y), (2.84)
v(z,y) = v(r + Ly, y), (2.85)
T(x,y) =T(x+ Ly, y), (2.86)
P(z,y) = P(x + L., y), (2.87)
p(z,y) = p(z + L, y), (2.88)
Eyx,y) = E(z + Ly, y), (2.89)
e(z,y) = e(x + Lq, y) (2.90)

2.5 Meétodo numeérico

Existem diferentes métodos para se resolver escoamentos turbulentos através da
solugdo numérica das equacoes de Navier-Stokes, sendo a principal diferenca entre
eles é como os termos de tensoes turbulentas sao modelados. Os principais modelos
atuais sao:

e Simulac¢ao de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation - LES)

e Simulagao considerando as médias de Reynolds (Reynolds Average Navier-
Stokes Simulation - RANS)

e Simulagdo Numérica Direta - SND (Direct Numerical Simulation - DNS).
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Cada um desses métodos é melhor empregado para diferentes situagoes de acordo
com o que ele se propoe. A LES simula somente as equagoes de conservagdo nas
maiores escalas do problema, tendo um modelo de sub-malha desenvolvido para
resolver as demais escalas do problema. Isto torna este método menos custoso com-
putacionalmente e portanto mais vantajoso para se resolver problemas com uma
complexidade maior. Em contrapartida a elaboragdo de um modelo de sub-malha

confiavel e preciso pode ser um desafio.

A formulacao RANS é uma ferramenta muito utilizada industrialmente para a si-
mulacao de escoamentos turbulentos. Nela as equagoes sao reescritas usando-se a
suposicao de média de Reynolds e modelam-se especificamente os termos de flutu-
acoes através de equagao extras de fechamento, essas flutuacoes sdo resultado da

simplificacao das equagoes.

A SND por sua vez resolve completamente todas as escalas, sem nenhuma simpli-
ficacdo ou alteracao das equacoes de conservacao. Apesar de sua simplicidade, ela
denota um alto custo computacional e normalmente é limitada para problemas em
que o dominio numérico nao seja grande ou com uma geometria do escoamento muito
complicada, o que faz dela a ferramenta mais adequada para pesquisas como esta,
uma vez que o problema nao apresenta uma topologia de escoamento complicado ou

um dominio grande.

O método SND utilizado aqui, usa diferencas finitas para resolver numericamente
as derivadas nas equagoes de conservacao. Devido ao fato de as perturbacgoes, e por
extensao, a instabilidade de Kelvin-Helmontz serem oscilagoes pequenas no valor do
escoamento base, o método precisa ter um erro numérico bastante baixo para que o

mesmo nao afete a solugao do problema.

Também é importante notar que o problema a ser analisado tem derivadas espaciais
em duas dire¢oes e derivadas temporais. A estratégia para resolver cada uma dessa
derivadas é diferente. No caso da discretizacao espacial sera utilizado um método de
diferencas finitas de quarta ordem, sendo centrada nos pontos internos e deslocada
nos pontos préximos a fronteira do dominio na dire¢do normal, assim como nos
trabalhos de Lele (1992) e Mahesh (1998)). Nos termos de derivada temporal, o
método utilizado é o de Runge-Kutta de quarta ordem de precisao Ferziger e Peric
(1997).
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2.5.1 Dominio

Teoricamente a simulagdo de uma mistura binaria através de uma analise temporal
consiste em duas correntes de fluidos sobrepostas escoando em dire¢ées opostas em
um dominio infinito em ambas as direcoes e recebendo uma perturbagao entre as
duas correntes. Como ¢é necessario resolver o problema de forma numérica, um domi-
nio finito é essencial, e para definir o tamanho desse dominio algumas consideragoes

precisam ser avaliadas.

Para o tamanho longitudinal do dominio usa-se a condi¢cdo de periocidade do es-
coamento. Como foi introduzida uma perturbagdao com uma fungdo periddica com
numero de onda A, e também uma segunda com a metade do nimero de onda da
primeira, o tamanho do dominio deve ser um multiplo inteiro do maior comprimento
de onda. Sendo assim para cada onda completa dentro do dominio um voértice de
Kelvin-Helmholtz deve aparecer para a peridiocidade ser respeitada, e para econo-
mia usou-se o mesmo tamanho do maior nimero de onda entre as duas perturbacoes

impostas.

Para a dire¢ao normal teoricamente o dominio s6 precisaria ser grande o suficiente
para capturar a camada de mistura e todo o fendmeno da evolugao das perturbagoes
até os vortices de Kelvin-Helmoltz. Porém como esta se simulando um ambiente sem
fronteiras fisicas em nenhuma simulacao, seria indicado usar condi¢es de contorno
nao-reflexivas nas fronteiras superior e inferior. Devido a isso instabilidades numéri-
cas irradiando da meio do dominio sao refletidas nos contornos superior e inferior e
podem afetar ao longo do tempo o resultado da simulagao. Para que se evite que isso
aconteca a solucao mais simples é de aumentar o dominio vertical de maneira que
o tempo necessaria para as instabilidades percorrerem todo o dominio e refletirem
de maneira significativa seja maior que o tempo de simulag¢ao desejado. Nesse caso
se optou por um tamanho vertical de 24 vezes maior que espessura da camada de

mistura.

Para determinar o tamanho da malha um teste de indepéndencia de malha foi re-
alizado e serd mostrado na Secao 4.3. Para se determinar o intervalo em ambas
as diregoes se divide o tamanho do dominio pela nimero de pontos da malha nas

respectivas diregoes.

Para o intervalo na direcao longitudinal:
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dr = - , (2.91)
max
E para o intervalo na direcao normal:
L
dy = —%—, (2.92)
Jjmax
A Figura 2.1 mostra uma representacao do dominio.
Figura 2.1 - Dominio numérico do problema.
(1,jmax) C .C.- Variaveis com o valor da corrente livre superior. (imax,jmax)
1
I
I
Corrente 1 I
I
]
I
1
B
I
]
dy |
I
Corrente 2 !
I
dx |
I
(1,1) C .C. - Varidveis com o valor da corrente livre inferior. (imax,1) (imax+1)

Fonte: Adaptado de Quirino (2006).

2.5.2 Derivadas temporais

Para resolver o problema transiente é necessario um passo de tempo, At, de tal ma-
neira que nao seja tao grande que nao capture os fendomenos nas menores escalas e
nem tao pequeno que torna a simulacao inviavel devido ao longo tempo computaci-
onal. Para isso um critério de estabilidade é utilizado usando o ntimero de Courant,

(', da mesma maneira que Sandham (1990).
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A= G (2.93)

onde

— i i_|_i + M_I_M + o i_Fi (294)
a=T M, \dx dy dr  dy p(y = 1)MEPriRe; \dx dy )|

onde as variaveis dx e dy sao os passos dimensionais escolhidas na dire¢oes longitudi-
nal e normal, respectivamente. Nesse trabalho usou-se C' = 0,9 para todos os casos.
O método para resolver o passo temporal da simulagao é através de um método de
Runge-Kutta condicionalmente estavel de 4 passo que pode ser descrita conforme

abaxo:

. LA
fn+l/2 = f + Ef(tna fn>7 (295)
Kk n A *
fn+l/2 ="+ Ef(thrl/Qa fn+1/2)7 (2.96)
fl:+1/2 = f"+ Af(tn+1/27 fl:L/Q)v (2'97)

A
[ =t 5 {f(tna Jn) + 2f (tns1)2, f;+1/2) + 2f (tns1/2s f;iuz) + f(tng1, f;+1)} .
(2.98)

2.5.3 Derivadas espacias e condi¢oes de contorno

Para resolver o problema espacial usou-se um método de diferencas finitas simples
com um exténcil de quarta ordem centrada para todas as derivadas de primeira e
segunda ordem, com excecdo aos pontos proximos a fronteira. Ou seja as deriva-
das em x de primeira ordem para uma variavel qualquer ¢ é calculada a partir do

exténcil 2.99, e para derivadas em x de segunda ordem usa-se o exténcil 2.100
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I 12dx

o ] . (2.99)

),

¢\ [0l +2,5) +168(i + 1,5) — 3094, j) + 166(i — 1,5) — (i — 2, )
0x%), . 12d22 )

)

(2.100)
onde i significa pontos na direcao longitudinal e j pontos na dire¢do normal.

Para os pontos proximo das fronteiras direita e esquerda a periodicidade pode ser
utilizada de maneira que os pontos fora do dominio tem os valores dos pontos da
fronteira oposta de maneira exposta na Equagao 2.101 seguinte maneira. Assim os

exténcis mostrados nas equagoes 2.99 e 2.100 podem ser utilizadas.

o(1,y) = ¢(imaz + 1,y). (2.101)

Analogamente os pontos i = 2 sao iguais que para os pontos i = n + 2.

Para derivadas na direcao normal usamos os mesmos exténcis mostrados anterior-
mente porém com a variagao dos pontos j e nao em i. Porém, diferentemente da
direcao x os mesmos exténcis nao podem ser utilizado nos pontos préximos a fron-
teira superior e inferior uma vez que nao temos a condi¢ao de periodicidade nessa
dire¢do. Devido a isso usa-se diferentes exténcis para diferentes linhas. No caso das
derivadas de primeira ordem para os pontos (j = 1 e j = jmax), usa-se um exténcil
de segunda ordem deslocado conforme a Equacao 2.102. Para pontos adjacentes a
fronteira (j = 2 e j = jmax - 1) o exténcil utilizado é um de segunda ordem centrado

conforme 2.103.

(ng)jmm _ [—3¢(i,j) + 2925(@'7;'6; ) —1¢(,j + 2)] , (2.102)
@;)jmﬂ _ V(i,j - 1>2;$¢<@',J - 1>] ' (2.103)

Para as derivadas de segunda ordem, no caso dos pontos adjacentes a fronteira,

usa-se um exténcil de segunda ordem centrado.
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— = . 2.104
<8y2 )jmin [ dx? ( )
Para pontos na fronteira um exténcil de segunda ordem deslocado.

— = . (2.105)
ayQ Jjmin dx?

Como é imposto que a fronteira superior e inferior ambas tenham os valores das
variaveis da corrente livre, é imposta numericamte que os valores das derivadas

nesses pOIltOS devam ser Sempre zero:

09 _(9¢ _
(@)jmam B <8y>jmw - (2106>

Como comentado anteriormente essas condigdes escolhidas nao sdo as ideias para o

problema devido ao efeito da reflexao.
2.5.4 Tratamento de dados devido ao empuxo

A formulacdo do codigo resolve o problema para um escoamento instantaneo, ou
seja as variaveis simuladas em todos os instantes sao a soma da parte base e da

perturbagao como mostrado na Sub-secao 2.4.1.

A maneira como encontramos a taxa de amplicacao das perturbagcoes, w, é avaliando
o incremento sofrido pela componente de velocidade na dire¢do normal, v. Ou seja

a velocidade na direcao y depende de:

v(r,y,t) = v, y,t) +0'(2,y,1), (2.107)

onde v é a velocidade instantinea, v; a velocidade normal do escoamento base e v/

a velocidade normal da perturbacao.

Como v;(z,y,0) = 0, e se o problema nao propiciar o aumento da velocidade na
direcao normal referente ao escoamento base, v;, podemos usar esse método pois ao
avaliar a velocidade normal instantanea o tnico efeito sobre ela ¢ o da perturbagao.

O problema é que ao considerarmos a for¢a de campo provocado pela gravidade e
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ignorarmos a diferenga de pressao devido a hidroestéatica, naturalmente a velocidade
normal base crescerda com o tempo, v;(z,y,t) # zero, compromento a tnica variavel
somente que somente dependendia da perturbacdao. Em um gréfico logaritmico de v
por t espera-se ver uma linha reta apés um certo tempo onde a inclinacao da reta

indica a taxa de amplificacdo, w. A seguir esta o grafico obtido:

Figura 2.2 - Evolucao das perturbacgao antes da modificagdo devido ao empuxo.
0 T T T T T T

-7 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t

Fonte: Produzido pelo Autor.

Muito diferente do que se esperava, devido ao erro de v nao ser somente dependente

das perturbacoes.

Para resolver isso usa-se a propriedade de linearidade da perturbacao, ou seja, du-
rante o crescimento linear das amplificagoes pode-se operar matematicamente as
variaveis de duas simulagoes sem erro na resposta final. Entao simula-se dois casos
a0 mesmo tempo com os mesmos parametros, porém um somente com o escoamento
base, sem a excitagdo das perturbacoes das equacoes 2.75 e 2.76, e um com as per-
turbagoes, ambas utilizando o mesmo como passo temporal (tomando cuidado para
este passo de tempo imposto ser menor que o passo obtido pela Equagao 2.93 de
ambas as simulagoes). A cada 50 iteragdes é escrito um arquivo de saida com a ma-

triz da velocidade normal de cada uma das simulacoes, e apds o fim das simulagoes
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de ambas utiliza-se um programa auxiliar para se subtrair a matriz de velocidade
instantanea do escoamento sem perturbacao do escoamento com perturbagao, retor-

nando a variavel v a ser independente do escoamento base.

Figura 2.3 - Evolucdo das perturbacdo depois da modificacdo devido ao empuxo..
0 T T T T T T

Fonte: Produzido pelo Autor.

A Figura 2.3 mostra o grafico logaritmico da velocidade intantanea v pelo tempo ¢
quando o processo explicado acima é realizado, obtendo um resultado muito mais

perto de uma reta na qual a taxa de amplificagdo pode ser extraida.
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3 METODOLOGIA DA ABORDAGEM LST

Neste capitulo sao apresentadas as equagodes governates e auxiliares pra resolver o
problema de camada de mistura binaria sobre a influéncia do empuxo através de
analise de estabilidade linear. Na Secao 3.1 sdo expostas as consideracoes usadas, as
equagoes governantes ja linearizadas do problema, a transformacao de variavel feita
para simplificar ainda mas o sistema de equacao e por final a equacao governante
do problema que relaciona os diferentes parametros que influenciam no problema
de camada de mistura binario. Na Secao3.2 o esquema numérico utilizado para se
solucionar a equacao encontrada ¢ detalhado assim como as condi¢oes iniciais do

escoamento base utilizadas.
3.1 Analise de estabilidade linear.

As equagoes de conservacoes usadas para deduzir as equagoes linearizadas sao as
mesmas que as usadas no SND mas com condigoes ligeiramente diferente. As consi-
deragoes sao:

e Escoamento laminar.

e Escoamento base bidimensional.

e Compressivel.

e Inviscido.

e Forca de campo somente na direcao normal

e Radiagao térmica desprezivel.

e Sem reacao quimica.

e Gas termicamente perfeito.

o G4s ideal.

E importante salientar que apesar de estarmos deduzindo a partir de um caso com
uma perturbacao em 3-D nesta secao, essa condicao é usada para se obter uma
equacao mais genérica, mas sera mostrado mais a frente uma simplificagoes que
torna o problema comparavel com o caso de uma perturbagdao somente em duas
dimensoes. As equagoes de conservacao sao utilizadas na forma adimensional com

as mesmas variaveis caracteristicas que no caso da formulagao para o SND.
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As equagbes para a analise de estabilidade linear sao deduzidas a partir das equagoes
de conservacao substituindo as variaveis por uma parte referente ao escoamento base
e uma parte referente a perturbacao. E assumido solu¢ao por modos normais para

as perturbacoes, sendo as variaveis expressas da seguinte forma:

Pz, y,2,t) =R {®(y)exp[i(az + Bz — wi)]} (3.1)

onde ®! é a perturbacao da varidvel dependente e Déa autofuncao correspondente.

As equagoes sao linearizadas, ou seja os termos nao lineares sdo desprezados. O
grupo de equagoes resultante para o problema da camada de mistura compressivel

binaria sobre a influéncia da for¢ca de empuxo é:

pi(au — w) + @;ZZ +p [i(oml + puw') + Zgﬂ =0, (3.2)
(o — w) + 0L — __10P_ (3.3)
dy — pyMa}’ '
N 1 dp P
—w)=— - — 4
vi(ou — w) A dy  oE (3.4)
L iBp
wi(ou — w) = T oME (3.5)
. dT -1 dd
Ti(ou — w) + ﬁ@ + (Vﬁg ) [@'(aﬁ + pw) + dﬂ =0, (3.6)
. dY;
Vyi(oi — w) + @T; =0, (3.7)
p=pRT + pRT + pRT. (3.8)

Com esse sistema de equagoes, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 é possivel depois de

algum algebrismo transformar em um sistema de somente duas equacoes:
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U—w)——abd— = 3.9
0= gy =y T 5 3
_ o dp . N do i dp
— — | 0— —| | == 1
palau — w) + (ot — w)Fr? [Udy +p [Z(au + pu') + dyH MEdy (3.10)
onde a fun¢ao G é definida como:
a? + (2 , (ot — w)?

A Equacao 3.10 é a conservacao do quantidade de movimento da direcao y, porém,
modificada pela equacao da continuidade e a lei do estado para se eliminar a flutu-
acao da densidade. O processo para se chegar nessa equacao é mostrado com mais

detalhes no apéndice A deste trabalho.

Utilizando a tranformagao de varidvel proposta por Gropengiesser (GROPENGIES-
SER, 1970), que define a func¢ao x como:

1ap

= — 3.12
yMa2o’ ( )

X

O sistema de duas equagoes, 3.9 e 3.10, pode ser mais uma vez simplificado em um

sitema de uma unica equacao:

A Equacao 3.13 é a forma mais genérica do problema, ou seja, para uma perturbagao
tridimensional. Como vamos comparar a resposta obtida através desse método com
o SND, que foi formulado para um caso bidimensional, ¢ necessario simplificar a
equagao acima para que represente exatamente o mesmo problema. Isso é realizado

facilmente ao se considerar § = 0 transformando a equagao de dx/dy para a seguinte
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forma:

dl o 7 pGx B X @
dy =" ( /)+(a_w/a)Fr2 (i — w/a) (U—W/O‘)+dy] (3.14)
X du+GX] |
(u—w/a) [dy .

E importante notar que quando o nimero de Froude tende a infinito o segundo termo
do lado direito da Equacao 3.14 tende a zero, retornando assim a mesma equacao
deduzida por Salemi (2006) em que a for¢a de empuxo nao foi considerada, o que

corrobora com o significado de um alto niimero de Froude.

Como descrito em Sandham (1990), as condigoes de contorno da Equagdo 3.14 sdo
as derivadas de tal modo que quando y — +oo temos x = const., dy/dy = 0,
du/dy =0 e dp/dy = 0. Entao a condi¢ao de contorno do problema para y — Foo
sao as raizes de uma equacao de segundo grau que podem ser encontradas facilmente

através da formula de Bhaskara:

—B+VB?2—-4A.C

X (y = +o0) = oA : (3.15)
onde cada constante é descrita abaixo:
A= —G(u:.;/a), (3.16)
B=G2 w/;a)Frz G ! i/a) " @ —1w/oz) ’ (3:17)
C = pa*(u— w/a). (3.18)

Ao se resolver a Equacao 3.14, a funcao y e a funcao GG sao calculadas assim como os
autovalores «a e w. Isso ja seria suficiente para comparar ambas as metodologias uma
vez que o objetivo principal do trabalho é avaliar a influéncia da forca de empuxo

na taxa de crescimento das perturbagoes, porém é possivel comparar também as
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topologias do escoamento. Para isso é necessario manipular as equagoes 3.9 e 3.10
e integrar as equacgoes resultantes com o proposito de se calcular os autovetores da

velocidade normal, 9, e o autovetor da pressao, p. As equagdes ja operadas sdo:

dp _ 9., _ . pyMa?i Ldp . dD
X WM — S e ket S s - 3.19
pyMaji(au — w)d (o \Fr? 0 y + prati + p nE ( )

dv a2Gp v du
@o___teGp _, _ab du (3.20)
dy ~vyMai (ou—w) (au—w)dy

As condigoes de contorno para se integrar as equagoes 3.19 e 3.20 sdo apresentadas

em Sandham (1990), respectivamente, como:

ﬂm:x@;yﬁ7 (3.21)
5(0) =1+ 0i. (3.22)

A partir do calculo de ¥ e p, é possivel calcular todos os outros autovetores do

escomaento a partir das equagoes 3.2, a 3.8.

Da Equacao 3.2, é calculado a massa especifica, p, através de:

R vi dp paii pBw Pl dov
_ o — — 3.23
P (ot —w)dy (au—w) (au—w) * (au — w) dy (3:23)
Da Equacao 3.3, ¢ calculada a velocidade longitudinal, u, através de:
" ap op du
=— —. 3.24
" v Ma3 piz (0t — w) * (au —w) dy (3:24)
Da Equacao 3.5, é calulado a velocidade tranversal, w0, através de:
W= — op (3.25)

v Mai p (ot —w)
A temperatura, f, pode ser calculada usando Equacao 3.6 assim:
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(v—1)at (v —1) B

Fo_ _ _
Rp (cu—w)  Rp (au—w)

—1)i do bi T
(v—1)1 L 01

— — 3.26
+Rﬁ(0411—w) dy  (cu—w) dy’ (3:26)
E usando Equacao 3.7, se calcula a fragao massica 371, da seguinte forma:
- 1 dy,
Yi=————. 3.27
" (cu—w) dy (3:27)

3.2 Formulagao numérica do cédigo LST

A metodologia implementada para se chegar a Equacgao 3.14 basicamente reduziu o
problema da camada de mistura em um problema de autovalor o qual existem di-
versas maneira de se solucionar. Nesse trabalho se optou pelo método da estimativa,
do inglés shooting method, e aqui detalha-se brevemente como o método funciona e

como foi implementado.

O dominio numérico do cédigo usando a abordagem LST nao precisa ser tao grande
quanto o do SND uma vez que nao existe o problema de reflexdo nas condigoes de
contorno. Por isso usou-se um tamanho da metade do utilizado do SND. Como na
secao anterior deduzimos para um problema mais genérico a equacao encontrada é
suficiente para resolver problemas através da andlise temporal ou espacial, ou em
um analise com perturbagoes em trés dimensoes. Porém como o codigo que iremos
comparar em SND s6 é capaz de resolver o problema temporal com perturbagoes

em duas dimensoes serd mostrado somente esse caso na LST.

O coédigo comeca lendo os diferentes pardametros da simulacao, como nimero de
pontos da malha, escoamento base, e os nimero adimensionais através de um arquivo
de entrada. Descreve-se tanto a velocidade na dire¢ao x quanto a fracdo massica com

uma tangente hiperbolica da mesma maneira como realizado para o escoamento base

no c6édigo SND:

ur(y) = & _; U2) + (G ; Uz)tanh (25) , (3.28)
Yi,(y) = 5+ gtanh (?) | (3.29)
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Como se testara casos com compressibilidade relevante, no qual a dissipagao viscosa
em calor é significante, usa-se a relagdo de Crocco-Busseman para informar o perfil

de temperatura do escoamento base.

 MZ(y-1)
N 2

(I —=ur(w)T>  ur(y) — U,
1-0U, 1-0U,

(ur(y)(1=Us) —ur(y)*+1)+ - (3.30)

T(y)

Sendo que os valores das propriedades na corrente livre sao: 171 =1, T, =1, U; =1
e U2 =-1

Ap0s isso o programa faz as seguintes tarefas:

e Estima-se um valor w a partir de um determinado .

e Equacao 3.14 é integrada a partir da condi¢do de contorno superior até o

meio da camada de mistura.

e Equacao 3.14 ¢ integrada a partir da condicao de contorno inferior até o

meio da camada de mistura.

e Compara-se o valor de x(0)" encontrado no passo 2 com o valor de x(0)~,

encontrado através do passo 3.

e Se os valores nao forem suficientemente préoximos chuta-se um outro valor
para w através do método da secante e retorna-se ao passo 2 até os valores

forem suficientemente préximos.

e (Calcula-se os autovetores p e ¥ integrando-se as equagOes, respectiva-
mente, 3.19 e equation 3.20, do centro da camada da mistura para os

contornos usando como condi¢ao de contorno 3.21 e 3.22.

e Os demais autovetores, p, u, W, T and Y; sdo calulado através das equa-
coes 3.23, 3.24, 3.25, 3.26 e 3.27 respectivamente.
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4 VERIFICACAO

Esse capitulo tem por objetivo mostrar os diferentes testes realizados para verificar
e validar os codigos e que ambos geram resultados condizentes com a literatura.
Na Secao 4.1 mostra-se o como o Mach convectivo é o pardmetro que informa a
compressibilidade do problema e relaciona valores de Mach distintos das correntes
livres de oxigénio e hidrogénio. Na Se¢ao 4.2 ¢é feita uma breve anélise de qual faixa
de valores os niimeros adimensionais devem estar para se ter uma representagao con-
dizente com a realidade. Na Secao 4.3 mostra-se o teste de indepéndencia de malha
realizado para encontrar a malha ideal para o codigo SND. A Secao 4.4 mostra a
comparacao do cdédigo LST para uma camada de mistura homogénea, e portanto
sem forca de empuxo, com alguns resultados da literatura, tanto numéricos quanto
experimentais. Por final a Secao 4.5 mostra como o cédigo de SND desenvolvido a
partir das equagoes de Naviers-Stokes pode ser comparado com as solugdes encon-

tradas pelo cédigo LST, desenvolvido a partir das equagoes de Euler.
4.1 Influéncia do niimero de Mach convectivo

Como explicado anteriormente o problema da camada de mistura bindria tem dois
numeros de Mach distintos, o nimero de Mach referente a camada de superior, M;
e o numero de Mach convectivo, M.. Porém ¢é importante notar que o problema com
O, na camada superior com um dado M; ndao é o mesmo que o caso com Hy na
camada superior e mesmo M;, devido ao fato da adimensionalizacao que resulta em
M agora usar a massa molar do hidrogénio no lugar do oxigénio. Para se mudar
a configuracao do problema e ainda representar o mesmo caso é necessario alterar
o M; de maneira a manter o mesmo nimero de Mach convectivo em ambas as

configuragoes.

Realizou-se algumas simulagdo com o c6édigo LST com o ntmero de Froude alto,
10%, de maneira a ter a forca de empuxo desprezivel, para demonstrar o efeito dos
diferentes nimeros de Mach. Primeiro para a configuracao O2-H2 usou-se um M,
de 0,5, (M. = 0,2), obteve-se a curva verde na Figura 4.1 que mostra como a
taxa de amplificacao, w, varia de acordo com o nimero de onda, a. Depois disso
simulou-se um segundo caso para a configuracao H2-O2 com mesmo M; de 0,5,
curva azul. Pode-se perceber que as cuvas sao completamente diferentes, tendo esta
ultima valores de taxa de amplificacoes muito menores, o que pode ser facilmente
explicado devido a compressibilidade do problema ter aumentado, pois o M, nesse
caso é de 0,8. Por final simulou-se um terceiro caso para a configuracao H2-O2

porém com M; = 0,125 de maneira a manter o mesmo valor do Mach convectivo
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do primeiro teste, o resultado se vé na linha pontilhada preta. Assim pode-se notar
que a taxa de amplificacao independe da configuracao do problema quando a forca

de empuxo ¢ desprezivel desde que o Mach convectivo permaneca constante.

Figura 4.1 - Independéncia do Mach Convectivo.
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Fonte: Produzido pelo Autor.

Devido a isso e por um motivo de simplicidade e clareza se informard na segao de
resultados o niimero de Mach convectivo de cada uma das simulagoes e ndo o niimero

de Mach da corrente livre superior.
4.2 Estudo da escala dos niimeros adimensionais

Com as defini¢oes dos ntimero adimensionais ja expostas, e como parte deste estudo
vai ser feito através das equacgoes de conservacao linearizada na forma adimensional

é 1util se fazer um estudo breve de quanto esse parametros podem variar sem que
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se tornem completamente nao representativos de variaveis reais ou rompam com

consideracoes utilizadas para modelar o problema.

Existem dois niimeros adimensionais no estudo através do codigo LST, o nimero
de Mach e o niimero de Froude, através deles podemos expressar uma relagdo para
o comprimento dimensional, e como este trabalho tem por objetivo a analise de
sistemas propulsivos podemos limitar o valor dos niimeros adimensinais baseado no
comprimento maximo de uma espessura de vorticidade. Além disso para camadas
muito espessas a pressao hidrostatica passa a ser relevante e a consideracao de que

a pressao do escoamento superior e inferior sao iguais deixa de ser valida.

A relacao entre a espessura de vorticidade, o niimero de Mach e o nimero de Froude

¢ a seguinte:

M@2"}/R1T
0w = L 4.1
P, (1.0

Ou escrevendo a partir do nimero de Mach convectivo, de maneira a mostrar a
independéncia da medi¢ao em relagdo a uma configuracao especifica temos a seguinte

equacao:

Ma,\? T
5w: (5 ac) ,yRum ’ (42)

8F'r 2g

Sabendo que a compressibilidade do problema que pretende-se analisar é desde regi-
mes subsonicos até regimes proximos de sonicos, a faixa de valores utilizada para o
numero de Mach ¢é de, 0,01 < Ma < 0, 8. Considerando a gravidade da terra como a
terrestre medida em solo, tem-se uma relagao tripla entre niimero de Froude, niimero
de Mach coonvectivo e espessura de vorticidade. A Tabela 4.1 mostra os resultados
entre estas relagoes. A segunda coluna mostra o valor da espessura de vorticidade
para um dado Mach convectivo e um Froude de 3000, ou seja a espessura de vortici-
dade quando espera-se que os efeitos do empuxo sao despreziveis. na terceira coluna
mostra-se o valor de Froude para diferentes valores de Mach convectivo quando uma

espessura de vorticidade de 1 metro é considerada.
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Tabela 4.1 - Analise dimensional do problema entre nimero de Froude, Mach convectivo
e espessura da camada de mistura.

Froude = 3000 | 6, = 1m
Ma, Ow Fr minimo
0,01 0,83 mm 2,49
0,1 8,30 mm 24.91
0,2 16,61 mm 49,83
0,4 33,22 mm 99,65
0,8 66, 43 mm 199,31

Sendo assim temos um intervalo de valores para os nimero adimensionais que pode-
mos utilizar, sendo o limitante superior de Fr = 3000, como o valor no qual pode-se
considerar as forcas de volume irrelevantes, e os valores para Froude correspondente
a 0, = lm o limitante inferior no qual as suposi¢oes impostas nas deducoes ainda
sao validas, pois a camada de mistura nao esta espessa o suficiente a ponto de a
pressao hidroestatica ser relevante para o problema. Os resultados apresentados no
proximo capitulo sao obtidos com os nimero adimensionais sempre dentro destes

intervalos.
4.3 Teste de indepéndencia de malha

O conhecimento de que a qualidade da solugao depende de sua malha é intuitivo,
uma vez que € 6bvio que uma malha grosseira que nao capture os fenémenos fisicos
das menores escalas inadvertidamente gerarao erros. Por outro lado malhas muito
refinadas trazem um custo computacional alto o que pode tornar a simulagao invia-
vel. De forma geral, para uma SND, deseja-se a malha mais grosseira possivel mas
que ainda capture todos os fenoménos fisicos do problema. Assim sendo, o teste de
indepéndencia tem como objetivo mostrar que a solu¢ao nao mais esta sendo afetado

pelo refino da malha, estando num patamar 6timo.

A estratégia mais simples de se fazer este teste é resolver o codigo a partir de uma
malha bastante grosseira, e ir realizando testes com malhas cada vez mais refinadas
até que a solugdo pare de mudar significativamente. Quando isto ocorrer diz que
se alcancou a indepéndencia de malha necessaria. Neste momento nao é necessario

compararar-se a resposta obtida com uma solucao da literatura.

Sendo assim testou-se diferentes malhas para o problema e como elas afetavam a

taxa de amplificacdo para um caso qualquer. Sabe-se que para o problema de camada
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de mistura, devido ao gradiente vertical intenso, é necessario que haja muitos mais
pontos na dire¢ao normal do que na direcao longitudinal. Usou-se para o nimero de
pontos na dire¢ao longitudinal i,,,, = 200. Somente se refinou os pontos na dire¢ao
normal e testou-se os valores j,q.. de 400, 800, 1200 e 1600. Os resultados obtidos

podem ser vistos na Tabela 4.2.

O caso testado foi para uma camada superior de hidrogénio e com os ntmeros
adimensionais: F'r = 3000, Ma = 0,4 e Re = 20000.

Tabela 4.2 - Resultados para diferentes niimeros de pontos na dire¢cdo normal.

Jmaz w % de mudanca
400 | 0,0959484 -

800 | 0,0995614 3,76%
1200 | 0,0996243 0,06%
1600 | 0,1032460 3,63%

Percebe-se que ao dobrar a malha de jp,., = 400 para 800 a alteragao ¢ pequena
porém ainda relevante, ao se aumentar em mais 400 pontos a diferenga entre os
resultados é praticamente inexistente, havendo uma mudanca menor do que 0,06%,
ao se aumentar em mais 400 pontos a resposta se altera em 3,6% porém o tempo
computacional aumenta bastante quando comparado com a malha de 200:800, se

tornando invidvel para o nimero de simulagoes necessario para esse trabalho.

Considera-se que obteve-se uma independéncia de malha a partir de 800 devido
a baixa a alteracao entre 800 e 1200 pontos e devido a malha de 1600 ter um
tempo de convergéncia inviavel. Um estudo mais detalhado poderia ter sido realizado
procurando o porqué da alteracao da mudanca de 1200 para 1600 que esperava-se
ser menor, porém prefiriu-se dar continuidade ao trabalho usando a malha 800:200

em todos as simulagoes realizadas neste trabalho.
4.4 Verificagcao LST

O cb6digo previamente desenvolvido para o trabalho de Salemi (2006) foi modifi-
cado devido ao objetivo de se analisar o efeito da forca de empuxo. Devido a isso
¢ prudente mostrar mais uma vez que o codigo continua dando resultados corre-
tos e condizentes com os encontrados na bibliografia, mostrando que as alteragoes

realizadas no cédigo nao afetaram negativamente o algoritmo. Para isso pode-se
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primeiramente comparar os resultados obtidos pelo codigo para uma camada de
mistura homogénea com os resultados apresentado apresentado em Sandham (1990)

nas mesmas condicoes.

Como a camada de mistura é homogénea a for¢a de empuxo se torna inexistente no
problema entao nao ¢é necessario informar o niimero de Froude. Para essa simulagao
impos-se como a razao das constantes do gas da camada superior e inferior como 1

e o nimero de Mach é 0,01.

Figura 4.2 - Validagdo do cédigo LST - Teste Homogéneo.
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Fonte: Produzido pelo Autor.

Pode-se perceber na Figura 4.2 que os pontos que representam os resultados obtidos
por Sandham ficam praticamente todos sobre a curva obtida pelo cédigo desen-
volvido neste trabalho demonstranto uma concordancia dos resultados muito alta,

entao pode-se concluir que no regime homogéneos o c6digo continua dando respostas
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condizentes com a literatura.

Porém o cédigo antes das modificagoes para a implementacao do empuxo também
reproduzia bem o caso binario. Entao cabe verificar se o c6digo continua reprodu-
zindo bem esses casos. Para isso dois testes diferentes foram realizados. No primeiro
teste compara-se o proprio coédigo na versao antes das alteragoes com ele apds as al-
teracoes, para uma configuragao H2-O2 para diferentes nimeros de Mach convectivo.
Para garantir que a for¢a de empuxo é desprezivel usa-se um Froude extremamente
alto, 106.

Figura 4.3 - Validagao do cédigo LST - Teste binario H2-O2.
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Fonte: Produzido pelo Autor.

A Figura 4.3 mostra os resultados para os nimeros de Mach convectivo 0,2, 0,4 e 0,8
e pode-se ver uma concordancia excelente entre cada um dos c6digos, confirmando

que a versao atual do codigo, quando se usa um numero de Froude suficientemente
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alto tende seu resultado para a versao do cédigo sem a implementagcao do empuxo,

conforme esperado.

Por final compara-se as maximas taxas de amplificacdo obtidas para um camada de
mistura bindria de nitrogénio e oxigénio com Froude alto, 10°, com os resultados
exposto no trabalho de Fedioun e Lardjane (2005) para diferentes nimeros de Mach
convectivo. Apesar de o trabalho usado como comparacao nao usar exatamente as
mesmas condic¢oes iniciais, tendo uma diferenca significativa na forma como o perfil

de velocidade é escrita, ainda assim a comparacao ¢ proxima o suficiente.

Tabela 4.3 - Comparacao da maxima taxa de amplificacdo em razdo do Mach convectivo,
Wmaz entre o codigo LST e a literatura para uma camada de N2-O2 sem forga

de empuxo.

M, | Wmae (Fediun®) | wnee - Cod. Atual | Diferenca (%)
0,01 0,3820 0.3787 0,86

0,1 0,3773 0,3742 0,82

0.2 0,3632 0,3607 0,80

0,3 0,3405 0,3391 0,41

0,4 0,3102 0,3101 0,03

0,5 0,2735 0,2749 0,51

(1) Fedioun e Lardjane (2005).

A Tabela 4.3 mostra os resultados dessa comparacao e percebe-se que a diferenca
entre os resultados obtidos pela andlise temporal feita por Fedioun e Lardjane (2005)
e a obtida por este trabalho é por volta de 1 %, considerando que existem diferencas
significativas entre as metodologias considera-se essa diferenca satisfatoria e que o

c6digo LST foi verificado.
4.5 Verificagao do SND

A versao do cédigo SND usada neste trabalho foi desenvolvida usando como base
um c6digo desenvolvido no trabalho de Quirino (2006) para a simulagdo de uma
camada de mistura homogénea e sem a influéncia da forca de empuxo. Sendo assim,
é prudente verificar se depois das modifica¢oes realizadas no c6édigo o mesmo ainda
é capaz de reproduzir os resultados corretos quando as devidas variaveis de entrada
sao informadas. Para realizar tal verificacao se utiliza como comparacao os dados
obtidos através de um LST em Sandham (1990) para uma camada homogenéa com

numero de Mach, M; = 0,4 uma vez que o codigo SND nao converge para niimeros
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de Mach tao baixos como 0,01 usado na secao anterior. Uma diferenga importante
entre as duas abordagems ¢é o fato de o codigo LST ser escrito usando equacoes de
Euler e 0 SND a partir das equagoes completas de Navier-Stokes, ou seja os termos
viscosos estao presentes. Entdo é preciso definir um nimero de Reynolds alto o
suficiente de maneira que os termos viscosos sejam pequenos o suficente para que

na pratica a simulagdo seja de um problema nao viscoso.

Isto posto simulou-se o codigo SND com Re = 5000, para uma razao de massa
especifica igual a 1, e com as propriedades fisicas do gas constantes e todas como
1, uma vez que nao ha mais alteracao de espécies. Da mesma maneira que a se¢ao
anterior usou-se ntimero de Froude 10° para se considerar um caso sem empuxo. Os
resultados dessa simulacdo podem ser visto na coluna 2 da tabela 4.4. E possivel
perceber um erro percentual em relagao aos dados obtidos na literatura, coluna 4,

de 1,7 % a 5 %, um erro alto demais pra ser considerado como valido.

Tabela 4.4 - Comparacao da taxa de amplificacdo,w para diferentes nimeros de ondas do
cddigo SND com a literatura.

a | Re = 5000 | Re = 20000 | Sandham | Erro (%) | Erro® (%)
0,4 | 0234979 | 0,236610 | 0,239087 1,718 1,036
0,6 | 0286207 | 0,292135 | 0,291754 1,901 0,130
0,8 | 0298040 | 0,307599 | 0,309421 3,678 0,589
1,0 | 0,281456 | 0,293292 | 0,295843 4,863 0,862

(1) para Re = 5000
) para Re = 20000

Aumentou-se o nimero de Reynolds para 20000 na suposi¢gao que a diferenca entre
a literatura e a resposta obtida pela simulacido foi causada pelos efeitos viscosos
nao estarem sendo completamente anulados para Reynolds 5000. A resposta obtida
com Reynolds 20000, como mostra a coluna 3 da Tabela 4.4, é muito mais proxima
do resultado da literatura, diminuindo assim o erro de entre 1,7% a 5 % para uma
faixa de 0,1 % a 1%.Por final na Figura 4.4 mostra-se de forma gréafica a resposta

da literatura e da simulagdo com Reynolds 20000.

Uma importante conclusao dessa validacao ¢ o valor do nimero de Reynolds neces-
sario para que os termos viscosos sejam desprezados e possa haver uma comparagao
justa entre os cédigos LST e SND. Sendo assim, para todos as simulagoes do capi-
tulo de resultados se o nimero de Reynolds nao é explicitamente declarado usou-se
20000.

o7



Taxa de amplificagado

0.35

o
w

0.25

0.2

Figura 4.4 - Validagao do cédigo SND.

T T
Simulacéo e Alta Ordem —
Sandham 1990

0.4 0.6

0.8 1

Numero de onda

Fonte: Produzido pelo Autor.

28




5 RESULTADO E ANALISE

Este capitulo ird expor todas as simulagoes e resultados obtidos durante a extensao
desse projeto, que tem por objetivo analisar o problema de uma camada de mistura
compressivel bindria e sob a influéncia da forca de empuxo. Na Sec¢do 5.1 é anali-
sado o efeito que a estratificacdo da massa especifica tem sobre as amplificagoes das
perturbagoes, mostrando como extremos o caso homogéneo, onde a razao entre as
massas especificas, R , das espécies é igual a 1,0, e o caso de H2-O2, R, = 0, 0625.
Na Secao 5.2 o efeito da compressibilidade é brevemente mostrado dentro dos maxi-
mos e minimos estipulados na analise dimensional previamente feita. Na Secao 5.3
analisa-se a influéncia da for¢a de empuxo e da configuracao do problema para dife-
rentes regimes compressiveis atraves do cédigo LST, usando a formulacao mostrado
na Capitulo 3. Por final a Se¢ao 5.4 finaliza o capitulo de resultados mostrando as
respostas encontradas através do cédigo SND, que usa a formulacdo mostrada no
Capitulo 2, servindo principalmente como uma comparagao para as respostas en-
contradas pelo codigo LST e também para mostrar de forma mais clara a evolugao

do escoamento perturbado assim como o efeito do nimero de Reynolds.
5.1 Efeito da estratificagdo da massa especifica.

Apesar de nao ser o escopo desse trabalho dedica-se esta se¢ao para mostrar qual
o efeito da estratificacdo da massa especifica no desenvolvimento da instabilidade
de Kelvin-Helmholtz. Como o cédigo LST tem-se a vantagem de nao necessitar
das caracteristicas fisicas de cada uma das espécies, como viscosidade e os calores
especificos, s6 necessitando da razao entre as constantes especificas do gas da corrente
inferior e da corrente superior, pode-se usa-la facilmente para investigar como a
estratificacdo da massa especifica afeta o problema. Sendo assim simula-se para
varios valores de Rj,, onde R, é a razao entre a constante do gas da espécie na
corrente inferior dividido pela pela constante do gas da espécie na corrente superior,
sendo que Ry» = 1 representa um caso homogéneo e Ri;5 = 0,0625 representa o
escoamento superior de hidrogénio e um escoamento inferior de oxigénio, o qual sera

estudado mais afundo no decorrer deste trabalho.

De maneira a testar como somente a diferenca na estratificacdo da massa especifica
afeta a camada de mistura, nesse momento se simulara para todos os Ry testados
casos sem o efeito da forca de volume, ou seja com Fr = 10°, e para somente um
numero de Mach convectivo de 0,01 que foi o valor usado para validar o codigo com

a bibliografia na Secao Secao 4.4.
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Figura 5.1 - Efeito da estratificacdo da massa especifica para um caso sem forga de volume

e M, =0,01.
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Na Figura 5.1 é visivel o efeito amortizador que é causado devido estratificacao da
massa especifica. Camadas de mistura binaria na qual a estratificacao da massa es-
pecifica seja baixa, como é o caso do oxigénio e nitrogénio que tem uma razao de
0, 875 pouco sao afetadas, porém para casos com razoes inferiores 0, 5, ou obviamente
em relagao maiores que 2, tem um desenvolvimento das instabilidades de Kelvin-
Helmholtz muito mais lenta. Pode-se notar também que ao aumentar a intensidade
da estratificacdo da massa especifica o niimero de onda responsavel pela maior taxa
de amplificagdo de cada uma das curvas se torna menor como é evidenciado mais
claramente pela linha reta preta pontilhada que conecta as maximas taxas de am-
plificacoes de cada uma das curvas. Também nota-se que a faixa de nimero de onda
das perturbagoes que geram instabilidade se reduz em cerca de 25 %, diminuindo a

faixa de valores de 0 até 2 para o caso homogéneo, para 0 até 1,5 para o caso H2-O2.
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Para o caso mais critico de uma camada de H2-O2 a diferenga porcentual da ma-
xima taxa de amplificacao que é possivel se atingir quando comparada com o caso
homogeéneo é de 52,79% o que mostra que camadas bindria de hidrogénio e oxigénio

tem o desenvolvimento das instabilidade de Kelvin-Helmholtz bem lenta.
5.2 Efeito da compressibilidade.

Na Secao Secao 4.1 demonstrou-se que para uma camada de mistura binéria a infor-
macao da compressibilidade do problema ¢ dada pelo niimero de Mach convectivo
porém ainda nada se comentou sobre qual o efeito da compressibilidade na camada
de mistura. Como essa discussao ja é bastante conhecida na literatura sera dado

uma breve analise nessa secao.

Foi testado o efeito da compressibilidade usando diferentes niimeros de Mach con-
vectivo, (Equagao 2.42), de 0,01 a 0, 8 para uma camada de mistura de hidrogénio e
oxigénio usando somente o codigo LST. Nesse momento nao se tem interesse analisar
a forca de empuxo, sendo assim o nimero de Froude usado é extremamente alto,
Fr =10°% (Equacdo 2.47), e a configuraciao, que impoe que espécie estd na camada

superior, nao importa.

Figura 5.2 - Efeito da compressibilidade nas taxas de amplificagoes para a camada de
mistura H2-O2 sem forca de volume.
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A Figura 5.2 mostra o resultado das curvas de taxa de amplificacao para diferentes
numeros de Mach convectivo, e mais uma vez confirma o que ja foi demonstrado
diversas vezes na literatura, que a compressibilidade tem um efeito de diminuir as
taxas de amplificacdo de uma camada de mistura. E interessante notar que mesmo
dentro do regime usualmente considerado incompresssivel na engenharia, para va-
lores de Mach entre 0,0 e 0,3 a variagdo das curvas a — w sao consideravelmente

diferentes, o que justificaria uma analise compressivel mesmo para esses caso.

Na Figura 5.2 também pode-se notar a linha pontilhada preta que liga as maximas
taxas de amplificacao de cada uma das curvas a —w mostrando que como no caso da
estratificacdo de densidade, conforme as curvas se tornam menores com o aumento
da compressibilidade, o niimero de onda que gera a maxima taxa de amplificacao se

torna menor.

E interessante notar que a literatura mostra que conforme a compressibilidade au-
menta as maiores taxas de amplificagdo deixam de ser em perturbagoes planas, con-
tidas no plano 2D analisado aqui, e passam a estarem nas ondas com componentes
em 3 dimensoes ou seja com um valor de 3 diferente de zero como foi mostrado no
trabalho de Fedioun e Lardjane (2005). No presente trabalho estd sendo imposto que
B = 0, entao cabe ressaltar que quando se refere as maiores taxas de amplificagdao

esta se referindo as curvas para perturbagoes planas.
5.3 Influéncia do niimero de Froude usando LST

Como visto na andlise dimensional os valores minimos possiveis de se ultilizar para
Froude variam extremamente com a compressibilidade, dessa maneira os valores
referentes a compressibilidade que serao estudados na andlise da for¢a de empuxo
serao os valore M, igual a 0,01, 0,2, 0,4 e 0,8. Nos testes anteriores foi usado o
valor de Froude exageradamente alto 10® para se garantir que o termo de empuxo nao
influenciaria o problema. Porém é esperado que ainda para valores muito menores
de Froude a diferenca seja insignificantes para as curvas de taxa de amplificacao por

numero de onda.

Tabela 5.1 - Comparacao entre Fr = 3000 e F'r = 10° para diferentes valore de M.,

M. | Wnaz — Fr =10° | wpee — Fr = 3000 | diferenga (%)
0,01 0,17907422 0,17907886 0,00
0,2 0,17343839 0,17344235 0,00
0,4 0,15592686 0,15593536 0,00
0,8 0,08166719 0,08167263 0,00
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Sendo assim a Tabela 5.1 mostra a comparacao da maxima taxa de amplificacdo
obtida usando Froude como 10° e usando 3000 para os diferentes ntimeros de Mach.
Pode-se perceber que independente da compressibilidade a redug¢ao do ntimero de
Froude para valores de 3000 causa uma diferenga menor que 0,01 % nas maximas
taxas de amplificacao, o que ja é uma percentagem bastante conservadora, sendo
assim pode-se considerar com seguranca que para valores de Froude igual ou supe-
rior a 3000 a forca de empuxo pode ser considerada desprezivel. Sendo assim sera

utilizado este como o valor méaximo superior.

A partir deste momento é esperado que a configuracao do problema passe a alterar
a resposta do sistema. Sendo assim quando declarado que uma simulagao usa a
configuragao H2-O2 tém-se o hidrogénio na parte superior da camada de mistura e
no caso O2H2 o oxigénio na parte superior na camada de mistura, sempre com o

sentido da gravidade apontando para baixo.

O préximo passo é obter as curvas a — w para diferentes niimeros de Froude para
cada um dos valores de M, estipulados, cuidando para nao testar valores de Froude
que resultam em comprimentos caracteristicos de camada de mistura maiores que
um metro, como estipulado na Secao 4.2. Dessa maneira pode-se perceber se hé
algum comportamente diferentes nas curvas de taxas de amplificacao, indicando a
possibilidade da presenga de outros modos de instabilidade e permitindo comparar
as curvas de diferentes niimeros de Froude mostrando se realmente o empuxo tem um

efeito amortizador ou amplificador das perturbacgoes dependendo da configuragao.

Nas Figuras de 5.3 a 5.6 mostram-se as diferentes curvas o — w para os nimeros
de Froude e Mach convectivos escolhidos para a configuracao de H202. Nos graficos
onde as curvas para diferentes nimeros de Froude testados ficam muito préximas
entre si, tornando dificil a visualizagao da diferenca existente entre elas por causa da
escala dos eixos decidiu-se usar uma faixa menor nos eixos x e y para se aproximar
da maxima taxa de amplificacao das curvas, permitindo visualizar mais facilmente

a existéncia da diferenca causada pelo nimero de Froude apesar de baixa.
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Figura 5.3 - Efeito da variagdo do nimero de Froude para configuracao H2-O2 com M, =

0,01.
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Figura 5.4 - Efeito da variagdo do niimero de Froude para configuracao H2-O2 com M, =

0,2.
0.1735 T T T T T
Fr = 3000 ——
Fr = 1000 ——
Fr = 300
0.1734 Fr =100 7
Fr =50
0.1733 B
[=]
To01732 F 1
m
3
=
a
E 01731 B
m
a
-
%
0.173 B
i
0.1729 B
0.1728 B
0.1727 L L

0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76
Numero de onda

Fonte: Produzido pelo Autor.

64



Figura 5.5 - Efeito da variagdo do nimero de Froude para configuracao H2-O2 com M, =

0,4.
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Figura 5.6 - Efeito da variagdo do niimero de Froude para configuracao H2-O2 com M, =

0,8.
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Na Tabela 5.2 mostra-se o valor da maior taxa de amplificacdo para cada combi-
nacao de Froude e Mach convectivo testado, assim como a diferenca apresentada
em comparagao ao caso sem forca de empuxo, Fr = 3000. Como foi utilizado um
cbddigo que parte da formulacao linearizada das equacoes de Euler, ignorando assim
os termos de maior ordem, serd considerado somente diferencas de no minimo 0,01
% como relevante. Apesar de 0,01 % ser baixo demais para ser considerado rele-
vante em aplicacoes de engenharia, usa-se este valor para demonstrar as pequenas

diferencgas que estao presentes nessas escalas.

Pode-se perceber facilmente que a forca de empuxo é mais relevantes para nime-
ros bem baixos de Froude, na escala de 1 a 10, o que somente casos de baixissima
compressibilidade, da ordem de M, = 0,01, sao capazes de fornecer dentro das con-
sideracoes estipuladas. Aparentemente valores de Froude inferiores a 30 mostram
uma alteracao de 1 % nas méximas taxas de amplificacdo. Em contrapartida pode-
se considerar que em casos com valores de F'r > 300 pode-se desprezar o efeito da
forca de empuxo para um caso de estratificacdo de massa especifica de 16 vezes,
pois seu efeito é na escala de 0,01%. Ou seja, de forma geral se nota um cresci-
mento exponencial da influéncia do niimero de Froude em relagdo ao crescimento

das perturbacgoes.

Também é possivel notar na Figura 5.3 dois comportamentos interessantes. O pri-
meiro deles é o fato de ao se diminuir o nimero de Froude o niimero de onda
responsavel por gerar a maior taxa de amplificagdo aumenta, como pode ser visto
pela linha pontilhada preta que conecta as méaximas taxas de amplificagdo de cada
uma das curvas expostas no grafico. Se comparado com a Figura 5.2, percebe-se que
esta linha tem inclinacao contraria, o que demonstra um comportamento diferente
da compressibilidade, nela conforme a compressibilidade aumenta o o que gerava a
maxima taxa de amplificacdo também era menor, ou seja as curvas aparetemente
tinham um deslocamento para a esquerda, enquanto neste caso para o aumento do

empuxo presencia-se um deslocamento da curva para a direita.

Nas curvas para Fr =2 e F'r = 3 é possivel ver um alongamento no inicio da curva
para os valores de « entre 0,18 e 0,22 para Fr = 3 e entre 0,3 e 0,4 para a curva
Fr = 2, isso pode estar ligado a um modo diferente de instabilidade comecando a se
tornar relevante. Sabe-se da literatura que para escoamentos onde a forca de empuxo
¢ muito relevante, como ¢ o caso para liquidos, a instabilidade de Rayleigh-Taylor se
torna presente podendo dominar o processo de transicao a turbuléncia mesmo em

casos onde a instabilidade de Kelvin-Helmholtz esteja presente.
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Uma outra consideracao importante é que, conforme esperado pela intuicdo ao se
colocar a espécie menos densa sobre a espécies mais densa as taxas de amplificagao
se tornam menores quando o empuxo é relevante, mostrando assim uma resisténcia

natural do sistema em se perturbar.

Se realiza os mesmos testes porém para a configuracao oposta, de O2-H2. As figuras
de 5.7 a 5.10 mostram as curvas o — w mais uma vez se preocupando para a dife-
renga entre as curvas ficarem o mais vizivel possivel, e como realizado anteriormente
também se escreve a Tabela 5.3 com os resultados da maxima taxa de amplificagdo
para cada combinacao de Froude e Mach convectivo testados. Assim como na tabela

anterior a minima diferenca considerada relevante é de 0,01 %.

Os mesmos efeitos demonstrados para o caso H2-O2 podem ser vistos para agora a
configuracao O2-H2, com algumas importantes distingoes. Agora com a espécie mais
densa escoando sobre a espécies menos densa, essa estratificacdo da massa especifica,

na presenca da forca de empuxo causa um aumento das taxas de amplificagoes.

E possivel notar tanto na Figura 5.7 quanto na primeira coluna da Tabela 5.3 a
relevancia quando Froude é da ordem de 3 ou 2, mostrando um aumento na maxima
taxa de amplificacdo de 127% quando comparado ao caso sem empuxo. Também
nota-se da figura através da linha preta que o aumento do efeito do empuxo é res-
ponsavel também por um aumento no ntimero de onda responsavel pela maior taxa
de amplificagdo, ou seja independente da configuracdo um aumento da relevancia
da forca de empuxo faz com que as curvas se desloquem ligeiramente para a direita.
Nota-se também que na curva para F'r = 2 a partir de a = 1,6 onde se esperaria
uma queda de w de forma acentuada, como acontece nas outras curvas, esta presente
uma queda de forma quase linear, muito parecida com o alongamento apontado na
Figura 5.3, sendo assim é possivel também que a razao seja um novo modo instavel

se tornando relevante para o problema, no caso a instabilidade de Rayleigh-Taylor.
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Figura 5.7 - Efeito da variacdo do

nimero de Froude para

configuracdo O2-H2 com M, =

0,01.
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Figura 5.8 - Efeito da variagdo do ntimero de Froude para configuracdo O2-H2 com M, =

0,2.
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Figura 5.9 - Efeito da variagdo do nimero de Froude para configuracao O2-H2 com M, =

0,4.
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Figura 5.10 - Efeito da variacdo do ntimero de Froude para configuracdo O2-H2 com M, =
0,8.
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Quando comparado as diferengas percentuais dos caso H2-O2 e O2-H2 para os mes-
mos numero de F'r e M, motrados nas tabelas nota-se que em geral a mudanca
percentual é exatamente o mesmo valor apesar de serem opostas, para os casos de
Fr > 10 porém diferem significativamente para os valores de Froude 2, 3 e 10. A
Figura 5.11 mostra como a méaxima taxa de amplificacdo varia de acordo com o
numero de Froude para ambas as configuragoes para um M, de 0,01. Nele é possivel
perceber a rapida alteragao sofrida por wy,,, conforme Fr diminui e como a escala
x mostrada no grafico é exponencial, pode-se notar que esta dependéndencia nao é

simplesmente uma exponencial.

Figura 5.11 - Comparagao do efeito de F'r na maxima taxa de amplificacdo para os casos
H2-02 e O2-H2 para M, = 0,01.
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Mostra-se as curvas de maxima taxa de amplificacdo variando com Froude para
diferente valores de M, testados para a configuracao O2-H2 na Figura 5.12, e para
H202 na Figura 5.13.
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Tabela 5.3 - Comparacio das maximas taxas de amplificagdo para cada combinacao de F'r e M. testado para O2-H2.

Maxima taxa de amplificagao

Fr | M,=0,01 [ Dif. (%) [ M.=0,2 |Dif. (%)| M,=0,4 [Dif. (%) | M.=0,8 |Dif. (%)
3000 | 0,179078362 - 0,173442349 - 0,155935362 - 0,081672631 -
1000 | 0,179079741  + 0,00  0,173443198 40,00 0,155936152 4 0,00 0,081673190  + 0,00
300 | 0,179089695 + 0,01  0,173452914 + 0,01  0,155945092 + 0,00 0,081679523  + 0,01
200 | 0,179103374  + 0,01  0,173466235 + 0,01  0,155957371 + 0,01  0,081688225 + 0,02
100 | 0,179177240  + 0,05  0,173538223  + 0,06  0,156023696  + 0,06 - -

50 |0,179472849  + 0,22 0,173826307 + 0,22 - - - -
30 |0,180174425  + 0,61 - - - - - -

10 ] 0,189036891  + 5,56 - - - - - -

3 ]0,289228946 + 61,51 - - - - - -

2 ]0,407037377 + 127,30 - - - - - -

Fonte: Produzido pelo Autor.

72



Figura 5.12 - Comparagdo do efeito de F'r na maxima taxa de amplificacdo para os casos
02-H2 com diferentes compressibilidades.
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Nessas imagens percebe-se mais uma vez que o aumento da compressibilidade esta
ligado a uma diminuicao das taxas de amplificacao enquanto independente da confi-
guracao enquanto o aumento da relevancia da for¢a de empuxo tem efeito dependente
da configuragdo como comentado anteriormente. Também fica claro a limitacao dos
valores de Froude possiveis de se utilizar em cada uma das simulagoes, em razao
da escala maxima adotado de 1 metro para a camada de mistura, e como dentro
dessa consideracao o empuxo nao é relevante para problemas compressiveis. Ainda
assim surge a davida, que nao é explorada nesse trabalho, de se as curvas de maior
compressibilidade se comportariam de forma similar ao caso M, = 0,01 se fosse

possivel simular valores de Froude muito menores.
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Figura 5.13 - Comparagdo do efeito de F'r na maxima taxa de amplificacido para os casos
H2-O2 com diferentes compressibilidades.
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Fonte: Produzido pelo Autor.

5.4 Resultados do SND

O codigo SND tem limitacoes extras quando comparado com o cédigo LST, além
das do préprio modelo. A principal delas é o fato de técnicas numéricas que buscam
a solugao dependente do tempo para as equacoes de compressiveis de Navier-Stokes
funcionam mal para valores de Mach extremamente baixos. Vérias sao as razoes
para isso na literatura. Essas razoes incluem erro de arredondamento ou método
computacional impreciso, erro de fatorizacao e inviabilidade de um passo de tempo
condizente com ondas actsticas se transmitindo a uma velocidade muito alta (REED;
ANDERSON, 1997). Além disso a estratégia desenvolvida para contornar o problema
devido a velocidade do escoamento base, assim como a forma de se captar o valor

da taxa de amplificacdo, compromete a exatidao de sua resposta nao permitindo
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resultados confidveis para mais que duas casas decimais, e como mostrado na se¢ao
anterior a alteragao provocada a forca de empuxo nos regimes compressiveis so é

possivel de ser identificada além da segunda casa decimal.

Sendo assim usa-se essa se¢do para primeiramente comparar os resultados do LST
nos regimes de alto Froude e diferentes compressibilidade com o SND. Também
serd usada para mostrar que a técnica abordada para contornar o problema da
velocidade na dire¢ao no escoamento base nao compromete negativamente a solucao
do problema. Uma terceira razao é mostrar a evolucao do escoamento sendo possivel
visualizar até mesmo a aparicao dos vértices de Kelvin-Helmholtz. Por final mostrar

o efeito que o nimero de Reynolds tem sobre a evolugao das perturbacoes.

Como nao sera possivel simular casos no SND a ponto do empuxo influenciar con-
sideravelmente o escoamento e como mostrado no Capitulo 4.4 quando o empuxo é
desconsiderado a configuracao do problema nao altera a solugdo desde que o mesmo
numero de Mach convectivo seja utilizado, explicitar qual configuracao esta sendo
utilizada é irrelevante, sendo somente necessario informar o valor de M, imposto.
Sendo assim para cumprir o primero ponto simulou-se trés casos, para M. = 0, 16,
0,4 e 0,8. Como o objetivo desses testes é uma comparacao com os resultados LST
para verificar se a implementacao da parte binaria no codigo foi bem sucedida,
precisa-se que a viscosidade nao afete a solugao, sendo assim usa-se um Re = 20000
como mostrado na Sec¢ao 4.5. Como no cédigo SND é necessario impor o nimero de
onda, «, da perturbacao e o tempo de simulagao é alto, somente alguns valores de

« foram testados.

Na Figura 5.14 mostra-se uma comparagao entre os resultados obtidos pelo SND e
pelo LST para os trés valores de Mach convectivo testados. Nele é possivel ver que
os resultados obtidos pelo SND pra todos os casos testados concordam bem com os
resultados obtidos no LST mostrando que a implentacao da formulacao binaria para
a camada de mistura no codigo SND foi um sucesso, e reforcando a ideia que para
um valor de Re = 20000 pode-se desprezar os efeitos da viscosidade também em
camadas binarias . Dentre as trés curvas aquela que mais se distancia da resposta
do LST é a simulagao com a menor compressibilidade, o que é esperado uma vez que
o c6digo SND nao foi programado para realizar simulagdes no regime incompressivel.
Os mesmos comportamentos da estabilidade da camada de mistura explicados na
Secao 5.2 foram encontrados, a diminui¢ao das taxas de amplificacdo com o aumento
da compressibilidade e uma tendéncia a diminui¢ao do nimero de onda responséavel

pela maior taxa de amplificagao.
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Figura 5.14 - Comparacao entre as respostas do LST e do SND para trés valores de Mach
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Pra analisar o efeito das forcas viscosas testou-se os casos, M, = 0,4 excitada por

uma perturbacao com a = 0,65, e M, = 0,8 excitada por uma perturbacao a =

0,35. Os nimeros de onda das perturbacoes escolhidas sao aquelas que resultam

na maior taxa de amplificacdo quando as forcas viscosas sao despreziveis. Simula-se

entao para os seguintes valores de Reynolds: 2000, 500, 200 e 100. Na Figura 5.15,

para M. = 0,4, e na Figura 5.16 para M. = 0, 8, mostra-se o valor do logaritimo da

amplitude da perturbacao ao longo do tempo assim como o ajuste de curva, feito na

zona com o comportamento linear mais longo de cada uma das curvas para retirada

do valor da taxa de amplificagdo. Por final a Tabela 5.4 mostra os valores das taxas

de amplificagao para cada um dos casos testados
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Figura 5.15 - Evolucao da perturbacio e ajuste de curva para diferentes nimeros de Rey-
nolds no caso M, = 0, 4.
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Percebe-se da Tabela 5.4 que a diminui¢do do nimero de Reynolds causa uma di-
minuicao da taxa de amplificagdo, independente da compressibilidade do problema,
mostrando que para o problema da camada de mistura a viscosidade age como um
agente estabilizador. Percebe-se da Figura 5.16 que conforme o niimero de Reynolds
diminui a curva da evolugao da perturbagao ao longo do tempo se torna menos
comportada, tendo uma zona linear bem curta. Isto provavelmente esta ligado as
taxas de amplificagOes serem baixas, fazendo com que erros numéricos influenciem
o resultado o que é reforcado pelo fato de as curvas para os valores Re baixos para
M. = 0,4 terem zonas lineares mais longas até mesmo que para o caso Re = 2000 e
M, =0,8.

77



Figura 5.16 - Evolucao da perturbacio e ajuste de curva para diferentes nimeros de Rey-
nolds no caso M, =0, 8.
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Por final mostra-se na imagem 5.17 a evolucao temporal das perturbacoes até a
saturacao para trés casos distintos. O caso 1 é um caso homogéneo com M, = 0,4 e
a = 0,8 estd representado pela curva vermelha. O caso 2 é de uma camada binaria
de Oy/Hy com M, = 0,4 e a = 0,65, representado pela curva azul. O caso 3 é
uma camada binaria de Oy/Hs porém com M, = 0,8 e a = 0, 35, representado pela
curva verde. Todos os casos usam o nimero de onda correspondente a sua maxima
taxa de amplificacao respectiva ao LST. Para obter as curvas dos casos binarios foi
necessario diminuir o nimero de Reynolds de maneira a usar a prépria viscosidade
natural do escoamento para dissipar os erros numéricos do cédigo. Sendo assim a
comparacao entre elas nao é perfeita uma vez que o nimero de Reynolds também
estd alterando. O caso homogéneo usa Re = 20000, e as curvas em azul e verde usam
Re = 200.
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Tabela 5.4 - Comparagao das taxas de amplificagbes obtidas do SND entre M. = 0,4 e
M. = 0, 8 para diferentes valores de Reynolds.

Reynolds | w® [ w®
20000 0,155 | 0,081
2000 0,151 | 0,080
500 0,138 | 0,069
200 0,120 | 0,060
100 0,093 | 0,031

M) para M, = 0,4
) para M. = 0,8

Pode-se perceber a diferenca na inclinacdo de cada uma das curvas, o que mostra
a diferenca da taxa de amplificacdo. Mostra-se também os perfis de vorticidade, o
que permite a vizualizagao clara dos vortice de Kelvin-Helmholt para os trés casos.
O tempo escolhido para a retirada dos perfis para a confecao das figuras foram os
tempos logo antes da saturacao de cada um dos casos, ou seja, do caso 1 foi t = 22,
caso 2 -t =40 e do caso 3 t = 90.

Por final a distribuicdo da vorticidade dos trés casos no tempo correspodente a
alguns instantes antes da saturacao, ou da divergéncia, é mostrado na Figura 5.18
para o caso 1, na Figura 5.19 para o caso 2 e na Figura 5.20 para o caso 3. Nas trés
figuras nota-se a formacao de dois vértices, isso se dd devido a uma das perturbagoes
utilizadas ter um niimero de onda corresponte a metade do tamanho do dominio, isso
é feito pois caso a saturacao seja atingida pode-se perceber um segundo mecanismo

de emparalhamento de vértices, como foi explicado no Capitulo 2.

Percebe-se uma diferenca significativa entre cada uma dos perfis de vorticidade. Os
vortices de Kelvin-Helmholtz estao muito mais bem formados para o caso homogé-
neo que para ambos os caso binarios, formando uma estrutura circular completa,
enquanto que ambas as distribui¢des dos casos binarios mostram um perfil muito
mais similar a uma onda. Também ha uma diferenca entre os dois casos compressi-
veis do caso binario no qual a distribuicao do caso mais compressivel parece ter seus

vortices muito mais esticados.

Nota-se também um aumento da intensidade da vorticidade do caso homdgeneo, que
tem como maximo 1,8, para o caso binario, tendo como méaximo 10, indicando que
o aumento da estratificacdo da massa especifica gera um aumento da velocidade de
rotacao dos vortices. Em compensacao quando se olha ambas as imagens para os

casos bindarios percebe-se um diminui¢ao da intensidade da vorticidade para a Fi-
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gura 5.20 indicando que a compressibilidade tem um efeito de diminuir a intensidade
de rotagao dos vortices. Também percebe-se que em algumas regides de ambas as
figuras para o escoamento bindrio, temos uma vorticidade negativa, indicando uma
possivel formacao de um vértive contra rotativo, fendomeno até entao nao visto no

caso homogéneo.

Figura 5.17 - Evolugado da perturbagao de trés casos distintos até a saturacao.
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Figura 5.18 - Distribuicdo da vorticidade para o caso homogéneo com M. = 0, 4.
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Figura 5.19 - Distribuicao da vorticidade para o caso binario H2-O2 com M, = 0, 4.
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Fonte: Produzido pelo Autor.
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Figura 5.20 - Distribuicdo da vorticidade para o caso binario H2-O2 com M, = 0, 8.
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Fonte: Produzido pelo Autor.
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6 CONCLUSOES

Neste trabaho conseguiu-se encontrar uma equacao que prevé a amplificacdo que
uma perturbacao terd em uma camada de mistura binaria compressivel e sobre o
efeito do empuxo usando uma a teoria de estabilidade linear. A partir dessa equagoes
criou-se um cédigo computacional para testar os efeitos que a compressibilidade, a
forca de empuxo e a configuracao do problema tem sobre a instabilidade de Kelvin-
Helmholtz.

Mostrou-se que, diferente de uma camada de mistura homogénea, o parametro que
detém a informacao da compressibilidade do problema em uma camada de mistura
binaria é o nimero de Mach convectivo. Usando este parametro no lugar do niimero
de Mach de uma das correntes torna a a analise da camada de mistura independente
da sua configuragao, ou seja, o fato de termos oxigénio ou hidrogénio no escoamento

superior da camada de mistura, para casos sem forca de volume.

Como esperado pela literatura comprovou-se que um aumento na compressibilidade
da problema gera um efeito amortizador nas taxas de amplificacio. Como efeito
secundario nota-se uma faixa menor de nimeros de ondas que geram uma taxa de
amplificacdo maiores que zero, e uma diminui¢do do niimero de onda responsavel pela
maior taxa de amplficacao. Mostrou-se também que o efeito da razao entre as massas
especificas da corrente superior e inferior age de forma similar a compressibilidade.
O aumento de seu gradiente gera taxas de amplificacdo menores, uma faixa menor
de niimeros de onda que geram taxas de amplicagao maiores que zero e uma redugao

do nimero de onda responsavel pela maior taxa de amplificagao.

Por final, usando o c6digo LST, analisou-se os efeitos do empuxo e da configuragao
do problema. Mostrou-se que para nimero de Froude variando de 1000 a 30 gera-
se alteracoes nas taxas de amplificacdo na ordem de 0,01 % a 1 %, e que casos
onde a compressibilidade é relavante estao nessa faixa de valores. Notou-se também
que o empuxo é um fator importante a ser considerado em problemas de camadas
de mistura pouco espessas, somente para caso de compressibilidade da ordem de
0,01, gerando alteracoes nas taxas de amplificacdo de mais de 50 % nos casos de
ntmero de Froude mais baixo. Nota-se também que nos casos onde o empuxo ¢ mais
relevante ha uma modificagao nas curvas de taxa de amplificacdo por nimero de
onda sugestionando um possivel novo modo instével sobrepujando a instabilidade de

Kelvin-Helmholtz, sendo possivelmente a instabilidade de Rayleigh-Taylor. Também
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conclui-se que a configuracao do problema em casos onde a forca de empuxo é
relevante determina se seu efeito é amortizador ou amplificador, porém indendente
dela ha sempre um aumento no ntmero de onda resposavel pela maior taxa de

amplificacao.

Foi também desenvolvido um codigo SND que permite analisar a evolucao de per-
tubacao em uma camada de mistura binaria a partir de uma anélise temporal mos-
trando uma boa concordancia com os resultados do codigo LST desenvolvido quando
o numero de Reynolds é igual ou superior a 20000. Também se criou uma rotina para
se contornar o problema que a forca de empuxo agindo sobre o escoamento base
causa na andlise das pertubacoes mostrando-se que o método nao afeta negativa-
mente as solugdes. Os mesmos fendmenos encontrados em relagao a amortizagao das
perturbagoes devido ao aumento compressibilidade visto na solugdo LST também

sao encontrados pela solugao SND.

Mostrou-se através do codigo SND o efeito amortecedor que a viscosidade tem no
problema da camada de mistura, motrando que a solucao LST serve como um valor
maximo no qual a taxa de amplificacdo pode chegar. Mostrou-se que o c6digo SND
temporal retorna curvas de evolucao das pertubagao piores para taxas de amplifica-
¢oes inferiores a 0,9. Por final viu-se que as topologias da vorticidade obtidas para o
caso binario e comparou-se com o caso homogéneo, mostrando que a intensidade da
vorticidad para o caso binario é cerca de 5 vezes maior, para a mesma compressibili-
dade. Quando a compressibilidade foi dobrado a intesidade do perfil de vorticidade
diminuiu. Também presencia-se vorticidades negativas para os casos binarios em

ambas as compressibilidade, o que nao ocorre no caso homogéneo.
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7 TRABALHOS FUTUROS

Durante este trabalho foi feita a imposi¢ao de que a camada de mistura tenha que ser
fina o suficiente de maneira que a pressao no escoamento base seja constante ao longo
do dominio, ou seja desprezando o efeito da pressao hidrostatica. Um proximo passo
natural seria encontrar a solu¢ao para o problema de camada de mistura sem essa
imposicao, tornando assim possivel a anédlise de camadas de mistura com espessuras
de vorticidade muito maiores, e consequentemente podendo analisar valores para
Froude muito menores. A aplicagdo para esses casos seria problemas atmosféricos e

astrondmicos

Outro ponto interesante seria o desenvolvimento de um coédigo SND que usa a for-
mulacao pertubagao no lugar da formulacao total usada neste trabalho, o que geraria
um custo computacional bem menor que o atual e possivelmente com a mesma ou
até mesmo uma melhor precisdo. Outro teste possivel seria encontrar perfis do esco-
amento base que levam em consideracao a pressao hidroestatica e simular caso com
espessuras de vorticidade bem maiores. Agora que sabe-se que codigo funciona bem
para um caso binario das espécies Oy e H, pode-se facilmente implementar uma
biblioteca que descreve o comportamento das propriedades fisicas de outros gases

permitindo simular casos de camadas de misturas com quaisquer outros gases.

Por final pode-se tentar avancar a formulacao usada para escrever o cdédigo SND
porém agora considerando o termo de reagdo quimica. Este termo poderia ser sim-
plificado usando uma analise de chama infinitamente rapida, ou um modelo de ciné-
tica quimica simples, podendo assim simular problemas de camada de mistura com

combustao.
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APENDICE A - DEDUCAO DETALHADA

Esta exposta em detalhe o passo a passo matematico de linearizacao e deducao da

equacao condensada apresentada no Capitulo 4, assim como as equagoes para as

condic¢oes de contorno e para os perfis de perturbacdo das variaveis.

Primeiro escreve-se as equacoes de Euler na forma diferencial e a equacao da con-

servacao de espécies ja no formato adimensional.

Op  Olpw) | Opv)  Opw

ot Oz oy T or 0
8u+ u87+ v@—i- ou 1 (9p
Por TP TP oy e, ~ fyMa oz’
av—i—u@—l— v@—k w@v_ 1 dp p
Pot TPar 7 oy Py, yMa3dy  Fr?’
Onde:
19
Fr2  U¥
ow n 7_1_ 7_1_ 8w7 1 op
Pot T ox pva Pz yMa? 0z
8£+ ua—T—l— va—T—l—zw@—T——_pw_ ) (Ou @
Pot TP TP 9z R or | oy

Sendo a constante do gas:
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(A.3)

(A.6)
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R=Yi+(1—Y)Rrasio. (A.9)

E bom notar que a equacao de conservacao da quantidade movimento na diregao
y tem o termo de Froude com sinal negativo, isso se d4 devido ao sinal da gravi-
dade ser para baixo e na adimensionalizagao o sentido da gravidade ja é levada em

consideracao.

Cada um destas equagoes precisa ser linearizada. Primeiro dividimos cada uma das

variaveis uma parte base e uma parte perturbada, da seguinte maneira.

o(x,y,2,t) = ¢(y) + ¢'(x,y, 2, 1). (A.10)

Sendo que as variaveis base sdo:

o(y) = [p(y), U(y),0,0,P = 1,T(y), Y1(y), R(y)]. (A.11)

E as perturbadas sao:

&' (z,y,2,t) = [p,u, 0,0, P, T Y], R']. (A.12)

Sendo que através da consideracao de modos normais podemos escrever cada uma

das variaveis perturbadas da seguite maneira:

' (z,y,t) = R{D(y)expli(az + Bz — wt)]}. (A.13)

Entao para todas as equagOes de conservacoes precisamos separar as variaveis em
sua parte base mais a parte perturbada, desprezar os termos onde duas partes per-
turbadas se multiplicam, devido ao valor ser muito menor que os outros termos, e

aplicar modos normais.

A.1 Equacgao da Continuidade

Op | Opu) | Opv)  Opw

ot | ox oy "oz Y (A-14)
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Separando as variaveis em base mais perturbacao temos:

o9 9 . nOp Oy 0P O ., 0p O
o T TG o) TG, ) T T a)
o Ou o ’ Ow'

o (A.15)
(p+0) (5 + a$)+(p+p’)afy+(ﬁ+p/) 5, =

0.

Manipulando os termos e os classificando:

0 g0 500 0P 0L 0P
ot " “or oy "or " Por Vo

cons.laminar

ap ap op ou’ o' ow’
1YFP 1 YF 1YF el U /

u8x+v oy W 0z +p8$ +p8y r 0z

Termos nao—lineares
adpl  _0p  ,0p _ou o _ouw
ST T R RN Ea — 0.
ot T Ty TPor TPay TP s

(A.16)

Resultando na seguinte equacao:

%+aiﬂ+v,@+_%+_@+_8w’
ot " “or  “ay Por  Pay TP oz

= 0. (A.17)

Aplicando os modos normais em cada um dos termos acima individualmente:

op

5 = —piw expli(ax + Sz — wt)], (A.18)
_Op .
g = Upia expli(az + Bz — wt)], (A.19)
T
B0,
v o 8yv expli(ax + Sz — wt)], (A.20)
ou :
Py = Pl expli(az + Bz — wt)], (A.21)
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_ov' _00 ,

pa—y = pa—y expli(ax + Bz — wt)], (A.22)
ow'
p o = wifpexpli(azr + Bz — wt)]. (A.23)

Dividindo todos os termos por expli(ax + Sz — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

pi(au — w) + @ZZ +p [ (et + Suw') + dv] =0. (A.24)

Sendo esta a mesma equacgao da continuidade para analise de estabilidade linear

mostrada também no capitilo 4.

A.2 Conservacgao da quantidade de movimento na diregao x.

ou ou ou ou 1 Op
en + o + pva— + pw— 5, = oM r (A.25)
Separando as variaveis em base mais perturbagao temos:
_ olu+u N L (T e T o(u+u
G+ )2 | g s ) 2 gy 2B
ot 0 dy
, (A.26)
+(p+ /)w/a(u+u) 1 Jp
per 0z ~ yMa} 0z

Manipulando os termos e os classificando:
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du , ,0u a0

*@ au+ U@Jr @+ aa+ ‘U 4 plu' o+ pw’ o 4 plw’ -
R T TR Ty R SR TR P *
cons.laminar =0
’au_|_ ’ﬂal+ ual+,u,8l+ Ual+ 87”871/_’_ aiu/_i_’w’aiu/_l_
patpapapapaypapapapa
Termos nao—lineares
_au+ ai+_,au_ 1 op
Pt TP TP ey T T oMa 0n
(A.27)
Resultando na seguinte equagao:
_ou/ ou  _ ,0u 1 op
— = —. A28
P ot —l—pua TSy oy yMa% ox ( )

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equacgao

acima:
_ou/ o :
Py = —piwd expli(ax + Bz — wt)], (A.29)
ou/
pua— = puiat expli(ar + Sz — wt)], (A.30)
x
ou du
— /7 _ ww .
pv o pd vexpli(ar + Bz — wt)], (A.31)
L o i« pexpli(azfz — wt)]. (A.32)

CAMa2dxr yMd?
Dividindo todos os termos por expli(ax + Sz — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

(A.33)
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Sendo esta a mesma equacao da conservacao da quantidade de movimento na direcdo

x para analise de estabilidade linear mostrada também no capitilo 4.

A.3 Conservagao da quantidade de movimento na direcao y.

v ov ov ov 1 Op P
— — — — = — — ) A.34
P ot +pu835 +p“ay +pw82 yMa?dy  Fr? ( )
Separando as variaveis em base mais perturbacao temos:
o'’ o' o'’
(p+0) 5 + (p+ )@ +u) 5+ (p+ ) 5
ot ox dy
: o (A.35)
P I WL S U Ul
pTp dy vMa? Oy Fr2 ~
Manipulando os termos e os classificando:
8’+ 6+ 8+ 8+ 8’+,,8’+ 8’+,,8v
E— E— [ [ [ w [
R e r e L v i e
Ter_mos nao—lineares <A36)
N p n oV’ N oV 1 op s
—_— b = —————— — .
Fr? rn ot or yMa? Ot  Fr?
e
Resultando na seguinte equagao:
o o 1 op 0
— — = . A.37
ot o ox vMa ot Fr? ( )

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equacgao

acima:

ﬁ%z = —piwv expli(ax + fz — wt)], (A.38)
o’

pua— = puiad expli(azr + Sz — wt)], (A.39)
x
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z expli(azr + Bz — wt)], (A.40)

— Fp ~expli(ax + Bz — wt)]. (A.41)

Dividindo todos os termos por expli(ax + [z — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

1 dﬁ+ p
pyMa3 dy =~ pFr?

vi(ai — w) + —0. (A.42)

Sendo esta a mesma equacao da conservacao da quantidade de movimento na direcao

y para analise de estabilidade linear mostrada também no capitilo 4.

A.4 Conservacao da quantidade de movimento na direcao z

ow ow ow ow 1 Op
— — — — = A.43
P ot +pu8$+m}8y+pw82 yMa? 0z ( )
Separando as variaveis em base mais perturbagao temos:
ow’ ow' ow'
B+ 0) G+ (5 0@+ ) o+ (p+ P St
ot ox oy (A.44)
(70) ow 1 Op '
PP g, yMa? 0z
Manipulando os termos e os classificando:
0w’ N _u,aw’ N ,aaw’ , 0w 0w, 0w 0w N ,w,ﬁw’
Poor TP o TP Ve Er: By By a: "V %;
Termos nao—lineares
+_8w’ N __ow' 1 ap
U =
ot TP, yMa? 9z
(A.45)
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Resultando na seguinte equagao:

8w’+_a8w’__ L oy
e, = yMa? 0z

P (A.46)

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equacgao

acima:

p 5 = —pwiw expli(ax + fz — wt)], (A.A4T)
__ow' :
plip— = pudia expli(az + Bz — wt)], (A.48)
x
1 op 1
v iBp(az + Bz — wt)]. (A.49)

a vMa%% B _yMa%

Dividindo todos os termos por expli(ax + Sz — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

B
pyMai

wi(au —w) + (A.50)

Sendo esta a mesma equacao da conservacao da quantidade de movimento na direcao

z para analise de estabilidade linear mostrada também no capitiilo 4.

A.5 Conservacao da energia

or or or or —p(y—=1) (Ou Ov Ow
— — — — = — 4+ —+—]. A5l
Por TP TP, T s R \oz oy oz (A-51)
Separando as variaveis em base mais perturbacao temos:
T+, ., 0T +Ty . 0T+T
(P+P)(875)+(P+P)(U+U)(8I)+(P+P)U(ay)
_ A.52
i+ ,)w,a(T+T’) A+ -1 0(ﬂ+u’)+87v’+8w’ ( )
pp 0z N R Ox oy 0z )’
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Manipulando os termos e os classificando:

0L, 52l -1
Por TP R oz

cons.laminar

+ /877; + —u/if + /ﬂ@ + /u/iT + —w/aT /w/@ +p/(7_ 1)@
Prot TP TPy TP ey TP, TP G, R Oz
=0
N ,aT’Jr, ,an+ . 8T’+ . ,aT'+,U,aT'Jr ,U,af+ ,U,aT' A3
U u u —
p@tpﬁxpﬁxpaxpf)ypﬁypf)y(')
Termos nao—lineares
_ 0T or py—-1ou p(y—1)00 p'(y—1)ou
/ / ! - N N 7
ow 0z T 8z+ R 3x+ R ay+ R 0z
Termos nao—lineares
or _or  _,0T (y—=1)o (y—1)a (y—1)ou
oy TP TPy T TR e R oy R 0:
Resultando na seguinte equacao:
or  __or 0T (v—1Dou (y—1)0 (y—1)ouw
el - _ - - ) A.54
Pt TP TP %y R o R oy R 0. W

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equacgao

acima:

[)aaj; — —pTiwexpli(az + Bz — wt)], (A.55)

__or . :

g = puTiccexpli(ax + Sz — wt)], (A.56)
or _orT

— = N . o

pv T p—ay vexpli(axr + Pz — wt)], (A.57)

(Y=Douw _ (v=1)
R Oz R

it expli(azr + Sz — wt)], (A.58)
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— 1o —1) 0%
(7R )813)/: (WR )&Zexp[i(a:ﬁ—f-ﬂz—wt)], (A.59)

- (7]; b %Z/ = — (7}_% 1)2'6113 expli(ax + Sz — wt)]. (A.60)

Dividindo todos os termos por expli(ax + 5z — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

[@'(aﬁ + pw) + jﬂ =0. (A.61)

. dT —1
Ti(oi = w) 40+ (Vﬁ}_% )

Sendo esta a mesma equagao da conservagao da energia para analise de estabilidade

linear mostrada também no capitilo 4.

A.6 Conservacao da espécie

Y, oY, oY, oY,
= 0. A.62
P o —I—puax +pvay +pw8Z 0 (A.62)

Separando as variaveis em base mais perturbacao temos:

L, 0+ Y 0+ Y] o, 0+ Y

()T 4 gy ) PEEI (g 2T
oY, +Y/

+(p+pl)w/ ( 18_‘2_ 1) —0.

Manipulando os termos e os classificando:
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*am+ %_{_4_ %_'_ %_}_ a}/l_}_”%_f_ 8}/14_”01/1
Por TPy T Ty T gy T, TR Gy T i
cons.laminar =0
+ a /_|_ /—aY/_'_—u/aYi,_i_ /ulaifl/_i_— /8Y,+ //aY/_'_ //%—F alel_i_ /w/alfl/
e TP, paxpaxpaypay"a L T
Termos nao—lineares
0D SINN) )
— =0.
o T TP gy
(A.64)
Resultando na seguinte equacao:
oY/ oyl oY
=0. A.65
Por P TP, (4.65)

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equagao

acima:

oY/

p 5 —pYriw expli(ox + Bz — wt)], (A.66)
oYy o .

U = —puYiiaexpli(ax + Bz — wt)], (A.67)

ﬁv'aa}; = —ﬁ@a(;;l expli(az + Bz — wt)], (A.68)

Dividindo todos os termos por expli(ax + 5z — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

. dY;
Vii(at — w) + @(TJ = 0. (A.69)

Sendo esta a mesma equagao da conservacao das espécies usada para analise de

estabilidade linear mostrada também no capitilo 4.
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A.7 Lei do gas ideal

p = pRT.

Separando as variaveis em base mais perturbacao temos:

L+p =@+ ) R+R)T+T).

Manipulando os termos e os classificando:

1+ 9 =pRT +pRT + pRT' + pRT' + pR'T' +pRT’ + pR'T + p'RT.
——

=1 Termos nao—lineares

Resultando na seguinte equagao:

p = pRT' + pR'T + p'RT.

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

Aplicando a consideracao de modos normais de cada um dos termos da equacgao

acima:

p' = pexpli(az + fz — wi)],

pRT" = pRT expli(az + Bz — wt)],

pR'T = pRT expli(az + Bz — wt)],

p'RT = pRT expli(az + Bz — wt)].

(A.74)

(A.75)

(A.76)

(A.77)

Dividindo todos os termos por expli(ax + 5z — wt)] e manipulando-se a equagao
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resultando obtem-se:

p = pRT + pRT + pRT. (A.78)

Sendo esta a mesma lei de estado usada para analise de estabilidade linear mostrada

também no capitilo 4.
A.8 Constante do gas

Por final precisa-se também da equacgao da constante do gas para finalizar o grupo

de equagoes

R=Y;+ (1-Y1)Rrasio. (A.79)

Separando as variaveis em base mais pertubagao temos:

R+R =Y +Y/ + (1 =Y = Y1) Rratio)- (A.80)

Manipulando os termos e os classificando:

R - K + (1 - ?Vl)Rratio +R/ = Yll - ifleratio)- (AS]-)

partelaminar

Resultando na seguinte equacao:

R =Y!(1 - Rras). (A.82)

Aplicando a consideracdo de modos normais de cada um dos termos da equagao

acima:

R' = Rexpli(azx + Bz — wt)], (A.83)
Y/(1 = Ryatio) = Y{(1 = Ryaio) expli(az 4+ Bz — wt)]. (A.84)
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Dividindo todos os termos por expli(ax + Sz — wt)] e manipulando-se a equagao

resultando obtem-se:

R=Y1(1 = Ruasio)- (A.85)

Sendo esta a equacgdo que representa a constante do gis para mistura de gases
linearizada usada para anélise de estabilidade linear mostrada também no Capitulo
4.

A.9 Dedugao da equagao condensada.
Reproduzindo todas as equagoes linearizadas abaixo para facilitar o leitor:

Continuidade

dp dv
Conservacao do momento na dire¢ao x:
. du 1ap
UZ(OéU — CL)) + ’Udfy + m = <A87)
Conservagao do momento na direc¢ao y:
P 1 dp p
0 — — =0. A.88
vi(ou — w) + SMddy T oFe ( )
Conservacao do momento na direcao z:
A i
_ = A.89
wi(au —w) + M ( )
Conservacao da enegia
. dr (v—1) [ do
Ti(au — w) +0— + — |i(at + fw) + —| = 0. A.90
(o~ ) 5+ S o+ i) + (A.90)
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Conservacao das espécies:

Yii(o — w) + @d—y = 0. (A.91)
Lei do gas ideal:
p=pRT + pRT + pRT. (A.92)
Constante do gés
R =Y1(1 = Rrasio)- (A.93)

Primeiramente substitui-se a equacao da continuidade, A.86, na equagao da quanti-

dade de movimento na direcao y de maneira a eliminar o p e na equacao do estado:

. w dp ip o . db
= —— = A.94
p (aﬁ—w)dy+(ozﬁ—w) lz(au%—ﬁw)—l—dy , (A.94)
L 1 dp i dp [ db
- — — |l =0, (A9
et N dy " ploi — w)Fr? [Udy o [Z((w ro dyH (A9
R o _T' dp di
p=pRT + pRT + L 72 4 p |i(at + puw') + @ (A.96)
(cu—w) | dy dy

Usando a Equacao A.93 para eliminar a variavel R da equacao acima:

RTi dp

b di
(cu—w) | dy

ﬁ = ERT + ﬁT}/}l<1 - Rratio) + + ﬁ [Z(aﬁ + Bw') + dyH . <A97)

Usando a equacao da conservacao da energia, A.90 na equacao do estado de maneira

a eliminar o termo 1" tém-se:
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T =

[T 02D fiag 4 gy + 2
(aﬁ—w)[dy+ 7 l( + BD) + H (A.98)

. ipR [ AT (y=1) [, . dD
p—(au_w)lvdy—k R [Z(au—l—ﬁw)—k H

RTi dp db (4.99)
— A 1 L ap _ . N / v
TY 1 - Rra 10 T - N - B )
+pTY4( ¢ )+(ozu—w) [vdy—i-p[@(au—kﬁw)%—dyu
Para eliminar o Y] usa-se a Equacao A.91 na equagao acima:
. i dy;
Y= ———0— A.100

. dpR [dT  (y=D [, . . dd
p= (o —w) [Udy + R i(at + pw) + a0
i dN RTi [ dp . . db
[ —0—(1— ratio 7 - N > >
+p (Ozﬂ—w)vdy( Ryat )+(au—w) [vdy+p[z(ozu+6w)+dyH
(A.101)

Pode-se derivar a parte laminar da Equagdo A.81 de maneira a obter a seguinte

relagao:

ar
dy

dR

21— . Al
dy ( Rratw) ( 02)

Usando a equagao acima podemos eliminar completamente a variavel Y; da Equa-

¢ao A.101, obtendo assim:

D _-dl  _-dR --dp pRi  [(y—1)[., . . db
P—(M_w) dey_'_pTdy—i_RTdy}—i_(au—w)[ R z(au+ﬂw)+dy
RTi [ [, . . db
(A.103)

108



Nesta equagdo pode-se notar que o primeiro termo entre colchetes é simplesmente a

lei do estado derivada em y:

dp _-dT'"  _-dR - -dp
— =pR— T— 4+ RT—. A.104
dy p dy o dy + dy ( )
E como:
1 = pRT. (A.105)

Pode-se entao simplificar a Equagao A.103 com as consideracoes acima e apos algum

manipulacdo matematica para:

p=—1 [i(aﬁ + ) + ZZ] . (A.106)

Reduzindo assim entao para somente quatro equagoes linearizadas:

Conservacao da quantidade de movimento em x:

du ap

(ot —w) + 00—+ —— = A.107
( ) dy ~ pyMaz ( )
Conservacao da quantidade de movimento em y:
s 1 dp ? Jdp |, N dD
— — — —| | =0.
vi(ou — w) + M dy + i — W) Fr? lvdy +p lz(au + puw') + dyH
(A.108)
Conservacao da quantidade de movimento em z:
N ipp
wi(au —w) + — = 0. A.109
(o =) + =1 (A109)

E a equacao condensada da conservagao de energia:
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pilau —w) = —y [i(ozﬁ + pw) + ZZ] : (A.110)

Para eliminar as variaveis 4 e @ da equacao acima pode-se usar as equagoes de
conservacao da quantidade de movimento na dire¢do x e z manipuladas da seguinte

forma:

1 du ap
UW=——-10— — A.111
" fai-w) [ ay ﬁvMa%] | (A1)
1 Bp
b= — . A.112
= o w) pMad A1)
Substituindo na Equacao A.110:

T 1 [.da ap 1 Bp . db
pilati —w) = = [z(a [(mj —w) [wdy ﬁ'yMa%H B(aﬂ —w) ﬁfyMa%) * dy] '
(A.113)

Manipulando-se a equagdo acima de maneira que os termos de derivada fiquem

isolados no lado esquerdo podemos obter a seguinte equacao:

di dii T2 2 2 M 2 = 2
(au — w)—v —apt = p2 (o _+ F) _ Ma(ati = w) : (A.114)
dy dy yMaj pa? a?
Define-se entao a variavel auxiliar G com intuito de facilitar a deducao.
2 2 Ma2(ovii — w)?
G- _+f ) _ al(o”; w) (A.115)
po o
Usando a varidavel G, simplificamos a Equacao A.114 para:
dv du  ia*Gp
(o — w)—v N R (A.116)

dy dy  yMa?

Define-se entao a varavel de Groppengiesser, y, definida pela primeira vez em cite-

Groppengiesser, assim como sua derivada:
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tap
= A117
X = A ( )

dx  ia dp ap  do
dy  yMaiody ~yMaio2dy

(A.118)

Utilizando entao a variavel x e manipulando-se a Equagao A.116 escreve-se a mesma

da seguinte forma:

L W a9

dfy = m OZU@ -+ OéGUX.

Multiplicando-se a Equacao A.88 por —pia/0 e isolando-se dp/dy obtém-se:

o dp _ o dp . ~ dv
ap _ D TR PNLZ Y (a120
A dy pa(at — w) + (oi = w)Fr? [Udy +p [z(@u + pw) + dyH ( )

Pode-se entao subtituir a Equagoes A.119 e A.120 na Equacao A.118 de maneira a
obter:

d dp dv
X pafat — w) + —— 0L 4 |ilat + Bi) + o
dy O(au — w)Fr? | dy dy
o _ (A.121)
S L o™ i
YMa3o? (au — w) dy Xl

Mais uma vez precisa-se eliminar as variaveis perturbadas 4 e w usando as equa-

¢oes A.111 e A.112 pode-se escrever:

aid du  (a®+ %) P
(au—w)dy (au—w) pyMa?

aii + B = (A.122)

E substituindo a equacgao acima em A.121 e simplificando obtém-se:
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dy Q dp
e palau — w) + (0i— o) Fridy
S SRy BT I
(cu —w)Fr? |(au—w)dy (cu—w)ap Vdy (cu —w) | dy '
(A.123)

A tnica variavel perturbada ainda presente na equacao acima é a v sendo assim com
o objetivo de elimina-la utilizamos a Equacao A.119 repetida e manipulada aqui

para facilitar o entendimento:

1do Q@ du
—=—|—+Gyx|. A.124
oy (A120)

ody (ot —w)
Susbtituindo a equagao acima na equacao condensada A.123 e manipulando os ter-
mos de maneira a manter os termos contendo Froude juntos obtém-se a equagao

condensada apresentada no Capitulo 4.
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