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RESUMO

Faz-se um estudo de um modelo magneto-hidrodinamico. Fisicamente, esse modelo
descreve o comportamento de fluidos compressiveis e condutores elétricos sobre a
influéncia de um campo elétrico externo. Esse modelo é composto de um sistema de
equacoes diferenciais parciais.

pu
B B
9 p’il puu+I<p+2>—BB
ot| B v uB — Bu =0
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B -B
<E+p+2>u—B(u - B)
em que I é a matriz identidade 3 x 3, p é a densidade, u ¢ a velocidade, p a pressao,
B o campo magnético e F a energia, definida como:

P u-u B-B
— _"_ .
v—1 2 2

E acrescido a este sistema a restricdo fisica de divergéncia nula do campo magnético,
0 que nem sempre é respeitado numericamente. Adota-se uma versao bidimensional
discreta em volumes finitos desse modelo que mantém essa restricdo controlada evi-
tando degenerecéncias das solugdes numéricas. Em particular, este estudo, avalia-se
os efeitos de alguns parametros numéricos na formagao de instabilidades tipo Kelvin-
Helmholtz tipo olho-de-gato. Esta é uma instabilidade de grande importancia na
fisica espacial do espaco proximo. De um modo geral, as instabilidades tipo Kelvin-
Helmholtz surgem quando dois fluidos, cuja densidade e/ou a velocidade sejam di-
ferentes, estejam em contato um com o outro gerando uma tensao de cisalhamento
sobre as superficies de contato, criando assim uma situacao de desequilibrio. No caso
de interesse, o campo magnético auxilia no processo de estabilizagdo. Em particu-
lar, realizou-se a simulacao em volumes finitos desse fendmeno utilizando diversos
limitadores do tipo Total Variation Diminishing (TVD) proviniente do ambiente
numérico CARMEN-MHD, desenvolvido no INPE, e comparou-se seus efeitos no
fendmeno simulado. Dentre os limitadores disponiveis, foram utilizados: Min-Mod,
Van Albada 1, Van Leer, Superbee, Monotonized Central, Koren, Ospre, UMIST,
Osher, Sweby e No Limiter (sem limitador).

Palavras-chave: Fisica de Plasma. Andlise Numérica. Carmen MHD. Volumes Fini-
tos. Limitadores.
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1 Introducao

Esta etapa do programa é uma introducao do bolsista a elementos tedricos da fi-
sica e da matematica aplicada, e a alguns aspectos numéricos e computacionais da
modelagem magneto-hidrodinamica relativa ao plasma espacial e ferramentas de

computacao cientifica.
1.1 Objetivos

Preaparar o bolsista para estudos de alguns comportamentos fisicos de instabilidades

de plasma por meio de um modelo numérico de magneto-hidrodinamica.
Principais atividades realizadas nessa fase:

e 0 bolsista participou de um estudo dirigido de introducao a fisica de plas-

mas (cerca de 60 horas) coordenado pelo Dr. Renato.

e 0 bolsista realizou estudo dirigido em rudimentos dos seguintes aspectos

computacionais (cerca de 80 horas):

— Estudos do ambiente computacional GNU/LINUX, de formas elemen-
tares de shell script, de instalagdo e uso das interfaces graficas da

distribuicao Ubuntu.
— Estudo inicial do ambiente de tipografia digital XTEX(modo matema-

tico e texto, tabelas, e figuras) e do ambiente de editoracao grafica
TIKZ. O bolsista também foi introduzido aos ambientes colaborati-
vos Overleaf e Sharelf¥TEXe ao ambiente TexMaker e aos editores vi e

Emacs.

— Estudo elementar da linguagem C++/OO0P: Entrada/Saida de dados,

funcgoes, classes e objetos.

— Estudo elementar do ambiente simbélico MAXIMA (autovalores, ma-

trizes, entradas e saidas).
— Estudo de ambientes de criacao de graficos 2D, em especial o gnuPlot.

— Utilizacao de ambientes de repositorios, em especial o GIT.

Esses elementos sdao de importancia para a compreensao de aspectos
gerais da programacao do ambiente cientifico de modelagem magneto-
hidrodinamica e de edigao e tratamento dos resultados esperados. Ressalta-
se ainda que sao aprendizagens de alto valor para a carreira cientifica e de

docéncia futura.



e 0 bolsista foi introduzido a um programa de simula¢do numérica na area de
magneto-hidrodindmica — CARMEN-MHD —, do nosso grupo de pesquisa,
coordenado pela Dr. Anna, cerca de 8 horas. Nesta etapa, o bolsista tam-
bém recebeu uma introducao geral aos componentes do programa e seus

métodos numéricos principais.

1.1.1 Detalhamento dos progressos realizados

O bolsista acompanhou o estudo de plasma, executando parte dos exercicios e inici-
ando estudos em partes complementares, a saber: analise vetorial e tensorial e teoria
de ondas, autovalores e instabilidades (do ponto de vista fisico). O bolsista tam-
bém acompanhou o desenvolvimento de um modelo magneto-hidrodinamico ideal e,
com o uso do software de matemética simboélica (Maxima), desenvolveu seus auto-
valores. No momento, o bolsista ja consegue, utilizando os parametros béasicos no
programa de modelagem CARMEN-MHD, realizar algumas simulagoes. Nesse sen-
tido, é realizado estudos de variacao de parametros numéricos e seus efeitos em uma
instabilidade MHD.



2 Fisica de Plasma

A seguir sao descritos os principais topicos de interesse a esta pesquisa, baseado no
material do estudo dirigido de fisica de plasmas, seguindo os conceitos apresentados
em (DALLAQUA, 2017a; DALLAQUA, 2017b; BITTENCOURT, 1986).

2.1 Caracterizagao dos Plasmas

Existem quatro possiveis estados da matéria, a saber: solido, liquido, gasoso e
plasma, conforme ilustrado na Figura 2.1. A mudanca de um estado para o outro
acontece com a variagdo da energia no sistema fisico. Ressalta-se que na mudanca

para estado de plasma nao ha uma transicao de fase.

energia

A 4

Sélido (gelo)

Liquido (dgua)

energia Estados de
Transicao
@ energia
@ < Vapor (dgua)
energia
) @) | e |ED) © @)
energia
© @) )~ |0 ©
@) © 9
Fracamente Ionizado Completamente Ionizado

Figura 2.1 - Estados da Matéria. Producao grafica do autor com a linguagem Tikz baseado
em (DALLAQUA, 2017a, Fig. 1, pag. 1) .

De uma forma geral, o plasma é um gas composto de ions e elétrons livres formado
quando a energia cinética térmica (agitacdo térmica) se torna maior que a energia
potencial entre as particulas. Trés condigoes precisam ser atendidas para se ter um

plasma, que sao:



a)

c)

Neutralidade macroscoépica: Esta associada com o nimero de ions e

~

elétrons, de modo que a densidade de ambos seja quase a mesma, n;
ne. Esse fato garante que o potencial nao penetre em grandes extensoes
do plasma, pois a blindagem das cargas é mais efetiva, nao destruindo o

plasma, nem sua condicao de quase neutralidade.

Blindagem de Debye: Consiste em uma espécie de camuflagem que os fon
geram nos elétrons e vice-versa, quando o plasma é submetido a um campo
elétrico externo, o potencial é blindado pelas particulas, gerando uma quase
neutralidade (n; ~ n.), como apresentado na Figura 2.2. Esta blindagem
ocorre dentro de uma regiao espacial delimitada, conhecida como compri-

mento de Debye,

1
Ap = (€°”BT>2 (2.1)

Ne€?
que requer que a dimensao do sistema seja muito maior que o comprimento
de Debye (L > Ap). Porém esta blindagem nao é totalmente perfeita,
podendo haver casos em que o potencial elétrico ultrapasse, um pouco, o

comprimento Ap.

Plasma

Figura 2.2 - Um exemplo de blindagem de Debye para particulas eletricamente carregadas.

Produgao gréfica do autor com a linguagem Tikz adaptado em (CHEN, 2016,
Fig. 1.3 pag. 8)

Frequéncia do plasma: No plasma, qualquer perturbagao existente mo-
vimenta suas particulas eletricamente carregadas, apresentando-se como
um efeito coletivo em que as particulas se rearranjam de modo a preservar
sua quase neutralidade. Como os elétrons possuem massas menores que oS
ions, essas perturbagoes movimentam mais facilmente os elétrons. A forca

gerada pelo movimento dos elétrons com relagao aos ions é parecida com
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a de um oscilador harmonico, cuja frequéncia, conhecida também como

frequéncia do plasma ou do plasma de elétrons, é dada como sendo:

1
o\ =
op = ()2 (2.2)
€0Me
em que a oscilacao do plasma ¢é dada por:
Wp
= —Pe 2.3
. = 2 (23)

Tipos de plasmas

Ha diversos tipos de plasmas, que podem ser enquadrados em um esquema elucida-
tivo como o apresentado na Fig. 2.3. Neste esquema mostra-se uma representacao
multiparametros, no eixo horizontal a temperatura, nos eixos verticais a densidade
numérica de elétrons (esquerda) e a frequéncia dos plasmas (direita), e nas retas
inclinadas a distdncia de Debye (continua) e a densidade no volume de Debye (tra-
cejada). Essas diversas manifestagdes dos plasmas podem ainda ser enquadradas nas

categorias: plasmas de laboratério, plasmas industriais e plasmas espaciais.
2.2 Modelos para Descrever o Plasma

Para descrever um plasma e seu comportamento, podem-se utilizar quatro modelos
distintos que envolvem conceitos apresentados na mecénica classica, eletrodinamica
classica, mecanica estatistica e teoria cinética classica. Para descrever os modelos,

considerando uma ordem decrescente de dificuldade, consideram-se:

a) Descrigao microscépica do plasma : Este modelo fornece o melhor detalha-
mento e descri¢ao dos fendmenos existentes na fisica de plasma, pois trata
de uma descrigao minuciosa do comportamento e interagao de cada par-
ticula individualmente. Porém tal manuseio ¢ analitico e numericamente
impraticavel. Acrescenta-se a esses desafios as relagoes a nivel subatémico,
uma vez que fendmenos quanticos poderiam estar associados a tais descri-

coes.

b) Teoria cinética/Mecanica estatistica: Para viabilizar tratamentos mais
completos, desenvolveu-se o modelo cinético baseado na mecanica esta-
tistica, de forma a lidar com o grande niimero de interagao existentes entre
as particulas no plasma. Esta teoria fornece um detalhamento mais abran-

gente na descricao dos diversos fendmenos, como a reconexao magnética.
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Contudo, essa abordagem estd ainda muito limitada pela disponibilidade

de métodos e tecnologias atuais.

Teoria magneto-hidrodindAmica (MHD) e multifluidos : Nesses modelos de

plasma como fluido devem ser valido

)‘mfp

1
I <

K, = (2.4)
em que K, é chamado nimero de Knudsen. A teoria MHD trata o plasma
como sendo um unico fluido, com equagoes tnicas que representam a soma
de todos os constituintes do plasma; conquanto a teoria multifluidos, leva
em conta um conjunto de equagoes para cada constituinte. Comparada
com as anteriores, esta teoria é mais restrita. No entanto, é a usualmente

utilizada para descrever diversas situacoes que ocorrem tanto em plasmas



de laboratério quanto em plasmas espaciais, como descrito em (BITTEN-
COURT, 1986; DALLAQUA, 2017b).

As equagdes que descrevem o plasma, em sua forma conservativa ideal, sdo:
— Equagao da continuidade

9pm

= — . m 2-5

D — 9 (p) 2.5
— Equagao do movimento

0 B?

—(pmu) ==V - |ppuu+I|p+— | —BB (2.6)

ot 2
— Equagao da energia

oF B-B

—=-V-||E+p+——|u—-B(u-B) (2.7)

ot 2
— Equagao do fluxo magnético

0B

em que B ¢é substituido por B /i, a energia E ¢ dado por

P u-u B-B
F—
L

e a Lei de Gauss ¢ acrescida a esse sistema, i.e., da condigao solenoidal
V-B=0.

2.2.1 Resultados: autovalores do sistema MHD

Pode-se reescrevé-las na forma quase linear, devido aos termos nao lineares presentes
nas equagoes MHD.
oW OW oW OW

CAASNY B
o T B, O,

=0

em que W = (p,u,v,w, By, By, B,,p) é o vetor de varidveis primitivas do sistema.

Restringindo o movimento do sistema para um caso unidimensional, ou seja,

8W+A OW
ot P ox

=0,
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o O O O o o o

P
Uy

o o O

W

I\

e}

tem-se que a matriz A, ¢é escrita da seguinte maneira:

tu“@m —
i3

(e Ob‘

e}

g ©o=F o

i3

o Ob‘

o O O O O+ O

<
8

Porém, quando escrito desta forma matricial, uma consequéncia da condi¢ao solenoi-
dal é observada em uma das linhas da matriz, em que ela é composta inteiramente de
zeros, como descrito, por exemplo em (MURAWSKI, 2011). Dada esta singularidade
na matriz, que conduz os resultados dos autovalores a resultados nulos, é realizado

corregoes na matriz de modo a obter uma matriz equivalente quasi-linear, logo,

[ w, p 0 O 0 0 0]
0 wu 0 & B 1
z p p p
0 0 u, 0 —% 0 0
|00 u, 0 0 —=E= 0
P 0 0 0 0 w, O 0 0
0 B, -B, 0 0 0 0
0 B. 0 —B, 0 u, 0

0 9 O 0 0 0 0 ug |

Para a matriz A}, tem-se um auto-valor nulo e 7 ndo-nulos, a saber:

e Uma onda de entropia: A\, = u,

_ B

Ay = Uy 7

e Duas ondas de Alfvén: N\, = u, + %;

e Quatro ondas magneto-actsticas (ou magneto-sdnicas)

Af = Uy + Cf; Af = Uy — Cf; As = Uy + Cs; As = Uy — Cs;

_ dypB2

B-B\? 4ypB2 1 B-B B-B
+\/<7§+ p ) - V;I); “ 2(¥)+0_\/(7§+ p

;

p

2

)



Utilizando o ambiente matemético simbdlico Maxima, com sua interface grafica

wxMaxima, calculou-se os autovalores dessa matriz quasi-linear, por meio dos se-

guintes comandos:

--> A: matrix ([u,rho,0,0,0,0,0,0],

[0,u,0,0,0,By/rho,Bz/rho,1/rho],

[0,0,u,0,0,-Bx/rho,0,0],
[0,0,0,u,0,0,-Bx/rho,0],
(0,0,0,0,u,0,0,0],
(0,By,-Bx,0,0,u,0,0],
[0,Bz,0,-Bx,0,0,u,0],

[0, gamma*p,0,0,0,0,0,ul);

--> eigenvalues (A);

Obtém-se o seguinte conjunto de autovalores:

Ae =1

N Bz\/p — pu

¢ p
Ba/p + pu
Ag = ———
p
Asy = Up £ Cg

)‘fi :um:i:cf

O autovalor associado a onda de entropia esta na forma usual apresentada anterior-

mente, porém os demais autovalores necessitam de algumas manipulagao algébrica

para serem expressos da forma anterior. Trabalhando a componente referente as

ondas Alfvén, cujo sinal é negativo, obtém-se que:

\ o Bavp—pu _ Beyp  Bw/p

' p p VAP

entao,

B,
Aa =——1U

Nz

)

(2.9)

O processo para a segunda onda de Alfven é andlogo ao primeiro, substituindo o

sinal negativo por positivo.



As velocidades das ondas magneto-acusticas sdo apresentadas a seguir:

(w + B) B \/72]92 +2(B, + B. — B,)py + B2
p p?

1
cs= | =
2

ou simplesmente,

Y

1 <7p+3> J(pv+3)2—43wp
“Ta 2|\ )T p?

levando-se em conta que B = (B,, B,, B,) e B=B-B = B2+ By’ + B? ¢
B* =B, + B, + B; +2 [BgBj + B’B? + 35331 :

Analogamente,

1 + B
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3 Analise Numérica

A andlise numérica surge da necessidade de algoritmos capazes de calcular valores
de equagoes para o qual nao se possue solugoes analiticas. Sao desenvolvidos mé-
todos para o calculo de zeros de fungoes, resolugao de sistemas lineares e equagoes
diferenciais, integracdo numérica, ajustes de curvas e interpolacoes. A seguir é des-
crito os principais topicos estudados neste periodo da bolsa baseado nos livros de
(RUGGIERO; LOPES, 2000; ASANO; E.COLLI, 2009).

3.1 Zeros de Funcgoes

O zero de uma funcao nada mais é do que o valor de x que satisfaz a condicao
f(z) = 0. Dependendo da fungao, ndo é algo simples resolvé-la analiticamente, entao
foram desenvolvidos métodos numéricos para solucionar esses casos. Tais métodos
podem ser iterativos, ou seja, podem depender dos valores calculados anteriormente
para aquela mesma varidvel ou nao, porém para que a raiz seja encontrada, as
equagoes devem satisfazer a condigao f(a) - f(b) < 0 no intervalo [a,b]. Dentre os

métodos para determinacao de zeros de fungoes, estudou-se:

a) Método da bissecgao:

a+b
b) Método da falsa posigao:
a- f(b) —b-f(a)
Ty = 3.2

0 ) &
¢) Método do ponto fixo:
d) Método de Newton-Raphson:

flx

Tpy1 = Tk — f’ixz)) (3-4)
e) Método da secante:

rp—1 - f(@g) —ap - flog—1) (3.5)

T T () — ()

11



3.2 Sistemas Lineares

Consistem em um conjunto de m equagoes com n incognitas e o intuito dos métodos

de resolucao para sistemas lineares é determinar os valores das incégnitas que satis-

facam todas as equacOes simultaneamente. Dentre os métodos disponiveis existem

métodos diretos e iterativos. Foram estudados os seguinte métodos:

a)

Método de Gauss: Consiste em transformar a matriz A em uma matriz
triangular superior equivalente e determina os valores das incégnitas dire-

tamente por substituicao.

Fatoracao LU: Separa uma matriz A em duas outras, A = LU , sendo U
uma matriz triangular superior e L uma matriz triangular inferior, que se

relacionam da seguinte maneira,

em que a matriz x representa as variaveis a serem definidas no sistema.

Método de Gauss-Jacobi: Consiste em isolar as variaveis da diagonal prin-
cipal, determinando, assim, uma equacao para cada uma delas. Como este
método é um dos métodos iterativos, ele depende de valores iniciais para

determinar os atuais.

Método de Gauss-Seidel: Muito parecido com o método de Gauss-Jacobi,
porém para determinar o valor atual de cada variavel é utilizado nao apenas

os valores anteriores, mas também os atuais ja calculados.

3.3 Ajuste de Curvas

Tem como objetivo avaliar se uma determinada curva, estimada como sendo a curva

média que passa por todos os pontos de um gréafico, é boa o suficiente para re-

presentar aqueles pontos. O método de minimos quadrado consiste em calcular as

distancias entre os pontos reais e os pontos da curva e minimiza-los, isto gera um
sistema de equagoes lineares (ASANO; E.COLLI, 2009),

n

QUf) = > _(f(z:) —wi)* (3.6)

i=1

12



3.4 Interpolacao

A interpolacao de uma funcao f(x) consiste basicamente em aproximar essa funcao
por uma outra fungdo g(z) de modo que esta nova fungao g(x) satisfaca algumas
propriedades (RUGGIERO; LOPES, 2000). S6 é possivel encontrar valores dentro de
um intervalo [a, b], em que a e b sdo caracterizados pelos valores iniciais e finais do
conjunto, qualquer valor fora desse intervalo nao pode ser representado pela fungao

encontrada. Dois métodos estudados para interpolacao sao:

a) Lagrange
P(x) = f(xo) - Lo(x) + f(a1) - La(x) + -+ + flaa) - Ln)(x)  (3.7)

em que,

b) Newton

P(x) = f(xo)+Ki(x—w0)+ Ko (x—x0) (x—21)+ -+ Kp(x—21) - - (x—p_1)
(3.8)
em que K; é chamado de operador diferencas divididas e pode ser calculado

fzi) — f(wiq)

Ty — Ti—1

como sendo:

Ki:

3.5 Solucao Numérica de Equagoes Diferenciais

Estao relacionadas com problemas de condi¢ao de contorno (ou condigao inicial),
frequentemente usadas na fisica, sao equagoes que possuem uma incognita e suas

derivadas em uma mesma expressao, como por exemplo,

dy

L = f(t,y); to) =

o =Sy ulto) =w
Como nao é simples trabalhar com algoritmos que realizem derivadas, numerica-
mente aproxima-se um quociente de diferencas, desta forma fica mais facil de escre-
ver codigos computacionais que solucionem problemas deste tipo. De acordo com
(BOYCE; DIPRIMA, 2012) os métodos para resolugao de equagoes diferenciais sao

conhecidos como métodos da classe Runge-Kutta e sao eles:

13



a) Método de Euler
Ynt1 = Yn + 1 [(@T0n,Yn) (3.9)

em que h é conhecido como passo.

b) Método de Euler melhorado (Runge-Kutta de segunda ordem)

Tny Yn) + xn+han+h Tns Yn
¢) Método de Runge-Kutta de quarta ordem
K+ 2K, +2K5+ K
Yn+1 :yn+h [ s 2:; s 4:| (311)

em que,

h hK h hK
Kl:f(x’myn)a K2:f<xn+27yn+2l>a K3:f<xn+2ayn+22>

Ky = f(xn + h,y, + h K3)

Sao também estudados os seguintes métodos de integracao numérica que serao uti-

lizados para cédlculos de conservagao de energia.

a) Regra dos trapézios:

b
/ f(x)dx:Z[f<xo>+f<xn>+2<f<x1>+f<x2>+~--+f<xnm] (3.12)

Ty — Ty

N

em que h = Léo passo de integracao.

b) Regra 1/3 de Simpson

[ sz [f(a?o)+f(fcn)+4<f(w1)+- - -+f(£vn1)> +2 <f(:v2)+~ - ~+f(xnz)>]
(3.13)

3.6 CFL

A condigao de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é uma condigdo necessaria para a
convergéncia ao se resolver numericamente equacgoes diferenciais parciais hiperbo-

licas. No caso especifico do modelo MHD adotado numericamente o GLM-MHD
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(DEDNER et al., 2002), mais detalhes em (GOMES, 2017), o equivalente a esta condi-
¢ao depende também dos parametros de controle da divergéncia numérica do campo
magnético. Por essa razao, faz-se um estudo de variacao de parametros relacionados

a malha e aos limitadores de fluxo descritos a seguir.
3.7 Meétodo dos Volumes Finitos

O método de volumes finitos discretiza todo o dominio da fung¢do estudada em
volumes menores, de tal forma que a propriedade fundamental seja a conservagao

do fluxo numérico que atravessa cada um dos volumes que compoem o dominio total.

Porém tais discretizagoes criam, consequentemente, descontinuidades na funcao, logo
é necessario a utilizacao de métodos para calcular um valor aproximado das médias
celulares (posterior e anterior a célula analisada) e assim suavizar a fungao do fluxo
numérico. Para esquemas de segunda ordem, como o utilizado neste trabalho, é
necessario aproximar os valores celulares por meio de aproximacoes lineares, mas tal
aproximacao pode gerar maximos e minimos locais ao realizarmos o prolongamento
destas aproximagoes. Para tal é utilizado limitadores de fluxo, afim de evitar estes
maximos e minimos locais. Esses limitadores sdo amplamente utilizados em esquemas
de alta resolucao, como o esquema MUSCL, como nos exemplos estudados, como
descrito em (GOMES, 2017), para evitar as oscilagoes esptrias que ocorreriam com
esquemas de discretizagao espacial de alta ordem devido a choques, descontinuidades

ou mudancgas bruscas no dominio da solugao.

Os limitadores de fluro também sdo conhecidos como limitadores de inclinag¢do de-
vido a ambos terem a mesma formulacao matematica e o efeito de limitar o gradiente
de solugao proximo a choques ou descontinuidades. Normalmente, o termo limita-
dor de fluxo é usado quando o limitador age nos fluxos do sistema, e o limitador de

inclinagao é usado quando o limitador age nos estados ou variaveis do sistema.
Limitadores de Fluxo

O uso de limitadores de fluxo, juntamente com um esquema apropriado de alta reso-
lugdo, faz com que a variagao total das solugoes diminua (conhecido com esquemas
TVD). Os limitadores TVD sao projetados de forma que passem por uma determinada
regiao da solugao, conhecida como regiao TVD, para garantir a estabilidade do es-

quema numérico. Os limitadores TVD de segunda ordem satisfazem ¢(1) = 1 e pelo
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menos os seguintes critérios:

r)<2r, para(0<r<1
1§gz§(7‘)§7“, para 1 <r <2
<2, vparar>?2

Todos os limitadores utilizados nesse trabalho sao to tipo TVD.

Os limitadores sdo necessarios para reconstruir e suavizar as fungoes de fluxo nu-
mérico, interrompendo o comportamento de extrapolacao do prolongamento das

aproximagdes lineares da célula. Sao estudados os seguintes limitadores de fluxo:

a) Koren (KOREN, 1993)
Grn(r) = max [O, min (27", min ((1—}—327’), 2))]
Jipg, Gn(r) =2

b) Min-Mod (ROE, 1986)

Gmm(r) = max[0, min(1,r)]
M0 G (1) = 1

¢) Monotonized Central (MC) (LEER, 1977)

Gme(r) = max[0, min(2r,0.5(1 4 r), 2)]
M, fmelr) = 2

d) Osher (CHAKRAVARTHY; OSHER, 1983)

Gos(r) = max[0, min(r, 8)], (1<5<2)
i Gos(r) =

e) Ospre (WATERSON; DECONINCK, 1995)

L.5(r* + )
) =
lim Gop(r) = 1.5
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f) Superbee (ROE, 1986)
s (r) = max|0, min(2r, 1), min(r, 2)]
Lim @ (1) =2
g) Sweby (SWEBY, 1984)
$sw(r) = max[0, min(fr, 1), min(r, §)], (1< 5 <2)

lin 6. (r) = 5

h) Van Albada 1 (ALBADA et al., 1982)

r’+r
Gvar (1) = R

i, Goan (1) = 1

i) Van Leer (LEER, 1974)

WONST:
lim ¢vl<r) =2

r—00

A regiao limitadora admissivel para esquemas TVD de segunda ordem é mostrada no
Diagrama Sweby (SWEBY, 1984) apresentado na Figura 3.1 como as regides cinzas.

Nas diversas sub-figuras encontram-se os graficos dos limitadores estudados.
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Koren Min-Mod Monotonized Central

3 3
2 — 2
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
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3 3
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2 2
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
Sweby Van Albada 1 Van Leer
3 3
=1.5
2 2
1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 3.1 - Diagrama Sweby.
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4 Computagao Cientifica
Os principais topicos estudados nesta etapa sao apresentados a seguir.

4.1 CARMEN-MHD

O cédigo CARMEN-MHD  (https://github.com/waveletApplications/
carmenMHD) ¢é escrito em C++/OOP de resolucdo numérica de EDP para-
bolicas e hiperbdlicas adaptativas utilizando métodos de volume finitos com
adaptabilidade espacial utilizando andlise multirresolugao e adaptabilidade tem-
poral utilizando estratégias baseadas em métodos Runge-Kutta originalmente
escrito para resolugdo de equagoes parabdlicas como descrito em (ROUSSEL et al.,
2003). Posteriormente, foi estendido para equagoes hiperbdlicas em (DOMINGUES
et al., 2008). Nos trabalhos (GOMES, 2012; DOMINGUES et al., 2013; GOMES et
al., 2015; GOMES, 2017) apresentam-se desenvolvimentos desta versdo especifica
para simular problemas relacionados a magnetohidrodinamica. Como parte desta
iniciacao cientifica, sdo iniciados os estudos desse modelo numérico de MHD. Em
particular, neste estudo utiliza-se um modelo MHD ideal implementado em malha
uniforme baseado em uma versao corrigida do Modelo MHD usual apresentado no
Capitulo 2, conhecido como GLM-MHD (DEDNER et al., 2002). Este modelo ainda
serd estudado pelo bolsista. Na pratica, adota-se o valor a;,, = 0.4 para todas as

simulagoes apresentadas.
4.2 VislIT

O VisIT https://visit.llnl.gov é um software de visualizagdo grafica, capaz
de gerar imagens e filmes de simulagdes numéricas, permitindo assim uma possi-
vel andlise grafica dos fendmenos a serem estudados. Este software possibilita gerar
imagens de contorno, pseudo-cores, curvas, volume, vetores entre outros, além de
permitir a criagdo de novos vetores e descricoes matematicas utilizando algum pa-
rametro pre-definido da simulagao. Para a criacao de imagens e filmes fora de sua
interface grafica, o software possibilita gravar nem diversos formatos. E utilizado

esse ambiente para visualizar as solugoes numéricas do modelo de MHD em estudo.
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5 Discussoes e Conclusoes preliminares

Nos experimentos a seguir utiliza-se o exemplo de instabilidade tipo Kelvin-
Helmholtz proposto em (FRANK et al., 1996). A instabilidade de Kelvin-Helmholtz
em fluidos é desencadeada na camada de cisalhamento entre dois fluidos com veloci-
dades diferentes. A evolugao nao-linear dessa instabilidade pode resultar em vértices
caracteristicos, como os conhecidos como olho de gato (cat’s eye, em inglés) como
apresentado em Frank et al (1996). Esse tipo de instabilidade é observada em diversos
fendmenos no espago, ver por exemplo a discussao apresentada em (EVANGELISTA
et al., 2016). Nas simulagoes apresentadas a condigdo inicial para esse problema é

dada na Tabela 5.1, em que

ug(x,y;t=0) = 5 [tanh (20(y + 0.5)) — tanh (20(y — 0.5) — 1] ,

uy(z,y,t =0) = 0.25 sin(27x)

exp ( — 100(y + 0.5)2) — exp ( —100(y — 0.5)2>] :

sao as componentes x e y da velocidade, respectivamente. O dominio computacional

¢ dado por 2 = [0,1] x [—1,1].

Tabela 5.1 - Condicao inicial para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

p p uy u, u, B, B, B,

1.0 50.0 «2 «® 0.0 1.0 0.0 0.0

Y

Também sao definidos como parametros de simulacao o CFL, a constante adiabatica
v = 14, e o tempo final ¢ = 0.5. A condicao de contorno é periddica em todas as

fronteiras.

Para os limitadores descritos sao estudados os valores maximos do parametro de CFL
considerando-se também diversos tamanhos de malhas. Os resultados sao apresen-
tados na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2 - ParAmetros CFL méaximos obtidos com diferentes limitadores

Malhas
Limitador 128 x 128 256 x 256 512 x 512
No Limiter 0.625 0.600 0.600
Min-mod 0.625 0.600 0.600
Van Albada (TVD) 0.625 0.600 0.600
Van Leer 0.625 0.600 0.575
Superbee 0.625 0.600 0.575
Monotonized Central (MC) 0.625 0.600 0.575
Koren 0.625 0.600 0.600
Ospre 0.625 0.600 0.575
Umist 0.625 0.600 0.575
Osher 0.625 0.625 0.575
Sweby 0.625 0.600 0.575

22



Com os resultados do codigo CARMEN-MHD, o bolsista também ja consegue pro-
duzir, ainda de forma inicial, figuras multidimensionais e filmes de visualizacao ci-

entifica, como as figuras apresentadas a seguir.

Nesse estudo inicial sdo avaliados um esquema de segunda ordem e a influéncia
dos limitadores de fluxo nas solucoes das variaveis do modelo MHD, observa-se a
importancia do uso desses limitadores para uma melhor localizagao da estrutura da
instabilidade. Malhas uniformes de 642, 1282, 2562, 5122 e 10242 sao estudadas.

Para estas simulagoes também sao testados diferentes valores do parametro CFL,
afim de encontrar um valor em que seja estdavel a solucao e favoreca a existéncia da

instabilidade para os diversos limitadores aplicados na simulacao.

Nas figuras a seguir as solugdes numéricas do modelo MHD para diferentes limitado-
res de fluxo sao apresentadas no tempo t = 0.5 com CFL 0.6 e uma malha uniforme
256 x 256.

Mais ainda, observa-se que alguns limitadores sdo bem mais difusivos dificultando

até a localizacao da instabilidade.

Outro fato de importancia é que as variaveis respondem de forma diferenciada ao uso
dos limitadores. Por exemplo, a componente magnética é afetada significativamente,

podendo até a levar a resultados numéricos espurios.

Estudos sobre essa influéncia no campo transportado de divergéncia do campo mag-

nético serao aspectos a serem estudados no futuro.
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Figura 5.1 - Solugdo numérica da variavel densidade para os diferentes limitadores.
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Figura 5.2 - Solugdo numérica da varidvel pressdo total para os diferentes limitadores.
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Figura 5.3 - Solugdo numérica da varidvel energia para os diferentes limitadores.
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Figura 5.4 - Solugdo numérica da variavel velocidade para os diferentes limitadores.
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Figura 5.5 - Solucdo numérica da variavel campo magnético para os diferentes limitadores.
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Resumo estendido apresentado em congresso

O resumo a seguir esta aceito para apresentacao em forma de poster no Congresso
Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC) de 17-21 de setem-
bro na UNICAMP, Campinas (http://www.cnmac.org.br/novo/). Posteriormente

espera-se que ele seja publicado nos Anais do Congresso.

33


http://www.cnmac.org.br/novo/

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Simulagoes de instabilidades tipo Kelvin-Helmholtz no
contexto da magneto-hidrodinamica: um estudo preliminar
da condicao de estabilidade numeérica

Elias G. C. Lovato %2, Margarete O. Domingues', Anna K. F. Gomes',
Odim Mendes!, Renato S. Dallaqua!, Mariana P. M. A. Baroni?,
Luciano A. Magrinil?

! Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE), Sao José dos Campos, SP

2 Instituto Federal de Sao Paulo (IFSP), Sao Paulo, SP !

Este trabalho apresenta um estudo de verificagao das condigoes de estabilidade numérica
tipo Courant-Friedrich-Levy (CFL) em um modelo magneto-hidrodinamico ideal (iMHD)
discretizado em volumes finitos [4]. O modelo iMHD necessita obedecer a Lei de Gauss
que determina que a divergéncia do campo magnético é nula. Essa condi¢ao nem sempre
¢é satisfeita numericamente, sendo entao necessario utilizar outras formulacoes na discre-
tizagdo. Em particular, utiliza-se uma versao numérica discretizada de um modelo iMHD
baseado nos Multiplicadores de Lagrange Generalizados (GLM) com o método dos volumes
finitos, desenvolvida em [1]. O modelo GLM-iMHD em sua forma conservativa é composto
por um sistema de nove equacoes diferenciais parciais: uma equacao de conservacao da
massa, trés equagoes de conservacao de momento, uma equacao de conservagao de energia,
trés equacoes de conservacao de fluxo magnético e uma equagao associada a corregao de di-
vergéncia nula parabodlica-hiperbdlica. A condicao de estabilidade tipo CFL nesse modelo
GLM-iMHD além dos parametros usuais também depende de dois parametros que con-
trolam a divergéncia do campo magnético associados a correcao parabdlica-hiperbélica.
Utiliza-se o c6digo CARMEN-MHD ([3] para executar as simulagoes. Sao escolhidos li-
mitadores [5] tipicos de métodos de volumes finitos em malhas uniformes do tipo Total
Variation Diminishing (TVD) para um estudo da condigao CFL em um caso de uma ins-
tabilidade de Kelvin-Helmholtz (KHI) tipo ”olho de gato”, conforme ilustrado na Fig. 1.
Uma descrigao detalhada deste caso teste encontra-se em [1]. Além dos limitadores Min-
Mod, Van Albada 1, Van Leer, Superbee e Monotonized Central ji implementados no
CARMEN-MHD, adicionam-se também os limitadores TVD: Koren, Ospre, Umist, Osher
e Sweby nesse codigo. Ao se avaliar os parametros CFL de 0.5 — 0.7 com uma variagao
de 0.025, para as malhas 2562, todos os limitadores estudados executam a simulacio com
o parametro CFL méaximo de 0.6, exceto o limitador Osher cujo CFL méaximo foi 0.625.
Em malhas mais refinadas, 5122, com o parametro CFL 0.6, as simulacoes somente foram
concluidas com sucesso nos casos Min-Mod, Van Albada 1 e Koren, enquanto nos demais
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esse parametro CFL maximo possivel é de 0.575. Ocorre também nesta malha uma si-
tuacao em que instabilidades numéricas perturbam a solucgao fisica, mas sem destruir as
caracteristicas da KHI, durante a evolugao temporal no caso do limitador MC para o
parametro CFL 0.6. Pode-se observar que os valores do parametro tipo CFL diferem de
acordo com o limitador e também com a resolucao escolhida. Mais estudos sobre o efeito
na solucao estao sendo realizados para maiores resolucoes.
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Figura 1: Solucao numérica no tempo ¢t = 0.5, (a)xpresséo, (b) vg, (¢) By, paraxo limitador
de Koren com CFL 0.6 e uma malha 5122.
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