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Resumo

Os satélites de imageamento num futuro préximooterdmo requisito agilidade
rotacional, bem como precisdo de apontamento emmeggara captacado de imagens de
alta resolucdo. Ao invés de mover o sistema imageadehtro do satélite, é este ultimo
que vai girar rapidamente. O apontamento do satéhiino um todo, em que o sistema
de imageamento esta fixo no corpo, permite alcangaa definicdo mais elevada,
melhorando a resolugéo das imagens. O desenvoliondenum sistema de controle de
atitude agil para satélites de imageamento emp@@d&s (Control Moment Gyros),
que possibilita rapido posicionamento, e € de indmaia pratica, uma vez que 0 custo
global e a eficiéncia dos satélites de imageamégtis sdo bastante afetados pelo
tempo médio de redirecionamento. Um CMG é um patestuador amplificador de
torgue; no entanto, os sistemas redundantes CMG ui@mproblema inerente de
singularidade geométrica. Pretende-se com estetpr@studar varios aspectos da
aplicacdo de CMGs como atuadores em sistemas deleode atitude, que inclui um
tratamento abrangente do problema da singularidasl€MGs.

Palavras-chave: Satélite. Giro. Atuador. ContrAtéude. Singularidade.



Studies on the Application of Gyro as Actuators irSatellite Agile Attitude Control
System

Abstract

Imaging satellites in the near future will haveeguirement of rapid rotational speed, as
well as pointing accuracy in steady-state to caphigh-resolution images. Instead of
moving the imaging system within the satellitasithe latter that will turn quickly. The
satellite pointing as a whole in which the imagsygtem is fixed on the body, allows
achieving a higher resolution, improving the resiolu of images. The development of
an agile attitude control system uses CMGs (Corifoment Gyros) which enables
rapid positioning, since the overall cost and tfiieiency of agile imaging satellites are
greatly affected by the average retargeting tim&MG is a powerful actuator torque
amplifier; however, redundant systems CMGs havenherent geometric singularity
problem. The aim of this project is to study vasaspects of CMGs application as
actuators for attitude control systems, which idelsia comprehensive treatment of the
problem of singularity in the CMGs.

Keywords: Satellite. Gyro. Actuator. Control. Atiite. Singularity.
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1 Introducéo

As proximas geracoes datélites de imageamenterrestre requererdo mais agilidade
rotacional, além de apontamento preciso em regiana pbtencdo de imagens de alta
resolucdo. Ao invés de varrer um sistema de imagetmbaseado epardans de um
lado para outro, o corpo da nave € que girara aapedte. Apontando a nave como um
todo, o sistema de imageamento, fixo no corpo, peraicancar uma definicdo mais
elevada e melhora a resolugcdo das imagens. O ddgemento de um sistema de
controle de atitude agil empregando CMGs € de itApora pratica atual, tendo em
vista que o custo global e a eficiéncia dos sa&lile imageamento ageis sao bastante
afetados pelo tempo médio de redirecionamento.

Por exemplo, os satélites de imageamento Pléiagledtal resolucdo tém um requisito
de varredura de 4 °/s. Os painéis solares sdo dumtdiretamente no corpo sem
qualquer mecanismo de acionamento de painéis splaaea garantir maxima rigidez
estrutural. Para aumentar ainda mais a rigidegsdabramento dos painéis usa juntas
Carpentier, resultando numa frequéncia estrutuesdan de cerca de 120 Hz. Tal como
descrito em Damilano (2001); Girouart et al. (20@fendini et al. (2002), os satélites
de imageamento Pléiades sdo equipados com quatenes CMGs de 1 cardan com o
arranjo piramidal e com um angulo de inclinacdo36e Cada CMG tem momento
angular de 15 Nms, velocidade maxima do cardanrdés3um pico de torque de saida
de 45 Nm, e um torque maximo médio de 20 Nm. QHitet de imageamento Pléiades
(1A e 1B) de alta resolucdo tém 1000 kg, cada, enemto de inércia de
aproximadamente 800 kgnem torno dos eixos de rolamento e arfagem e giarea
de executar uma manobra de rotacdo de 60° em doreokxo de rolamento (varredura
transversal) em menos de 25 s. A precisdo de apenta em regime é de +0,03°
durante a fase de imageamento, ap0s completar abmgade rotacado. Contudo, durante
as manobras de rotacdo de grandes angulos, resigathsversalmente ao movimento

orbital, ndo é necesséario o apontamento precisoigm satélite.

A Ball Aerospace Technologies Corporation unindea® Digital Globe, desenvolveu
uma plataforma de satélite de imageamento agibrdarada BCP 5000, para acomodar
radares de abertura Optica e sintética (SAR), &impd geracdo de cargas Uteis de

sensoriamento. Para maior agilidade, a BCP 500fupado com CMGs de 1 cardan



para fornecer excelente capacidade de redireciantaméancado com sucesso em
2007, o satélite de imageamento BCP 5000 (WorldVig¢wle 2.500 kg, ilustrado na
Figura 1.1, foi o primeiro satélite de imageamestmercial de alta resolu¢éo equipado
com este tipo de tecnologia em CMGs de 1 cardaradaz de coletar imagens com

resolucdo pancromatica de 0,5 m e 2 m de resolgdtEspectrai

Figura 1.1 - BCP 5000 (WorldView 1) equipado com CMG de 1 cardan.

Fonte: Digital Globe.

A Figura 1.2 mostra o satélite BCP 5000 (WorldView 2). Langado em 2009, incorpora o
padrao da industria de quatro bandas multiespectrais (vermelho, azul, verde e
infravermelho proéximo) e também inclui quatro novas bandas (costeira, amarelo, borda
vermelha e infravermelho préximo 2). O WorldView 2 tem 2.800 kg e um telescopio de
abertura de 110 cm, voando em uma altitude mais elevada de 770 km, proporciona as
mesmas imagens pancromaticas com resolugao de 0,5 m que o WorldView 1, além de

imagens de resolugdo multiespectral de 1.8 m.

! http://www.skyrocket.de/space/doc_sat/ball_bcp-5000.htm.



Figura 1.2 - BCP 5000 (WorldView 2) equipado com CMG de 1 cardan.

Fonte: Digital Globe.

O satélite WorldView 3, praticamente idéntico aori¥diew 2, foi lancado em 2014 e
tem uma capacidade de infra-vermelho adicional. ©dyita mais baixa (617 km), tem

uma resolucéo no solo de 0,31 m.

Um CMG de 1 cardan (menor do que o CMG da Astrilg®3S) com requisito de
varredura de 6 °/s, esta sendo desenvolvido nordC&spacial de Surrey (LAPPAS;
WIE, 2006; LAPPAS et al., 2002) que pode ser usadofuturas missodes cientificas,
tais como aproximacdo e encontro com objetos prasienTerra e observacgao terrestre

de alta resolugcédo usando satélites pequenos e(&dx® kg).

Uma representacdo simples do diagrama de blocomdastema de controle de atitude
baseado em CMGs para satélites de imageamentoédesdrada na Figura 1.3. Este
trabalho aborda um tratamento abrangente, mas setanger esgotar o tema, de
problemas a serem resolvidos na analise e progtsisiemas de controle de atitude
baseados em CMGs para satélites ageis de imagean@nCapitulo 1 traz uma

introducéo sobre o assunto. A partir do capitulm 2rabalho aborda um resumo de



alguns sistemas representativos de CMGs com lceixtan. Sistemas CMGs de 1 eixo
cardan sdo utilizados como exemplos em todo o ltrabpara ilustrar os varios
conceitos e abordagens Uteis com o objetivo detegiizar e analisar as singularidades
dos CMGs.

Fig. 1.3 - Um sistema de controle de atitude patglises de imageamento ageis,

baseado em CMGs.

—— Comando de Velocidade
0g1Ca A€ | 445 cardans Satélite de
direcdo CMGs Imageamento |7
CMG Agil

Comando do torque

de controle Loégica de Sensores
Controle de de
Giro/ Atitude Atitude

Fonte: Adaptado de Wie (2008).



2 Sistemas CMGs com um e dois Eixos Cardans

Um giro de controle de momento angular de 1 Unigo eardan (do inglésSingle
Gimbal Control Moment Gy)p cuja sigla 6GCMG, é composto por um volante que
gira a uma velocidade constante em torno de um epireoécardanizadoem um eixo
ortogonal ao eixo de rotagcdo, como mostra a FiguraO volante montado no quadro
do cardan produz momento angular de médulo comstgue € restrito aplano de
rotacda O motor do eixo cardan gira o eixo cardan, o qudixo com relacdo ao
satélite, e altera a direcdo do eixo de giro (mdmemgular). A modificacdo da
orientacdo do eixo do rotor produz um torque ddasgue € normal a ambos, eixo de
rotacao e eixo do cardan.
Se a roda é cardanizada em dois eixos, ao invésndeixo apenas, é denominada de
giro de controle de momento angular de 2 eixosarexddo inglésPouble Gimbal
Control Moment Gyr} cuja sigla ®GCMG. A Figura 2.2 mostra um DGCMG.

Fig. 2.1 — CMG de 1 anico eixo cardan.

€

plano de
rotagdo

h

Fonte: Adaptado de Yavugio (2003).



Fig. 2.2 — CMG de 2 eixos cardans.

4%sl
Eixo do cardan

@Z’ interno
o

€g2

Eixo do cardan
externo

Fonte: Adaptado de Yavuglo (2003).



3 Arranjo Piramidal de quatro CMGs de 1 Cardan

Para efeitos fisicos, 0 momento angular ou quashtidiz movimento angulaérde uma
particula de massa, em relacdo a um ponto arbitrafig € r x p, em quer € o vetor
posicdo que vai do pontd até a particula @ é o vetor quantidade de movimento
linear. Para um corpo em rotacdo o vetor momengulan é dado pelo produto do
momento de inércia em torno do eixo de giro e orveelocidade angular. Sabendo
disso a Figura 3.1 mostra o arranjo piramidal tigde quatro CMGs de 1 eixo cardan.

O vetor momento angular total dos quatro CMGs dixd cardan é dado por

H=Y{,h, (3.1)
em queﬁi € oi-ésimo vetor momento angular, referente-asimo CMG. Considera-se,
sem perda da generalidade, dﬁgl = 1. Oi-eésimo angulo do cardam, descreve a
rotacao deﬁi em torno do vetor unitario que fornece a direclceko do cardar;
(1g:| = 1); ou sejafegi = 0 eh; = hi(x).

Figura 3.1 - Arranjo da montagem piramidal de qu&tMGs de 1 eixo cardan.

Sistema de
referéncia
do satélite
T z Eixo cardan
do CMG 2

) -
Eixo cardan . )

™~ g // X,
doCMG3 \\) v h\/&‘ y
\ \ / //
\ .~ 5 \,/

L - Bixo
cardan
& ‘&%\\\ v \ i g: do CMG 1

dos CMGs
Eixo cardan
do CMG 4 \/ \_.

Fonte: Adaptado de Wie (2002).



Na montagem piramidal de quatro CMGs com 1 eixdararcom angulo de inclinagéo
B, como ilustra a Figura 3.1, os vetores dos eixass ahrdans podem ser escritos em

termos das componentes nas dire¢des do sistengdedéncia fixo no corpo do satélite
(%, y, 2), dadas pelo conjunto de vetores unitarios ortaiofi, 7, l_c)}, como sendo,

G, = sin BT + cos Kk,

G, = sin B] + cos Bk,

§s = — sin BT + cos Bk

Ga = —sin B + cos Sk.

O vetor do momento angular total dos CMﬁs;expresso no sistema fixo no satélite, é
dado por
H = Hyi+ Hyj + H,k
Hy
=[i j kl|Hy|=1[i j k]H, (3.2)

Hy,
em queH = (H,, H,, H,) = [Hx Hy, H,]" é arepresentagéo do vetbem relagéo a
base {, J, E}. De (3.2) observa-se que o vetor coluthalifere do vetor . Apesar da
diferenca,H também é frequentemente referenciado como sendeeton. Usar uma

das duas representacdes vai depender obviamentstixto.

Para montagem piramidal de quatro CMGs de 1 eixtacacom angulo de inclinagao

B, 0 vetor momento angular total dos CMGs pode geresentado na forma matricial

por
H =X h(x)
—cf5 sin x; — COS X; cf sin x5 [ COS X4
= [ cosx; |+ |—cBsinx,|+ | —cosx; |+ |ch sin x4]
sP sin x; sP sinx, sBsinx;z]l LsPsinx,

cosx; — cf sinx, —cosx3 + cfsinx, |, (3.3)
sf sinx; + sf sinx, + sf sinx3 + sf sin x,

[ —cf sinx; — cosx, + cff sinx3 + cOSxy ]



em quecB = cosf e sf =sinf. Observe quéh; é periddica em relacdo xa com
periodo demr, tal que

dzhi dzﬁi g

w = _hi ou 12 = _hi' (34)

4

Derivando (3.3) com relagdo ao tempo, obtém-se
H = Ax, (3.5)
Y — .o dx o . 5 . T
em queH = dH/dt, x = == [X1 %, X3 x4)T e
—cf cos x4 sinx, cf cosxz —sSinxy
A=| —sinxg —cf cosx,  sinxg cf cos x,|. (3.6)

sp cos x4 sfcosx, sfcosxs SfCOSXy

€ a matriz jacobiana.



4 Dois Pares Ortogonais de CMGs de 1 Eixo Cardan

Um caso especial coph=z/2 foi empregado por Crenshaw (1973) para um Sesieen
controle com CMGs de 1 eixo cardan. Para esta guaitdo, tém-se dois pares
ortogonais de dois CMGs de 1 eixo cardan com edeosardan paralelos, de forma que
a matriz Jacobiana é dada por
0 sin x, 0 —sinxy,
A = |—sinx, 0 sin x3 0 | 4.1)
COSX; COSX; COSX3 COSXy
Esta configuragcdo especial também €& de importanwitica. Muitas outras
configuracbes de CMGs séo, de fato, variacbes dastmjo basico de dois pares
ortogonais de dois CMGs paralelos, conhecido eaaliira por 2-SPEED CMGwo-
scissored-pair-ensemble, explicit-distributjon

10



5 Configuracéo de dois e trés CMGs de 1 Eixo Cardarom Eixos Paralelos

Configuragdes de dois e trés CMGs de 1 eixo carclam, eixos de cardan paralelos,
também foram estudadas para aplicagbes de coetroldois eixos por Cornick (1979);
Margulies e Aubrun (1978). Considere primeiro uraocaom apenas dois CMGs sem
redundancia. Os vetores momento anghiae H, se movem no plan,(y), normal
aos eixos dos cardans, tal como mostra a FiguréPara tais CMGs de 1 eixo cardan,
cujos eixos de cardan sao contrapostos, o vetoremwnangular total dos CMGs pode

serrepresentado na forma matricial por

5.%)

[cos X1 + cos xz]
sinx; + sinx, I’

em gue se considera que o momento angular de dd@at€n maodulo unitario.

Definindo uma nova configuracao de angulos dosaresd, ) como sendo

— X1t+X; X2—X1

RN R (5.2)
em gquea € denominado de angulo detacéo e  de angulo detesouraCrenshaw

(1973), é possivel expressar o vetor momento antpild dos CMGs por

_ ,[cosa cosp
B [sina cos Bl (5.3)
Derivando (5.3) com relacao ao tempo, obtém-se
H = Ax, (5.4)
em quel = (H,, H,),% = (&, ), eA é a matriz Jacobiana definida por
_ ,[—sinacosp —cosasinf
A=2 [ cosacosf —sinasinf) (5:5)

11



Fig. 5.1 - Dois CMGs de 1 eixo cardan, com eixos cardans paralelos. Este sistema
CMG permanece singular para qualquer movimergaandg’ = 0 ou 90°; a)

singularidade antiparalela OH; b) singularidadeajeda 2H.

J

X2| /

' X

y

_ X1txp _ —m/2+m/2

= = 0 a=——=—=0
2 2 2 2
_ X=Xy _ W/24Tm/2 _ o _ X=X _ 070
p=—="7 =9 p=—7=7=0
(@) (b)

Fonte: Wie (2008)
Para um sistema de trés CMGs de 1 eixo cardan tars paralelos, o vetor momento

angular total dos CMGs é dado por

CoSs x; + COS X, + COS X3

- [sinx1 + sinx, + sin x3 ] (5.6)
e a matriz Jacobiana ae= (x;, x,,x3) €
__[—sinx; —sinx, —sin x3]
A= [ COSX; COSX, COSX3 (5.7)

12



6 Singularidades de CMGs e Superficies Singulares

Este capitulo apresenta brevemente um método dasitovpor Margulies e Aubrun
(1978) para analisar e visualizar as superficies Momentos angulares singulares.

Exemplos llustrativos sao apresentados com algovesiresultados significativos.

Semelhante & expresso em (3.2), um vetdrarbitrario também pode ser representado

por

ux
=t 7 k| [uy] =t 7 klu (6.1)
em queu = (Uy, Uy, u,) = [Ux Uy UT,
Como Introduzido por Margulies e Aubrun (1978),asgjum vetor unitario de uma
esfera unitaria perfurada definida por
S={i:ul=1u++g;,i=1,..,n},

em queg; é o vetor dos eixos do card@dw;| = 1). Tal vetor unitario ao longo de todas
as diregdes possiveis no espaco tridimensionaé{@xo longo das dire¢bes dos eixos

dos cardans) pode ser parametrizado por

U =1ul+u,j+ u,k
= sin@,7—sin®, cos0,] + cos B, cos O, k, (6.2)
em qued; e d, séo os angulos de duas rotagdes sucessivas endtigRixox ey.

Tal parametrizacdo, que aparece em Wie (2008) emddargulies e Aubrun (1978
preferivel, uma vez que os angulos de latitudengitode em coordenadas esféricas,
comumente usados para descrever todas as diregSgivgs de um vetor unitario ao
longo das trés dimensfes espaciais, é numericanmatdequada para a visualizacdo
das superficies singulares.

Para um sistema deCMGs de 1 eixo cardan, o diferencial do vetor mamengular

total dos CMGs torna-se

dH = Y%, dh; = Y1, Bidy, = Y2, fidx;, (6.3)

i=1 dx;

13



em quef; sdo vetores unitarios tangenciais definidos por

- - d

fi=fikx) = d;l; = gi x h;. (6.4)
Observa-se queiﬁ e ﬁ sao representacOes vetoriais equivalentesdidee f;,
respectivamente, esta Ultima representando a collm& em (3.6). Os trés vetoreﬁ{
i ﬁi} formam um conjunto ortogonal de vetores unitagoando em torno do eixg.
Segundo Margulies e Aubrun (1978), este conjunteatieres ortonormais desempenha

um papel importante no desenvolvimento da teor@nggrica de CMGs redundantes,
de 1 eixo cardan.

A matriz Jacobian@, 3xn, introduzida na secdo anterior, tem posto méxgmalia 3.
Quando os eixos dos cardam&o sdo coplanares, o posto minimo Aleg dois. No

entanto, quando pos®) = 2, todos ofl- tornam-se coplanares e ha um vetor unitério

normal a esse plano, isto &,
fl-(xl-)-l_izfiTu=0, i=1,..,n. (6.5)
Consequentemente, para tal caso, tem-se, de (6.3),
dH «i =0 (6.6)

e 0 conjunto de CMGs néo pode produzir qualqueagao do momento angular (ou
torque) ao longo da direcdo deindependentemente das velocidades dos cardains. Ta
vetor unitariou é denominado deetor singulare o conjunto de angulos dos cardans,

quando postd) = 2 € chamado d&ngulos singulares dos cardans

Uma vez quq‘i- também é ortogonal g e |fl| = 1, a condicéo de singularidade (6.5)
pode ser reescrita por
ﬁixﬁ

fi=+2 6.7)

|gixal
Uma vez queﬁi = fl X g;, a condicdo de singularidade piriaixl-) também pode ser
escrita por

Hi _ 4 Goxxgi 8P

|gixul '

gue resulta no seguinte produto interndz_)pleﬁ’:

e = h;« 1 = %|§; x ii] = /1 - (§; » 2. (6.9)

14



O vetor momento angular singulacorrespondente ao vetor singulae aos angulos

singulares dos cardagrsé expresso por
H = H[x@)] = H@)
1 - — -
= Zie_i(gi X U) X g;

_ v EilU-gi(gi-uw)]
= 2 V1i-(GD? @)1

em quee; = sign(e;) = sign(ﬁi e %) = + 1. Observa-se que &' combinacGes de;

para um grupo der CMGs. Ver Margulies e Auburn (1978) para uma diséio

detalhada dest&d' combinacdes.

Uma vez quéi = 1i(6;,6,), tem-se = H(6,,6,); ou sejaH também é parametrizado
por 8, e 6,. Superficies singulares de momento angular podegroktidas diretamente

de (6.10), sem recorrer aos angulos singularesatdans.

Como exemplo, pode-se obter o vetor momento angirigular para a configuracdo de
dois CMGs de 1 Unico eixo cardan, com eixos dearaphralelos, mostrada na Figura
5.1. De (6.10), para = 2, tem-se

e

~

L

2
g 1 - — -
H=Zf(9ixu)X9i

—+

1

O vetor momento angular singular pode ser desgato

= 421U = +2(cosOT +sinb)); 0<6 <2m
ou
HZ + Hj = 4, (6.12)

que representa um circulo no plait,, H,).

Considere um caso especigl< 90°) da configuracao piramidal de quatro CMGslde
eixo cardan, denominada de sistema 2-SPEED poskBaen(1973). Para tal dois pares
ortogonais de dois CMGs de 1 cardan, com eixosaddan paralelos, os vetores dos

eixos dos cardans sédo representadogjperi, G, =j, gz =— €g, = .
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O vetor momento angular singular pode ser obtidg6dED), resultando, para todes
positivos,

2(uy7+uzﬁ)_+_2(ux7+uzﬁ)

1
Ju§+u§ Ju§+u§

ﬁ = H)(Hli 92) =

(6.13)

em que ondel, = SinY,, Uy = —Sirk1C0F, e u, = coFicoF.. A superficie singular de

momento angular de saturacdo, denominada 4H pera&&so, quando todos os quatro
€; Sdo positivos, pode, entdo, ser obtida e € maestnadFigura 6.1. Observe que a
superficie singular de saturacéo 4H ndo cobre elepg de momento angular completo

e tem quatro furos circulares causados pelas qoatdicéesi # g; (i = 1,..., 4).

Fig. 6.1 — Superficie singular de momento angutesaturacdo 4H.

Fonte: Wie (2008).

Um caso especial qguando da@ssdo zeros e os outros d@ssao +1 produz uma
“janela" circular plana combinado com um furo diacumostrado na Figura 6.1. Ha
guatro janelas planas circulares, que séo, de $aigerficies de singularidade 2H. A
superficie de saturacdo 4H e as quatro janelaslaies planas proporcionam o
envelope de momento angular completo (area de lh@baHa também curvas
singulares 2H, dentro do envelope de momento angyle consiste em dois circulos

perpendiculares descritos por
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HZ 4+ HZ =0 (Hy=0),
HZ + HZ = 0 (Hy = 0).

Da mesma forma, também é possivel obter a supesiftgularidade OH como mostra a
Figura 6.2. A superficie OH representa uma condap@csingularidade em que dois
CMGs estdo alinhados ao longo do sentido desejadeetbr momento angular e os
outros dois CMGs em sentido oposto. A superficien@id significa necessariamente
um momento angular total zero. S6 se eles sdoasakghos que o0 momento total tornar-
se zero. Num grafico de superficie de singularidameposta, que consiste de ambas as
superficies OH e 4H, os quatro funis no formatardmbetas da superficie OH ajustam-
se suavemente a superficie de saturacdo 4H ao twsybordos das janelas circulares
(superficies 2H).

Fig. 6.2 — Superficie de singularidade interna @sidtema 2-SPEED consistindo de 4
CMGs de 1 cardar(= 90°).

'
o
(4]
o'
S
SR

-2 -2
Fonte: Wie (2008)

Considere, agora, a configuracéo tipica piramigalgdatro CMGs de 1 eixo cardan

com um angulo de inclinac@#o Tem-se

er = +1 - (sPuy + cBu,)?,
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e, = i\/l — (sﬁuy + cﬁuz)z,

e; = i\/l — (—sBuy + cBu,)?,

ey = i\/l — (—sﬁuy + cﬁuz)z.

Além disso, as expressdes analiticas para as supersingulares de momento angular

(Hy, H,, H,) podem ser obtidas por

_ cB(=sBuztcfuy) | ux , cB(sBu+cBuy) | ux
Hx - eq + e + e3 + €y !

_uy  cB(sPuz—cBuy)  uy | cB(sBus+cBuy)
H, = T Tt

H, = sB(—cPux+sPuz) n sB(sBuz—cBuy) n sB(sBuz+cPuy) + sB(sBuz+cBuy)’

e e ez ey

em queu, = sin6,, u, = —sin 6, cos 6, eu, = cos 6, cos 6,.

Usando essas expressdes podem-se obter as segetticsingularidade 4H, 2H e OH.
Em um grafico da superficie de singularidade cont@agie consiste nas superficies de
singularidades 2H e 4H, os oito funis trombetassdperficie 2H sdo ajustam-se
suavemente a superficie de saturacédo 4H ao longdalolos dos orificios circulares,

resultando num envelope de momento angular, masdorjanelas néo-lisas.
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7 Analise de Singularidade usando a Identidade de Bat-Cauchy

No capitulo anterior foi utilizado um método desamido por Margulies e Auburn
(1978) para analisar e visualizar as superficiagudares do momento angular. Uma
abordagem diferente para determinar as superfgirggulares de momento angular,
denominada de métogiwano de corteé encontrada e®tockinge Meffe (1987). Estas
duas técnicas ndo exigem explicitamente a informaf@ angulos singulares dos

cardans para determinar as superficies singul&esomento angular.

Entretanto, € preferivel determinar todos os argysilogulares possiveis dos cardans: 1)
para caracterizar todas as singularidades dosrnsistde CMGs, 2) para ser usada em
uma légica de direcdo preventiva das singularidades 3) para determinar

indiretamente superficies singulares de momentalang
A condicao de singularidade (6.5) pode ser re@spdtforma matricial por
ATu=0. (7.1)

Ou seja, 0 vetor singularé vetor do espaco nulo da maiiz isto é,u = null(AT). H&
solucées n&o triviaisi # 0, para AA)u = 0 se somente s&A " for singular. Isto &, se a

condicéo de singularidade é da forma
det(AAT) = 0. 7.3)

Em geral, a condi¢édo de singularidade define unjuctm de superficies no espaco das
variaveisx ou, equivalentemente, no espaco das variddei® estado singular mais
simples é a singularidade do momento angular deresg@to, caracterizado por uma
envoltoria (envelope) de momento angular, que é supeerficie tridimensional que
representa o0 maximo momento angular disponivel @d&s ao longo de qualquer
direcdo dada. Qualquer estado singular no qualtor vaomento angular total dos
CMGs esta dentro do envelope de momento angudenéminado de estado singular

“interno”.

A condicdo de singularidade pode ser escrita usandtentidade de Binet-Cauchy,
dada por
det(AAT) =Y, M? =0, (7.3)
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em queM; = det(A;) sdo os jacobianos dos menores de ordemA3=A com ai-

ésima coluna removida.

As condi¢des de singularidade (7.3), para uma ngentgpiramidal de quatro CMGs de

1 eixo cardan, tornam-se
M; = sB[(s253C4 + €25354) + cB(c2C354 — 5z¢5¢4) + 2(cB)?cyc3c4] = 0, (7.4a)
M, = sB[(s354C1 + C35451) + cB(C3¢451 — 53€4¢1) + 2(cf)?c3cqc1] = 0, (7.4D)
M5 = sB[(5451C2 + €45152) + cB(CaC15z — S4¢1C;) + 2(cf)?cyacic2] = 0, (7.40)
M, = sB[(s155¢3 + €15253) + cfB(C1C283 — 51C2C3) + 2(cf)?cicac3] = 0, (7.4d)

em que s= sin; e ¢ = cos. Embora estas condicbes de singularidade, baseadas
identidade de Binet-Cauchy, tenham sido discutitkaditeratura, € apresentada aqui
uma nova forma de calcular as superficies singaldeemomento angular usando as

condicOes de singularidade (7.1).

Uma vez que o posto minimo da matriz Jacobamgadois, as quatro condicods, = 0,
i =1, ..., 4, ndo sdo independentes, apenas dilas sB0 independentes. Portanto,
quaisquer duas das quatro condicdes podem seradak para encontrar os angulos

singulares dos cardans, como se segue.

Se ¢# 0, as condic¢des singulares podem ser simplificpees

tan x5 (tan x, + tanx,) + cf(tanx, — tanx,) = —2(cp)?, (7.5)
tanx, (tanx; + tanx;) + cB(tanx; — tanxz) = —2(cB)?, (7.6)
tan x; (tanx, + tanx,) + cB(tanx, — tanx,) = —2(cB)?, (7.7)
tanx, (tanx; + tanx;) + cB(tanx; — tanx;) = —2(cB)?. (7.8)

As quatro equacdes (7.5 a 7.8) produzem seis cagid@s singulares de angulos de
cardans. Por exemplo, considere o caso (Caso Iquentonhecidosx{, Xs), (X2, Xa)

podem ser determinados usando (7.6) e (7.8), cenmos

- 2_ -
2(cB)*—cpB(tan x3 tanxl)), (79)

x, = tan~! (
tan x;+tanx;

—2(cB)?—cpP(tan x;—tan x3))

x, = tan~! (
tan x;+tan x3

(7.10)

Os outros cinco casos podem ser encontrados emngoar e Wie (2002).
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Ha seis casos adicionais quange 6, (i.e., tar = +x). Ou seja,

Caso 7: sin(x, +x,) =0  quando cosx; =cosx; =0, (7.11)
Caso 8: sin(x; +x3) =0 quando cosx, = cosx, =0, (7.12)
Caso 9: tanx, = —tanx, =cf quando cosx; =0 (Vx3), (7.13)
Caso 10tanx; = —tanx; =cf quando cosx, =0 (Vxy,), (7.14)
Caso 11tanx, = —tanx, = cf quando cosxs = 0 (Vx,), (7.15)
Caso 12tanx; = —tanxs =cf quando cosx, = 0 (Vx,). (7.16)

Superficies singulares no espago tridimensionalvdtor momento angularH =

(H, Hy, H,), podem ser definidas como superficies mapeada por

H, = —cf sinx; — cos x, + ¢ff sin x5 + cos x4, (7.17a)
H,, = cosxq — cf sinx; — cosxz + cff sin xy, (7.17b)
H, = sf sinx; + sf sinx, + sf sin x3 + sf sin x4. (7.17¢c)

Como exemplo ilustrativo, a proje¢cdo do momentoukargsingular no planoH, H)
para o caso 7 (cop= 54,7°) é mostrado na Figura 7.1. Para este casonas;oes de
singularidade tornam-se

(X1, X3) = (2A/2, t/2),

Xo +X4=0 ou Xo + X4 = 7.

Parax, + x4 = 0, ha quatro linhas de singularidades que pasgeswés dos pontos
indicados por quatro asteriscos, como mostra ar&igll. Para; + X4 = 7, as quatro

elipses no pland, H,) comH, = 0 podem ser determinadas por

2, (Hzx2sinp)?

Hy + sin2 B 4,

(Hxi251n5)2+%=4
Resultados detalhados para calculo de todos osladngingulares dos cardans e
também visualizacdo das superficies singularesalaento angular, usando esta nova
abordagem, podem ser encontrados em Dominguez €2002). O método proposto
proporciona informacdes detalhadas sobre os angimhggilares dos cardans e sua

relacdo direta com as superficies singulares deentmrangular resultantes. Também
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proporciona uma forma sistematica de determinass@s possiveis angulos singulares

dos cardans, enquanto que o método de MarguliedriA (1978) ndo faz.
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8 Movimentos Nulos dos CMGs

Os chamados “movimentos nulos” dos CMGs séo defmidomo movimentos dos

cardans que ndo geram torque liquido a partir dMGE Uma das principais

dificuldades no uso de CMGs para controle de aitel satélites e gerenciamento de
momento angular é o problema da singularidade gemaéem que ndo € gerado
nenhum torque de controle para o torque de controfeandado ao longo de uma
determinada direcdo. Em uma singularidade, os ¢ésrgos CMGs sao disponiveis em
todas as direcdes, a menos de uma. Na pratica,ogBnentos nulos sdo em geral

utilizados para evitar e/ou escapar de tal situdedgingularidade.

Fig. 7.1 - Projecdo do momento angular singulaplaoo {y, H;) para o caso 7 coph
=54,7°

\‘
4
)
-

Fonte: Wie (2008

Hé dois tipos de estados singulares: o estadoHdiier e estado eliptico. As vezes é
possivel escapar dos estados singulares hiperboit@vés do movimento nulo,
enquanto que nao é possivel escapar do estaddasimdiptico através de qualquer
movimento nulo. Apesar de se poder gerar o movimenilo na singularidade

hiperbdlica, a mera existéncia de movimento nulo gérante a fuga da singularidade
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hiperbdlica. Este assim chamado problema do moumnewlo degenerado, foi
brevemente mencionado no Bedrossian et al. (1990adm qualquer exemplo

especifico.

Neste capitulo, estabelece-se uma estrutura matempara a analise de tais
movimentos nulos e para determinar os tipos deukndade, expandindo o trabalho
anterior de Bedrossian et al. (1990a,b). Este dwapiambém se destina a fornecer ao
leitor uma nova luz nos movimentos nulos (em paldic 0os movimentos nulos
degenerados). Sado apresentados varios exemplositikes com significativos novos

resultados.

O vetor momento angulartual 5711-, associado ad-ésimo CMG, é definido de tal
forma que

§H =3, 6h; =0, (8.1)
que na verdade é a condicdo para o0 movimento tartdgém chamado de movimento
virtual ou movimento torque zero. O vetor momemgudar virtual&ﬁi € diferente do

vetor momento angulareal dh;, mas deve ser compativel com a restricdo do

movimento nulo, (8.1), independentemente do tempo.

O vetor momento angulavirtual 6ﬁi, pode ser expandido em série de Taylor,

resultando
SH=Y",6h,=0

2 1 d37ii 3
(le- + 3 dxl (le- +

4

dh; 1 d2%h;
= ?:1 [_l O0x; += —;
dx; 20 dx;

=3, [fl ox; —% ﬁlﬁxiz —% fi(le-g + ] =0, (8.2)
em quedx; sdo os deslocamentos virtuais dos angulos dosmsafdevimento nulo) a
partir de angulos dos cardans arbitraxigse fl = dﬁi /dx;.
A condic&o necessaria de primeira ordem para ommwo nulo é, entdo, dada por
i fi 6% =0, ket

gue pode ser reescrita na forma matricial por
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Z?:l fi(le- = Adx = 0, (84)

em quedx = (8xy, ...6x,) € chamado de vetor deslocamento do movimento nAlé e
a matriz Jacobiana definida em (3.6). Em outraavpas$, o vetor nuléx é o vetor do
espaco nulo dd; isto €,6x = n = null(A) e An = 0. Um vetor do espaco nulo pode

ser obtido por

n = (C,,C,, C5,C,) = vetor nulo Jacobiano
C; = (—1)"*'M; = cofator Jacobiano de ordem 3
M; = det(A;) = menor Jacobiano de ordem 3
A; = Acomai — ésima coluna removida

No entanto, a mera existéncia dos vetores nulogido@ condicdo necessaria de
primeira ordem para o movimento nulo) ndo é suiteigpara escapar da singularidade

pelo movimento nulo. A condigdo necessaria de sigordem precisa ser verificada.

Para testar se 0 movimento nulo é possivel em wigndinada singularidade ou para
determinar o tipo de singularidade (isto €, elgpta hiperbdlica), considere a restricdo

de movimento nulo expresso na forma matricial por
6H = H(x + 6x) — H(x)
1 1
= ¥, |fi 6% — 2 hiox® — 5 £i8x 4+ =0, (8.5)
que € a representacao matricial equivalente a.(8.2)
Tomando o produto interno @& com um vetor arbitraria, tem-se
u”SH = uT{ n [fl- 8x; — = hydx” — = £6x” + ]} = 0. (8.6)

Uma vez quaa’f; = 0,i = 1, ..., 4, quanda é a direcdo ao longo do vetor singular,
obtém-se a equacéo de restricdo de movimento nulo
1 1
0= uT{ ?=1 [—; hi(le-z + Z hi(le-n + ]}

=3 uThy) (=5 6x” + = 8% — )

=Y, e(cosdx; — 1), (8.7)
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em quee; = u'h; =14 - h;.

Considerando-se apenas os termos de segunda ahb&m-se a condicdo necessaria

de segunda ordem para 0 movimento nulo,

n o edxt =0, 8B
gue pode ser reescrita por
SxTESx = 0, 8.9)

em quedx = (8x4,...0x,) € E € a matriz diagonal definida conio= diag(e;). SeE é
uma matriz de sinal definido, a Unica solucao de) @5x = 0 e 0 movimento nulo nao
é possivel. Contudo, a definicdo de sinaEde somente uma condi¢do suficiente, mas

ndo é uma condicdo necessaria para a solucad, téiwia 0, de (8.9).

O movimento nulo virtual dos angulos dos cardardeEer expresso usando a condi¢ao

necessaria de primeira ordem, como sendo
— -2 —
0X = ?=1 cin; = Nc, (810)

em quec; € oi-ésimo coeficiente de ponderac&cs (cy, ..., c,—») €n; SA0 0S vetores
da base do espaco nulo da matriz Jacobfngal que An; =0 ou N = null(A).

Observe que, numa singularidade, p@AYo= 2 e a nulidad@) = n — posto(A).

Substituindo (8.10) em (8.9), obtém-se a condic@cesséria de segunda ordem da
forma:

c¢"Mc =0, (8.11)
em queM = N'EN.

SeM é uma matriz de sinal definido a Unica solu¢a¢8del) éc = 0 e movimento nulo
nao é possivel. Este tipo de singularidade é deferomo uma singularidade eliptica e,
consequentemente, ndo pode ser escapada por ummemb®i nulo. A outra
possibilidade &1 ser de sinal indefinido (ou singular). Este tipw singularidade é
referida como uma singularidade hiperbolica. Comadepser ilustrado para um sistema
de dois CMGs de 1 eixo de cardan, no entanto, a pussibilidade de movimento nulo
nao garante escapar da singularidade. Solu¢cdesodenento nulo degenerados que

ndo afetam o posto da matriz Jacobiana devem skridxs.

Como um exemplo de calculo da dimensdo e dos wethsebase do espaco nulo,
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considere que a solucdo de (3.5) pode ser divididaduas partes: a particular e a
homogénea. A particular envolve a obtencéo da mpseudo-inversa de More Penrose,
como mostra (7.2). A homogénea nao produz torgaieosl movimentos dos eixos dos
cardans serem denominados de movimentos nulos.oAg08s homogéneas sao
descritas pelos vetores do espac¢o nulo da matabizma. A dimensao do espaco nulo
pode ser calculada, como ja foi mencionado, por postof). Considerando a

configuracdo piramidal com quatro giroscopios= 4), portanto, quandé € nao

singular, a dimensdo do espaco nulo € 1. Por datto, quandoA é singular, a

dimenséo do espaco nulo é 2. Em qualquer casoetoses da base do espaco nulo
podem ser determinados usando o produto vetonedrgizado ou pelo método que ja

foi descrito no capitulo (através dos menores dohlano).

Para uma matriz Jacobiana néo singular, os méjoattesm ser utilizados diretamente.
No entanto, quando o Jacobiana € singular hi apkeraslinhas (colunas) linearmente
independentes. Isto implica que todos os cofate@iespara zero quando a medida da
singularidade se aproxima de zero. Para deternvietares da base do espaco nulo
numa configuracéo singular descreve-se aqui 0 gihoesto proposto por Yavugiu
(2003).

Passo 1:

Determinar os dois vetores linhas linearmente iaddpntes da jacobiana. Substituir
uma das linhas dependentes por um dos seguinteseygiara a obtencdo da matriz

jacobiana com trés vetores linhas linearmente ieniégntes:

{[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0] e [0,0,0,1]

Passo 2:
Usando
= Punlan s e[ g2 )
6x 6x 6x A1 Az A3 A4_ !
em que

h = [hy, hy, h3]T’

on [6hl dh; ony 6hl]
ox

para |=1,2,3,

axl ! axz ! aX3 ! 6x4

[e,, €5, €3, €,]T = espacgo 4-dimensional dos angulos dos eixos ddamsy
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A; = A com ai-ésima coluna removida,

ou 0 método descrito que envolve os menores ddidawme calcule o primeiro vetor

nulo para a nova matriz jacobiana.
Passo 3:

Uma vez que a dimensdo do espaco nulo para a ooag#@p singular é 2 € necessario
encontrar mais um vetor da base do espaco nulegndo vetor pode ser encontrado
repetindo os passos anteriores utilizando um \ietoa diferente.

Passo 4:

Verifigue se os vetores nulos encontrados saorhmerie independentes. Se ndo sao

linearmente independentes, repita o0 passo 3, ealewilo diferentes vetores linha.

Pode-se verificar se 0s vetores encontrados sadisfa seguinte relacao proveniente da
homogeneidade solugéo:

An = 0.

Um exemplo de singularidade eliptica interna é dado a seguirxs = [-90°, 0°, 90°,
0°" corresponde & um dos piores casos de singularifagera 8.1). Os momentos

angulares individuais e 0 momento angular totadidtema € calculado a partir de (3.1),

como sendo
0,5774 -1 0,5774 1 1,1549
H=Z?=1hi(xl-)=[ 0 +10 |+ 0 [+]0 =[ 0 ] (8.12)
—0,8164 0 0,8164 0 0
A matriz Jacobiana dada por (3.5) é repetida aguno sendo
—cf cos x4 sin x, cfcosx; —sinx,
A=| —sinx; —cBcosx, sinx; cfcos x4]. (8.13)
sf cos x; sfcosx, sfcosx; SPcoSxy

Adota-se aqui anclinacdo piramidal d¢ = 54.73° com a horizontal. Conforme Wie
(1998) e Paradiso (1992), este angulo de inclindgéwece quase igual capacidade
momento angular nos trés eixos e, portanto, uml@peede momento angular quase

esférico.

Resultando a seguinte matAz
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—c54,73 cos(—90) sin 0 c54,73 cos 90 —sin0
A= —sin(—90) —c54,73 cos 0 sin 90 c54,73 cos 0|,
s54,73 cos(—=90)  s54,73cos0 s54,73cos90 s54,73cos0

0 0o 0
A=]1 —C,B 1 ] [ —05774 1 0,5774]. (8.14)

0 s 0 08164 0 0,8164

Fig. 8.1 — Singularidade eliptica interna g [-90°, 0°, 90°, 09]
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i o H
~L— direcao singular

Fonte: Yavuzglu (2003).

O posto da matriA é dois. Os autovalores da mathiA ' s&o 0, 1,3331 e 2,6668. O
autovetor correspondente ao autovalor minimo, b &uaero, é [1 0 0] Esta direcédo é a

direcdo singular, aquela na qual o torque ndo pedproduzido.

0 1
o 0 o 0
1 —05774 1 05774|]|0 05774 08164

0
, , 0 1 ‘ IO 2, 6668 0 ]
0 08164 0 08164 0 05774 0, 8164 1,3331

As projecOes dos vetores momento angular indivedaai longo da dire¢do singular
exibem o seguinte padrdo de sinais: H, +, +]. Portanto, este singular estado

corresponde a singularidade 2H de acordo com eifitas;aoplano de corte
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A medida Singularitym, calculada usando o software MATLAB, forneoe =
8,8893x10%,

Para realizar o teste nulo descrito no Capitulmrigjeiramente devem ser calculados os
vetores da base do espaco nulo. A matriz Jacolista configuracao é:

A=]|1 -05774 1 05774

0 08164 0 08164

0 0 0 0 ]

Substituindo a primeira linha de zeros da matreBena por [1 0 0 0], tem-se
1 0 0 0
[1 —-0,5774 1 0,5774].
0 08164 0 08164

Calculando os cofatoreS;, i = 1,..., 4. Para calculd®; elimine ai-ésima coluna e

calcule o determinante da matriz 3x3 multiplicado (Bl)i+1, ou seja,

0 0 0
Cy = (D [-0,5774 1 0,5774| = 0.
08164 0 0,8164
10 0
C, = (—1)2*1|1 1 0,5774| = —0,8164.
0 0 08164
1 0 0
Cyy = (-1)3*1|1 —0,5774 0,5774| = —0,9428.
0 08164 0,8164
1 0 0
C, =(=D*1|1 —05774 1|=0,8164.
0 08164 0

Substituindo a primeira linha de zeros da matreBena por [0 1 0 0], tem-se

0 1 0 0

[1 —-0,5774 1 0,5774].
0 08164 0 0,8164

Calculando os cofatoreS;, i = 1,..., 4. Para calculd®; elimine ai-ésima coluna e

calcule o determinante da matriz 3x3 multiplicado (Bl)i+1, ou seja,

1 0 0
—-0,5774 1 0,5774
08164 0 0,8164

Cy, = (-1 = 0,8164.
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0 0 0
sz = (_1)2+1 1 1 0,5774’ = O
0 0 08164
0 1 0

Csy = (-1)3*1|1 —0,5774 0,5774| = —0,8164.
0 08164 0,8164

0 1 0
C,, = (-D*1|1 —0,5774 1|=0.
0 08164 0

A matriz cujas colunas sao os vetores da basepdgesulo séo, portanto,

Ci1 Ci2 0,8164
_ _ €21 €22 -0, 8164 0
=M M=) C32‘ —0,9428 —08164|
Cs1 Cy2 0,8164 0
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9 Teoria da Superficie da Geometria Diferencial

Neste capitulo, o problema de singularidade darfigpe é aprofundado através da
aplicacdo da teoria da superficie geométrica difea¢ proposta por Guggernheimer
(1963) e Kreyszig (1991). Sendo de importanciaigagtara uma melhor compreensao
dos sistemas de CMG e até mesmo para o desenvatairde leis de direcdo CMG,

sendo testado por muitos pesquisadores, como MesgAubrun (1978).

Este método pode ser utilizado para analisar, lealog visualizar as superficies
singulares sem a utilizacdo da teoria de superdiéeencial, como demonstrado nos
capitulos anteriores. No entanto, destina-se a&f@mcom o uso da matematica basica
da teoria da geometria diferencial a formulacd@plecacdo da teoria geométrica dos
sistemas de CMG. Um estudo adicional é necessara gxplorar plenamente a teoria
geometria da superficie diferencial e certamenidiando a avancar ainda mais neste

assunto.

Um vetor unitdrio ao longo de todas as direcdessipeis no espaco
tridimensional (exceto ao longo das direcbes dossetardans) pode ser parametrizado

como
U =u,l +uyj+ u,k
= sin6,7—sin®, cos0,] + cosB; cos O, k, (9.1)

que foi previamente mostrado na Eqg. (6.2). Em skegubtém-se o diferencial de

como
dii = 1,d6; + 1,d6,, (9.2)
em que
U, = ;—Z = —cos 6, cos §, ] — sin 6, cos 6, k,
U, = ;—;72 = cos 6,7+ sin 6, sinf,j — cos 6; sin 6, k.

Note queli;| = cos®0,, |U,| = 1, e, - U, = 0.

Da mesma forma, o diferencial do vetor de momemigukar singular ou vetor da

superficie singulaﬁ (64,6,) pode ser representado como
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dﬁ = —d91 + gTHdQZ = ﬁ1d91 + ﬁzdez, (93)
2

onde

A primeira forma fundamental do vetor da superfs’xi:mgularﬁ € dada por
I = dﬁ - dﬁ - (ﬁldel + ﬁzdgz) - (ﬁldel + ﬁzdez)

G Gi11d6
_[dg, do [ 1 12] [ 1], 9.4
[ 1 2] 612 GZZ d92 ( )

em qued® = (d6;,d6,),G = [G;;] =G >0, e

= = 0HyO0H,  0Hy0Hy,  0H,dH
J 06;00;  86; 00, = 06; 00

Neste capitulo, emprega-se a seguinte operacérantlo o produto escalar da vetriz:

b

I H,-H, H, -H
Hl-[ﬂ1 HZ]E[J vl 2]=G. (9.5)
2

H; - ﬁ1 ﬁz 'ﬁz
O quadrado de um elemento de comprimento de arc@ dambém muitas vezes

utilizado para designar a primeira forma fundameddasuperficie como
dSZ = Gll(dgl)z + 2612d91d92 + Gzz(dgz)z (96)

e G; sdo os componentes do chamado tensor métrico rmortdundamental da
geometria bidimensional Riemanniana. A primeirami@rfundamental nos permite

medir comprimentos, angulos e areas em uma suiperfic
A segunda forma fundamental do vetor da supersﬁini@ularﬁ € dado por
Il = —dH - dd = —(H,d6, + H,d6,) - (ii,d6; + 1i,db,)

= Y} =1Bi;d6;d9; = d6"Bd@

_ Bll BlZ] [del]
= [d§, d6,] [Blz 52 gt 9.7)
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em queB;; = —H; - ;.

Diferenciando a relagéo de ortogonalida_i;ieﬁ = 0, obtem-se
iU =0,
em queH;; = azﬂ/aeiaej. Consequentemente obtendo

eB =B por queH; =H;.

A terceira forma fundamental da superficie é damta p

III = dﬁ ' d‘l_i == (ﬁldel + ﬁzdgz) - (ﬁldel + ﬁzdgz)

i,j=1

C C déo
— de dg [11 12] [ 1]’
482 d6al |, 0] Lae,

em queC;= ;-1 eC = C' > 0.

Definindo a chamada transformacao de Weingarten como

[171] _ D11 D12 —_D ﬁ1
i, 012 Dzz i,

simplesmente adquire-se

= [Hll [, ]

) Iﬁll [d, D" =GDT.
i,

A matriz de transformacdo de Weingarten € entadabbmo
D= G !B=BG™!

eD=D". Também tem-se
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=DGD” = DB = G 'B% = B2G™ 1. (9.14)

Semelhante a transformacgédo de Weingarten, consioseeetransformacao congruente

da forma

del Ell EIZ]
[dez] [Elz i L) (9.15)

ou d=Ew, em que E=[E;] é uma matriz ndo singular, que diagonaliza a primeira

forma fundamental como
[=dH -dH = d8” + Gd0 = w ET’GEw
= w'lw = w? + w3, (9.16)

em quel é uma matriz identidade. A forma diferencial fdode entédo ser simplesmente

escrita em termos das formas diferenciais lineaves,wz como
dﬁ = (1)181 + (1)282, (9)17
ondeé; eé, séo vetores unitarios ortogonais, isté;é.¢; = &;;.

Ao aplicar a congruente transformacé® <k w, pode-se reescrever a segunda forma

fundamental como

I1=—dH-di = do” + Bd0 = o"E"BEw = w'Lw

_ L14 L12] w1
=[or @] [0 w], (9.18)

em queL=E'BE é conhecida como matriz de mapeamento de Weingastéeoria da
geometria diferencial. Segundo a Lei de InerciaSitkeester, os sinais dos autos-valores
de B séo preservados por uma transformacdo congruemsada pelo ddi=det B(det
E). Note que a simetria d& é também preservada por uma transformac&o cortgruen

tal queL=L".

Além disso, a segunda forma fundamental pode agodalizada como

I Ly Lyl o
I=—dH-di = [®1 W] [L“ le] [ !
12 22

=[w7 ©2]dTLd [Z;]
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o , . [ki 0] [w;
= [0 w7 |, kz] [w,z], (9.19)

ondek; e k, sdo os autos-valores dee ¢ € uma matriz de transformacéo similar

defenida como
dITI) = wlé)l + O)zé)z = O)llé)l’ + (1),282’, (920)

em que

[é’l] _ [cosqb —sin qb] [é)lf] ~ % [51']

é,] “Ising cospllé, ] T lé,
w1] _ [cos¢p —sind][wi] _ , [@W1
[wz] B [sind) coscp] [wz'] =¢ [wz']’
_ 2L12
tan 2¢ = Tl 49)

Note qued é uma matriz ortonormal cogn’ = ¢ e o deip = 1, isto € é uma matriz
de rotacdo parg’ L¢ = diag{ks, ks} e 0 detl=L11 Loy — L?15= kg ko.

A curvatura normak,, curvatura de Gausgse a curvatura médiasao definidas como

kn = ky cos? ¢ + ky sin? ¢ ==, (9.22a)
k = klkz == detL = L11L22 - L?lZ’ (922b)

A curvatura principak; ek, sdo as raizes da seguinte equacao caracteristica:
det(L—AI) =0 ou det(B —AG) = 0. (9.23)
Além disso, temos a seguinte relacdo de Guggermn€tf63) e Kreyszig (1991):
kI — 2kI1+ 111 = 0 (9.24)
em que + w'lw, =0 Lw e lll= o' L%w. Equivalentemente tem-se
kG —2kB + C = 0. (9)25

Para superficies conhecidas, o angukntre as linhas de parametro, o vetor normal

unitario U e Bjpodem ser obtidos da seguinte relacio:

36



HyH, Gy
cosY = =——=— = 9.26a
¥ |Hi||Hz|  \[G11Gz2' ( )

Hlxﬁz _ ﬁlxﬁz

U =i, ~ Vet (9.36b
= o _ @ HjHixH,
Bij =—Hi'u]' =Hl]u=’—m (9260)
Note queG > 0 por ser uma matriz positiva definida.
Tendo o diferencial da condicao de ortogonalidade dH -4 =0 pode-se obter
d?H- i +dH-di =0 (9.27)
e a segunda forma fundamental pode ser escrita como
_ 2 g . = dzﬁ'ﬁlxﬁz
Il =d“H U=—r== (9.28)
em que
= _ 0%H 0%H 0%H
dZH = 6_9f(d91)2 + 691692 d91d92 +6_622(d82)2 (929)

Usando uma notacgéo diddica, pode-se reescreveton de momento angular singular
da Eq.(6.10) como

H=H@) =YL~ -§g) i (9.30)

i

onde  é uma diadica unidade @ = k; - % = +|g; x @|. O diferencial do vetor de

momento angular singular de Margulies e Aubrun 8 7entédo escrito como
dH = j - di, (9.31)

em que

1 2=

j =Stz fife 9.32)

Por contafi-ﬁz 0 na singularidade, tem-sp-u = 0. Assim, afirma-se qu¢g é

singular de rank 2 e uma diadica planar simétricplano ortogonal tangentaia

Representando a diadica planar simétficamo

s o P Ji2] [ .
p=ti ) [0 5] = i (939
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em quei; = 0iu/06; e J;; =1u;-j - iu;, pode-se também obter as duas formas
fundamentais da superficie singular como

1=dH-dH = du - f*di

= doTcjcjcdo = doTGde, (9.34)

l=—dH -di=—du -f- di

= —de”CJCcdo = d8"BdO (9.35)
tem-se
B = —(JC, (9.36)
G = BC™'B. 9.37)

Note-se que a matriZ, que ndo € uma matriz identidade, ndo sendo paiaata em
Margulies e Aubrun (1978).

Em Suma, tem-seE'GE=l, E'BE=L, E'CE=L? C=B’G' e D=BGL

Consequentemente, obtém-se

_ det B2
detC = rpr (9.38)
detB
detD = oG (9.39)
e
k = klkz = detL = L11L22 - L?lz
detB B;,B,, — B?
— detD = e _ P11522 12
detG GllGZZ - 6122
1 1 1 1
1 1
T 242, detC (9.40)
em queé\; e, sao os autos-valores de detC > 0. Finalmente, tem-se
sinal k) = sinal (deL) = sinal (deD)
= sinal (déB) = sinal (det)). (9.41)
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O sinal dek fornece informacdes importantes sobre a formaugarficie em torno de
um determinado pontd”. Sek (H") > 0, entdad” é um ponto da superficie eliptica. Se
k(ﬁ*) =0, entddd” é um ponto parabdlico ou um ponto obliquo no pldasuperficie.
Sek (H") < 0, entddd” é um ponto hiperbdlico da superficie. As duas digies locais
sdo ditas isométricas se e somente se elas tivemevaturas idénticas de Gauss. A
superficie fechada sempre tera pontos elipticosa litha para o qual a segunda forma
fundamental torna-se diagonal é uma direcdo pmhclpma curva cuja totalidade das
tangentes estdo em direcdes principais € uma diel@rvatura. A curvatura normal de

uma linha de curvatura é uma curvatura principagzeerficie.

O problema do mapeamento inverso é para deterraimirecdodu de tal modo que

j-du= dH ondedH é dado. Se o sentido da tangente da superfigengalaridade é

dada por
dH =} - di, (9.42)

ondeu é um vetor arbitrario definido sobre a superféaesingularidade, em seguida, o

teorema de mapeamento inverso mostrado em Marguhesbrun (1978) € dado
di = kj - dH, (9.43)
em quek = k (1) é a curvatura de Gauss dada por

el-ej

k=250 (9.44)

[f;.f,u])?’

e; = h; - U edet[f, f;,u] = f, X f; - .
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10 Padréo Pseudo-Inverso
Considere um modelo de torque dos CMG dado simgesampor
Ax = T, (10.1)

em queA é uma matriz Jacobiana xx = (x4, ..., X,,), €% € 0 iézimo angulo do eixo
cardan. Para o dado comando de torque de controie comando de taxa do cardgn

muitas vezes referida como a logica de direcdodusewersa sendo obtida como
X = A'r, (10.2)
em que
At = AT(AAT) L, (10.3)

Esta pseudo-inversa € a solucdo minima de duasasodm seguinte problema de

minimizacdo com restricdes:
min||x||> sujeitoa Ax=Tt (10.4)

em que||x||? = xTx. A maioria das leis de direcido CMG determinam @msandos de

rotacdo dos cardan com alguma variacéo da psewvdosa
A pseudo-inversa € um caso especial da solucdo démimo duas normas ponderadas
x = A't, @&p

em queAt = Q1AT(AQ1AT)™ 1, referente ao seguinte problema de minimizagdo com

restrigoes:

ming||X||§ sujeito a Ax =T, (10.6)

em quellx||3 = x"QxeQ = Q7 > 0.

Se o rank deA) < m para determinados conjuntos de angulos dos caolamank

equivalente AAT) < m,ondeA é uma matrim x n,a pseudo-inverso ndo existe, e pode
se dizer que a logica de direcdo pseudo-inversanénac estados singulares. Esta
situacdo singular ocorre quando todos os vetoresailda dos torques dos CMG

individuais sdo perpendiculares a direcdo do torgukenado. Equivalentemente, a
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situagao singular ocorre quando todos os vetoreamaiaento angular individuais dos
CMGs tem projecOes extremas para o torque ordenado

Por conta da pseudo-inverad= AT( AAT)?, ser a solucdo minima de duas norma das
taxas dos cardans sujeita a restriggo= t, a logica da direcdo pseudo-inversa e
qualquer outra logica de direcdo com base pseudwsa tendem a isolar os CMGs
ineficientemente posicionados fazendo com que galas dos cardans eventualmente,
sejam desligados em arranjos singulares antipasal®u seja, eles tendem a orientar os
cardans em direcdo de estados singulares antilpgralkepesar desta deficiéncia, a
l6gica da direcdo pseudo-inversa, ou alguma varidatpseudo-inversa, € comumente
utilizada para a maioria dos sistemas de CMG de&idaa simplicidade de bordo de

iImplementag&do em tempo real.
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11 Singularidade Robusta inversa generalizada

A maioria das bases pseudo-inversas existentegdogetangentes ou inversao local,
incluindo a ldgica de singularidade robusta (SR)eisa de Nakamura e Hanafusa
(1986) da forma

6§ =A%u emque A* = AT(AAT + D71, (11.1)
nem sempre garantem evitar e muitas vezes restdaghecessariamente o envelope de
momento angular de sistemas CMGs de um eixo catffarsistema CMG de um eixo
cardan com a légica SR inversa pode tornar-se lsingiesmo na presenca dos ruidos
dos sensores. Além disso, se tornar-se singular ®orque de controle for comandado
ao longo da direcdo singular, o sistema se toresopem um estado singular por conta
da incapacidade da logica SR inversa comandarc¢@@msados cardans diferentes de

Zero.

Uma maneira simples, mas eficaz de escapar ou roamntguaisquer singularidades

internas foi desenvolvida em Wie et al. (2001) e \a&fi al. (2002). A l6gica de direcao

proposta destina-se principalmente a manobras oléemégacdo tipicas nas quais a
precisdo ou rastreio do apontamento ndo sao neossshurante as manobras de
reorientacdo e utiliza completamente o espaco dmento angular dos CMGs na

presenca de quaisquer singularidades. Embora exisiasdes nas quais as trajetorias
de atitude prescritas devam ser exatamente ragtrend presenca de quaisquer
singularidades, a maioria dos casos praticos, temen exigirh uma compensagao entre
a passagem ou escape da SR e os erros de apomtaraesientes resultantes.

A generalizacdo da SR inversa proposta em Wie.gR@01) e Wie et al. (2002) é

descrita por
A* = [ATPA + AL, *ATP
= AT[PAAT + AL;]'P

= AT[AAT +AP71]"!

= AT[AAT + AE] 1, (1L.2
em que
1 e €
Pl=E= [63 1 €]>0, (11.3)
€, € 1
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O escalarh e os elementos fora da diagonal €edevem ser adequadamente

selecionados de modo gAéu # 0 para qualquer constantaliferente de zero.

Observe que sempre existe um vetor nuldeorque o rankA™ < 3 para qualquex
e ¢ quando a matriz jacobiarfa é singular. Consequentemente, uma maneira simples
de garantir queA”u = 0 para qualquer constante diferente de zero é modular

continuamente;, por exemplo, da seguinte maneira:
€; = €o sin(wt + ¢;), (11.4)

em que a amplitudeo, a frequéncia de modulacde e as fasesgpi precisam ser
adequadamente selecionado segundo Wie et al. (20¥¢ et al. (2002).

A SR inversa generalizada baseia-se na misturauds dormas, a ponderacdo da
minimizacdo dos minimos quadrados, embora o efeBultante seja um pouco
semelhante ao do desalinhamento artificial do vé¢otorque de controle comandado a
partir das dire¢des dos vetores singulares. Pldigiea de direcdo proposta baseia-se na
solucdo minima de duas normas, a pseudo-inversavi@cexplicitamente os encontros
de singularidade, mas antes se aproxima e trargi@amente as singularidades
inevitaveis sempre gue necessario. A légica prapefdtivamente gera determinados
sinais tremor quando o sistema se torna quaselain@Qualquer singularidade interna
pode ser escapada para qualquer comando de targsiamte diferente de zero usando

a légica de direcéo proposta.
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12 Conclusao

Este trabalho abordou um tratamento, sem a pretetes@sgotar o tema, de problemas
a serem resolvidos na analise e projeto de sistdmasntrole de atitude baseados em
CMGs para satélites ageis de imageamento. Aposinimoalucdo sobre o assunto foi
apresentado um resumo de alguns sistemas reptesentde CMGs com 1 eixo
cardan. A seguir foram descritos métodos abordadoditeratura para analisar e
visualizar as superficies singulares de momentalangApos foram descritos métodos
para obter a dimenséo e os vetores da base pa@agoenulo da matriz jacobiana. O
espaco nulo determina os movimentos dos eixos @tolgies dos CMGs que ndo geram
torgue liquido a partir dos CMGs. Em seguida foraalizados estudos com relacéo a
aplicacdo da teoria da superficie geométrica difead, sendo utilizada para analisar,
calcular e visualizar as superficies singulares aemtilizacdo da teoria de superficie
diferencial. A utilizacdo da logica de direcdo ph®inversa mostrou-se atraente para
encontra estados singulares, sua utilizacdo owgerbutra légica de direcdo com base
pseudo-inversa tendem a isolar e posicionar os CM&8rientes fazendo com que os
angulos dos cardans eventualmente sejam desligaos arranjos singulares
antiparalelos. Apesar desta deficiéncia, a logealidecdo pseudo-inversa, ou alguma
variante da pseudo-inversa, € comumente utilizada @ maioria dos sistemas de CMG
devido a sua simplicidade de bordo de implementagétempo real. Um sistema CMG
de um eixo cardan com a logica SR inversa podeate® singular mesmo na presenca
dos ruidos dos sensores, porem, se tornar-se ainguum torque de controle for
comandado ao longo da direcdo singular, o sisteentorma preso em um estado
singular por conta da incapacidade da l6gica SRrgav comandar variacdes dos
cardans diferentes de zero, caracterizando a neadesde adquirir uma maneira
simples, mas eficaz de escape ou contorno de aqisingularidades internas. A
l6gica de direcdo de SR inversa generalizada aesse principalmente a manobras de
reorientacdo tipicas nas quais a precisédo ou i@askbeapontamento ndo sdo necessarios
durante as manobras de reorientacdo e utiliza atampénte o espaco do momento
angular dos CMGs na presenca de quaisquer sindmbes. Pretende-se em trabalhos
futuros apresentar exemplos de aplicacdo de fésmpkra encontrar estados de

singularidade em sistemas representativos de CMfaslceixo cardan.
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