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INTRODUCAO

O nome “esfera de influéncia” refere-se a uma regido no espago em que a
influéncia gravitacional de um determinado corpo ¢ predominante em relagdo a
influéncia de outros corpos.

As esferas de influéncia atualmente adotadas consideram apenas fatores
constantes, como as massas € as distdncias dos corpos envolvidos resultando, portanto
em uma esfera de influéncia de tamanho fixo.

Neste trabalho é proposto levar em consideragdo efeitos dinamicos do encontro
entre dois corpos na determinagdo da esfera de influéncia. Isso ¢ feito considerando as
velocidades relativas entre os corpos envolvidos, bem como a configuracdo geométrica
do encontro, mais adiante, fatores como a aceleragdo, o angulo de entrada, etc..

O que se pretende ¢ determinar a dependéncia da influéncia gravitacional de um
corpo sobre um outro corpo em funcao da velocidade com que este se aproxima, e desta
forma obter uma formulacdo matematica para o célculo da esfera de influéncia em
funcao desta velocidade.

Com esse objetivo, duas diferentes abordagens foram necessarias para o estudo

do problema proposto e serdo apresentadas neste trabalho.



I- INTRODUCAO TEORICA.

. O PROBLEMA DE TRES CORPOS.

O problema de dois corpos que descreve a interagdo gravitacional entre dois
pontos de massa, pode ser resolvido analiticamente e a solu¢do € a equacdo geral das
conicas. No entanto, o caso particular mais simples e talvez mais importante do
problema de N corpos ¢ o caso em que N=3, referente ao problema de trés corpos.
Mesmo assim nem esse caso possui uma solucdo analitica fechada.

O problema de trés corpos € separado em problema geral dos trés corpos, em que
¢ estudado o movimento das trés particulas interagindo gravitacionalmente entre si, e
em problema restrito de trés corpos.

Existem solu¢des particulares conhecidas para esse caso, como, as solugdes de
Lagrange. O subcaso conhecido como “Problema Restrito de Trés Corpos” ¢ um dos
topicos mais investigados em Mecanica Celeste, existindo uma grande quantidade de

trabalhos publicados na literatura que abordam esse assunto.

Il. O PROBLEMA CIRCULAR RESTRITO DE TRES CORPOS.

No problema circular restrito de trés corpos, ¢ estudado o movimento de uma
particula m3, de massa desprezivel, que sofre a a¢do gravitacional de dois outros corpos
m; e my. Os outros dois corpos tém seu movimento descrito pelo problema de dois
COrpos.

Como foi considerado que a particula ms; possui massa muito pequena em
relacdo aos outros dois corpos, podemos dizer que ela ndo perturba o movimento destes,
por isso o problema ¢ chamado de restrito. E recebe o nome de circular porque o corpo

de massa m; estd em Orbita circular ao redor do corpo principal (my).

Equacoes do movimento.

Considere um sistema de referéncia inercial de coordenadas (&m)

centrado no centro de massa do sistema (ponto O) , como mostra a Figura (1);



y)

My

Figura 1: Esquema do problema de trés corpos onde os
sistemas de referéncia inercial (&,m) e girante (x,y ) estdo

relacionados. A origem O esta localizada mo centro de
massa dos dois corpos

Vamos assumir que as duas massas exercem uma for¢a na particula, embora a
particula ndo afete as duas massas.

Sendo, o eixo &, o eixo ao longo da linha que une m; a m, no tempo t=0, com o
eixo m perpendicular a eles e ao plano orbital das duas massas, e (§,n,) € (&,n,) as
coordenadas de m; e my. Como m; esta em Orbita circular ao redor de m; sera utilizado
um sistema conveniente de unidades de medida de forma que a distancia de separacdo
entre eles, que ¢ constante, seja a = 1, e que as unidades de tempo e massa sejam
escolhidas de forma que G(m;+m;)=1. Nesse sistema de unidades a terceira Lei de

Kepler levaan=1. Como m, > m,, sera definido que:

p=—"— (1

de forma que:

B =1-p, € My =R (2)

log(); W, =1

As equagdes do movimento da particula, no sistema inercial sdo:



& =1 + 1, =2
1 L
3)
ﬁ'} - i 3113 - N, _3713
1 %)
onde:
r12 =(§ - &3)2 +(M, — 1'13,)2
4)

=& -8&) +(M,—-n3)’

e (&;m;) sdo as coordenadas da particula. Como as massas principais estdo se movendo

em Orbitas circulares ao redor do centro de massa, a distancia entre elas € constante.
Logo, essas massas movem-se com velocidade angular também constante. Portanto
pode ser considerado o movimento da particula em um sistema de referéncia que gira
junto com as massas principais.

Considerando agora um sistema de coordenadas girantes (x,)) com origem no
centro de massa. A direcdo do eixo x ¢ escolhida de forma que os corpos principais
estejam sempre situados nesse eixo. O eixo y € perpendicular ao eixo x. A figura 1
ilustra essa situacao.

As coordenadas de m; e m; sdo (x7,y1) = (—p, 0) € (x2,y2) = (p, 0)

r=(x+p,)" +y’
(5)

5 =(x-p) +y’

Onde (x,y) s@o as coordenadas da particula em relagdo ao sistema girante.
Estas coordenadas relacionam-se com as coordenadas do sistema inercial através

de uma rotagao simples, dada pela seguinte matriz de rotacao:

n sinnt cosnt Oy (6)

a cosnt —sinnt 0) x
c 0 0 1) 2

Se nos diferenciarmos cada componente dessa matriz duas vezes, obtemos:



4 -
; cosnt —sinnt O X Y

n|=|sinnt cosnt O | y+nx (7)
< 0 0 1 :

S z

e:
. S,
£ X—2ny—n"x
N cosnt —sinnt 0\ _
n|=|sinnt cosnt 0| y+2nx—n’y (8)
. 0 0 1 .
S z
Dessa matriz, concluimos que :
(x—2ny—n’x)cosmt) — (y+ 2nx—n’y)sen(nt) = {ul 1r3 +1, 2r3 cos(nt) + r—; + r_32 ysen(nt)
1 2 L1 |
i ) 09
(x—2n y—n’x)sen(nt) + (y+ 2n x— n’y)cos(nt) = {ul X ; X w, X 3_ X sen(nt) — H—; + H—; y(cosnt)
5 Lo Lh I

Multiplicando essas duas equacdes por cos(nt) e sen(nt) respectivamente e
somando-as, ¢ multiplicando a primeira por —sen(nt) e a segunda por cos(nt) e somando-

as, obtemos as equacgdes do movimento da particula no sistema girante:

- : X+U X—LU
(X_ 2n Y= nzx):_“’l 3 2 — U, 3 1 (10)
L n
(§+2nx-n2y)=-(“—;+“—§jy (11)
L5
Podemos escrever essas equagdes na forma:
weomy=Y o yimx=Y (12)
ox oy
onde:
n’ boH
U=—(x"+y)+++2 (13)
2 SR O



lll. FORMULAGAO MATEMATICA

Para a analise do problema ¢ necessario o célculo das energias inicial e final da
particula , pois somente assim pode-se afirmar se um corpo esteve, esta ou se ja deixou
a regiao de influéncia de um outro corpo.

Para o célculo dessas energias serd usada a seguinte fun¢do, bastante conhecida

da mecanica celeste:

E-ly K (15)

Para o calculo da energia da particula em relagao ao Sol essa fun¢ao fica:

1 Mo
E:EVpsz—r—l (16)

sol

onde:
Vps: € a velocidade da particula em relagdo ao Sol, no sistema inercial.
r,, . € a distancia da particula ao Sol.

Analogamente, para o calculo da energia em relagdo ao planeta, temos:

_ 1 2 “’plan
_Evpp B

E (17)

I‘plam

onde :
Vpp : € a velocidade da particula em relacdo ao planeta no sistema inercial.

I - € @ distdncia da particula ao planeta.

As velocidades da particula em relagdo ao Sol (vps) € em relacdo ao planeta (vyp)

sdo velocidades relativas, e podem ser calculadas através de:

VPP = \/((ta - aplan )+ M- T]plan )

(18)

vps = \/ (E-Esol’ +m-nsol’



Como pode ser observado, sao necessarias as componentes da velocidade da

particula (&,m), do planeta (&, M pian )» © do Sol (E,ng, ), NO sistema inercial, que

devido a configuracao inicial (figura 2) sdo dadas no sistema girante.

A transformacdo dessas componentes da velocidade da particula do sistema
girante para as do sistema inercial, ¢ possivel utilizando a matriz de rotagdo (7),
obtendo-se entdo:

?; = (g —ny)cos(nt) — (y + nx)sen(nt)

(19)

ﬁ = (x — ny)senn(nt) + (y + nx)cos(nt)

Para o célculo das velocidades do planeta e do Sol no sistema inercial, sera feito

o seguinte desenvolvimento geométrico € matematico.

= Para o planeta

Na figura (2) ¢ demonstrado como se da a evolugdo orbital do planeta. No

sistema inercial, ele se move com uma velocidade v ao redor do Sol. No sistema
girante ele se move em uma oOrbita circular em torno do baricentro do sistema, estando

parado em relagao ao Sol.

n
y
N
r|p1an
) 0,
apl Planeta
nt

Baricentro E"
do sistema

Figura 2: Representagdo da evolugdo orbital do
planeta no sistema girante. Nessa figura
0=90°-nt .



Dessa situagdo, obtém-se que:

& plan = V€08(90°—nt) = v(cos(90°) cos(nt) + sen(90°)sen(nt))

€ portanto:
é.:p]an = Vsen(l’lt)
e ainda que:
ﬁ =vsen(90°—nt) = v(sen(90°) cos(nt) — cos(90°) cos(nt))
e entao:

hplan =V COS(nt)

= Para o Sol

(20)

1)

A mesma figura pode ser considerada para o célculo dos componentes da

velocidade do Sol no sistema inercial, ja que este assim como o planeta também

possui movimento circular em relagdo ao baricentro do sistema. Sendo assim as

componentes (&, ) também serdo dadas por:

é-’sol = vsen(nt)

Nplan = v cos(nt)

(22)

No sistema girante, a velocidade do Sol e do planeta ¢ nula (eles estdo sobre o

mesmo eixo (x), estando portanto parado um em relagdo ao outro).

No sistema inercial, eles movem-se com uma velocidade linear dada por:

(23)

em termos orbitais: w=n, e r ¢ a distdncia que o corpo se encontra do ponto de

rotagdo, sendo portanto r=p; para o planeta, e r=—u, para o sol. Substituindo

esses valores em (20), (21) e nas equagdes (22), tem-se que:

v=ny, (planeta)
v=nu, (Sol)
Substituindo (22) em (18, 19 e 20), chegamos em:

(24)



(Z:plan = H1sen(nt)

hplan = H1 COS(I’lt)
. (25)
&sol = _sten(nt)

Nyt = —H, cos(nt)
Com o calculo dessas componentes da velocidade do planeta e do Sol no sistema
inercial, ¢ possivel voltar em (18) e obter as velocidades relativas da particula em

relacdo ao planeta e ao Sol (vps € Vpp), € por fim calcular a energia da particula em

relagdo ao planeta (Epjan) € em relagdo ao Sol (Eso).



II- METODOLOGIA

Temos por objetivo obter uma funcdo para o calculo do raio da esfera de
influéncia de um corpo, considerando inicialmente determinados parametros como: as
massas envolvidas, a velocidade com que a particula se aproxima, ¢ o parametro de
aproximacao “d”.

Para isso, consideramos inicialmente a seguinte configuracgao;

y=n
i, T 1, v
(_H
ﬁ O \XEé

/
Baricentro do m, d P(mj3)
m; sistema

Figura 3: Condi¢ao Inicial.

A partir de agora, para esse problema, iremos assumir que m; € o Sol, m; um
planeta cuja massa serd variada, e ms uma particula que orbita ao redor do Sol, mas que
em um determinado momento sofre uma grande aproximag¢ao com o planeta tendo sua
energia alterada.

Nessa figura, |, € 1, sdo respectivamente, a distancia entre os corpo de massa

m; e m; ao baricentro do sistema, e “d” é o parametro de aproximagao, que ¢ a distancia
minima de aproximagdo da particula (P) ao corpo de massa mj.

Observando essa condicdo inicial imposta propositalmente, e mostrada na Figura
2, podemos chegar a algumas conclusodes.

Inicialmente o sistema girante (x,y) coincide com o sistema inercial (&n).

Como a particula ¢ colocada exatamente sobre o eixo X, sua posi¢ao inicial ndo tera

componente em y, sendo portanto dada, pela simples soma das distancias p,e “d”. O

mesmo ¢ valido para a obten¢do da velocidade da particula, que nessa configuracdo ¢
perpendicular ao eixo X, tendo portanto somente componentes em y. Assim, as

condi¢des iniciais do problema podem ser resumidas da seguinte forma:

x=p, +d y=0 (26)

x=0 y=v



Utilizando a linguagem FORTRAN e o integrador Gauss-Radau foi redigida
uma rotina para realizar integragdes numéricas que fornecam o valor da energia do
problema de dois-corpos para a particula ao longo do periodo de integragao.

Para a andlise do problema, necessariamente a velocidade relativa entre a
particula e o planeta tem de permanecer a mesma enquanto o pardmetro de aproximacao
“d” varia. No entanto, conforme d aumenta, a 6rbita da particula torna-se cada vez mais
externa, o que significa que a sua velocidade esta sendo alterada.

Para atender a essa necessidade de manter a velocidade relativa constante, o
seguinte procedimento ¢ adotado:

1- Fixa-se a velocidade relativa (vpp) entre a particula e o planeta.
2- Essa velocidade relativa (vp,) € a diferenca entre a velocidade da particula no

sistema inercial (v, que corresponde a componente 1 da velocidade da particula
no sistema inercial), e a velocidade do planeta (v) no sistema inercial (que ¢é
igual a 1). Entdo:
Vpp =Vp 1 ou Vp =V, +1 27)
3- A matriz de rotacdo (7) relaciona as componentes da velocidade do sistema

girante com as do sistema inercial, entdo:

y=N-X ou y=v,—X (28)

10



II- RESULTADOS
12 Abordagem - Limitando o tempo de integragao

Nesta abordagem, entramos no programa com as condi¢des iniciais dadas por
(14), consideramos diversas particulas com diferentes velocidades em relacdo ao planeta
(velocidade relativa), e para cada uma dessas velocidades, variamos o pardmetro de
aproximacgao “d”

O método usado consiste em fixar a velocidade relativa da particula em relagao
ao planeta, variar o parametro de aproximagao “d”, integrar dentro de um intervalo de
tempo estipulado e analisar a variacdo de energia sofrida pela particula.

O intervalo de tempo de integracdo estipulado foi t=2. Assim no tempo t=0 a
particula se encontra a uma distancia d do planeta com uma energia inicial E;. Apds a
integragdo, em t=2 a particula teve sua energia alterada devido ao encontro com o
planeta, passando a estar com a energia final E¢. Tendo conhecidas as energias final e
inicial, ¢ possivel saber qual foi a ordem de grandeza dessa variagdo. Isto ¢ feito
calculando a razdo entre essas energias, sendo a variacdo AE dada por:

AE = I—B (29)
E¢

Agora se torna necessario estipular quando consideramos que a particula foi ou
ndo influenciada pelo planeta, ou seja, se ela esta fora ou dentro da regido de influéncia.

Neste trabalho foi considerado que se a variagao de energia sofrida pela particula
for da ordem de 107 a particula estaria dentro da regido de influéncia, ¢ que ela estaria
fora da esfera de influéncia para variagdes menores ou iguais a 10°. O valor do
parametro de aproximacao “d” para o qual ocorre essa mudanca na ordem de grandeza
passa a ser considerado o raio da esfera de influéncia.

Abaixo esta uma tabela feita para vp;=0,0020 (ou v,=1,0020) e com tempo de
integracao t=2, que exemplifica o que foi dito.

Nela ¢ observado que quando d=0,023 a varia¢do de energia AE foi 0,001081
(ou seja mudou na terceira casa decimal). Consideramos portanto, dentro do critério
adotado que a particula se encontra dentro da regido de influéncia), mas quando
afastamos um pouco mais a particula, para d=0,024, a variacdo de energia AE foi
0,0009940 (ou seja mudou na quarta casa decimal e portanto consideramos, dentro do

critério adotado, que a particula se encontra fora da regido de influéncia).

11



Tabela 1: Dados de “d”, Y e resultados da varia¢io de energia.

d % Variac¢ao

0,00001 | 0,001993005 colidiu

0,0005 0,001503005 colidiu
0,001 0,001003005 0,077170605996
0,005 -0,002996995 0,050099773925
0,010 -0,007996995 0,006868707865
0,015 -0,012996995 0,002570222898
0,020 -0,017996995 0,001425980406
0,021 -0,018996995 0,001293988756
0,022 -0,019996995 0,001180043036
0,023 -0,020996995 0,001080765957
g 0,024 -0,021996995 0,000994037549
0,025 -0,022996995 0,000917457537

Repetindo este método para diferentes velocidades, ¢ possivel obter um conjunto

de pares de varidveis (R,v) onde R ¢ o raio da esfera de influéncia (que corresponde ao d
para o qual a variagdo de energia ¢ maior que o limite estabelecido), e v ¢ a velocidade

relativa entre a particula e o planeta. Isso foi feito ¢ o resultado ¢ mostrado na tabela

abaixo.

Tabela 2: Relag¢ao do raio com a velocidade.

R (raio) Velocidade (vp)
0,023 1,0020
0,022 1,0040
0,021 1,0060
0,019 1,0080
0,017 1,010

12



E importante observar que o resultado esta dentro do que era esperado, isto é, o

raio da esfera de influéncia ¢ inversamente proporcional a velocidade.

Problemas com a 1* abordagem

Apesar dessa abordagem ter nos dado um resultado dentro do esperado, ela
apresenta alguns problemas devido ao fato dela estar ligada ao tempo de integracdo. A
integracdo parava em t=2. Porém, constatou-se que esse tempo ndo garantia que de fato
a particula deixou a regido de influéncia do planeta. Isto significa que a energia final
(energia da particula no tempo t=2 ) ainda poderia sofrer alteracdes se a integragdo
continuasse, ou ainda, a particula poderia sofrer outros encontros com o planeta em sua
evolucdo orbital resultando em mudancas na energia. Este segundo caso ¢ mostrado no
grafico abaixo. Nele temos a distancia da particula r, em relacdo ao planeta feito para
t=10. Observe que em determinado momento (aproximadamente t=7) r, diminui, para
depois voltar a crescer o que vem nos dizer que a particula se aproximou novamente do

planeta resultando numa variacao de energia depois de t=2.

0,7
0,6
05
0,4
0,3 1
0.2
0,1

0,0

Tempo

Figura 4 : Grafico 1 Distancia da particula em relagdo ao planeta (1)

Diante dessa dificuldade imposta pelo método ¢ sugerida uma nova abordagem,

desta vez independente do tempo.

2% Abordagem: Analise grafica

Esta abordagem consiste em

13



1. fixar a velocidade relativa da particula em relacdo ao planeta, variar o parametro
de aproximacdo “d”, e integrar dentro de um intervalo de tempo estipulado
(t=2).

2. Fazer em um mesmo grafico a curva que mostra a variacdo de energia pelo
tempo que uma particula com a a velocidade fixa sofreu para diferentes “d”.

3. Graficamente observar para qual valor do pardmetro de aproximagdo “d” ndo
houve variagdo de energia (dentro de um limite considerado)
Neste caso o “d” considerado como o limite do raio da esfera de influéncia ¢

aquele no qual a variagdo de energia total proporcionada ¢ menor que a diferenca entre

a energia final para esse d e para o d imediatamente anterior a ele

O grafico abaixo exemplifica o que foi dito:

v,=1.0020

-0,473 -
-0,474 -
-0,475
-0,476 1
-0,477 1
-0,478 1
-0,479 1
-0,480 -
-0,481 -
-0’482 __ d=0,016
-0,483 7] d=0015
0,484 4 o0 //’/
0,485 0n /
-0,486 7] w0012

0,487 o0

-0,488 < d=0,010

d=0,025

d=0,024

d=0,023

d=0,022

d=0,021

d=0,020

d=0,019

d=0,018

d=0,017

Energia (Sol)

I
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Tempo

Figura 5: Grafico de Energia( Sol ) pelo tempo, para varios raios.

A velocidade v,=1.0020 ¢ mantida constante. O “d” € variado. Repare que para
os valores menores do “d” a varia¢do de energia proporcionada ¢ maior. Conforme “d”

vai aumentando, a variacdo vai se tornando cada vez menor, até que se torna

14



praticamente constante. Repare que tragando uma linha (em vermelho) na curva feita
para d=0,017, ela intercepta a curva feita para d=0,016, o que significa que a diferenga
de energia entre uma particula no ponto d=0,016 e outra no ponto d=0,017 ¢ menor que
a variacao sofrida pela propria particula nesse ponto.

Entdo neste caso consideramos que o raio da esfera de influéncia do planeta
adotado (com massa m,=10") para um particula com velocidade vp=1.0020 ¢ R=0.017.
Obtemos entdo um par de pontos (R,v,). Com um conjunto maior desses pares €
possivel obter a relagdo entre o raio da esfera de influéncia de um planeta com a
velocidade das particulas.

Esse procedimento foi feito para outras velocidades e o resultado ¢ mostrado na
tabela abaixo.

Tabela 3: Relagdo da velocidade da particula em relacdo a esfera de influéncia.

Velocidade da particula (vp) Raio da esfera de influéncia (R)
1,0008 0,020
1,0009 0,019
1,0010 0,019
1,0020 0,018
1,0030 0,018
1,0040 0,017
1,0050 0,016
1,0060 0,016
1,0070 0,015
1,0080 0,012

Esses dados fornecem o seguinte grafico do raio da esfera de influéncia pela
velocidade, e conseqlientemente da fungdo que possibilita o célculo da raio de esfera de
influéncia de um planeta com massa m°=10" para particulas com diferentes

velocidades.

15
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0,018 2 )
.
.Q 0,016 X )
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0,014
o
0,012

—r 7
1,000 1,001 1,002 1,003 1,004 1,005 1,006 1,007 1,008 1,009
velocidade

Figura 6: Grafico de Raio de influéncia pela velocidade da particula.

Aproximando esses pontos por uma reta, foi feito entdo o ajuste linear que

forneceu a seguinte funcao:

R(v) = (0,82315+0,06799)v + (-0,80304 + 0,06769)
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IV- CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

O estudo aqui sugerido trata-se de algo muito novo, ndo havendo, portanto estudos
anteriores que pudessem ser usados como ponto de partida.

Por isso, até o presente momento o que foi feito € uma série de teste para encontrar
qual o método mais apropriado para que o objetivo do trabalho seja atingido. Neste trabalho
foram mostradas duas diferentes abordagens, sendo que a primeira, apesar de apresentar o
resultado esperado se mostrou pouco precisa, ja que abria possibilidades de diversos outros
fenomenos acontecerem, comprometendo os dados obtidos. Diante disso, foi adotada uma
nova abordagem, que vem se mostrando mais apropriada.

Os resultados apresentados nesse relatorio sdo preliminares, apenas vem nos dizer
que o método adotado ¢ valido, mas para atingir o resultado esperado que ¢ a obtengdo de
uma fungdo que possibilite o calculo do raio da esfera de influéncia de um planeta em
funcao da velocidade de diferentes particulas que dele se aproxime, € necessaria ainda uma
série de analises relacionadas ao intervalo de velocidades para os quais o método funciona,
bem como introduzir esse mesmo estudo feito apenas para uma massa para diferentes
grandezas de massas.

De uma maneira geral, pode-se concluir que os resultados aqui obtidos sdo

satisfatorios e promissores.
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