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RESUMO

O principal objetive do trabalho realizado durante o periodo de junho de 2003 a
junho de 2004 foi aprender os fundamentos da teoria de sistemas dindmicos caéticos e
do fenémeno de travamento de freqliéncia para, na proxima etapa do projeto, concentrar
0s esforgos no estudo da sincronizagdo de osciladores com auxilio de mapas acoplados.
O estudo do comportamento cadtico foi baseado na andlise do sistema dinimico
formado por um péndulo simples sujeito a uma for¢a externa de médulo regido por uma
fungdo cossenoidal. Para se fazer tal andlise foi construida uma ferramenta
computacional na plataforma Visual Basic capaz de resolver numericamente o sistema
de equagbes diferenciais que modelam o comportamento do péndulo, e, com os
resultados, construir os principais diagramas utilizados no estudo de sistemas
dindmicos. Com auxilio desse programa foi possivel observar diferentes fendmenos:
primeiramente a transi¢do do comportamento periédico para o cadtico através do
mecanismo de dobra de periodos. Além disso, para alguns valores de parimetros foram
identificadas as formas e evolug@es das bacias de atragdo. Com relag¢fio aos atratores, o
estudo se deu de forma a caracterizé-los e relaciond-los com o comportamento do
sistema. Isso foi realizado de duas maneiras principais: através de suas dimensdes tanto
de capacidade quanto de correlagfio, e através da avaliagdo de seu maximo expoente de
Lyapunov. Ademais, fez-se a reconstrugdo dos atratores através de suas séries
temporais, procedimento que ¢ usado em situagdes mais comuns, em que ndo existe um
modelo matematico do sistema, e os unicos dados sdo provenientes de situagdes
experimentais. Por fim, o estudo evoluiu para o fendmeno de travamento de freqiiéncia,
que no caso do péndulo se caracteriza pelo travamento da média de sua velocidade
angular em uma razio p/q da freqiiéncia da forga externa aplicada, onde p e g sdo
numeros inteiros. Tal razdo conserva-se mesmo com a variagdo de alguns dos
pardmetros, por isso recebe a denominagéo de travamento. Para esse estudo, fez-se o
uso de uma outra construgdo matematica conhecida como mapa de circulo. O programa
desenvolvido também foi usado para esse estudo, uma vez que ¢ capaz de fazer
iteragbes de condigBes iniciais desse mapa e construir diagramas relacionados
denominados linguas de Arnold e escadaria do diabo. Como continuagdo do trabalho
estio previstos primeiramente: o estudo e implementagdo de outras técnicas capazes de
fornecer todos os expoentes de Lyapunov, estudo e comparacéio de resultados obtidos
para dimensdo ¢ expoentes de Lyapunov através de séries temporais com os
provenientes das equages diferenciais, e o estudo aprofundado do acoplamento de
osciladores com o uso de mapas acoplados, visando principalmente o fenémeno de
sincronizagdo entre eles.
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RESUMO

O principal objetivo do trabalho realizado durante o periodo de junho de 2003 a
Junho de 2004 foi aprender os fundamentos da teoria de sistemas dindmicos caéticos e
do fendmeno de travamento de freqiiéncia para, na préxima etapa do projeto, concentrar
os esforgos no estudo da sincronizagio de osciladores com auxilio de mapas acoplados.
O estudo do comportamento cabtico foi baseado na analise do sistema dindmico
formado por um péndulo simples sujeito a uma forga externa de modulo regido por uma
fungdo cossenoidal. Para se fazer tal analise foi construida uma ferramenta
computacional na plataforma Visual Basic capaz de resolver numericamente o sistema
de equagdes diferenciais que modelam o comportamento do péndulo, e, com o0s
resultados, construir os principais diagramas utilizados no estudo de sistemas
dindmicos. Com auxilio desse programa foi possivel observar diferentes fendmenos:
primeiramente a transi¢io do comportamento pericdico para o cadtico através do
mecanismo de dobra de periodos. Além disso, para alguns valores de parimetros foram
identificadas as formas e evolugdes das bacias de atragdo. Com relagdo aos atratores, ©
estudo se deu de forma a caracteriza-los e relaciona-los com o comportamento do
sistema. Isso foi realizado de duas maneiras principais: através de suas dimensdes tanto
de capacidade quanto de correlagdo, e através da avaliagdo de seu maximo expoente de
Lyapunov. Ademais, fez-se a reconstru¢do dos atratores através de suas séries
temporais, procedimento que € usado em situagdes mais comuns, em que nio existe um
modelo matematico do sistema, e os unicos dados sfo provenientes de situagdes
experimentais. Por fim, o estudo evoluiu para o fendmeno de travamento de fregiiéncia,
que no caso do péndulo se caracteriza pelo travamento da média de sua velocidade
angular em uma razio p/q da freqiiéncia da forga externa aplicada, onde p e g séo
nimeros inteiros. Tal raziio conserva-se mesmo com a variagio de alguns dos
pardmetros, por isso recebe a denominagio de travamento. Para esse estudo, fez-se o
uso de uma outra construgiio matematica conhecida como mapa de circulo. O programa
desenvolvido também foi usado para esse estudo, uma vez que € capaz de fazer
iteraghes de condigdes iniciais desse mapa e construir diagramas relacionados
denominados linguas de Arnold e escadaria do diabo. Como continuagio do trabalho
estdo previstos primeiramente: o estudo ¢ implementacdo de outras técnicas capazes de
fornecer todos os expoentes de Lyapunov, estudo e comparacdo de resultados obtidos
para dimensdio e expoentes de Lyapunov através de séries temporais com os
provenientes das equagdes diferenciais, € o estudo aprofundado do acoplamento de
osciladores com ¢ uso de mapas acoplados, visando principalmente o fenémeno de
sincronizagdo entre eles.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A grande maioria dos sistemas dindmicos apresenta comportamento nao-linear, ou
seja, as equagdes diferenciais que regem seu movimento apresentam termos nio
lineares. Esses termos, entretanto, tomam sua solugdo extremamente complexa, em
alguns casos possivel apenas por métodos numéricos. A solucio mais utilizada € a da
linearizagio dessas equagdes, o que facilita em muito a2 solugio omitindo, entretanto,
importantes fendémenos observados experimentalmente que apenas sao explicados
considerando-se 0s termos ndo-lincares dessas equagies.

Um dos comportamentos mais interessantes que um sistema dindmico nfo-linear
pode apresentar ¢ o chamado caético. Ele apresenta duas caracteristicas principais:
primeiro, o sistema nio repete seu comportamento anterior com o avango do tempo,
sendo sua série temporal totalmente irregular; segundo, dadas duas condigdes iniciais
muito préximas, apés um pequeno intervalo de tempo o sistema apresenta um
comportamento ndo correlacionado para as trajetérias que se iniciam nestes pontos, ou
seja, as distincias entre os pontos crescem em média exponencialmente com o tempo.
Tal caracteristica ¢ conhecida como sensibilidade a condigdes iniciais.

Para 0 estudo de sistemas dinfdmicos que apresentam estado cadtico, varias
construcdes matematicas ¢ pardmetros especiais siio utilizados. Dentre as construgdes
matemiticas, podemos destacar o espago de fase, a secgfio de Poincaré, e o espectro de
poténcia, enquanto dentre os parimetros podemos citar a dimensio de um atrator, a
entropia ¢ o expoente de Lyapunov, sendo esse altimo o mais importante na
caracterizagio de estados cadticos de sisternas dindmicos.

Dentre os sistemas dindmicos mais estudados estiio os osciladores. Tais sistemas
apresentam ainda um outro fendémeno interessante conhecido como travamento de
freqiiéncia. Nele a freqiiéncia de oscilagio natural do sistema trava-se em um valor
correspondente a freqfiéncia da forca externa atuante no oscilador multiplicada por um
niumero racional. Uma conseqiiéncia direta deste fendmeno é no acoplamento de
osciladores, um fenémeno observado pela primeira vez no século XVII com relégios de
péndulo que, uma vez colocados na mesma parede, tém seus péndulos sincronizades
apos algum tempo. Tal fendmeno ¢ melhor observado com auxilio do chamado mapa de
circulo no caso do péndulo forgado.

O principal objetivo do trabalho realizado durante o ano foi aprender os
fundamentos da teoria de sistemas dindmicos caéticos e do fendmeno de travamento de
freqiténcia, tendo como base de estudo o sistema do péndulo forgado e amortecido. Tal
sistema foi estudado com o uso de cada uma das construgBes matematicas descritas
acima e avaliando-se seu comportamento com relagfo a variagdo da amplitude da forga
externa de forma a identificar dentre quais valores o sistema apresentava
comportamento caotico, além de estudar as caracteristicas basicas de seus atratores.
Além disso, com auxilio do mapa de circulo foi estudado o fenémeno do travamento de
freqfiéncia também em fungdio da amplitude da forga externa.

Para realizagdo deste estudo optou-se pela construgico de uma ferramenta
computacional em plataforma Visual Basic® capaz de resolver numericamente a
equagdo diferencial do sistema, construir cada um dos diagramas e calcular cada vma
dos pardmetros ja citados anteriormente.




CAPITULO 2 - FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Modelamente matemético do péndulo

O sistema estudado ¢ constituido por um péndulo simples em que atuam a forca
gravitacional exercida pela Terra, um amortecimento proporcional a velocidade angular
¢ uma forga externa de médulo regido por uma fungfio cossenoidal. Desta forma, temos
como resultado das forgas atuando no sistema a seguinte equagdo:

4
ml’ ‘;{f +y%?— +Wisen(0) = Acos(@,t)

Em que: m ¢ a massa do péndulo (¢
desprezada a massa da barra que o segura), I é
o comprimento da barra que o segura, y é o
F = Acos(w, ) | cocficiente de amortecimento, W ¢ a forga
peso atuando no péndulo, A4 € a amplitude da
forca externa atuante e @p sua freqiiéncia
considerada constante. De acordo com a figura
1 20 lado

Figura 1: Esquema do Sistema

Tal equagdo pode ser escrita como um sistema de trés equagdes diferenciais tendo
como varidveis independentes: & dngulo que o péndulo faz com a diregio vertical, @
velocidade angular do péndulo e ¢ fase da forga externa aplicada. Assim temos o
seguinte sistema ja adimensionalizado:
dw

== -[é)w - sen(8) + g cos(@)

Para resolvé-lo usamos condi¢oes iniciais escolhidas para cada uma das varidveis
independentes. Uma observagio importante é que g representa o coeficientc
adimensional da amplitude da forga externa, sem relagio com a aceleracfo gravitacional
de um corpo.

2.2 Diagramas utilizados e conceitos basicos

As construgdes matematicas mais utilizadas no estudo dos sistemas dinimicos sio: o
espago de fase, o diagrama de Poincaré ¢ o espectro de poténcia. Nas subsecgdes
seguintes discutiremos brevemente sobre cada uma delas:

2.2.1 Espago de Fase ¢ Atratores
O espago de fase consiste em um diagrama em que nas diregdes ortonormais sio
colocadas as varidveis necessarias para descrever o estado de um sistema dindmico em
um determinado instante temporal. Como podemos escolher diferentes grupos de
varidveis para representar um sisterna como um todo, o espago de fase pode ser
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construido de diferentes formas. O caminho percorrido por um sistema sob certas
condigdes em um espaco de fase € denominado 6rbita.

Existem duas propriedade importantes em um espago de fase, a primeira ¢ o fato de
que, no caso de um sistema deterministico, ndo poder haver cruzamento entre duas
Orbitas nem de uma 6rbita consigo mesma. Isso decorre de um principio basico desse
tipo de sisterna que estabelece que ele ndo pode apresentar duas respostas diferentes
para as mesmas condigdes iniciais. Um caso de cruzamenfo implicaria que o sistema,
uma vez no estado representado pelo ponto de cruzamento das Orbitas, poderia evoluir
de duas formas diferentes através dos dois caminhos que se cruzam.

A segunda propriedade ocorre no caso de sistemas conservativos, ou seja, em que a
energia total do sistema nio varia, ¢ ¢ chamada conservagio de drea. Se marcarmos uma
area qualquer no diagrama e observarmos como ¢la se comporta com o passar do tempo
observamos que ¢la pode se deformar, mas ndo tem sua area ou volume alterado.
Sisternas em que temos redugdo da drea sfio conhecidos como dissipativos, sendo sua
energia total diminuida com o tempo. Um método analitico para avaliar se um sistema ¢
ou nio conservativo é a avaliagio do seguinte termo:

VF

Em que F ¢ o vetor formado pelos termos a direita do sistema de equacdes
diferencias que representa o sistema como no caso do sistema acima. Pode ser provado
que um sistema € conservativo s¢, e somente se, tal termo for nulo.

No caso de sistemas dissipativos, as Orbitas ficam contidas numa regiiio do espacgo
de fase em um movimento irregular, confinada a um conjunto invariante que ¢
denominado afraror. Uma das questdes mais importantes sobre atratores ¢ em relagéio a
sua estabilidade: dado uma pequena perturbagiio em um sistema inicialmente sobre tal
atrator, ele evolui de forma a voltar para o atrator ou para distancid-lo? Atratores cujas
Orbitas proximas convergem para ele sdo chamados estdveis, 0s outros, instaveis.

Devido a existéncia de diferentes atratores estaveis podemos dividir o espago de fase
em bacias de atragdo, que sdo regides cujos pontos evoluem todos para um determinado
atrator. As curvas que dividem duas bacias de atragfio sdo chamadas de separatrix ¢ sio
conjuntos invariantes.

Na caso especifico do péndulo, temos um sistema dissipativo devido ao
amortecimento, fato que pode ser comprovado facilmente com a avaliagio do termo
V.F. Apesar do espago de fase nesse caso ser tridimensional, devido ao fafo que a
variavel ¢ evoluir de forma linear com o tempo s6 dependendo do parimetro wp , pode-
se fazer a representagio bidimensional de tal espago de fase no plano velocidade
angular x dngulo (@ x ) sem perda de detalhes do comportamento do sistema. Tal
projegiio, entretanto, ocasiona a visualizagio de cruzamentos de oOrbitas gue nfio existem
uma vez que o espago de fase real € tridimensional. Outro detathe € que tal plano na
verdade apresenta os limites -t e T no eixo & uma vez que dngulos maiores
simplesmente significam que o péndulo passou sobre o ponto mais alto da trajetoria, no
cixo o tal plano ndo apresenta limites ja que a velocidade angular pode assumir
quaisquer valores.

2.2.2 Diagrama de Poincaré

O espaco de fase é uma ferramenta muito 0til, mas tem a grande desvantagem de
apresentar dificuldade de observagio no caso de sistemas complexos que necessitam de
mais de duas varidveis para detenminarmos o seu estado. Uma solugdio foi inventada por
Henri Poincaré, e consiste em construir um diagrama bidimensional como o espago de
fase, mas, ao contririo de se projetarem todos os pontos de uma Oorbita, projetar apenas
pontos em certos intervalos de tempo determinados. Uma analogia simples € pensar no
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diagrama como uma sobreposi¢io de fotos tiradas de tempos em tempos do estado do
sistema.

Com tal diagrama obtemos uma grande simplificagiio do espago de fase, enquanto
mantemos suas principais caracteristicas. O diagrama resultante é totalmente
dependente da freqiiéncia de amostragem que escolhemos. Caso o sistema estcja em um
movimento periédico com freqiiéncia angular ws se a freqfiéncia de amostragem for de
forma (p/g) ws, onde p € g sdo inteiros entdio teremos ¢ pontos no diagrama de Poincaré.
O estudo de estados cadticos tem na andlise da distribuicdo dos pontos sob o diagrama
de Poincaré uma grande ferramenta.

2.2.3 Espectro de Energia

Existem duas formas principais de representagio da evolugio temporal de um
sistema dinimico: por sua séric temporal, ou seja, como uma fungdo do tempo; ou por
sua série de freqgiiéncias. A idéia de transformar uma série temporal em uma série de
freqiiéncias vem do fato descoberto por Fourier que qualquer fungfio pode ser
representada como uma série de fungdes peribdicas de diferentes freqiiéncias. A
transformacio de uma série temporal em um série de freqliéncias é realizada por um
operador denominado transformada de Fourier:

O grafico de a,x @ ¢ chamado espectro de poténcia.

No caso do péndulo foi usada como série temporal bésica a da velocidade angular.
No caso de um comportamento peridédico tem-se um grande pico no espectro de
poténcia referente a freqliéncia natural do sistema que nesse caso é igual a da forga
externa wp ¢ picos de menor amplitude nos miltiplos dessa fregiiéncia. No
comportamento cadtico, por sua vez, tem-se um espectro de banda larga em quase todas
as freqiiéncias apesar de um maior ainda estar presente na freqiiéncia correspondente a
wp. Um espectro dessa forma ndo garante que o sistema esta em um estado cadtico, mas
pode servir para ajudar na andlise.

2.3 Transigio Para o Caos Através da Dobra de Periodo

Um dos mecanismos de transi¢io de vm comportamento periédico para o cadtico
mais estudados ¢ o de dobra de periodo. A razio de ser tio importante vem do fato de
apesar de ndo ser a unica, aparece em diferentes sistemas e é caracterizado por alguns
numeros que ndo variam de sistema para sistema.

Para a explicagdio desse mecanismo fazemos uso de um diagrama de bifurcagdo,
importante construcio geométrica que nos permite uma visualizagdo do comportamento
do sistema com variaghes em um de seus parimetros. Para construi-lo, usa-se uma
varidvel que pode representar bem o comportamento do sistema, no caso do péndulo foi
usada a velocidade angular no inicio do ciclo da forga externa. Além disso, define-se um
dos trés pardmetros cuja influéncia deseja-se estudar. Para cada valor desse parimetro
simula-se o comportamento do sistema, ¢ apds o término do comportamento transiente,
representa-se em um grifico os resultados para a varidvel escothida durante algum
tempo. O resultado ¢ um diagrama que nos fornece as diferengas no comportamento do
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sistema com relagdo ao pardmetro escolhido. Na figura 2 abaixo temos um exemplo do
digrama de bifurcagio para o péndulo forgado ¢ amortecido.

ET)

frae Amplitude da Forgs Extems (g} Was
Figura 2: Exemplo de diagrama de bifurcagio para o péndulo para uma condigio inicial

Tal diagrama ¢ bastante complexo, com outros fendmenos além da dobra de
periodo, por isso a explicac¢io se concentra na sua metade a direita. Observa-se que para
os menores valores de amplitude da forga externa mostrados tem-se um comportamento
unico da varidvel, entretanto, com ¢ aumento do valor da amplitude ocorre uma
primeira bifurcagio, também chamada dobra de periodo. Essa bifurca¢io ocorre porque
agora tem-se a varidvel alternado entre dois valores sendo o periodo necessério para
completar um ciclo dobrado. Um pouco mais adiante tem-se uma nova bifurcagio,
passando a varidvel a assumir quatro valores diferentes no mesmo intervalo de tempo.
Mais a direita do grafico nota-se um fato nmito importante: tais bifurcagio continuam
acontecendo indefinidamente, entretanto o intervalo entre diferentes bifurcagdo diminui
cada vez mais. O resultado apds um certo ponto limite € um comportamento em que
nossa vandvel apresenta periodo infinito, ou seja, assume todos os valores reais
possiveis dentro do intervalo sem nunca se repetir, nesse ponto estamos em
comportamento cadtico.

Entretanto, existe ainda outro fenémenc associado a esse mecanismo muito
interessante que sdo as janelas de periodicidade. Apds atingir 0 comportamento cadtico
o0 sistema nfio permanece nele para todos os outros valores de g, no diagrama pode-se
perceber que, em determinados momentos, a regidio cadtica no diagrama de bifurcacio
representada por zonas cobertas por pontos, da lugar a zonas onde novamente tem-se
comportamento periddico, mas desta vez com periodos diferentes, essas sdo as
chamadas janelas de periodicidade. Nelas podemos perceber que ocorre novamente o
fenémeno de dobra de periodo resultando novamente em uma nova zona cadtica.

Uma das constantes mais importantes no mecanismo de dobra de periodo € chamada
de nimero de Feigenbaum em homenagein ao pesquisador que a definiu em 1973. Esse
nimero mede a razio entre dois valores para os quais ocorre bifurcagdo e é definido da
seguinte forma:

& = lim 3L "8 _ 4 6692016091029909.....

b e — &4



2.4 Dimensie do atrator

Muitos dos atratores apresentam geometria bastante complexa, tal fato pode ser
ilustrado com as figuras da se¢@io de Poincaré para estados caéticos do péndulo. Tais
figuras podem muitas vezes ser da forma de um fractal, uma estrutura primeiramente
descrita por Cantor cuja principal caracteristica é em caso planar apresentar 4rea finita,
mas perimetro infinito ou no caso espacial volume finito e area superficial infinita.
Outra propriedade bastante comum em fractais é sua simetria consigo mesmo, ou sgja,
aplicando-se um chamado “zoom™ em uma de suas partes observa-se que sua geometria
s¢ repete. Tal propriedade de fractais, cntretanto, nfio ocorre necessariamente em todos
eles.

Uma das formas mais importantes de classificacdio dessas estruturas complexas ¢
através de sua dimensio. Tal conceito € conhecido de uma forma bésica no caso de
figuras simples que se¢ apresentam geralmente em uma, duas ou trés dimensées.
Existem, entretanto, varias definicdes para definigdcs, e todas devem apresentar as
seguintes propriedades:

Dados dois conjuntos quaisquer 4 e B:

o Se AcB=d(A)<d(B);

¢ O conjunto nulo tem dimensio zero;

o d(AxB)=d(4)+d(B);

» Se¢ f:4- B, fdiferenciavel ¢ inversivel = d(f{A4)) = d(4).

Estruturas fractais apresentam dimensdcs ndo-inteiras. Atratores de sistemas em
comportamento cadtico que ndo apresentam dimensao inteira s3o denominados atratores
estranhos.

Além disso, outro fato importante ¢ que em sistemnas dindmicos o atrator encontra-se
envolvido em um espago » dimensional, embora sua dimens3o seja, por sua vez, menor.
No caso de péndulos, apesar do atrator estar em um espago de fase tridimensional pode-
se calcular sua dimensdo dirctamente através da se¢io de Poincaré e somar um ao
resultado obtido. Tal adi¢iio se deve 3 dimensio correspondente a da varidvel ¢, ndo
representada na se¢do de Poincaré.

Nesse trabalho foram utilizadas apenas duas definigbes de dimensdo: a de
capacidade ¢ a de correlagio.

A dimensdo de capacidade ¢ definida da seguinte forma: supondo-se uma linha, ela
pode ser dividida em N} partes iguais de comprimento igual a & Sendo L o
comprimento total da linha temos:

N(s):L.[%]

No caso de uma area temos;
N(e) = L{[l]
E

N(e)= L“.(i]‘f

&
Isolando d e aplicando o limite temos a defini¢@o de dimenséo de capacidade:
. log N(£)
d. =lim—= -}
Se
A dimensdo de correlacdo baseia-se na seguinte idéia: seja uma quantidade de
pontos de um conjunto. O nimero de vizinhos de um ponto varia mais com 0 raio que se
usa para identificar esse vizinho quanto maior for a dimensiio desse conjunto.
Matematicamente para obtém-se tal dimensio da seguinte forma: primeiro define-se a
fun¢do de correlagio:

Em um caso geral temos:
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N
C(R)= um-2-2 H(R-|x,~x; )
N—3oo N =)
Onde H ¢ 2 fungio de Heaviside que simplesmente conta a uma distincia menor ou
igual a R de um outro ponto dado. Matematicamente ¢é definida por:

H(y)= Ly20
“lo,y<o

Por fim, temos a dimensdo de correlagio dada por:
_ . JogC(R)
%o = 8 o)
Pode-se demonstrar que essas duas definigBes de dimensio fornecem resultados
iguais no case de pontos uniformemente distribuidos pela figura geométrica analisada.

2.5 Expoentes de Lyapunov

2.5.1 Definigdo

Como ja foi explicado na introdugfio, uma das principais caracteristicas do
comportamento cadtico de sistemas dindmicos € sua sensibilidade a condi¢Bes iniciais.
Trajetdrias oriundas de duas condigdes proximas divergem em média exponencialmente
com 2 evolugdo temporal. Para estudar essa dependéncia foi definida uma grandeza
matematica denominada expoente de Lyapunov em homenagem ao seu criador.

Os expoentes de Lyapunov medem a média da razio de divergéncia ou
convergéncia de drbitas proximas no espago de fase. Todo sistema dindmico apresenta
um nimero de expoentes de Lyapunov igual ao nimero de vanaveis que o descrevem.
Para que um sistema seja considerado cadtico basta que apenas um de seus expoentes
seja maior do que um.

A soma dos expocentes de um sistema representa a taxa de variagéo de volume de um
elemento de volume do espaco de fase. Dessa forma todos os sistemas dissipativos
devem apresentar essa soma menor do que um. Assim o sistema do péndulo forgado
deve apresentar trés expoentes de Lyapuvov, sendo pelo menos um maior do que ume a
soma dos trés menor do que zero.

2.5.2 Defini¢iio matematica

Seja um sistema dindmico com espago de fase n-dimensional. Marca-se nesse
espago de fase uma esfera e avalia-se sua evolugio temporal. Apds um intervalo de
tempo, tem-se um elipséide n-dimensional devido as deformagdes do espaco de fase. O
i-ésimo expoente de Lyapunov ¢ entfio definido como:

Onde p; € o comprimento do i-ésimo eixo principal do elipséide. Em geral, os
expoentes sdo ordenados de forma decrescente.

2.6 Mecanismo de “Esticar ¢ Dobrar” ¢ 0 Mapa de Ferradura
Como }4 foi citade na subsecgiio anterior, um sistema dindmico para ser dissipativo
¢ cadtico deve apresentar, necessariamente, expoentes de Lyapunov que satisfagam a
duas condigdes:
¢ Um deles deve ser maior do que um;
» A soma de todos deve ser menor do que zero.



No entanto, observa-se que dessas duas condigBes surge o seguinte problema: dada
uma drea ou volume no espago de fase, com o passar do tempo essa drea deve crescer
em uma diregio em média exponcncialmente, mas ao mesmo tempo, seu volume
sempre diminui. Dessa forma existe um confinamento de algo que se toma
infinitamente maior em um espago limitado. Tal fato, a primeira vista, pode parecer um
paradoxo, mas ¢ na verdade o responsdvel pela irregularidade e sensibilidade as
condi¢des iniciais do comportamento cadtico em sistemas dissipativos.

Uma forma bastante simples de se observar tal fenémeno foi proposta por Smale em
1963 ¢ é chamado mapa de ferradura. Tal mapa é constituido por uma seqiiéncia de
operagdes:

» Inicia-se com um quadrado com lado iguais a a;

+ Estica-se um lado do quadrado até que cle tenha o tamanho maior do que 2a,
enquanto o outro tado diminui para um tamanho menor que a/2;

» Agora dobra-se esse retingulo de forma a coloca-lo a area do quadrado
inicial,

« Reinicia-se 0 processo.

A figura 3 abaixo, em sua parte esquerda, ilustra as primeiras duas etapas dessa
operagio:

I B [BE

Figura 3: Mapa de Ferradura

Concentrando-se na parte esquerda da figura, a primeira figura tem destacada as
dreas resultantes da primeira operacio do processo. Esses dois retingulos foram
denominados direito ¢ esquerdo (D e E), observa-se que o retdngulo foi dobrado em
dire¢do a direita. Uma questio natural que surge € de onde vieram os pontes destes dois
retangulos. Para resolvé-la faz-se um processo inverso, nesse caso temos como resposta
outros dois retingulos desta vez horizontais que recemebim o nome de acordo se irdo ser
iterados para a faixa a direita (D) ou a esquerda (E) .

Na verdade o interesse estd em buscar conjuntos invarianfes, ou seja, conjuntos de
pontos tais que iterados tanto para frente quanto para tras mantenha-se no dominio em
que o estudo esta concentrado. No cio de apenas uma operagiio para frente e para tras, o
resultado dos pontos invariantes € a intersec¢@o das linhas verticais com as horizontais
formando quatro guadrados mostrados na figura 3. Na verdade, no limite de infinitas
operagdes temos como conjunto invariante um conjunto de infinitos pontos de forma a
formar um conjunto de Cantor, de geometria fractal.

Nessa mapa, portanto, pode-se observar muito bem as consegiiéncias do fendmeno
de esticar e dobrar. A sensibilidade & condi¢Bes iniciais estd principalmente fundada no
fato de que, se escolhermos dois pontos, em algum momento um deles passard pela
dobvra e outro ndo, de forma a gerar grande discrepéncia entre as trajetérias. Além disso
observa-se que o conjunto invariante em um comportamento cagtico acaba apresentando
uma geometria bastante complicada devido exatamente ac efeito de esticar e dobrar,
sendo de geometria fractal.

No caso dos atratores do péndulo ocorre algo andlogo ao caso da ferradura. Em uma
direcio eles tendem a crescer infinitamente, mas como sua area tende a zero eles
dobram-se sobre si mesmos de modo a conseguir satisfazer as duas propriedades.
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A imregularidade e sensibilidade as condigGes inicials agora sdo facilmente
explicadas. Voltando ao mapa de ferradura, supondo dois pontos inicialmente proximos,
devido ao constante estiramento, em pouco tempo eles estario muito distantes, além
disso, devido aos sucessivos dobramentos, apds certo tempo ficaria extremamente
complicado prever sua proxima posicao.

2.7 Relacio entre expoentes de Lyapunov e dimensio do atrator

A relago entre essas duas entidades matematicas foi proposta pela primeira vez por
Kaplan e Yorke em 1979, sua explicagdo & simplificada com o uso de um exemplo: s¢ja
uma regiio no espago de fase sob a influéncia de um sistema dissipativo cadtico
bidimensional. Sendo uma irea inicial marcada, apds algum tempo, em uma das
diregdes, pela defini¢do de expoente de Lyapunov, tem-se um crescimento por um fator
de ¢*, sendo 4; maior do que zero, enquanto na outra temos uma contragio pelo fator
e* sendo A; menor do que zero.

Da defint¢do de dimensdo capacitiva temos:

d, = lim log N{¢)

log(%)

Agora simulando tal sistema como na figura 4 abaixo:

AOIIZ

Aolfze).ll

2
Ay

‘\_‘
Aom el\ll

Figura 4; Rela¢do entre dimensio capacitiva e expoente de Lyapunov

Pode-se agora escrever N(e) e ¢ em fungio dos expoentes da seguinte forma:

PR
N(g) = Aoe2@ = glh—hn
£= Ao)ée""
Aplicando na defini¢iio da dimensdio de capacidade temos a relagio Kaplan-Yorke:
d. = l—%
Que pode ser generalizada para:
+ A4+t A,
dC = .)' - 21 221 .

i+

Onde j € o indice do menor expoente ndo-negativo.

Desta forma os expoentes de Lyapunov fazem a ligagio entre a estrutura fractal e a2
propriedade de sensibilidade a condi¢des iniciais.
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2.8 Caracterizagfio de Estados Cadticos por Reconstraciio do Atrator

Na maioria das situagcGes priticas nfo se tem conhecimento das equagdes
diferenciais que regem o comportamento de um sistema dinamico. Em muitos casos
nem se sabe a0 menos o numero de graus de liberdade do sistema. Nesse caso, uma
outra abordagem ¢ necesséria para realizar-se um estudo.

Podemos tirar grandes informagSes sobre o comportamento de um sistema através
de séries temporais de wma determinada quantidade dinamica do sistema, mesmo que tal
quantidade ndio aparega explicitamente nas equagdes diferenciais do sistema.

O estudo das séries temporais poderia partir de duas formas. A primeira seria através
do espectro de poténcia. Este, entretanto, apresenta dificil abordagem no caso niio linear
como ja foi citado em sua descri¢io. No caso de comparagdo com outros dados colhidos
experimentalmente, surge o problema da sensibilidade a condigGes iniciais que geraria
grandes desvios com pequenas diferengas nas condi¢des.

A solugio mais usada atualmente ¢ prosseguir da seguinte maneira: primeiro
reconstréi-se o atrator estranho a partir da série temporal e depois analisa-se esse atrator
reconstruido ja que € possivel demonstrar que certas propriedades suas, como dimensdo
e expoente de Lyapunov sdo iguais ao atrator verdadeiro.

Para reconstruir o atrator, deve-se aumentar a dimensdo da série temporal. Para isso
faz-se uso de coordenadas “time-delay” que sio na verdade vetores com cada uma das
coordenadas iguais a um valor da série temporal em um determinado tempo. Sendo os
vetores da seguinte forma:

¥, = (@), 0, +7),0( +27),...,0(4 +(n—-D7))
¥y, =(0@,), 0, +1),0(t, +27),....0, +(n—1)71))

Em que t ¢é chamado de atraso temporal (“time-delay™).

Duas dificuldades principais surgem desse método: a escolha da dimensio de nossos
vetores e a escolha do valor do atraso temporal.

A escolha da dimensdo do vetor € dificil em casos em que ndo sabemos o nimero de
dimensdes totais envolvidas em nosso sistema. A solu¢io para isso estd em reconstruir
atratores com vdrias dimensSes de englobamento, até que a dimensdos do atrator
reconstruido se estabilize. No caso do péndulo niio temos esse problema uma vez que
sabemos que o sistema ¢ tridimensional.

Ja para se encontrar um bom valor para o atraso temporal, a dificuldade é maior.
Pequenos valores tornam as coordenadas muito proximas, fazendo com que todos os
valores estejam contidos na diagonal principal. Ja valores muito grandes fazem com que
as coordendas percam seu sentido devido ds conseqgiiéncias do fendmeno de esticar ¢
dobrar. Existem alguns métodos propostos na literatura para se encontrar um valor
satisfatorio de atraso temporal, mas nenhum deles encontra um verdadeiramente correto.
O que ocorre na maioria dos experimentos € o uso de um desses métodos apenas para se
encontrar um valor satisfatério e depois se busca um mais proximo do ideal através de
tentativa e erro.

2.9 Travamento de Freqii€ncia e Mapa de Circalo

O fendmeno travamento de freqiiéncia ¢é ilustra um dos mais interessantes fatos
observados em sistemas dindmicos ndo-lineares que € a sincromizagdo de osciladores,
algo notado pela primeira vez por Huygens no século dezessete quando observou a
sincronizagdo de dois relogios de péndulo colocados na mesma parede. No caso do
péndulo sob a¢lo de uma forca externa, tal fendmeno se manifesta para alguns
conjuntos de pardmetros, fazendo com que a freqiiéncia natural de oscilagio do sistema
torne-se “travada” como um produto entre uma razio de niimeros inteiros e a fregfiéncia
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de oscilagdo da forca externa aplicada ao sistema. Tal travamento permanece forte
mesmo quando submetemos alguns dos parimetros a alguma variagio.

Para um estudo mais profundo fazemos uso de uma construgio conhecida como
mapa de circulo ou mapa padrio construido a partir da seguinte idéia. A secio de
Poincaré pode ser modelada como um mapa bidimensional:

8.,.=G(0,,,)
Bw+2 = GZ (en ’a)rr)
Apbs o témmino do periodo transiente pode-se estudar o mapa como s¢ fosse
unidimensionai:
8,1 =G0, /@,)=F(@,)
Em que F ¢ chamada de mapa do circulo sendo F:{0,1]—[0,1]
Para um certo intervalo de amplitudes ¢ freqiiéncias de forga externa podemos

considerar 0 mapa de circulo uma boa aproximagio para o péndulo forcado. A equaciio
de diferengas conhecida como mapa padriio é dada por:

) +Q-—(-2-I-§;)sen(2a9,) mod1

Onde temos: 2 freqitdncia de rotagio na auséncia da nio-linearidade, e K fator de
acoplamento devido exatamente a ndo-lincaridade. Com auxilio desse mapa observa-se
08 seguintes comportamentos:

e Se K = 0 e Qracional tem-se um movimento periédico;

* Se K = 0 e Q irracional tem-se um comportamento denominado quase-
periddico, caracterizado por § assumir todos os valores reais possiveis sem,
entretanto, apresentar sensibilidade a condigdes inicias;

» Se X diferente que zero, observa-se que mesmo usando £ irracional temos,
para alguns valores, um movimento periddico, esse é o chamado fenémeno
do travamento de freqiiéncia.

Ainda em relaglio & esse comportamento do mapa de circulo é definido uma
quantidade denominada mimero de rotag@o que mede a mudanga média de fase em cada
tteragdo. Matematicamente define-se:

W= lim[«——-——e" % ]
it n

Como existemn vérios intervalos que apresentam o fendmeno de travamento de
freqiiéncia, ¢ necessiria uma nova construgio matematica de forma a podermos
visualizd-los. Tal construgio é denominada Linguas de Amold em homenagem ao
pesquisador que a inventou, e consistem em um diagrama plano tendo nas diregdes
ortonormais os valores de X e (. Para cada uma das combinagdes itera-se 0 mapa
padrio e, caso, o resultado seja um comportamento periédico o ponto € marcado no
grafico.

Quando observamos tal diagrama construido temos, para o valor de K=1 temos
travamento de freqiiéncia para todos os niimeros de rotagio racionais. Isso é melhor
visualizado com um diagrama de ¥ x ©Q denominado Escadaria do Diabo. Para valores
de K maiores do que um, tem-s¢ um mapa de circulo nio-inversivel, uma condigdo
necessdria para se verificar comportamento cadtico.

No caso do péndulo, por sua vez, observa-se tal fenémeno quando a média das
velocidades angulares do péndulo toma-se uma razio entre nimeros inteiros da
freqiiéncia da forga externa. Um grifico dessa quantidade em funcio da amplitude da
for¢a externa pode nos revelar dreas como bases, em que ocorre um fravamento desse
valor com relagdo & freqiiéncia da forca externa. Uma outra abordagem pode ser feita
avaliando-se diretamente os valores do numero de rotagdo, de acordo com sua defini¢o.
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CAPITULO 3 - PROGRAMA E ALGORITMOS UTILIZADOS

Nesse capitulo sera apresentada uma breve descrigio da ferramenta computacional
construida para estudo do comportamento do sistema dinimico do péndulo forgado e
amortecido, com énfasc em alguns dos algoritmos utilizados.

3.1 Descrigiio do programa desenvolvido ¢ utilizade

Como base para o estudo do comportamento de nosso sistema dindmico optou-se
por construir uma ferramenta computacional nova sob a plataforma Visual Basic®. Tal
opg¢io teve como principal objetivo um melhor aprendizado, nio apenas com os
resultados obtidos , mas também com os algoritmos a serem usados para o estudo de um
sistema dindmico, suas dificuldades e limita¢3es.

Tal software foi construido a medida que o estudo se aprofundava e ndo tinha como
objetivo principal uma otimizagio de esforgo e tempo computacional. Além disso, nio
houve uma preocupaglio inicial em criar mecanismos de integragio com oufros
softwares com objetivo de s¢ importar ou exportar dados.

Sua principal fungio € resolver, através do método numérico conhecido por Runge-
Kutta de quarta ordem, o sistema de equagdes diferenciais que rege o sistema estudado
e, com os resultados, montar todos os diagramas citados no capitulo 2. O usudrio tem de
fornecer todos os parimetros do sistema, além das condigdes iniciais e condigdes de
iteragfio para o método numeérico. As opgdes de saida se apresentam em “janelas™
diferentes e sdo afivadas e desativadas através de um menu. A figura 5 abaixo apresenta
uma tela normal do programa em funcionamento:

O programa est4 habilitado a fornecer os seguintes diagramas e dados de saida:

» Simulag¢do do sistema fisico;
Espago de fase;
Diagrama de Poincar¢;
Séries temporais do dngulo & ¢ velocidade angular @ do péndulo;
Diagrama das bacias de atragio;
Diagrama de bifurcagéo;
Diagrama de <> x g para observagiio do travamento de fregliéncia;
Espectro de poténcia;
Maior expoente de Lyapunov de um atrator
» Dimensdes de capacidade e de correlagio para atratores

Além disso, através de um menu especifico, existe a op¢lio de estudo do mapa de
circulo. O programa pode ndo apenas iterd-lo, mas também fornecer os diagrama de
linguas de Arnold e escadaria do diabo.

A seguir, a tela padrdo do programa com o espago de fase e simulagdo do sistema
fisico para as condigdes escolhidas pelo usuario 3 direita no “painel de controle”.

* & & B & % & »
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F1gura 5 E:;éhiblo de ;zso do programa

Os algoritmos para construgiio de cada um dos diagramas se baseiam totalmente nas
defini¢des da cada um deles, sem grandes detalhes que meregam ser mais detalhados
com excegdo dos que estdo descritos nas proximas secges.

3.2 Algoritmo para cilculo de dimensdes

Como ja menctonado no capitulo dois, tem-se interesse em calcular a ditnens3o dos
atratores estranhos a partir da se¢do de Poincaré. Na verdade, se usa duas defini¢des
diferentes de dimensdes: de capacidade e de correlagio.

Para efetuar o célculo destas duas quantidades, o programa, quando requisitado a
desenhar o diagrama de Poincaré, guarda em memoria todos os pontos de tal diagrama.

A partir desse ponto, quando requisitado a calcular dimens#o no menu apropriado o
programa realiza um célculo bastante similar as idéias de cada definigdo de dimensdo.

No caso da dimensio de capacidade, o programa cria um gquadrado virtual em torno
do primeiro ponto armazenado com lado igual a ¢ ¢ busca, dentre os outros poatos,
quais estio contidos nesse quadrado, sendo tais pontos, além do ponto inicial, sdo
marcado virtuaimente. O programa passa, entlio, ao proximo ponto nio marcado ¢ assim
por diante até que todos os pontos estejam marcados. Ao final, conta-se o nomero de
quadrados necessarios para se cobrir todos os pontos. Tal operagio repete-se para
diferentes valores de ¢, enquanto os resultados de log(N(g)) e log(1/s} sdo colocados na
forma de um grafico. Ao final o usudrio deve optar dentre guais pontos no grifico ele
deseja fazer um ajuste linear pelo método das diferengas quadradas a fim de calcular o
melhor valor para a dimensdo.

No caso da dimensio de correlagio, por sua vez, mede-se o resultado para a fungio
de correlacdio para diferentes valores de R de modo a constnir o grifico de log(C(R)) x
log(R). O usudrio novamente ¢ perguntado de forma a escolher os pontos para um
melhor ajuste linear e conseqiiente calculo das dimensdes.
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3.3 Algoritme para cilculo do maier expoente de Lyapunov de atratores

Para tal célculo foi utilizado o algoritmo descrito na referéncia |2], sendo adaptado
apenas da lingnagem Java para Visual Basic. Seu principio estd explicado nos proximos
paragrafos.

Da defini¢io de expoente de Lyapunov tem-se que dado duas condiges inicias e
sua distdncia representada pela fungfo dx(#) evolui da seguinte forma:

[ox(t)] ~ ¥ [5x(0)]
Admite-se que tal equagiio seja valida uma vez que o maior expoente € o mator
responsavel pelo aumento da distincia entre dois pontos com o tempo. Assim temos:

(1Y, Jox)|
A= (r)"’g [6=0)

Dessa forma para o cilculo do maior expoente de Lyapunov, o que fazemos ¢
determinar um vetor ligando dois pontos do diagrama de Poincaré ¢ o tamanho dessa
distincia. A seguir, mede-se essa mesma distincia ap6s uma certa variagdo de tempo.
Com esses dois dados calcula-se uma primeira parcela da equagio acima. O préximo
passo € encontrarmos um novo vetor menor € ver a evolugio deste ¢ sua contribuiggo.
Prosseguindo tal método para vdrios vetores tem-se um valor médio para o maior
expoente de Lyapunov do sistema.
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CAPITULO 4 - RESULTADOS E ANALISES

Assim como descrito na introdugdo, o objetivo principal do trabalho foi aprender os
principais conceito do dindmica cadtica, exemplificando com um estudo do
comportamento do sistema do péndulo forgado. As préximas se¢des discutem cada um
dos aspectos mais importantes da teoria descrita no capituloe dois que foram observados
com auxilio do programa explicado no capitulo trés.

4.1 Traunsi¢do para o caos pela rota de dobra de periodo

A primeira investigagiio feita no sistema de péndulo foi com relagdo ao seu
comportamento em rclagio a amplitude da for¢a externa. Para isso, a principal
ferramenta utilizada foi o diagrama de bifurcagio. Com ele, foi feito wm estude do
comportamento do péndulo para cada uma das situagdes usando a sinmulagio do sisterma
fisico além do espago de fase e se¢lio de Poincaré.

A mais importante observagéo se deu no sentido de ver o mecanismo de transi¢io de
um sistema periddico para o cabtico através da dobra de periodo. As figuras de 6 a9 que
se seguem ilustram bem esse mecanismo:
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. Twwpo o Simulog 5o IR
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Angliude ds Foca €4 i 7050000 -
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Figura 6: Sitna¢do de periodo 1
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Figura 9: Situagiio de comportamento cadtico

Como se pode observar a partir das figuras que sio as telas de saida do programa, a
diferenca entre elas estd apenas na amplitude da forga externa aplicada, os outros
pardmetros ndo variam: g = 2 ¢ wp = 2/3, nem as condigdes iniciais, 8 = 0, = 0.

No caso da figura 6, tem-se um comportamento periddico de freqiiéncia igual a
freqiiéncia da for¢a externa. Dessa forma, observa-se um espaco de fase como apenas
uma linha e, conseqlientemente o diagrama de Poincaré como apenas um ponto.
Aumentando um pouco a amplitude da for¢a externa tem-se uma primeira dobra de
periodo, figura 7, o espago de fase como uma curva dupla ¢ o diagrama de Poincaré
como dois pontos. Na figura 8, tem-se o periodo igual a quatro vezes o periodo inicial e
quatro pontos na se¢lio de Poincaré. Para o dltimo caso, ja na figura 9, temos um
comportamento caético, que se apresenia com o espago de fase totalmente preenchido e
o diagrama de Poincaré como um conjunto de pontos.

Com auxilio do diagrama de bifurcagio tentou-se obter a constante de Feigenbaum,
entretanto ndo foram obtidos resultados satisfatorios uma vez que, a complexibilidade
da dindmica do péndulo ¢ a erros do método numérico tormam possiveis apenas a
obtengdo dos valores para as primeiras bifurcagles ¢ nio para as seguinics, que
forneceriam um valor melhor, uma vez que a constante € definida para um limite.

4.2 Bacias de atragio

Para valores de g maiores do que 1,3 tem-se duas principais bacias de atragio (1).
Elas podem ser diferenciadas pela média de velocidade angular do péndulo, fisicamente
isso pode ser visualizado da seguinte forma, para esses pardmetros o péndulo segue um
comportamento em que realiza voltas completas todas no mesmo sentido: ou horério, ou
anti-horario, dai as diferentes bacias de atragfo. Tal comportamento € ilustrado pela
figura 10, em que aparece o espago de fase para duas condicbes inicias de bacias
diferentes sobrepostas, cada uma pertencente a uma bacia.
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Figura 10: uema dos dois possiveis ¢
bacias de atragfio para g valendo 1,3 e 1,48 respectivamente

Ao lado aparecem as bacias de atra¢io calculadas para pontos pertencentes ao
espago [-n, n] x [-xm, =], para dois valores de amplitude da forga externa, 1,3 ¢ 1,48,
respectivamente. Deve se observar a fragmentagfo da fronteira entre as duas bacias com
o aumento desse parimetro, 4 medida que s¢ aproxima um comportamento cadtico. De
fato, no caso de um comporiamento caético temos fronteiras de geometria fractal.

Devido a existéncia dessas diferentes bacias de atracio, deve-se observar que os
diagramas de bifurca¢fio variam de acordo com as condigbes iniciais mostradas. No
caso do presente trabalho todos os diagramas estio construidos para apenas uma
condigdo inicial. Isso foi feito principalmente para evitar equivocos, uma vez que
quando sobrepde-se diagramas de diferentes condigdes iniciais, analises equivocadas
podem ser feitas. Um exemplo simples € no caso da drea do diagrama de bifurca¢io
préximo a g = 1,3, em que temos um movimento periédico de freqiiéncia igual & da
forga externa. Se houvesse sobreposi¢iio do diagrama poderia haver uma interpretagio
errénea de que o comportamento seria na verdade periddico com o dobro da fregiiéncia,
uma vez que apareceria duas linhas, uma para cada bacia de atragfio.

4.3 Dimensées dos atratores
Assim como foi explicado nos diagramas anteriores foram calculadas as dimensdes

de capacidade e de correlagio para diferentes atratores apresentados nas segdes de

Poincaré_A figura 11 abaixo, mostra um exemplo do programa apds esses calculos:
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Figura 11: Dimensdes para o atrator com g = 1,4954, q =4, @p =2/3

No caso apresentado temos um resultado que bate com o da literatura (1). Tais
expeniéncias foram muito validas no sentido de ilustrar as diferentes dimensdes de
figuras como fractais, principalmente o fato de nio serem inteiras. Os resultados,
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entretanto, sdo bastante limitados no sentido de fornecer valores numéricos precisos. Tal
meta nfio era o objetivo do trabalho, entretanto os principais fatores sdo: em primeiro
lugar a limita¢do do niimero de pontos, quanto maior a exatiddo requerida maior deve
ser o niimero de pontos do atrator considerado, isso representa o uso de uma grande
quantidade de¢ memoria; outro fator de limitagio é o ajuste lincar no sentido de se
escolber o melhor intervalo de valores para realizd-lo, um algoritmo que calculdsse
varios ajustes e escolhesse o melhor seria mais indicado.

4.4 Maiximo Expoente de Lyapunov

Foram feitos cdlculos com o algoritmo descrito no capitulo trés. Um exemplo esta
na figura 12 abaixo. Nao se pode ignorar, entretanto a dependéncia desse resultado com
os pontos iniciais usados ¢ o critério de definigdio do que ¢ uma distdncia grande o
suficiente de modo a se renormalizar o vetor que estamos acompanhando. Resultados
mais precisos seriam obtidos com um teste abrangendo diferentes condiges inicias e
tamanho dos vetores considerados, mas os obtidos por sua vez sdo suficientes para os
objetivos previstos.
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Figura 12: Exemplo do céalculo do maior expoente de Lyapunov
a partir das equagdes diferenciais

4.5 Reconstrucio do atrator a partir da série temporal

Foram feitas apenas reconstrugdes geométricas dos atratores, sem preocupagdes
iniciais em se medir suas propriedades topologicos e compara-las aos dos atratores
verdadeiros sendo essas proximas etapas a serem realizadas,

Na figura 13 abaixo estiio dois exemplos de reconstru¢do dos atratores para um
comportamento periddico € cadtico. Observa-se que tais atratores rcalmente nfio se
apresentam de forma geométrica similar aos verdadeiros, mas estdo conforme os
previstos pela literatura (1), isto €, no caso de orbitas periddicas como linhas fechadas,
uma vez que o atrator real tem dimensdio igual a um, e no caso caotico como um
conjunto de linhas que devem apresentar dimensdo fracionaria assim como © atrator.
Cruzamentos aparecem a primeira vista, mas deve se levar em conta que estd € uma
representagdio de atratores tridimensionais, ndo existindo tais cruzamentos na verdade.
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Figura 13: Reconstru¢do de atrator da séric temporal

4.6 Mapa de Circulo e Travamento de Fregiiéncia
O mapa de circulo foi estudado de forma a se verificar as trés situagdes de
comportamento possiveis no caso de um mapa inversivel: periédica, quase-periddica ¢

de travamento de freqliéncia. As duas situagdes finais, que sfo as mais importaates
estdo ilustradas na figura 14 abaixo:

P ] &L. .I Hepa

Fheta b

| A—

Figura 14: Mapa de circulo em dois comportamentos:
quase-periédico (esquerda) e com travamento de freqii€éncia(direita)

Podemos observar na figura a direita exatamente o caso de travamento de
freqiiéncia, com um valor de X diferente de zero e de Q irracional ¢ comportamento
periédico.

Para uma visualizagdo mais completa do fenémeno de travamento de freqiéncia
estdo na figura 15 os diagramas de linguas de Ameld e escadaria do diabo obtidos.
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Figura 15: Linguas de Amold e escadaria do diabo

No caso do péndulo, foram realizados os diagramas descritos no capitulo dois,
exemplificados com a figura 16 abaixo:
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Figura 16: Diagrama evidenciando o travamento de freqiiéncia

Um observagfio importante ¢ que nesse caso temos tal diagrama com sobreposi¢io
de resultados para duas condigbes inicias diferentes, afim de se visualizar o
comportamento como um todo. Nele € notavel o aparecimento de dois patamares, cada
um referente a uma condigio inicial, onde a velocidade média angular permanece
travada em relagdo 4 amplitude da forga externa, exemplificando bem o fendémeno de
travamento de freqiiéncia para o péndulo.
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CAPITULO 5 — CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Os resyltados encontrados até o presente momento representam a primeira etapa no
estudo maior que deve se concentrar no fendmeno de travamento de fregiiéncia
utilizando mapas de acoplamento.

A escolha desse método de estudo aliado com investigagio do sistema do péndulo
foi bastante proveitoso principalmente no fato de nfio s6 fixar e buscar pelos fenémenos,
mas também na experiéncia com problemas enfrentados quando usamos simulagdes
numéricas e ferramentas computacionais.

Grande parte dos fendmenos pdde ser bem observada como a dobra de periodo e
dimensdo do atrator, mesmo que com algumas limitagdes, entretanto outros ainda
necessitam de mais desenvolvimento.

Enfre os desenvolvimentos mais importantes estdo com relagio 4 algoritmos para
calculo de todos os expoentes de Lyapunov ndo apenas das equacgdes diferenciais, mas
também de séries temporais, algo de fundamental importancia no caso de estudo futuros
previstos em sistemnas em que nio se tem um modelo matemitico conhecido.

Por fim, como ji se foi dito o estudo seqiicnte se aprofundard no caso de
acoplamento de dois osciladores como os estudados nesse trabalho, buscando
principalmente entender o fendmeno de sincroniza¢@o. Para isso serdo usados
principalmente mapas de circulos acoplados.

24



CAPITULO 6 - REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1.

2,

Baker G. L. & Gollub, J. P. Chaotic Dynamics: An Introduction, 2™ ed.,
Cambridge, 1996

Devaney R. L. Chaos, Fractals, and Dynamics, computer Experiments in
mathematics, Adison-Wesley.

Knudsen C. Lyapunov Exponents, Department of Physics, Technical University
of Denmark, 1999.

Wolf A, Swift J. B., Swinney H. L. & Vastano J. A., Determining Lyapunov
Exponents from a Time Series, Physica 16D (1985) p.285-317.

Macau E. E. N. & Baroni M. P. A. Uma Relagdo entre Sincroniza¢do no mapa
de Circulo e os Numeros Racionais.

25



