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1 FORMALISMO MATEMATICO

1.1 TENSORES
1.1.1 O CONCEITO DE TENSOR

Suponha que exista um aquecedor em um certo ambiente. Suponha, também, que seja
necessario medir a temperatura deste certo ambiente. Um medidor de temperatura, chamado
de termometro, € utilizado entdo para determinar, ponto-a-ponto, como a temperatura deste
ambiente —ou espago— varia com o tempo. Nota-se portanto que em cada ponto do espaco, o
termdmetro exibe um certo valor de temperatura para um dado valor de tempo, e tal como a vi-
véncia didria mostra, ao chegar perto do aquecedor a temperatura aumenta; longe do aquecedor
a temperatura diminui.

Um modelo matematico para quantificar a temperatura em cada ponto do espago € co-
dificado em termos de uma fungio que a cada ponto p = (t,x',x%,x3)! do espaco associa um

valor de temperatura, isto é:

T:R* SR
p —Tp)

Entretanto, como a escolha das coordenadas que representam os pontos do espago é to-
talmente arbitraria, pode-se descrever igualmente bem a fun¢do de temperatura com respeito a
um outro sistema de coordenadas (t’,x'",x"?,x"3). Fisicamente sabe-se que ndo importa se a
medi¢do da temperatura é feita em termos de um sistema de coordenadas tal como (t,x', x?, x3)
ou (t/,x'",x"?,x"?), o valor real resultante serd o mesmo; isso quer dizer que dado um referen-
cial S, com um sistema de coordenadas (x') e outro S’ com um sistema de coordenadas (x'*),
observadores O e O’ em seus referenciais vio medir a mesma temperatura do aquecedor. A

ideia acima pode ser traduzida matematicamente como:

T/(t/,x",x"%,x?) = T(t,x', x*, %) (1)

'Onde (x',x?,%x3) sdo coordenadas —por exemplo, cartesianas ou esféricas— arbitrdrias em um espaco tridi-
mensional.



Por exemplo, suponha que em um referencial S, descrito em termos de coordenadas

cartesianas (t,x,y,z), o observador O encontre que a temperatura de um ambiente, em um

d

dado instante de tempo t, seja dada por uma funcao tal como T = Tpe ¢, onde d ¢ a distancia:

d=:/(x—%0)?+ (y—yo)? + (z—z0)? 2)

e Tp € a temperatura inicial. Similarmente, para um outro referencial S’, o observador
O’ medir4, de fato, T' = Tye ¢'.

Agora, considerando um movimento relativo unidimensional na dire¢ao do eixo x das
abicissas, entre os referenciais, —por exemplo, S’ em movimento relativo a S— a temperatura,
em um dado instante de tempo t, que O’ mede devera ser igual a medida por O, ndo importando

o estado de movimento:

Toe @ = Tye VX X2y )T+ —20)7

Ax2+AY 24027 Toef\/[(va"t)f(xofv"t)}erAyzwLAzz — TOe*\/[(vaxtfxo+vXt)]2+Ayz+Azz _

— Toe™ (x—x0)2+Ay2+Az2 _ Toe—\/Ax2+AyZ+Azz _

_ Toef\/(xfxO)ZHy*yo)szsz)z — Tye ¢
Logo,

Toe ¢ = Toe™ (3)

De fato, os dois observadores encontraram fungdes iguais, que resultam valores reais
iguais. Em verdade, o que foi feito, foi entdo a andlise da temperatura de um ambiente com
respeito a dois referenciais com coordenadas diferentes, relacionados por uma transformacgao de

coordenadas de dada por uma transformacao de Galileo, para um movimento unidimensional:

“4)




Com essa motivacdo em mente, de forma intuitiva pode-se dizer que na natureza existem
quantidades ¢'(x'") —descrita com respeito a um referencial S’ construido a partir de coordena-
das? x*'—, que ndo se modificam quando ocorre uma mudanga de coordenadas de x* — x'', isto
é:

¢'(x") = d(x") = d(x") 5)

tais quantidades sao chamadas de quantidades escalares ou campos escalares e de forma

extremamente intuitiva pode-se pensar que um campo escalar define em cada ponto do espago
considerado, um nimero. No caso acima, um valor numérico de temperatura em cada ponto.

Contudo, apesar do carater tnico do campo escalar, de fato existem quantidades que
se modificam dada uma transformacgao de coordenadas. Tal como foi natural o surgimento de
toda uma gama de quantidades® com a propriedade de (5), é natural o surgimento de quantida-
des ditas vetoriais e tensoriais definidas com respeito ao seu "comportamento" mediante a uma
transformacao de coordenadas.

Sendo assim, considere entdo o seguinte sistema fisico: uma certa pessoa esta em re-
pouso com relacdo a terra* girando uniformemente uma esfera de massa m, presa por um fio
inextensivel de massa desprezivel. O modelo clédssico deste problema € o do movimento cir-
cular uniforme (MCU), e do ponto de vista criterioso da andlise deste problema, pode-se dizer
entdo que tem-se dois referenciais S e S’ respectivamente ligados, a pessoa em repouso em S —o
observador O— e a esfera. Inferindo entdo a analise sistemas de coordenadas para cada referen-
cial, o referencial S estd dotado de coordenadas cartesianas (x',x?) = (x,y) e o referencial S’
estd dotado de coordenadas polares (x'',x*') = (p,0). Logo, existem entdo dois referenciais

distintos cujas coordenadas sdo distintas porém conectadas conforme as transformagoes:

X = pcos(0)
(6)

y = psin(0)

das coordenadas polares para as cartesianas, e
P VY ™

0 = arctg(Y)

das coordenadas cartesianas para as polares, isto é, a transformacéo inversa de (6).

’

. . . s/ ’ ’
2onde i =0,1,2,...,n indexa as coordenadas do referencial S’, x*" = (x° ,x',...,x™ ).
3Por exemplo, a massa, energia, densidade e temperatura.
“Isto &, considerando que a terra é um referencial inercial



Tal mudanga de coordenadas (6) permite transcrever todo o movimento da esfera —
ligada ao referencial S’ cujos vetores de base variam ponto-a-ponto— para o referencial S, onde
os vetores sdo constantes em dire¢cdo e modulo. Isto €, para construir uma equagao de movi-
mento em coordenadas polares, deve-se entdo verificar como € que os vetores da base polar se

transformam:

€, = ey + ozey

e = [Bre, + PBaey

®)

Para tanto, considera-se entdo que tanto em S’ quanto S os vetores de base podem ser

reinterpretados tais como:

or o or e
o0p ~ P00 °
e
or or e
= S
0x oy Y
onder =: (r(u',...,ut4+h,w)—r(w)), pois o processo de limite é geral para qualquer

referencial com um sistema de coordenadas, com coordenadas W = (u', u?):

i r(u',...,u'+hw)—r(W) Or ©
0 h S oud

Dai, verifica-se que a variacdo do vetor posicdo em coordenadas cartesianas, com res-

peito as coordenadas polares ficam:

or 0 ox or 0y Or

30 2 T T a0k Ty

e para coordenada 0,

g—i(xe L+ e)_axar dy or
20 a0 T Y%

~300x 203y
E entdo, as equagdes (8) ficam:

or _ Oxor 4 dyor
or _ dxdr 4 dyor
00 ~ 00 0x 00 dy



O sistema (10) define portanto os coeficientes de (8) e, ainda mais, reescrevendo o

sistema (10) como uma equagdo matricial, tem-se entdo que,

or ox Oy or
0 do 0 ox
P _|9p 0 an
or x dy | &
00 00 00 dy

Por (11) é possivel ver que o cardter de transformag@o dos vetores de base entre de um
sistema de coordenadas cartesianas para um outro de coordenadas polares € dado pela matriz

chamada Jacobiana:

ox 0y
dp 0p
3= (12)
ox 9y
00 00
Ou ainda, redefinindo o simbolo J,
ox'  9(x,y)
g = — = 13
VT T 30, 0) (9

Logo, motivados pelo processo acima € possivel dizer que uma transformacao de coor-

. o
denadas (x* — x' ), induz uma mudanga nos vetores de base, em geralS, tal como:

or = % Or R P
oxt ~ X Ox) ~ Y (14
E de forma inversa, isto € a matriz inversa:
or « oxi' or = ox
—aX] — 2 ax) _axi/ — e]' = _ax] €/ (15)

i= i=1
Na mecanica Newtoniana, encontrar a equacao de movimento da esfera, permite resolver
o problema de determinar em cada instante de tempo t, a posicao da esfera.

As equacdes de movimento em coordenadas cartesianas sao entao:

or ar] (16)

F=ma=m|ad"e,+ a’e,| =m|a*— + a’
[ X U] ox ay
Considerando que a massa se transforma tal como um escalar (5), uma mudanca de

s/ T ., ~ . 2
coordenadas de x* — x', induzird uma mudanca nas componentes do vetor aceleracao, isto é:

SIsto &, para uma dimensdo n



maxg_i_ayg o 6par+696r L ap6r+@ﬁ (17
0x dy| d0x0p 0x 00 dyodp 0yoo

Escrevendo de forma compacta (17),

dpor 000r dpOr 90 0r , ox'" or
18
m[ (ax6p+6x66>+a (6y6p+ay66>] [Za< amw)] (18)

Pode-se perceber entdo que (18) define o vetor forca em coordenadas polares, isto é:

ox' or 2 2 '\ or
— — J — ) R — / — /
F=ma= [ E a ( 5 ax“)] m[ E ( E @5 ) axi’] ma’ =F' (19)

i=1 \ j=1

Nota-se, portanto que a equagao de movimento em coordenadas polares € dada por:

2 2 s/
y ) § . Ox! or
I I _ Ve, | = = )
F'=ma —m[ ;_1 a ell [ E at xl’] [ E (a ™ ) axi’] 20)

i=1

A equacdo (20) fornece as equagdes do MCU. Entretanto, mais importante do que re-

solver o MCU, nota-se que as componentes do vetor aceleracdo se transformam tal como:

i,

g,
L=
j=1

O comportamento expresso pela andlise do MCU acima sugere que, em verdade, nao

21

sO o vetor aceleracdo deste problema em especifico exibe esse comportamente, mas sim todas
as quantidades vetoriais também satisfazem sob uma mudanca de coordenadas. Com essa mo-
tivacdo em mente, diz-se que uma quantidade é um vetor contravariante ou campo vetorial

contravariante se as suas componentes se transformam tal como:

sl

-/ e ox' :
L )
V= E 3 V (22)

Por outro lado, considere um outro problema de interesse fisico: a taxa de variacao
espacial de um campo escalar ¢ —como a temperatura em um ambiente— que um observador O
mede em um referencial S. Matematicamente, a resposta para esse problema é entio o calculo

do gradiente desta fun¢do. Ao introduzir um sistema de coordenadas, por exemplo cartesiano



x! = (x,y), tem-se que o gradiente do campo escalar ¢ é entdo:

D d 2 (3
Vcl)(xl):—d)ex-i——d)e :Z a—f} €

23
0x oy 23)

=1
Agora, considerando o mesmo problema porém visto de um outro observador O’ em
. . ~ ~ e, . : s

um referencial S’, considera-se entdo uma transformagao de coordenadas arbitraria (x* — x* ).
Sendo assim, sabe-se que ¢ se transforma como (5) e que tranformagdes entre coordenadas ndo
alteram o valor do campo escalar:
T (DAY (i (i) i i
¢'(x" (x) = d'(x'(x)) = p(x*(x")) (24)
Logo, utilizando a regra da cadeia, as componentes do vetor gradiente se transformam

tal como:

00/ (x(x) _ ¢ 39 3 _ 39’ 09 ¥

oxt’ — ox) oxt’  oxV — 0x oxt’

A equacgido (25) fornece as equagdes as componentes do gradiente do campo escalar em
um outra coordenada. Entretanto, mais importante do que explicitar o problema, nota-se que as

componentes do vetor gradiente se transformam tal como:

00’ & o AP

- = - —— 25
oxV’ = oxt 0% (25)
Ou, de forma visualmente mais agraddvel,
2 .
ox
(Bud') =) =5 (3;6) 6)
X

j=1
O comportamento expresso pelo exemplo acima sugere que, em verdade, ndo s6 as componen-
tes deste vetor em especifico exibe esse comportamento, mas sim todas as quantidades ditas
covetoriais também satisfazem sob uma mudanga de coordenadas. Com a motivacao, expressa
pelo exemplo acima, em mente, diz-se que uma quantidade € um vetor covariante ou campo

vetorial covariante se as suas componentes se transformam tal como:

27)



Por fim, consideremos portanto um outro problema fisico: um objeto girando, em um
referencial S dotado de coordenadas cartesianas x' = (x,y,z). Um obsevador O necessita
determinar entdo o momento angular deste objeto.

Sabe-se entdo que a equagdo dindmica para um sistema que envolve, rotagdes é dada
por:

dL  d%
T:Ia@azlﬁ (28)

Onde T € o torque resultante do sistema, o € a aceleragdo angular resultante, L € o
momento angular resultante do sistema, 0 € a posicao angular, e por fim [ € o momento de
inércia resultante do sistema. Conclui-se que da lei expressa por (28), no entando considerando
o caso onde o vetor w —a velocidade angular— e 0 momento angular sdo colineares, tem-se que

o momento angular do sistema € entao:

L=Ilw (29)

Nota-se que a relac@o entre 0 momento angular e a velocidade angular € aparentemente
linear e forma uma quantidade andloga ao momento linear de uma particula p = mv. Entre-
tanto a linearidade da equagdo (29) é perdida quando os dois vetores ndo sdo colineares —isto
¢ para um movimento de rotacdo mais geral- e entdo, assumindo essa hipdtese sobre a ndo
colinearidade, naturalmente chega-se uma quantidade fensorial.

Sendo assim, considera-se entdo uma outra equagdo que relaciona 0 momento angular

com o0 momento linear dada entdo por:

L=rxp=rx(mv)=m(rxv) (30)
onde a operacdo x € o produto vetorial entre dois vetores. A relagdo entre a velocidade
tangencial v e velocidade angular, dentro desta nova situagao de mais generalidade, é dada por:
V=WXT 3D
Onde 1 € o vetor posi¢do do centro do sistema de coordenadas até um certo ponto na

superficie do objeto. Dati, utilizando (31) em (30), tem-se que:
L=m(rxv)=m[r x (w x )] (32)
Utilizando a identidade vetorial u x (v x w) = v(u,w) — w(u,v), a equagio (32)

fica:

L=m(rxv)=mlrx (w xr)] =mlw(r,r) —r{r, w)] (33)

10



Agora, tal problema estd sendo modelado ¢, em termos do espaco vetorial Euclidiano

E3 = (R3, (-,-), ] - [|) com norma || - || induzida pelo produto interno Euclidiano (-,-), isto é:

Vv, v) = \/\m = |2 Syvivi=l vl 4

n
i=1 j=1
Como a equgdo (34) lida apenas com niimeros reais, € possivel entao definir a norma ao

quadrado de um vetor:

) = (VP + WP+ =) ) spviv =] v =V (35)
i=1 j=1
Onde o chamado delta de Kronecker d;;, representa a matriz identidade’. Sendo assim,

a equagdo (33) fica, em termos de componentes:

n n n n n n n n

[*=m|w* Z Z Syr'r) — ¢ Z Z SyT'w! | =m Z Z ST w — Z Z SyTtawir

i=1 j=I i=1 j=I i=1 j=1 i=1 j=I
(36)

A equagdo (36) € visualmente nao agradavel. Sendo assim, existe uma convengao cha-
mada de convengdo de soma de Einstein ou simplesmente convengdo de soma, que consiste na
seguinte regra: a cada indice repetido é subentendido um simbolo de somatorio. Os indices que
ocorrem no somatério sao chamados indices mudos ou indices livres.

Logo, a expressao (36) fica:

k= m[wkéﬁriri — rkéijriwj] = m[éijrirjwk — 6ijriwjrk] (37)

Como quer-se uma equacéo que recobre a forma restrita de (29), nota-se que para tanto
deve-se "fatorar"as componentes do vetor velocidade angular w, isto é as componentes w* e
w’. Entretanto, os fndices sdo diferentes, isso impossibilita tal operacao, diretamente. Contudo,
existe uma propriedade dos espacos vetoriais que modelam a fisica, que é a da existéncia de
uma fun¢@o multilinear chamada de métrica®, dada em componentes pela matriz 8;;, que infere
nogdes geométricas tais como distancia e angulo. Isto €, pode-se inferir que dado um produto
interno tem-se uma métrica que define a geometria do espago. No caso do espaco vetorial

Euclidiano 3, é a chamada métrica Euclidiana dada por (35). Entretanto tal funcdo ndo é

E em verdade todos os outros acima, ou em E2 = (R?, (-,-), || - ||) ouem E3 = E3 = (R3, (-, ), || - ||)
"Em verdade, componentes do tensor identidade. Ou ainda, como o espago ¢ Euclidiano, (v, v) =

\/Z’f:] Yii(ei evivi = \/Z?:] Y5 8ijvivi pois neste espago B2, (e, ej) = 1comi=je (ei, ej) =0
comi #j

8Essa frase serd totalmente explicada e exemplificada nos capitulos sobre Geometria Riemanniana e Calculo
Tensorial

11



definida apenas com respeito a vetores contravariantes, mas também para vetores covariantes.
Sendo assim, a métrica pode atuar da seguinte maneira:

Para vetores Contravariantes:

W v) = (VP WP+ ()P =D ) sV v [P= (38)
i=1 j=I
Para vetores Covariantes:
W) = (w)? + (uy)? + (v =) Y suay = u =1’ (39)

i=1 j=1
Nota-se que € possivel entdo abaixar ou levantar indices utilizando a métrica Euclidi-
ana. Por exemplo, dado um vetor contravariante v é possivel criar o seu vetor covariante’ da

seguinte forma:

3
D Vgi=w (40)
j=1

Similarmente, dado um vetor covariante v; € possivel criar o seu vetor contravariante, da

seguinte forma:

3
ji i
E Vot =v 41)
j=1
Sabendo disso, a norma de um vetor —covariante ou contravariante— pode ser reescrita
como:
n n n n n n
<V, V) = E E 6ij\)lV] = E E 5”\)1\1]' = E Vl\)i = E VjVJ :H v || (42)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Apartir de agora, serd empregada a conven¢ao de soma de Einstein, salvo quando indi-
cado do contrério. Sendo assim, para retirar as componentes do vetor w, utiliza-se a proprie-

dade (40) do delta de Kronecker'® para abaixar o indice de w* e w/, tal como:

9Em verdade o seu vetor dual; isso serd explicado.
10Ta] delta de Kronecker é uma métrica especifica para o espago Euclidiano, as métricas sdo funcdes muito mais
gerais; isso também serd trabalhado adiante.

12



L* = m[Syrrw" — syt T = m[Syrr 8wy — §yr'd) wrt] =
= m[oyr 8" — 8o M wy = mIS ST — 838 TN w, =
= m[6“rr — & T we = mBEMT — e, =

L* = m[s*? — ' w, (43)
A expressdo em (43) m[6¥r? — r'rX] é chamado de Tensor de Inércia, e é dado por:

3
I% = mp*r? —rly¥) = Z Z m[e¥r? — rir¥ (44)
=1 k=1

Dada (43) pode-se entdo recobrar uma equagao analoga a (29) tal como —em componentes—

3
L = m[s"r — My = "0 = ) 1%w, (45)
=1
Onde k = {1, 2, 3}.
Do ponto de vista da atuacdo do tensor em um vetor, isto €, sem levar em conta qualquer

sistema de coordenadas, o momento angular pode ser escrito como:

L=0w (46)

Onde J € o tensor de inércia.
Contudo, uma pergunta natural surge: dado um outro referencial S’, com sistema de co-
. . s
ordenadas diferente do cartesiano tal como x', como um observador O em S, mede 0 momento

de inércia? Considere entdo as compoenentes do tensor de inércia:

Ie’k/ — m/[éklelrlz . .rf/rk/] (47)

Ora, sabe-se que m’ é um escalar e se transforma tal como m’ = m, 2 é um escalar

2

pois é a norma de um vetor, logo, 1= = r2. Sabe-se também, como componentes de vetores

contravariantes se transformam, isto é:
o %
ox" ;0x

iy (48)

n./ rpt
Ie | S m’ 5k 4 T,/2 o : :
oxt  ox

13



A transformacio de 8%'Y é dada tal como o seguinte problema: em em referencial S,
um observador O mede distancia de uma barra, isto € a distincia entre os pontos A e B das
extremidades de uma barra. Dado um sistema de coordenadas —por exemplo, cartesiano— a
distancia entre a origem do sistema de coordenadas e o ponto A é dada por um vetor posi¢cao
T4, similarmente a distincia entre a origem do sistema de coordenadas e o ponto B é dada por
um vetor posi¢do 1,. O comprimento do vetor separagdo Ar =: (1, — 1), fornece entdo para

O o valor do tamanho da barra. Logo:

(Ar,Ar) =Y 3 SATAT =|| Ar |P=: Ar? (49)

i=1 j=1

A equacdo (48) implica entdo na seguinte expressao:

Ar? =: i i Sy ATt AT (50)

i=1 j=1

. . 3/
Em um outro referencial S’, com sistema de coordenadas x' , a norma do vertor separa-

cdo serd entdo:

Ar? = i i Sarp AT ATY (51)

a=1 b=1

Como quer-se a transformacio de 5% e nfio de &y, considera-se entdo as normas:

Ar? =: i i 89 AT Ar; (52)

i=1 j=1

. . 37 ~
e no outro referencial S’, com sistema de coordenadas x'', a norma do vertor separagdo

sera entio:

Ar? = i i 5§V At Aty (53)

a=1 b=1

Dai, como a norma é um escalar, pode-se igualar (52) e (53)

Ar? = i i 8§V Aty Aty = i i §YATATj == AT? (54)

a=1 b=I i=1 j=1

) s/ .
Logo sob uma mudanca de coordenadas x* — x', sabe-se como vetores covariantes se

transformam e entdo o primeiro membro da equacio (49) fica:
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Ar? =: i i 5’ i aa;:, Ar; .n :T’i,mj = i i SUATAT = Ar* (55)

n n s s
It axl ax) .
a’b _ i
2D s =0 (56)
Como quer-se a transformagao de 52" isola-se esse delta, utilizando as matrizes inver-

sas jacobianas. Utilizando a conven¢do de soma, tem-se que:

<ax‘1/ axb/) apr OXEOX (axa/ axb/)éﬁ —
oxt o0x oxa’ oxd’  \ oxt 0x
o 0xe Oxt Oxb X ox® oxb' ..
54 —— . = — &Y 57
oxt 0x2 0xJ oxb’ oxt 0x (57)

Logo, como as matrizes sdo inversas e, ainda mais, estdo sob o mesmo indice, tem-se

entao que:
ox* oxt
—— =1 58
oxt ox¢’ (58)
ox®" 90X
— =1
oxJ oxb’ (59)

, . ~ W, .
Dai, a lei de transformagdo para §*° ¢ definida como:

17 axa/ aXbl i
5O = ——— 51 60
oxt O0x (60)

Sendo assim, a equacdo (48) fica:

o oxY oxk . oxt oxk . oxt oxx .. oxY oxk . .
I?'k: .—.1]2——.1—.1 — .—.”2——.—.1] 61
™ oxt o oxt | 0x ] [axt Y% o oo | O
Pela equagdo (61), tem-se que:
aooxt axK 3 . oxt oxx ..
G :—.—.( [6” 2_ JD =X g 62
oxt oxJ mper T oxt oxJ 62)

A equacdo (62) fornece entao o momento de inercia tanto para S quanto para S’. Entre-

tanto, mais importante do que descobrir tais valores, nota-se que as componentes do chamado
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tensor de inércia'! se transformam tal como:

Ialk/ . axe, axk/
COxt oW

O comportamento expresso pela andlise acima sugere que, em verdade, nao sé o tensor

g (63)

de inércia deste problema em especifico exibe esse comportamento, mas sim todas as quanti-
dades ditas, fensoriais também satisfazem sob uma mudanca de coordenadas. Com essa moti-
vacdo em mente, diz-se que uma quantidade € um Tensor contravariante de ordem 2 ou campo
tensorial contravariante de ordem 2 se as suas componentes se transformam tal como:
e XY aLk/Tij (64)
oxt oxJ

Nota-se portanto que sob a anélise de simples problemas de interesse fisico, a ocorréncia

de campos escalares, vetoriais e tensoriais € verificada.

Um outro problema de interesse fisico, € com respeito a formulagdo da teoria relativis-
tica da gravitacdo. Tal interacdo € entdo codificada dentro da grande equacdo tensorial deste
projeto, isto €, as Equacdes de Campo de Einstein:

R*Y — %ng = G" = 87;—4GT“V (65)

Onde cada quantidade com dois indices, se transforma tal como um tensor contravariante
de ordem 2. Mais ainda, tais quantidades tensoriais, traduzem matematicamente o Principio da
Relatividade Geral de Einstein, no qual a fisica deve ser a mesma em todos os referenciais.

A outra grande quantidade tensorial deste projeto, € entdo a generalizacdo da equacao
(34). A quantidade (34) lanca mao de uma geometria tridimensional, plana, cuja geometria é,

dito a grosso modo, dada por uma matriz:

100
=10 1 0 (66)

0 0 1
Entretanto, a andlise tanto das questdes fisicas sobre a interacdo gravitacional, buracos
negros e as solucdes exoticas, faz-se necessario uma generalizacio para geometrias cujo fensor

métrico € geral tal como:

goo(x')  gor(x') go2(x') ... gon(x')
Gy = 910:(Xi) 911(Xi) 91%'(7&) 91n:(Xi) (67)
gno(x') gui(x') gna(x') ... gun(x!)

" Antes da equagdo (62) o chamado tensor de inércia era apenas um nome para a quantidade, mas agora define-
se o que de fato é uma quantidade tensorial em fisica
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e varia ponto-a-ponto em uma outra generalizacio geométrica do espaco [E3, chamada
de Variedade Diferencidvel.

A propria estrutura geométrica da Teoria da Relatividade Geral (TRG) € baseada na dita
Geometria Riemanniana, na qual o surgimento de tensores € natural. E ainda mais, por esse
arcabouco matematico define-se com precisao que significa o espago-tempo, que €, o constructo

geométrico da Fisica Cléssica, em particular da propria TRG.
1.1.2  ALGEBRA MULTILINEAR

Dado o conceito intuitivo do que s@o os tensores, € necessdrio, contudo, formalizar -e
definir- o objeto matemdtico abstrato chamado de Tensor. A formalizagdo € necessdria devido
ao fato de que mesmo a fisica cldssica, em especial a Teoria da Relatividade Geral, utilizando
largamente objetos escalares, vetoriais e tensoriais com respeito explicito a um sistemas de co-
ordenadas previamente definido e a atuagdo de uma mudanca de coordenadas, algumas nogdes
sdo melhor entendidas com o emprego do aspecto abstrato dos tensores. Por exemplo, a ma-
triz (67) definida como tensor métrico forma, em verdade, as componentes de todo um objeto

abstrato chamado de Tensor métrico dado como:

g=gne'®e’ (68)

O objeto (68) pode entdo ser entendido como mapa bilinear que atua em dois vetores

contravariantes que resulta em uma quantidade escalar:

g: U xW —K
(v,w) — g(v,w) =: ds*

Onde U e 2V sdo espagos vetoriais € K € um corpo de escalares, em geral K = R.
Nota-se entdo que o escalar que o tal tensor métrico g fornece é o elemento de linha de alguma
geometria especifica em um dado sistema de coordenadas.

Considerando, por exemplo, as componentes do tensor de inércia (47), em um dado

. s/ . , . , . .
sistema de coordenadas x o objeto abstrato J, que € o tensor de inércia, pode ser escrito como:

T=1%e[@e] = (M8 1% —1'1¥] el @ e (69)

O objeto (69) pode entdo ser entendido como mapa linear que atua em um vetores

covariantes que resulta em uma quantidade vetorial:

7.0 - K
w —Jw=1L

Onde U* € o espago vetorial Dual de U e K € um corpo de escalares, em geral K = R.

Nota-se entdo que o vetor que o tal tensor de inércia J fornece € momento angular de uma
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, . . s . .
particula no referencial S’ dado um sistema de coordenadas x' e, mais ainda, o vetor pertencente
ao espaco vetorial U* € o proprio vetor velocidade angular.
Sendo assim, em geral um tensor pode ser entendido como um mapa multilinear que €

aplicado em vetores contravariantes e covariantes e que fornece escalares:

T:Ux...xUxY"x..xYT" —K
Vv e ) = T v e )

Onde o escalar T(v', ...,v", fi, ..., fm) é dado como:
1 n 1 n f f
T, .., v f, ., ) =THh ey, ...,ven, fie, .. fre'™) =
1 n
=T(eyy ey, e ye™py oV =T Y V] vty fin
1 n vl 1 n
T, ..,vif, ) =T fFrodmV e VU f ey (70)
~ L . . 1 n L,
Note que a equagdo (70) é uma quantidade escalar pois T¥ = ¢, . € o tensor T que
atua nos vetores de base, isto é, T(e,1, ..., e,n, e, ..., efm), ev' -...-v*-f; - ... - f,,, sdo produtos
das componentes dos vetores contravariantes V', ..., V" e vetores covariantes f, ..., f,,.

Agora, os objetos ditos e utilizados acima, tais como "espago vetorial", "espaco vetorial
dual”, "mapa bilinear"e "mapa linear", necessitam de defini¢do precisa. Ainda mais, a prépria
simbologia e, ® e, ou e* ® e®, bem como a nogdo abstrata dada por (70), sdo no¢des ainda
imprecisas. A formalizagdo necesséria reside no campo da Algebra Multilinear.

Para tanto, € necessario entdo comecar com as estruturas algébricas mais bdsicas para

fundamentar o conceito de Veror.

1.1.2.1 ESPACOS VETORIAIS

Definicao 1. : Seja A um conjunto de elementos munido de uma operacio *. A operacdo  é
dita fechada, ou o conjunto A € fechado para a operacio * se,e somente se, a0 operarmos com
(ary...,an) € A x ... x A tal que *(aj,...,an) = Ak, ..., xay, 0 elemento arx, ..., xa, = ax

ainda € A. Em simbolos, temos:

*x:AX...xA —A
(ary...,an) — *(ay,..., a,)

Definicao 2. : Seja A um conjunto de elementos. Uma operacdo binaria fechada ¢ uma

fun¢do (de duas variaveis) que leva um elemento (a, b) € A x A (dominio) a um tnico elemento
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bs(a,b) € A (imagem).

bj:AxA — A
(Cl,b) — bf(a)b)

Exemplo 1:
1. Operagao de Soma Usual (Adicao de nimeros Reais):
A soma usual de ndmeros Reais, denotada por: +x , € uma operagdo bindria que leva um

elemento (o, B) € R? a um elemento R, com a seguinte "regra":

+r:RxR —R
(o B) — +rlx,B) = a+r B

2. Operagdo de Produto Usual (Multiplicagdo de nimeros Reais):
O produto usual de nimeros Reais, denotado por: -g , € uma operagdo bindria que leva

um elemento («, ) € R? a um elemento de R, com a seguinte "regra":

r:RxR — R
(OC)B) H']R“")B) ::“'RB

Logo, com o conjunto dos R e as operagdes +g € g, sabe-se que se x = 2e 3 = 3,
entiox+r P =2+r3=5eaxrP=2r3=06.

De fato, tanto a soma usual quanto o produto usual, sdo operacdes bem definidas e
que funcionam sempre dentro dos nimeros Reais. A soma e o produto usual s6 sdo "usuais",
no sentido que a maioria de nés conhece e usa, pois sdo operagdes com a caracteristica de
satisfazer propriedades e essas propriedades nés aprendemos desde o primeiro contato com a
matematica elementar.

Seja entdo a operacdo +. Esta operacdo satisfaz algumas propriedades que junto com

sua defini¢@o, nos mostra como operar com qualquer elemento sobre o conjunto dos R:

1. (Associatividade): a+g (B +rY) = (¢ +r B) +rY Ve,B, Yy €R

2. (Comutatividade): x +g B = +r & Vo, € R

3. (Existéncia de elemento neutro): Voo € R, 30r | ¢ +p Op = ot = Op +r &
Este elemento sera chamado elemento neutro para a soma e em R,0g =0 .

4. (Existéncia de Elemento Contrario [oposto]): Va € R, 3 —x |  +g (—ax) = Op =
—X +tRr &
O elemento —x € chamado de elemento oposto de x ou elemento inverso aditivo de x e

emR, —ax=—13 «.

Note que assim estd bem definida a operacdo de soma e,ainda mais, temos propriedades
de como operar com ela com elementos dos Reais. Veja também que as propriedades 3. e 4.
necessitam de 2. para tornar a soma usual do modo que conhecemos e usamos, se ndo fosse

assim, a soma ndo seria "usual", mas sim outra operacdo satisfazendo outras propriedades (ndo
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sendo comutativa).

Para o Produto Usual, também ha de satisfazer propriedades. Seja entdo a operacio -,
esta operacdo satisfaz algumas propriedades que, junto com sua defini¢do, nos mostra como

operar com qualquer elemento sobre o conjunto dos R:

1. (Associatividade): g (B rY)=(xrB)rY Vo,B,y €R

2. (Comutatividade): x g =B rax V&, peR

3. (Existéncia de elemento neutro): Ve € R, 3 1g | ¢ g Ig = & = 1r ‘g « Este elemento
serd chamado elemento neutro para o produto usualeem R, 1 = 1.

4. (Existéncia de Elemento Contrério [inverso]): Dado « € R, existe um elemento de R que

! ! —1 é chamado

1
de elemento inverso de « ou elemento inverso multiplicativo de x e em R, o' = —.

x
Va#0€R

denotaremos por o' tal que x g ' = g = a”' g & O elemento o

Tal como a soma usual, tem-se que as propriedades 3. e 4., dependem de 2., para tornar
o produto "usual"do modo que conhecemos e operamos.
Existe, ainda mais, uma propriedade que as operacdes de soma usual e produto usual

devem satisfazer: a propriedade da distributividade.
1. (Distributividade): (x+B) -y =a-vy+pB-v Vo, B,y €ER

Note que, de certa forma, essa propriedade unifica a soma usual e o produto usual. O
ponto central no caso destes exemplos de operacdes €: dado o conjunto dos R, definimos sobre
ele ou o munimos de certas operacdes bindrias. Essas operacOes devem satisfazer propriedades
para serem vdlidas. Se qualquer propriedade ndo for satisfeita, as operagcdes definidas acima
ndo serdo mais usuais.

Entretanto, a questdo sobre o que significa uma estrutura algébrica é algo importante
e deve ser exposto em termos gerais, afim de compreendermos melhor o espago vetorial e a
dlgebra em geral.

Sendo assim, € natural operarmos com nimeros reais e, além disso, definimos na sec¢ao
anterior duas operacdes que satisfaziam propriedades; usualmente, entdo, temos como algo
trivial operar no conjunto dos reais com tais operacdes, afinal, operar com nimeros reais com
as operagdes acima definidas nos exemplos € algo que temos contato desde muito tempo.

Entretanto, além de conjuntos numéricos, podemos operar sobre outros objetos, tais
como matrizes, polindmios, fungdes, sequéncias, dentre outros. Dito de outra forma, pode-se
definir operacdes, que satisfazem certas propriedades, sobre outros conjuntos de elementos e
se esses elementos destes conjuntos satisfizerem as "regras das operagdes'definidas, podemos
classificar todos estes elementos distintos sobre 0 mesmo arcabougo tedrico.

Porém, algo interessante de se observar é que, por exemplo,a operacido produto usual
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nao necessariamente satisfard as mesmas propriedades quando operamos sobre matrizes (0 pro-
duto desdes elementos ndo é comutativo), sendo assim existem diversos tipos de operacdes
satisfazem outras propriedades.

Sendo assim, com todas essas ideias em mente, uma Estrutura Algébrica é o nome que

¢ dado a um conjunto com uma ou diversas operacdes definidas sobre ele, por exemplo:

Exemplo 2:
1. O conjunto dos niimeros reais munido de soma e produto usual, € uma estrutura algébrica:
(R, +r, ‘r)
2. O conjunto das matrizes M munido com a soma de matrizes (+) e o produto de matrizes
(-) é uma estrutura algébrica: MM = [M, (+), (+)]
3. O conjunto dos nimeros inteiros Z com a operacao de soma: +, ¢ também uma estrutura
algébrica: (Z,+7z)

Com o conceito de operagdo e operacdo bindria definidos, bem como a nocao do que
¢ uma estrutura algébrica, pode-se prosseguir para o estudo da estrutura "fundamental"no con-
texto de algebra multilinear e tensores: O Espago Vetorial.

Para tanto, parte-se entdo da no¢do de Corpo:

Definicao 3. : Dado um conjunto numérico ndo vazio K, duas operacdes bindrias +x € -k,

fechadas; chama-se Corpo a estrutura algébrica: (K, +x, k) se, € somente se, as operagdes

satisfizerem:
Para +:
1. (Associatividade): o« +x (B +x V) = (¢ +x B) +x ¥ Ve,B,y € K
2. (Comutatividade): x +x p = +x ¢ Vo, € K
3. (Existéncia de elemento neutro): Vo € K, 3! Ox | & +x Ox = & = O +x &
4. (Existéncia de elemento contrdrio): Para cada « € K, 3! (—«) | & +x (—x) = Og =
(—o) +x
Para -k:

(Associatividade): o« 'k (B 'xkY) =(x'xB) kY VB, y €K
(Comutatividade): x x p =P xx V&, €K

(Existéncia de elemento neutro): Vo € K, 3! Ox | ¢ ‘x Ox = & = Og ‘g &

L o=

(Existéncia de elemento contrdrio): Para cada ¢ € K, 3 (—«) | & ¢ (—x) = Ox =
(—a) 'k
Ainda mais, para + € -k, existe ainda uma outra propriedade denominada Distributivi-

dade que é:

1. (Distributividade): o« +x (B 'k V) = x+x Bk x+x Yy Va,b,c € K
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Sendo assim, um Corpo consiste de um conjunto K e duas operacdes bindrias,fechadas,
que satisfazem as propriedades acima.

Uma questdo importante e interessante € notar que o Corpo serd uma estrutura sobre
um conjunto numérico. Assim sendo, temos um conceito que generaliza os corpos sobre os
conjuntos usuais como R ou C: um conjunto de escalares. O escalar é nada mais que um
elemento de um conjunto numérico munido de operacdes. Os espagos vetoriais serdo sempre

construidos sobre um corpo de escalares K.

Definicao 4. : Um K-Espaco Vetorial, Espaco Vetorial sobre o corpo K, ou simplesmente

Espaco Vetorial, ¢ uma quédrupla:
’,U(K) =0 = (Vv (K> +K, 'K)) EH‘B) DQY)

Onde V é um conjunto ndo vazio de elementos, (K, +x, -x) € um corpo; Hy e [ly duas
operacdes bindrias chamadas, respectivamente, de soma de vetores e multiplicacdo por escalar.

A soma de vetores € definida como:
Hy: VxV —V
(v,u) — Hyg(v,u) =vHgu
E a multiplicagdo por escalar € definida como:
Ly : KxVY — YV
(¢, v) = Hylay,v) = allyu

Ainda mais, cada uma delas detém também uma sequéncia de propriedades, que devem
ser satisfeitas:

Para Hy;:
(Associatividade): v By (WHy w) = (VBy u) By w Yw,u,w eV
(Comutatividade): vy u=uHyv Yv,uecV

(Existéncia de elemento neutro): Vv € V, 3! Oy | vy Oy = v = Oy Hy v

e

(Existéncia de elemento contrario): Para cadav € V, dl(—v) | vHy (—v) = Oy =
(—v) By v

Para [ly:

ally (VHygu) =allyvBy alyu YW,zueVeVax e K
(c+x B)Hyv=allyvBy Lyv YWwe VeV p K
(g B)Byv=0ally (BEyv) WeVeVa,p K
Ixkyv=v YWweVelgekK

Sl

Sendo assim, quando temos uma quadrupla como a acima definida, temos uma estru-

tura de espaco vetorial para o conjunto de elementos V. Ainda mais, os elementos de U sdo
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chamados de Vetores.

Defini¢ao 5. : Dado um conjunto espago vetorial 2J e um subconjunto = {ey,...,e,} C U
de vetores. Se tais vetores de [3 forem Linearmente Independentes e Gerarem todo o espaco ‘U,

entdo tais vetores constituem uma Base para o espaco vetorial.

Dada entdo uma base de vetores, € possivel escrever um vetor como uma combinagdo

linear de vetores de base tal como:

V= Zviei =v'e; By ... By ve, (71)

i=1
Onde V' sdo as componentes do vetor V dada a base 3; A partir de (71) pode-se conceber
uma propriedade do mesmo vetor com respeito a bases diferentes: sob uma mudanca de vetores
de base (ou mais geralmente, sob uma mudanca de coordenadas), tais vetores se modificam
unicamente mediante uma matriz denominada matriz mudanga de base. Sendo assim, dada
uma base 3 = {ey,...,e } C Yeoutray = {e],..., e/} C U, os vetores de base se modificam

tal como:

V = iviei = iv”e{ =V &
i=1

i=1
n n n
vy vie=Y vi(} Mie) =
j=1 j=1 i=1

el =) Mie (72)
i=1

Onde M’ é a matriz mudanga de base entre as bases y e 3. Agora, (72) induz uma lei

de trasformacdo para as componentes do vetor V com respeito as bases y e [3, isto é:

n n
V=) vie=) vie=V
i i

— V= iv’jejf = iv”(iMijei) =
j=1 j=1 i=1

vi=) M (73)



A equacdo (73) é chamada lei de transformacdo de componentes do vetor V com res-
peito a base y para a base (3.

Nota-se que a matriz de mudancga de base ou Matriz de transformacdo detém a seguinte
propriedade : o produto de uma matriz de transformagdo M';, da basey para (3, por uma matriz

de transformacdo M, da base (3 paray, resulta em uma matriz identidade. Isto &,

> MM =1d (74)
i=1

Com a propriedade (74) tem-se que as matrizes de transformacio sdo ditas inversas ou

invertiveis. Sendo assim, pode-se reescrever (73) tal como:

n
Vi=3 Mt (75)
i1
Induzindo a lei de transformacgao das componentes do vetor V escritas na base 3 paray.

1.1.2.2 ESPACOS VETORIAIS DUAIS

Dada entdo a estrutura algébrica de espago vetorial *UJ, existem outros objetos que podem

ser definidos a partir da mesma. Tais objetos generalizam o conceito de uma func¢do f tal como:

K

f:-K —
x +— f(x)

Onde K € um corpo, em geral o corpo dos R. Entretanto, a generaliza¢dao da fun¢ao f
ocorre ndo tao somente entre corpos, mas sim entre espacos vetoriais, isto €, existe um certo

objeto L definido como:

2

L:y —
v — L]

O objeto L é chamado de Transformacdo Linear, e satisfaz as seguintes propriedades:
1. L[v EWW] :L[V] HE‘QB L[W] VV,WGQ]
2. Lla Oy vl =y Llv] YweYeVa e K

Tais objetos sdo entdo aplicados em vetores e resultam em modificacdes nestes vetores.

Por exemplo, a transformagdo denominada de Reflexdo em torno do eixo x é dada como:
Re, :R? — R?
y) — Rexl(x,y)]
Onde Rey[(x,y)] =: (x,—y).
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Y Re[(z,y)] Y

Figura 1: Transformacdo de Reflex@o ao redor do eixo x.
Fonte: Acervo do autor

Tal transformago ocorre entdo em todos os vetores do R?, que por sua vez sdo isomorfos
a pontos no plano; tal modificacdo dada pela transformagdo nos pontos do objeto levam a outros
pontos definidos por (x, —y).

Agora, dada uma tranformacao linear, considera-se entdo o conjunto de todas as trans-

formacoes lineares dado por:

L£(0,20) = {Leﬁ(m,mn | L:%—>QU}

Tal conjunto forma um espaco vetorial no qual as operacdes sdo definidas para operar

com tranformacoes lineares. As operacdes sdo definidas entdo tais como:

Eﬂgmlﬁx,c — L
(R) C) lHREBQm(:

nglKX£ —
(¢, R) +— alen R

Sendo assim, o conjunto £(J, ), conjuntamente com as operagdes Hgi, € [g;,, for-
mam o Espago Vetorial das Transformagoes Lineares:
Lin = [E(QL Qn)) (K) +K, ']K)) EE‘Ein) Dﬂin]

De agora em diante as transformacgdes lineares serdo chamadas de Mapas Lineares.
Dado entdo o espago vetorial dos mapas lineares, £in, considera-se um subconjunto de £ (0, 20)
dado por:

L(V,K) = {w € L(V,K) | w:QI—HK}

Tal subconjunto é formado, claro, por mapas lineares com a particularidade de que
quando o mapa w atua em um vetor de °J a imagem deste mapa € tdo somente um escalar.

Tais objetos sdo chamados de Funcionais Lineares ou Covetores. Isto é:
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w:Y —K
v s wheK

E, tal como o espago vetorial £in, o conjunto de todos os covetores pode ser elevado a
categoria de espago vetorial por operacdes definidas em Lin. Tal espaco vetorial € chamado de
Espaco Vetorial Dual de U

RUNES E(%) K)) (K» +K, 'K)> EESim DSin]

Talvez o grande exemplo de funcional linear da fisica, é a prépria A¢do, a qual € definida

como:
S:Ca,b] =R
L — S[L]
Onde €[a, b] é 0 espago vetorial das fun¢des continuas no intervalo [a, b] e S[L] € defi-
nida como:

S[L] = / " Lax (76)
b

e onde L € a funcdo Lagrangiana.
Agora, tal como um vetor v € U pode ser expresso tal como (71), € possivel expandir
um covetor w € ‘U* como combinagdo linear de covetores de base, isto é, existe um dado

conjunto y* de covetores que sdo linearmente independentes e geral todo o espaco *U*.

Ora, sendo assim, dada uma base 3 = {e1, eny en} de Y, existe entdo uma base
* = {61,..., e“} de U*. Logo, dada uma base 3 = {eh...,ei,..., en} de U, a B* =
{e‘, vy €50y e“} € composta por funcionais lineares que detém a seguinte estrutura matema-
tica:
e: Yy 5K
e; — €elef

Onde e/[e;] é dado por

. 1l &= i=j
elei] = (77)
0 &= i#j
Tais funcionais e/ constituem uma base para o espaco dual U*. Entdo, dado um funcio-
nal
Q0 —K
v — Q]
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Sendo assim, sabendo do fato exposto por (77), o funcional linear Q é escrito como

combinacao linear dos funcionais de base (SCHAUM):

0-Y we (78)
i=1

Agora, tal como os vetores, os covetores também detém componentes. Tais componen-
tes sdo entdo os escalares wj; tais escalares sdo explicitos com respeito a uma dada base dual
3*. Uma propriedade de tais componentes é que dada uma base y* e outra, 3*, os covetores de
base vao se modificar unicamente mediante uma matriz denominada matriz mudanca de base

da base 3* para y* e vao induzir uma lei de transformagdo andloga a (75), dada por:

n
’ i
w]. = E G ji (79)
i—1
Onde w; sdo as componentes do covetor £ na base y* e w; sdo as componentes do

covetor €2 na base [3*.

1.1.2.3 O ESPACO BIDUAL

Dado um espaco vetorial dual de *3, € possivel criar um outro espago vetorial chamado
espaco vetorial Bidual de U que € definido como o espaco dual do espaco dual de U, que

consiste de todos os funcionais lineares (ou covetores) em U*:

’ﬂ** = E(‘B, K)*, (K, +K) ‘K)) Hﬂﬂin) D,Qin

Agora, os espacos vetoriais tratados até agora sdo todos ditos de dimensdo finita, isto €,
existe uma base com um nimero finito de elementos. Tais espacos de dimensao finita detém uma
propriedade de que um espaco vetorial de dimensao finita *J e o seu espago bidual 2** sdo ditos
Isomorfos (COELHO), isto € ‘U ~ 2U**. Intuitivamente isso quer dizer eles sdo "iguais"e que
elementos de um espago sao "equivalentes"aos do outro. A importancia deste fato matematico,
¢ que agora um vetor pode ser visto como um covetor atuando em covetores mas que € de fato,
também, um elemento de um espago ‘U:

v:U —- K
w — vw]

E a principal grande propriedade desta particularidade é que:

viw] = w] (80)

Os elementos do espaco bidual sdo chamados de vetores biduais ou simplesmente veto-

res pois, os elementos de tais espacos U e U** ndo tem diferenga alguma devido ao cariter de

27



serem espagos vetoriais isomorfos.

1.1.2.4 MAPAS MULTILINEARES

A secdo 2.1.2.1, 2.1.2.2 e a particularidade de 2.1.2.3, foram entdo definidas as no¢des
formais do que € um vetor, um mapa linear e um covetor e, de agora em diante, por questdes de
terminologia usual, um vetor (ou vetor bidual) v € *U serd chamado de Vetor Contravariante e
um covetor w € ‘Y* serd chamado de Veror Covariante.

Agora, suponha que seja necessario calcular o trabalho ao longo de um caminho £.

Figura 2: Trabalho ao longo de um caminho £.
Fonte: Acervo do autor

Onde v; = F, € a forca no ponto e v, = d€ é o vetor diferencial da sec¢dao do caminho £.
O trabalho € entao definido como (MOYSES):

£(xq1)=b
W =: / (F, de) (81)
{(xo)=a

Nota-se portanto a ocorréncia do chamado produto escalar. O produto escalar € um
caso particular de um objeto chamado de Produto Interno. O produto interno é um novo tipo
de objeto que generaliza of funcionais lineares, devido ao fato de que tal objeto atua em dois
vetores resultanto em um escalar (o trabalho € um escalar, por exemplo).

Um produto interno é entdo chamado de Funcional Bilinear, onde é definido como:

() TxYV —K
vyw) = {v,w)

Tal que (v, w) detém as seguintes propriedades (HOFFMANN):

1. (vByu,w) = (v,w) +x (u,w)
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Onde (w,v)* é o complexo conjugado de (w, V). Logo, tal Funcional Bilinear deve ser
linear em cada coordenada e a multiplicacdo por escalar deve ser independente sobre qual vetor
estd multiplicando.

Em verdade, o produto interno acima pavimenta o caminha para uma classe muito mais

geral de objetos ditos Mapas Multilineares. Considere, por exemplo, o seguinte mapa:

B:UxW —4U
(v,w) = Bv,w)ecd
Onde U x 20 € um espacgo vetorial e Ll um outro espago vetorial, todos tdo somente

de dimensdo finita. O mapa B € dito Mapa Bilinear se, e somente se, satisfizer as seguintes

propriedades:
1. Blv By u,w] = B[(v, w)] Hy B[(u, w)]
2. Blv,w Hy h] = B[(v, w)] By B[(v, h)]
3. Bla [y v,w] = a [y Blv, W]
4. Blv, a Ly w] = o [y Bv, W]

Considerando entdo o conjunto de todos os mapas bilineares:

Ez(%xﬂﬂ;u):{Beﬁz(‘I}xﬂﬂ;u)|B:‘Z3><Qﬂ—>il}

E entdo possivel ser mostrado que tal conjunto forma um espago vetorial de dimensao
finita. Sendo assim, mapas bilineares tal como o produto interno formam, de forma mais restrita,
também um espaco vetorial chamado de Espaco Vetorial dos funcionais bilineares, dado como

a quadrupla:

Liny = [(L2(V x W), (K, +x, k), Bein,, Hein, |

Onde Hg;,,, [ein, sdo as operacdes que sdo definidas para operar sobre os elementos de

L,(20 x 20;41). Ainda mais, tais objetos sdo descritos tais como:
b:YxW — K
(v,w) —bv,w) e R

Onde U x 200 € um espaco vetorial e K € o corpo. O mapa b € dito Funcional Bilinear
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se, e somente se, satisfizer as seguintes propriedades:

o Hyv,w] = o g Blv, W]

sl
S o o <

V,OCDQgW] = XK b[V,W]

A generalizacdo dos mapas bilineares e funcionais bilineares leva a base da dlgebra

multilinear ao perceber que um mapa dito Mapa Multilinear € definido como:

Y. U' x..xY" =W
Vo,V = YL, YY) €W

Onde ' x ... x Y" é um espaco vetorial e T um outro espago vetorial, todos tdo
somente de dimensao finita. O mapa W é dito Mapa Multilinear se, e somente se, satisfizer as

seguintes propriedades:
LWLV, ey 0 Bl v+ B Doy Wy V] = (o Dy WV, oy Vs, )] ) By (B Dy
‘l’[(v‘,...,wj,...,v“)]>

Considerando entdo o conjunto de todos os mapas mutilineares:

Lo(B" % ... x Y™0) = {\11 € LT X o x W) | WY ... x T — QIT}

E entdo possivel ser mostrado (ROMAM) que tal conjunto forma um espago vetorial de
dimensao finita. Agora, se 2U for tal que 20 = K, entdo o mapa multilinear ¥ é dito Forma

Multilinear ou Funcional Multilinear, isto é:

P: Y x..xPY" =K
(Vv = [V v eK

1.1.3 O PRODUTO TENSORIAL

Sabendo entdo o que sdo vetores contravariantes vetores covariantes, mapas multilinea-
res e formas multilineares, considera-se, por simplicidade, dois seguintes espacos vetoriais ‘U e

20, e um outro ¥; bem como o seguinte mapa:
@ :YxW — %
(vyvw) mvew

Tal mapa ® € definido como aquele que detém a propriedade da a bilinearidade:
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I. vEyu) @w=(vew)Hs; (uw)
2. v (WHyh)=(vew)H: (v h)
3. (alblyv)ow=allsvew
4. v (ayw) =all:veow

Logo, ® é um mapa bilinear. Ainda mais, considera-se um mapa bilinear b, qualquer.
Com tudo isso, quer-se definir agora, formalmente, a no¢ao de Tensor. Os tensores definem
uma nocao geral de produto entre espacos vetoriais, tal como a soma direta define uma nogao

de Soma entre espacgos vetoriais. Sendo assim considera-se o seguinte teorema:

Teorema 1. : Sejam U 20 espacgos vetoriais. Existe entdo um espago vetorial ¥ conjun-

tamente com a operacdo ®, ambos satisfazendo entao a seguinte propriedade:

1. Se 4 & um espaco vetorial e se b é um mapa bilinear qualquer tal que b : U x 9 —

entdo existe, de fato, um isomorfismo L:
L:T —uU
veow) —Lveow)

tal que, para todos os pares (v, W) a equagdo abaixo € satisfeita:

b(v,w) = L(v ® w) (82)

O teorema 1 ndo serd demonstrado, mas a grande conclusdo é a de que os tensores sao

elementos de um espago vetorial denominado de Produto Tensorial'?:

T=UVRW

e tal espago vetorial é isomorfo a um espaco il qualquer. Isso permite concluir que,
sob o efeito do teorema 1, € possivel identificar os tensores com espacos vetoriais dos mapas
multilineares levando a definicdo de tensor apresentada em (70). Por outro lado, a construgio
do produto tensorial pelo teorema 1 garante que tal espaco exista e ainda mais permite que sua
construcdo seja feita utilizando bases dos dois espagos vetoriais U 20 e a operagdo ®, levando
a descrig@o de tensor como combinacgdo linear dos produtos tensoriais das bases 3 = ey, ..., €,
deUVey=ey,..,e,de2:

T= i tke(ek X eg> = i i tkeekg (83)

n
k=1 (=1 k=1 (=1

Os elementos (ek ® eg) = ey sdo Linearmente independentes e geral o espago U © 2.

12A operacio ® também se chama produto tensorial.
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Agora, ao identificar 4l = £Lin, (por exemplo), entdo os mapas multilineares ¢ : U x

20 — X podem ser vistos como tensores, isto € os espacos L£in; ~ U ® 2, sdo isomorfos.
1.1.4 ALGEBRA TENSORIAL

Sabendo entdo que um tensor pode ser visto como um mapa multilinear entdo, define-se

alguns tipos de tensores:

Definicao 6. : Dado o espaco vetorial ¥ e um corpo K. Um Escalar ou um (0, 0)—tensor (ou

ainda, um Tensor de ordem 0) é definido como sendo o mapa:

b:K =K
x = ¢(x)

Defini¢do 7. : Dados os espagos vetoriais ' x ... x UP = xP_, (V') e um corpo K. Um Tensor
Covariante ou um (0, q)—tensor (ou ainda, um Tensor de ordem q) é definido como sendo o

mapa:

Defini¢do 8. : Dados os espagos vetoriais (%) x ... x (U*)9 = x_(V})* e um corpo K. Um
Tensor Contravariante ou um (p, 0)—tensor (ou ainda, um Tensor de ordem p) é definido como

sendo o mapa:

T:(0) x...x (U*)9 — K
(Wi ey wp) = T,y .., wyp)]

Defini¢sio 9. : Dados os espagos vetoriais x!_; (V') x xI,(V')* e um corpo K. Um Tensor

Misto ou um (p, q)—tensor (ou ainda, um Tensor de ordem p,q) é definido como sendo o mapa:

T:xP (V) x x, (V) =-K
Vv, wy) o TV L v wy, e, )]

Pelo teorema 1 e pelas defini¢des 7 , 8 € 9, com respeito a combinagdo linear das bases

os tensores ficam definidos como:

Defini¢do 10. : Dados os espagos vetoriais x{ ;(V')* e um corpo K. Um Tensor Covariante

ou um (0, q)—tensor é definido como sendo o elemento do espaco produto tensorial ‘Zoq =
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T ® .00 =R, V"

q q
TS S (e o) e
vi=1 Vq:]

Defini¢éo 11. : Dados os espagos vetoriais X ; (V') e um corpo K. Um Tensor Contrvariante
ou um (p,0)—tensor é definido como sendo o elemento do espaco produto tensorial TP, =
V'®..0 0" =QF, V:

P P
T=— Z o Z tHDotp (em R .. ® eup) (85)

py=1 pp=1

Defini¢do 12. : Dados os espagos vetoriais Dados os espagos vetoriais x!_; (V') x x, (Vi)*
e um corpo K. Um Tensor Misto ou um (p, q)—tensor é definido como sendo o elemento do
espago produto tensorial T = V' ® ... TV QU ® ... @ V" = Q! VI @ Q. (V)

p pq q
=) - ZZ D (e @B e, 07 B0 e (O
w =1 p=1vi=I1 =1

Vq

A grande propriedade dos tensores reside entdo no fato de que tais objetos quando utili-
zados como mapas multilineares, fornecem escalares. Por outro lado, ao aplicar um tensor (0,2)

em dois vetores, tem-se que, por exemplo,:

Z Z Z tiijWeei(ek)ej(ee) =

1 =1 k=1 (=

—_

1.1.4.1 MUDANCA DE COORDENADAS

Tal como um vetor, as compomentes t'"# ., . dos tensores também se tranformam

L yeres
de uma maneira "previsivel"'mediante a uma mudanca de base. De fato, a definicdo do objeto
tensor pelo "comportamento"da sob uma mudanca de base (isto €, de coordenadas) foi histori-
camente a mais utilizada e foi a primeira a ser encontrada (ELON). Sendo assim, as bases de
cada um dos trés tipos tensores se transformam mediante a um vetor e induzem, cada um dos

vetores de base, as transformagdes caracteristicas das componentes dos tensores.
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Logo, utilizando a convencao de soma de Einstein, as componentes de um tensor cova-
riante se transformam como:

t// = Mh/ Tt Miq ti],...,iq (87)

’ — /
‘V],...,Vq v] Vq

Ja, as componentes dos tensores contravariantes se transformam tal como:

Vv vy Vi ig,eni
t1”1f’:7\/li1---I\/lipt”p (88)

E as componentes dos tensores mistos exibem o comportamento tal como:

N »~~-‘jq

IR w! ; j j 11 yeeni
t K1y )up\/],...,\/q — Mi]] e M:::) M]V]]/ P ijqatlly sbp . (89)

1.1.42 OPERACOES COM TENSORES

Definidos precisamente o que de fato sdo tensores, € necessdrio portanto definir clara-

mente como operar com tais objetos. As operagdes de Soma e Produto sao definidas tais como:

Definicao 13. : Dados dois tensores T e S, a Soma T H S de dois tensores é definida como a
soma das componentes dos tensores:

iy
+S " J1y-)q

(T =s S)h,...,ip . = th ,...,ipj

]]7~~-7jq 17-~-1jq

Definicao 14. : Dados dois tensores T e S, o Produto T [1 S de dois tensores € definido como o
produto tensorial dos tensores T e S que por sua vez € definido como o produto das componentes
dos tensores:

U yeenyip | .
S J15--)q

TOS = (T®S)h, = thrte

Jl»---»jq 1»"-qu

Definicao 15. : Dado um tensor T, o Produto por Escalar « - Té definido como o produto de

« pelas componentes de T:

. i1yl EURE PUR O
O('T — ((XT) ] )pjh"'»jq _' OCt] pﬂv"»]q

Definicao 16. : Dado um tensor S, a Contragdo € uma operagdo que reduz a ordem do tensor

tal como:
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Capn(): @, Vi® L, (V1) —>®P‘v1 Q& (v
T — CunlS)

Onde C,(S) € define o chamado tensor contraido:

]

Can(S) = Ca,b (t“‘ yerryQyeenyblp V1 sy Vg (em ®..0€;8..8€, ReVR...Q eb®...®e"q)> =

= tu]’m’a’m’upv],...,a,...,vq (elll X .. @ €y, Re'"R..® evq) —

Cap(S) = T = thmambtn S (em ®..0e, ® eV R .0 evq) (90)

A contracdo, ingenuamente falando, faz indices a e b ficarem iguais para atribuir um
simbolo de somatorio nestes indices; isso reduz a ordem do tensor.
Agora, com a operacdo de contragdo € possivel definir a Multiplicacdo contraida, que é

uma operagao que reduz a ordem de produtos de tensores:

Definicao 17. : Dados dois tensores T e S, respectivamente de ordem (1, s) e (p, q). A Multi-
plicagao Contraida ou Contragdo entre dois tensores Cq,(T ® S) de dois tensores ¢ definida

Ccomo o tensor pertencente ao espacgo:

Cap(T®S) € g (s+q)—1

Por exemplo (ROMANO), dados T = tY,e, ® e; ® e" e S = s',e; ® e a contragdo

entre esses tensores € tal que:

Can(T®S) &= Cap (t“jheu®ej®eh X slbel®eb> - (t“ihs‘a) e.ve;we (X) ewe® =
= (t“’ﬁs%) e;e"® e ® e, et = (t‘”ﬁs%) e;Re' e = (aﬂh> ;e ®e

Sendo assim, dadas tais operagdes, a dlgebra dos tensores estd bem definida, bem como

o0 objeto abstrato conhecido como tensor.
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1.2 VARIEDADES
1.2.1 CONCEITO DE VARIEDADE

Suponha entdao que um pequeno corpo (como uma formiga) esteja efetuando um movi-
mento vinculado tdo somente a superficie de uma bola esférica, onde o raio R da bola é muito
maior que o comprimento total h da formiga. Se pudessemos colocar uma pequena camera na
formiga, enquanto ela estd passeando pela superficie da bola, na tela do monitor no qual a gra-
vacgdo estaria sendo transmitida, irfamos ver um horizonte plano. Entretanto, sabe-se que a bola
na qual a formiga estd andando € visualmente uma superficie curva. Algo semelhante ocorre
conosco quando olhamos para o horizonte na praia e ndo conseguimos enxergar a curvatura da
Terra. No entanto, sabe-se que ao atingirmos certa altura (por exemplo a altura média da estagao
espacial internacional) veremos claramente o aspecto curvo do nosso planeta.

O fato geométrico por trds dessas diferencas de perspectivas advém entdao de algumas
nog¢des da teoria das variedades. O que o ocorre conosco e com a formiga € devido ao fato de que
em uma vizinhang¢a de pontos muito pequena da terra (digamos a praia onde se estd observando
o horizonte) ou em uma vizinhanga de pontos muito pequena da bola (a regido da ordem de
grandeza do comprimento total da formiga), tal superficie esférica € aproximadamente plana.

Uma Variedade, a grosso modo, nada mais € do que um conjunto X que localmente
"se parece"com um espaco R™. No caso da Terra e da bola tal conjunto é o conjunto S?, que
dado um ponto p neste conjunto, localmente (isso €, em alguma vizinhanca deste ponto), nada

é diferente do que um espaco R2.

«

Figura 3: Ilustra¢do da superficie S2.
Fonte: Acervo do autor.

Sob outro aspecto, as variedades generalizam os espacos R™ pois, sdo objetos mate-
maticos que nao necessitam de um "espaco de dimensao maior para existir". Por exemplo, a
superficie esférica S* é comumente mergulhada(ELON) em um espaco de dimensio maior R3;
a geometria das coordenadas esféricas ocorre por conta disso, mas € inegdvel que uma base

de vetores nio modifica direcdo,sentido e intensidade em um espaco R>, no entanto uma base
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fixada na superficie esférica varia ponto a ponto.

Em verdade a teoria da variedades oferece um arcabouco matematico preciso para tratar
de espagos mais gerais sem a necessidade de, por exemplo, uma intui¢do geométrica visual;
existe, por exemplo, a superficie esférica S? e o espaco esférico S? no qual a geometria j4 ndo é
de fato plana e Euclidiana.

O espago-tempo é uma variedade 4-dimensional diferencidvel, a grosso modo e a Teoria
da Relatividade Geral (TRG) é construida com este arcabouco. Mais ainda, dentro desta teoria
¢ possivel definir o que € um espago curvo ou ndo, estudando a curvatura local de uma varie-
dade definida com certa geometria; fisicamente, € isso que se entende por gravidade no &mbito
classico (HAWKING).

1.2.2  VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

1.22.1 UM COMENTARIO SOBRE ESPACOS TOPOLOGICOS

Dada entdo a introducdo intuitiva do que € uma variedade, € necessario entdo definir
precisamente o que € tal estrutura. A estrutura matematica fundamental é chamada de Espaco
Topologico. Um espaco topoldgico é um conjunto de elementos X conjuntamente com uma
estrutura denominada topologia 7x. Por questdes de completude um conjunto X sera dito um

espaco topoldgico (X, Tx) se, e s6 se satisfizer as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio {} conjuntamente com o préprio conjunto X fazem parte do conjunto 7
(a topologia).

2. A unido de qualquer subconjunto da topologia 7x € de fato membro também da topologia

3. A intersecg@o finita de subconjuntos da topologia 7x € de fato membro também da topo-

logia

A necessidade de tal estrutra se da pelo fato da necessidade de tornar precisa a ideia de
continuidade, espagos topoldgicos criam essa no¢do. Por exemplo, na ideia intuitiva, foi dito
que "localmente"S? se "parecia”com um espaco R?, em verdade isso se traduz matematicamente
sobre funcdes continuas biunivocas que levam os pontos de um subconjunto U C S? para um
subconjunto D C R™. Tais funcdes sdo ditas homeomorfismos e se sustentam por conta da

estrutura de espaco topoldgico.

1.2.2.2  VARIEDADES

Considere entdo um subconjunto U C (X, 7x) do espago topoldgico, e um homeomor-

fismo ¢, tal que:
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d:UcC (X, Tx) =R
P — ¢(p)

Onde ¢(p) =: {x1 (p), ...,x“(p)} = x"(p). Tal conjunto U ¢é a ideia intuitiva de
vizinhanca e se chama vizinhanga coordenada e tal homeomorfismo é denominado ¢ (p) fungdo

coordenada. Tais estruturas conjuntas em uma tnica dupla:

(U, ¢(p))

foram uma o que é chamado de carta, ou sistema de coordenadas local diferencidvel.
Sendo assim, usando cartas pode-se descrever cada parte local (isto é em cada ponto p do
espaco topoldgico) do espaco topoldgico. E de fato, isso € feito com uma cole¢ao finita de

cartas (Uy, ®(p)a) que satisfazem algumas propriedades:

1. Toda o espago topologico pode ser coberto pelas vizinhangas U,: (X, Tx) = Uy Ugy
2. Se d(p)« € d(p)p sdo dois homeomorfismos entdo em regides tais que ocorre U, N U,

com U, N U # {} entdo as funcdes ditas de transi¢do,

d(P)aod(p)g'

d(p)g o d(p)y

Sao de classe C*°.
Sendo assim as cartas sao "costuradas"com funcdes de transi¢ao classe C* (isto €, fun-
coes infinitamente diferencidveis). Isso quer dizer, formalmente, que a transi¢ao entre um sis-
tema de coordenadas para outro € feito de maneira diferencidvel. A figura mostra a representa-

¢do pictdrica deste maquindrio.
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Figura 4: Transicao entre sistema de coordenadas. Fonte: Acervo do autor.

Sendo assim, tais cole¢cdes de cartas que satisfazem as propriedades acima, sdo chama-

das de Atlas Diferencidveis. LLogo, com tais estruturas define-se o que sdo variedades.

Definicdo 18. : Uma Variedade Diferenciavel M, é um espago topoldgico (X, 7x), conjunta-

mente com um Atlas Diferenciavel (U, d(p)qo):

M = [(X) 7;()) (uoc) d)(p)cx)}
1.2.3 ESPACO TANGENTE

Definido o espago, os vetores sdo os objetos naturais para tratar do movimento. Em
espacos gerais como em variedades diferencidveis, vetores sdo dados a partir de curvas. O
motivo de tal maquindrio € que o aspecto geométrico de um vetor tal como dado em R™ se
perde, pelo fato de que os espagcos R™ sao reconhecidos apenas localmente em torno de um
ponto. Sendo assim, ponto a ponto da variedade, existem espacos ditos Tangentes onde, e

somente onde, os vetores podem ser definidos.
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Figura 5: Espagos Tangentes e vetores. Fonte: Acervo do autor.

Tais vetores sdo construidos considerando entdo uma curva y(y) na variedade.

Figura 6: Curva, espacos Tangentes e vetores. Fonte: Acervo do autor.

Dado entdo um sistema de coordenadas (U;, ¢(p)i) a curva detém um valor:

(b(plioy)(A) =x'(A) oD

Sendo assim, compde-se a curva y com uma fungao f:

(foy)(A) = fly(A)] (92)

E entdo, para definir um vetor tangente a curva no ponto, deriva-se (92):

d

d
ol oy)(N)] = a[fhfﬂ)]] (93)

Pela regra da cadeia (93) fica,
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d of(x!) dxt(A)

Iy = == (94)
O fato € que, a expressdo (94) pode ser vista como um mapa que atua em fungdes:
dy, rdx'(A) 0
&)= Tl ©)
E entdo como f € arbitraria, os operadores
d dx'(A) 9
dr T dh A (96)

sdo vetores tangentes a curva 'y no ponto dado. Agora, utilizando a ideia dada por (96),

diz-se que um Vetor Contravariante € um objeto dado pela combinacao linear:

0

V=vi_—
vaxl

O7)

Os vetores (operadores) % sdo linearmente independentes e geram um espaco denomi-
nado de Espaco Tangente a Variedade no ponto p: T,(M).
Dado entdo um vetor de Tp(./\/l), suas componentes se transformam como um vetor

contravariante:

/

., oxt .
v o= a);. V (98)

Onde agora as matrizes jacobianas sao explicadas pelo fato de que sdo de fato as matrizes

de trasnformacdes entre coordenadas nas regides U, M Ug.
1.2.4 ESPACO COTANGENTE

Dado entdo um espago tangente a variedade no ponto p T, (M), existe naturalmente o
seu dual T, (M)*. Tal espago define entdo os vetores covariantes os quais sdo dados mediante o

seguinte procedimento: dada uma fun¢do f, faz-se entdo o produto interno de df por um vetor

tangente d/dA:
d\ /Jof dx'(A) o\
<df’a> - <Wd"> a axi> -

o of dxim<d .2 >_ of dxi())

COoxt dA Yoxt/  oxt dA

Logo, nota-se que dx' é de fato uma base. E tais diferenciais sdo de fato as bases de

T, (M)
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2 RELATIVIDADE GALILEANA

2.1 A RELATIVIDADE DE GALILEO

O principio da relatividade (PR) € uma proposicao que a fisica bem estabelecida consi-
dera como verdade de antemao para tratar do movimento de um sistema, com respeito a classe
dos referenciais inerciais. Do ponto de vista da TRE, o principio da relatividade € uma exten-
sdo para os sistemas fisicos de qualquer cardter (e.g. eletromagnéticos). Como a histéria da
fisica mostra, o PR remete a épocas anteriores a Lorentz,Poincaré e Einstein, em verdade este
principio € anterior a TRE, tendo como formulagao conceitual, dada por Galileo, e solidificagao
matemadtica com as teorias Newtoniana, Lagragiana e Hamiltoniana dos sistemas puramente

mecanicos.

Principio da Relatividade de Galileo (PRG)*: As leis da mecénica sdo as mesmas em

todos os referenciais inerciais.

O conteudo fisico deste principio reside em perceber que ao considerar as equacdes que
descrevem o sistema fisico em questdo e os processos experimentais realizados para testar a
teoria, em dois referenciais inerciais distintos as equagdes detém a mesma forma e os processos
experimentais exibem o mesmo resultado.

Uma outra maneira de analisar o funcionamento deste principio € considerar a seguinte
situacdo: suponha um observador O em repouso com relagdo ao referencial S —S estd em re-
pouso com relagdo ao referencial da Terra— e um outro observador O’ em repouso com relagao
a um referencial S” —em movimento retilineo e uniforme com relacéo a Terra—. Nesta confi-
guracdo S e S’ sdo referenciais inerciais legitimos e O e O’ sdo ditos observadores inerciais.

Agora, suponha que ambos os observadores inerciais, estejam efetuando uma experi-
éncia idéntica de queda livre com respeito ao seus respectivos referenciais. O PR mostra que
como os dois referenciais sdo inerciais —mesmo ocorrendo um movimento relativo entre os
referenciais— ndo existe nenhuma diferenca fisicamente, se a queda livre de um corpo ¢ feita
em S ouem S’. Sendo assim, como as situagdes fisicas sdo idénticas, o observador O’ nado per-
cebe nenhum tipo de perturbacdo no experimento, logo ele ndo pode dizer se estd em repouso ou
em movimento retilineo com respeito a S, isto é, ndo existe um referencial inercial privilegiado
ou absoluto.

Matematicamente, o principio da relatividade se traduz em uma transformacdo, linear,
de coordenadas chamada de Transformacoes de Galileo (TG). Essas transformacdes mostram
como "passar"de um referencial S para um S’ com velocidade uniforme Vv (em relagdo a S).

Considerando a configuracdo standard, isto é:
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A configuracio standard de referenciais inerciais: ¢ dada da seguinte maneira:

1) consideramos coordenadas cartesianas para os dois referenciais.

2) Os eixos x, Yy, z e x',y’, z’ sdo paralelos, respectivamente, entre si.

3) O movimento de S’ em relagdo a S é dado apenas na dire¢ao do eixo x e com veloci-
dade V' = v,/€,/ constante.

4) Adotamos a convengdo de que a velocidade V' tem sentido positivo se houver movi-

mento ao longo de valores positivos do eixox de S (x > 0).

U6 ‘1
—’
fL}
® B—— - - N S
y O }( y' O' xl

Figura 7: Configuracao standard

O tempo, de acordo com a mecanica Newtoniana, ¢ assumido como sendo o mesmo para
os dois referenciais —meramente um parametro—, logo qualquer consideracdo de sincroniza-
¢do dos relégios que cada observador carrega para marcar o tempo,'* em S e S’, mostra que a
premissa newtoniana sobre a ndo transformac¢do dos tempos com respeito a0 movimento rela-
tivo entre os referenciais mostra que o tempo € universal, isto € t’ = t. Sendo assim, qualquer
processo periddico —que eventualmente gera o conceito de rel6gio—, marca o tempo em taxas

iguais; o tempo ndo depende do estado de movimento entre os referenciais. As TG sao entdo:

(

x'=x—vt

y' =y

, (99)
z' =z

t'=t

\

E as transformagdes inversas sdo (passando o termo —vt para o primeiro membro da

BIsso pode ocorrer pois t’ = t + «, isto é, pode ocorrer uma dessincronizagio nos tempos. Mas a configurago
standard assume que o = 0
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equacao):

;

x =x"+vt
y=y’
, (100)
zZ=2Z
t=1t'

Considere agora dois pontos separados por uma distancia dx, e um intervalo de tempo
dt'* em S e dx’, dt’ de acordo com as coordenadas de S’. Logo, supunha que no referencial
S uma particula percorre dx em um intervalo de tempo dt, isto é, tem velocidade v, = dx/dt
e, respectivamente, no referencial S’ uma particula percorre dx’ em um intervalo de tempo dt’,
isto é, tem velocidade v, = dx’/dt’. De acordo com as TG, temos que:

, dx’  d d d

Vyr = av = E[X—Vﬂ = [E(X) - E(Vt)] =w—V =

v, =v—V (101)

E a adi¢do inversa € feita por:

Ve =V, +V (102)

O termo V € a velocidade relativa entre os referenciais S e S’. A lei da adigdo de velo-
cidades € retirada diretamente das TG para descrever a situacdo fisica de como € a velocidade
relativa entre pam’culas15 . Por exemplo, dois carros estdo se movendo, cada um, com veloci-
dade uniforme de 60km/h (com relagao a terra) em direcdo um ao outro. Bem, existem entao o
referencial S, do carro A e o referencial S’, do carro B. Os observadores inerciais O e O’ estio
em repouso com relagdo aos respectivos referenciais.

Logo, a velocidade com que o observador O enxerga o outro, O, vindo em sua direcao
de é de:

—60km/h = 60km/h —V = 120km/h

Com o PRG as TG, as leis de Newton e a lei da adicdo de velocidades, temos todo o

arcabouco tedrico elementar para descrever a mecdnica em baixas velocidades. Mais ainda, as

TG formam o grupo de simetria da mecanica Newtoniana, ou ainda, as equagdes de Newton sdo

4Note que existe uma diferenca entre d e d, respectivamente, a notacio é reservada para a operacio de derivacio
e a outra para quantidades chamadas infinitesimais.

15Como o movimento é unidimensional e na configuragio standard temos que a velocidade relativa é dada sobre
a reta paralela a direcdo das velocidades resultantes.
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invariantes perante as TG e a teoria de Newton € uma teoria covariante frente as TG.

2.2 INVARIANCIA DE COMPRIMENTOS PELAS TRANFORMACOES DE GALI-
LEO

Considere que em S o observador O estd em repouso e efetua uma medi¢do de uma
barra rigida X, com uma régua 7t. O tamanho da barra é definido pela distancia do ponto A
de uma extremidade da régua até a outra extremidade da régua, o ponto B (isto é, o proprio

comprimento da régua):

=Y

Figura 8: Barra rigida e régua

O comprimento A da régua entdo € definido pela norma do vetor separacao:
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=Y

Figura 9: Vetor separacdo no qual a norma € o comprimento da régua 7t.

A =: ||(‘FB —FA)|| = ||AFAB|| = <AT_"AB,AT_"AB> (103)

A equacdo (95) calcula entdo o comprimento da régua, que por sua vez nos mostra o
tamanho da barra rigida. Mais ainda, pelas TG podemos verificar que de fato os comprimentos
sdo invariantes.

Para tanto, considere um outro referencial inercial S’ e observador O’, a mesma barra
X, a régua 7 o referencial S e seu observador O. O referencial S’ estd em movimento e a

configuracdo nio precisa, necessariamente, ser a standard.

:

=y

)

Figura 10: Referenciais inerciais em movimento relativo fora da configuracdo standard, me-
dindo a barra rigida cada um com seus vetores posi¢ao.
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Agora, com essa configuracdo de referenciais apresentada, vemos que devemos consi-
derar transformagdes mais gerais que as apresentadas em (91) e (92), pelo simples motivo que

a velocidade relativa é agora uma quantidade vetorial. Sendo assim (91) fica:

)
X' =x—V*t

- . y'=y—wt

v =7Hg [Vt = , (104)
z'=z—Vv*t
t=1t'

E as transformacdes inversas ficam:

)
x =x"+ Vvt

. . y=y ' +wt
F=1 B Vt = - (105)
ZzZ=2Z Vv
t' =1

\

Sendo assim, o comprimento da régua que o observador O mede , no referencial S é:

|ATA]| = /[(xg —xa))2 + [(ys —ya) 2 + [(z5 — za))2 = VAX2 + Ay? + A2 =
= [|ATap” = AP + Ay? + Az2 = (x5 —xa)? + (Ya — Ys)* + (25 — 24)?
Analogamente, o comprimento da régua que o observador O’ mede , no referencial S’

(€D

| A% as|| = /TG =07+ Ty = va) + [z — 2007 =
VX2 + AY? + Az? =

= [aras| = x4+ Ay + 822 = (g X + (Y —uh) + (25— 2})°

Se aplicarmos as TG , teremos entdo que:

[aas||” = a2 + vy A2 = (o — X312 + [y} — AP + (2 — 2)1” =

= {[(xg = v*t) = (xa =V +{llya —v't) — (ys — W11 +{l(zg —v*t) — (za —V*1)])* =
= (xg — V't —xa + V)2 + (ya — Wt —yp + V)2 + (zg — V't —za + V) =
= (x5 —xa)? + (ya —yp)* + (25 — 2a) = || ATrs O
Sendo assim vemos que comprimentos sdo invariantes por TG,

o2
|arias| = Al = a2 = ae (106)
Fisicamente, a equagdo (98) mostra que nao importa o sistema de coordenadas utilizado,
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orientagdes de eixos, qualquer tipo de configuracdo imposta. Existe uma coisa que ndo diz res-
peito a toda a estrutura métrica do espaco: o comprimento expresso pelo intervalo de distincia

entre os pontos A e B € um nimero, um invariante por TG.
Considere agora que a distancia entre os pontos A e B seja infinitesimal. Logo, a régua

mostrard quantidades infinitesimais para qualquer observador que utiliza-la para medir distan-

cias.
Sendo assim, podemos definir a seguinte quantidade:
(107)

A = dx* + dy* + dz?
A equagdo (99) chama-se elemento de linha, e estd escrita conforme as coordenadas

cartesianas escolhidas. De forma mais compacta escrevemos:

3 3
A =) Y dydx'dd

i=1 j=1

(108)

2.3 MECANICA NEWTONIANA

As TG traduzem o conceito de relatividade do movimento e quando aplicadas as equa-

coes de Newton. A tradu¢do matemadtica da frase "os processos mecanicos tem a mesma forma

nos dois referenciais"reside entdao aplicacdao das TG na segunda lei de Newton. Expressa nas
coordenadas do referencial S, temos:

F=mad md272
= a= R
dt?

e, agora, nas coordenadas do referencial S’

— d*x’

FF=md =m
dt/Z

Pelo PR temos necessariamente que:
= X - d*x

! =/ _ — ~ —
F—ma—mdtlz—F—ma—m -

(109)

Agora, com as TG € possivel mostrar matematicamente que isso € verdade
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/ / d?x’ d? d? d?
= ma,, = mdt?z = m@ [X —Vt] = m[ﬁ (X) — d?(\)t)] = m[ax — 0] = may, = FX
_ o dy dly
F/—may/—mdt/2 mg? =may = Fy
/ / d?z’ d?z
2/ = maz, = _dtlz = P = maz = FZ
Logo, F' =F O

3 GRAVITACAO NEWTONIANA

3.1 LEI DA GRAVITACAO UNIVERSAL

A interacdo gravitacional fora muito bem explicada pela quantidade vetorial chamada

For¢ca Gravitacional:

Fg=—G—f (110)

onde G € a constante gravitacional de Newton. O vetor for¢a gravitacional € uma quan-
tidade proveniente da teoria Newtoniana do movimento. Essa quantidade encerra o que é cha-
mada de Lei da Gravitagdo Universal de Newton. A lei da gravitagdo universal nos diz que
uma particula pontual dotada de massa M, no ponto 1 exerce uma forca I?g, atrativa, que varia
com o inverso do quadrado da distdncia, em uma outra particula de massa m, no ponto 2. Sua
universalidade reside no fato de que todas as particulas dotadas de massa, satisfazem a equagao
acima, ou ainda, produzem naturalmente essa forca.

A partir da equagdo (102), define-se o campo gravitacional produzido pela particula

dotada de massa M:

=g (111)

3 lam

Essa quantidade definida é a mediadora da for¢a gravitacional entre as particulas m e
M, isto é a massa M produz um campo mediador da interacdo descrita pela lei da gravitacdo
universal. De fato todas as particulas massivas produzem a quantidade que media a interagao
gravitacional pelo universo: o campo gravitacional g. Com essa descri¢do, a nogdo de "forca a
distancia"é substituida pela nocdo de campo mediador desta interacao.

Agora, como a Forca Gravitacional produzida pela massa M € uma forca conservativa,

tem-se que a equacdo (102) pode ser reescrita em termos de uma funcdo potencial chamada de
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Potencial Gravitacional ©:

Fy = —mVO(7) (112)

E entdo, utilizando a no¢do de campo gravitacional definida acima, temos diretamente

que:

g=-VO(H) (113)

Como ¢ é um campo radial, ele detém apenas variagdes com respeito a distincia r, e

isso implica que (4) € pode ser escrita como:

§g=-VO(¥) =——F=—c 0t (114)

Integrando (106), obtém-se:

o——_SM (115)
H(ﬁ —Yz)H

De modo geral, o potencial ¢ bem mais complicado pois M ndo necessariamente é
pontual, a massa geradora de campo pode estar distribuida ao longo de um volume, o que
implica que o potencial gravitacional é devido a um continuo de massa distribuida ao longo de

um volume:

D :—G// e gy (116)
v (7 =72)l

3.2 EQUACOES DE CAMPO PARA O POTENCIAL GRAVITACIONAL

Com a nocdo de campo gravitacional devido a uma massa M, pode-se calcular o fluxo

deste campo através de uma superficie S que encerra esta massa geradora de campo :
= #@,ﬁ)ds (117)
S

O produto escalar pode ser calculado como:
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i —-GM 0
(G, 10) = |4l cos(6) = —Mcos(0) (118)
| (72 =)l

Entao, o fluxo resulta em:

1:#(gﬁ _—GM# cos( =—GM#dQ (119)
|| T, —T1) S

0
onde dQ) = %ds € o elemento de angulo solido.
(12 —T79)

A integragdo sobre o angulo sélido € igual a 47, por isso, o fluxo fica ento:

I:—GM#dQ:—GNMn (120)
S

O significado fisico do que foi feito diz respeito ao conceito das linhas de campo do
campo gravitacional,gerado pela massa m, que passam pela superficie que encerra M. Essas
linhas tem a mesma direcao do campo gravitacional, e por isso nos mostram sua intensidade.

Sendo assim, tem-se:
#(g, f)dS = —4nGM (121)
S

O resultado desta combinacdo de equacdes leva entdo a lei de campo fundamental da
gravitacdo (de forma andloga ao campo elétrico gerado por uma carga pontual), a chamada
lei de gauss para a gravitacdo. A interpretagio fisica por tras de (113) reside em perceber
que o campo gravitacional g é gerado por uma massa (ou carga gravitacional, ou ainda massa
gravitacional) M.

Por outro lado, ao considerar uma distribui¢ao continua de matéria, a quantidade —4ntGM

deverd ser integrada sobre um volume:

M =p(x,y,z)dV = —47(G///p(?)dv (122)
%

Sendo assim, € possivel escrever:

# g,n)dsS = ///—47tGp (123)

Porém, ao utilizar o teorema da divergéncia, tem-se:
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#@, n)ydS = /// V. gav (124)
S \%

E assim,

//VV.QdV:///\/—4ﬂGp(F)dV — ///V[v.g_umgp(;)] dVv =0 (125)

Da equagdo (117), conclui-se a forma diferencial da lei de gauss para a gravitagdo, ou

ainda, as equacdes de campo para a interacdo gravitacional:

V. § = —4nGp(7) (126)

A equacdo (118) é uma equagido de campo em termos de quantidades vetoriais. Quase
sempre é mais conveniente efetuarmos calculos em termos de quantidades totalmente escalares,
que no caso da gravitacdo € possivel devido a presenca da funcdo potencial que emerge da

natureza do campo ser conservativo. Sendo assim,:

V.-§=V-(=VO®)—4nGp(F) (127)

Utilizando o fato da identidade matematica de que V - (ﬁf ) = V3£, temos entdo que as

equagdes de campo ficam definidas para o potencial gravitacional:

V20 (¥) = —4nGp(7) (128)

A equacdo (120) é a equagdo de Poisson para o potencial gravitacional, e ela nos diz
que dada uma distribui¢do de matéria p, ela altera o potencial gravitacional do espaco. Similar-
mente,dado um determinado potencial gravitacional, podemos nos perguntar que distribui¢dao
de matéria p que o gera.

Considerando agora uma regido onde p(¥) = 0, obtemos as chamadas equagdes de

vdcuo da gravitagdo Newtoniana, dadas pela equacdo de Laplace:

V2O(F) =0 (129)
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O significado fisico da equacdo (120) é entdao a de mostrar quais sdo os potenciais para

uma regiao afastada da distribui¢cdo de matéria.
4 RELATIVIDADE ESPECIAL

4.1 FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE ESPECIAL

Com o advento da teoria eletromagnética de Maxwell a unificacio da Gtica geométrica
com a eletricidade e magnetismo se deu pelas solu¢des ondulatdrias das equacdes que relacio-
nam os campos elétrico e magnético. As equagdes que descrevem a relagdo destes campos sao

as chamadas equacdes de Maxwell'®:

(= = 1

(V,E(x,y,2,t)) = e—pe(x,y,z,t) (112.1)

0
<€)B’(X»U)Z)t)> =0 (112.2)
(130)

L d -

V x E(x,y,z,t) = —aB(x,y,z, t) (112.3)

L. . o -

V x B(XHJ,Z»’C) = Ho I+ GOQE(XHJ,Z»’C) (112.4)

O conteudo fisico das equagdes (112) diz respeito a leitura de cada uma das 4 equa-
coes. (112.1) nos conta que densidades de carga elétrica geram campos elétricos, (112.2) nos
diz respeito a inexisténcia de cargas magnéticas monopolares'’. (112.3) mostra que variacdes
temporais no campo magnético gera campos elétricos. Por fim, (112.4) nos diz respeito aos
geradores de campo magnético além do dipolo. Um campo magnético pode ser produzido por
uma densidade de corrente T, por uma variagdo temporal do campo elétrico, e pela contribui¢ao
conjunta destes dois fendmenos.

Conjuntamente com as relacdes entre os campos elétricos e magnéticos, temos também
arelacdo newtoniana (Equacdes diferenciais da 2* Lei) de uma particula carregada em interagao
com uma regido dotada campo elétrico e magnético. Essa equagdo de movimento é denominada

Forca de Lorentz'®:

1Escritas em coordenadas cartesianas,em um meio que niio contém matéria além das fontes de carga e densida-
des de corrente e com o sistema SI de unidades.

170 jeito "natural"macroscépico de producio do campo magnético vem com o dipolo magnético. Isto é, ma-
croscopicamente o campo magnético € gerado por, ao menos, um dipolo.

8Em regimes nio relativisticos
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Fr=F. By ?mzq[ﬁaaﬂﬂs (\7>< ﬁ)]* (131)

Sendo assim, com as equagdes (112) e (113) temos toda a mecanica de uma particula
massiva, carregada, em interagio com os campos elétricos e magnéticos®.

O desenvolvimento do eletromagnetismo surge no final do século XIX e diferentemente
das equagdes de newton, as equagdes de Maxwell ndo formam uma teoria covariante frente as
TG e nao sdo invariantes sobre as TG. De fato, como as TG traduzem o PRG, até entdo nio
existia um principio de relatividade que englobasse satisfatériamente o eletromagnetismo, isto
€, existia 0 PRG e a mecanica newtoniana, e a recente teoria eletromagnética, mas a aplicacdo
das TG nas equagdes de Maxwell ndo implicava em invariancia e entdo o eletromagnetismo
abria margem para ser uma teoria ndo covariante pelo tnico grupo de simetria existente na
época. Ainda mais, do ponto de vista conceitual como a teoria newtoniana era extremamente
bem fundamentada a comunidade cientifica ndo considerava que o PRG estava errado.

O fato €, o PRG e as TG sao conceitos que a propria teoria eletromagnética ndao adimite
fundamentalmente e, mais ainda, a fim de tornar a teoria eletromagnética covariante € necessario
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um outro principio da relatividade mais geral”” e novas transformacdes entre referenciais para

verificar a invariancia das equagdes.
4.1.1 TRANSFORMACOES DE LORENTZ

As transformagdes entre coordenadas (e portanto entre os referenciais em movimento
relativo) que sustentam matematicamente o PRE sdo as transformacdes de Lorentz. Os fenome-
nos vistos até agora foram derivados fundamentalmente assumindo a constincia da velocidade
da luz. Por ela foi possivel notar as quantidades relativas com respeito ao tempo e comprimento,
bem como a nog¢ao relativa de simultaneidade.

Entretanto, assumindo as TL, esses efeitos surgem naturalmente de forma que ndo é
preciso apelar para exemplos intuitivos. De fato, os argumentos que langaram mao da geometria
Euclideana ndo sao validos dentro da prépria TRE, a geometria da TRE ndo é fundamentalmente
Euclideana, mas sim uma geometria mais geral denominada geometria Lorenztiana.

A partir dos postulados da TRE, pode-se derivar as TL. O primeiro postulado —o PRE—
nos diz que as leis da fisica, e portanto suas equacdes, detém a mesma forma para todos os

referenciais inerciais. Uma propriedade deste postulado é que com respeito as transformacoes

19Para apresentar um panorama mais rigoroso vale a pena comentar que existe a necessidade da existéncia da
conservagdo da carga elétrica pela equacdo de continuidade.

20Na realidade a teoria eletromagnética nio tem sua forma totalmente covariante até a introduco da relativi-
dade especial com o formalismo quadri-vetorial, entretanto o principio de relatividade que Einstein propds como
postulado, implica na TRE. Entdo, com a TRE em maos, Minkowski, em 1906, cria o arcabougo matematico que
tornou possivel o desenvolvimento do eletromagnetismo covariante.
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inversas devemos simplesmente trocar v por —v 2! (FARAONI). J4, para o segundo postulado,
existe uma consequéncia que diz respeito a propria caracteristica do espaco fisico; o segundo
postulado instaura a isotropia do espago. E possivel tratar matematicamente do conceito de
isotropia, entretanto no que concerne a derivacdo das TL, diz-se que a isotropia do espago é
resultado do fato de que em todas as diregdes a velocidade da luz detém o mesmo valor de ¢
(FARAONI).

]

x' =vy(x—vt)
y' =
Sy (132)
= (t-5x)
\ ‘Y CZX
E as transformacdes inversas sao:
(
x =v(x' +vt’)
y=y
-, (133)
z=12z
t=y(t' + ox'
=v|t +§x

As TL sao as tranformagdes corretas paras os fenomenos relativisticos. E sob o as-

pecto dos dominios de validade das teorias fisicas, elas devem levar as TG no limite de baixas

velocidades.
Sendo assim, deve-se considerar um limite para baixas velocidades onde | v |[<< ¢ <

%<<1EB<<] — B ~ 0. Dai,

1 1
limvy(B) = lim = =1
v — Q2
p—0 M0 ]_Z_i VARSE:

Logo, quando | v |<< c -isto €, sob o processo de limite da teoria-, temos que, o fator

(134)

gamma de lorentz € igual a 1. Essa aproximacao de fato recupera as TG, e consequentemente o

PRG e a fisica Newtoniana.

2IEsse argumento foi utilizado implicitamente nas TG. Contudo, devido a simplicidade envolvida na forma
matematica da transformacdes, foi considerado apenas o argumento matemdtico de somar o termo (—vt) em
ambos os membros das equacdes.
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E possivel, a partir dos postulados da TRE, chegar nas TL. Sendo assim, primeiro
considera-se entdo a configuragdo standard de referenciais inerciais S e S’ em coordenadas
cartesianas. Isso pode ser assumido como uma mera simplificacdo matemadtica para trabalhar
com hipdteses matemadticas mais simples -afinal € claro que isso torna o problema geral em
algo unidimensional-, entretanto o PVL corrobora fisicamente com essa hipdtese pois um dos
conteudos "sutis"que o PVL carrega é com respeito a isotropia do espaco devido ao fato da
velocidade da luz ser uma constante. Por conta dessa constincia os referénciais inerciais enxer-
gam a velocidade da luz constante em todas as direcdes, isto é, nenhuma direcdo € privilegiada.
Sendo assim, com o segundo postulado chega-se a conclusio de que as transformacdes devem
ser lineares.

Conjuntamente com o PVL, como existe um movimento espacial relativo entre os refe-
renciais inercias € razoavel supor que a transformacao espacial (afinal ndo sabemos se ou ndo

as tranformagdes dos tempos serdo afetadas) que se procura deve ter uma forma tal que:

x' = B(x —vt) (135)

Utilizando o PRE, as transformagdes inversas devem ter "a mesma forma"; logo:

x = &(x +vt') (136)

Nota-se que para derivar as transformagdes corretas, basta determinar o fator multipli-
cativo &.
Ainda mais, nota-se que as transformagdes procuradas devem recuperar as TG no limite

onde | v |<< c. Logo, ® =1 <— l‘c’—‘ — 0. Dai, tem-se que:

x' = (x —vt) (137)

x = (x' +vt') (138)

; . My —
Sendo assim, percebe-se que & =: &() = &(p).
Vale a pena destacar que devido as hipéteses feitas, os movimentos nas direcoes dos

eixos Yy’ ey, z’ e z, sdo nulos, daf:

z =Z

As hipoéteses feitas até agora foram com respeito ao espago. O tempo ndo € assumido, a
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priori, como sendo transformado tal como:

t' =t

Logo, € necessdrio relacionar coordenadas espaciais com temporais para invertigarmos
se existe, de fato, uma transformagdo temporal.

Para tanto, considere entdo que na configurag¢do standard um pouso de luz (i.e. uma onda
eletromagnética) ocorraem t = t’ = 0. Existe entdo o movimento relativo entre os referenciais;
S’ se move com velocidade v em relacdo a S, e o pulso de luz, claro, com velocidade ¢ para
ambos os referenciais. Em S um observador O, em repouso, observa uma frente de onda esférica

resultante da propagacdo do pulso; a frente de onda percorreu uma disticia igual ao raio de ct:

R? =2 =x* +y? + 2 (139)

Utilizando o PRE (e o PVL), a equacdo deve ter a mesma forma e descrever a mesma
lei fisica, em todos os referenciais inerciais. Logo, o observador O’ em S’ ve a frente de onda

esférica se propagar com raio igual ct’:

R? = c*t? =x? +y? + 2" (140)
Mas, se sabe que:
y' —y=
c
z/—z=0
R? = c?t? = x? (141)
Rz — CZtIZ — x/2 (142)
Ou ainda:
RR=c =x «&= R=Vct2=Vx2 & R=ct=x (143)
RE=ct?=x"”? & R=Vct?2=Vx? & R=ct' =%/ (144)

Sendo assim, tem-se que:
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x'=ct’ &= B(x—vt) =ct' &

Utilizando e dai, tem-se que:

& O(ct—vt) = QSC(t—Et) =

Ainda mais, tem-se que:

x=ct & B(x' +vt')=ct &
&= Bct' —vt') = (’5c<t’— Et’) =

S 05(c +v>t’ =

t=6 (c + v) t/
Agora, tem-se que:
X = Qi[x’ +vQ5(t— Et)}
Mas,

x:ctzﬁ[x’—kv@(t—gt)} =

= ct = QS{[@(x—vt)} +v(’5(t—§t)} =

2

— ct= 62{(x—vt) + <vt—%t)} =

2
PEEN ct:®2<vt—%t) PAEEN
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Logo,
2

- 1-e(E-5) e
2

— 1:@52<1—‘C’—2> —

E por fim, encontra-se &:

1 1
— 6(B) = =
_R2
/1 — z_i vV1—p
Sendo assim, &([3) define propriamente o chamado fator de Lorentz ou fator gamma,

que € escrito como:

‘ LV J (148)

®(B)=ﬁzm: Y

Agora, com o fator multiplicativo & encontrado, i.e. & = 1y, resta descobrir as transfor-

macoes espaciais e temporais. Note que o que foi feito até agora, foi para determinar &, para

agora determinar-se as transformacdes.
Com respeito as coordenadas espaciais:

x' =vy(x —vt) (149)

e a transformacdo inversa:

x =vy(x"+vt) (150)

Com respeito a coordenada temporal:
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X = y{ [y(x—vt)] +vt’} =v*(x —vt) +yvt’ =
= v — vyt +yvt! =

— (1—vyHx = vy vt+wt &

(T =yx+vvt  x—yx+vyvt

= t'=
Yv YV
X +vt
_ox v+t ox o ovx :_<__y>+yt:
YV Y YV v
1— 2
=22 ) vt =
5
1— 2
t = f( Y ) vt (151)
v\ vy

Note que ja existe uma equagdo de transformagdo para o t’, entretanto é conveniente
melhorar a expressao.
O fator:

pode ser reescrito, tal que:

Dai,

]7\;% c? c?
-2)
_[ 1_z_§ } a2



c? c? 2 . _YV_
1 \C)_§ (1 _\C}_§>1/2 CZ
Logo,
1— 2 2
( yy ) =- Z—z (152)

Sendo assim, tem-se que:

;o ox/1—v2 X v
t =—< )+vt=—(—v—z>+vt=
ARY v c

=Y +vt =
t/ :y<t— éx) (153)
e a transformacao inversa:
t= y(t’ n %»d) (154)

4.12 CONSEQUENCIAS DAS TRANSFORMACOES DE LORENTZ

E imediato, dadas as TL, derivar a dilatacio do tempo, contracio de comprimentos e a
relatividade da simultaneidade, pois todos esses efeitos decorrem simplesmente da anélise da
mudanga dos referénciais. Do ponto de vista fisico, esses efeitos ocorrem devido basicamente
a constancia da velocidade da luz e do principio da relatividade; matematicamente, como foi
dito, esses dois postulados tomam sentido dentro das TL.

Considere entdo dois referenciais inerciais S e S’, e observadores O e ', respectiva-
mente em repouso ao préprio referencial e posicionados na origem. O observador O’ mede
entdo uma barra de comprimento {, —que estd em repouso em S’—, cujo comprimento ¢ a dis-
tancia do ponto inicial, x|, da barra ao ponto final da barra x’. Logo, tem-se que o comprimento

proprio é definido (unidimensionalmente) como:
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b =l x"—xg [I= 1/ (x' —x{)2 = x" — x4 [=x" —x§ (155)

Sendo assim, para um observador O em S, devido ao movimento relativo entre S e
S’, o observador inercial @ vai medir cada extremidade relacionada com as TL. Entretanto é
crucial notar que essa medida de comprimento € dada em um mesmo tempo t, pois a medida
de comprimento é basicamente medir dois pontos separados espacialmente a0 mesmo tempo*?

. Logo,
x’—x('):y(x—vt)—y(xo—vt) =
= x’—xézny—xo—l—vt—vtﬂ =
SRR )

= X —-x)y = (x—xo) =

2

(X —x)y~ = (x - x0> = foy/1— ‘C’—z — 0 (156)
Mais uma vez, considera-se entdo dois referenciais inerciais S e S’, e observadores O
e O’, respectivamente em repouso ao proprio referencial e posicionados na origem. Em S’, o
observador O’ mede o tempo®® de dois eventos separados apenas temporalmente (isto €, que
ocorrem no mesmo local x") com um relgio —isto €, existe um relégio em repouso com res-
peito ao referencial S’—. Agora, um observador O, em repouso em S, mede também o tempo
com um reldgio. Sendo assim, o tempo registrado nos relégios de S, que detém movimento

relativo com respeito a S’ serd relacionado pelas as TL.

Logo, tem-se que,

/ v,
t1 :’Y<t1—|—gx>

22Visto a necessidade de medir um bloquinho de ferro com uma régua, a medida € feita com o O[cm] da régua
em uma extremidade e o valor N[cm] na outra. Essa medida de distancia ocorre no instante que o observador olha
os valores e os anota, definindo o comprimento do bloquinho. Do ponto de vista matematico isso quer dizer que
a medida de comprimento espacial exige dois eventos separados espacialmente e que ocorrem no mesmo tempo;
isto é, eventos simultineos separados espacialmente.

BE claro que neste referencial S’ todos os relégios estdo sincronizados com o do observador na origem
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t, = y(t/ + Xx’)
2 c2
Dai, o intervalo de tempo medido por S deste mesmo evento, serd:

_ / v / v,
tz—t1—‘y t2+§X — t]+?X —

/ / v, v,
<:>t2—t1:y[<tz—t1+—2x——2x>} —
C C

—= tHh—1t :Y(té_t{) —

(tz—u):y(tg—t{) —At= (157)

Sendo assim, o intervalo de tempo do processo medido pelo experimentador no referen-
cial do laboratério S serd de At. Note que esse intervalo de tempo é maior que o tempo At’.
Isso significa que o intervalo de tempo que o experimentador mede para o processo que ocorre
em um referencial em movimento € maior comparado ao intervalo de tempo medido por um
relégio em repouso com respeito ao referencial no qual o processo estd, também, em repouso.
Se o intervalo de tempo do processo "precisa de mais tempo'para se acabar em um referencial
em movimento >*, entdo de acordo com S, os reldgios de S’ "marcham"mais devagar e logo o
tempo passa mais devagar no referencial S’. O movimento relativo afeta a marcha dos relogios.
Por isso o tempo € "dilatado"no referencial S’ (com respeito a medi¢ao dos relégios de S que

exibem claramente At).

4.1.2.1 TEMPO PROPRIO

As quantidades medidas em seu referencial de repouso sdo comumente chamadas de
quantidades prdprias. Sendo assim, tanto £, quando At’ = At sdo quantidades proprias. Res-
pectivamente sdo chamadas de Comprimento préprio e Tempo proprio.

O tempo proprio entre dois eventos pode ser definido como o At’ da equagdo (65).
Agora, nota-se que sdo intervalos de tempo entre dois eventos apenas, separados por uma dis-

tancia média. Se, agora, os intervalos de tempo forem muito pequenos, isto €, quantidades

4Intervalo de tempo medido pelos relégios do referencial S
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infinitesimais a equagdo (65) torna-se:

2
dv=dyy /1 - >
(¢

A grosso modo, € possivel entdo inferir um processo de integracdo nos dois membros

da equacao e descobrir o tempo proprio total entre eventos:

Tn th \)2
/ dt = / dty/1— - —
T1 t c

tn V2
AT = / dty/1— a (158)
t

4.2 CONSIDERACOES CINEMATICAS

Assumindo a configuracdo standard e coordenadas cartesianas, tem-se que os valores
escalares da velocidade sao suficientes. A velocidade € dada entdo, como o quociente do in-
tervalo entre os pontos espaciais pelo intervalo de tempo. Em S (em repouso) a velocidade

(componentes) €, portanto,

—x _ Ax
V= At
<\‘;y:%% (159)
-z _ Az
\V_At

Agora, as velocidades da equagdo (151) sdo velocidades médias. De forma a obter a

velocidade instantinea um processo de limite € necessério. Logo,

X _ 1im Ax . dx

VS A A a
(V= lim &Y — & (160)

At—0 At T dt

. Az dz

Vi = lim 3 = =

\ At—0 At dt

A transformag@o de velocidades de S para S’ ird acontecer mediante as TL, logo o con-

ceito Galileano de "soma de velocidades"ndo é mais valido. Aplicando as TL em (152), tem-se
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que,

Ay v(ax— 11V At)
= lim — = lim = =
At'—0 At At—0 v (At . %AX)

129

Cv(RIVIE) v
= lim =

A0 (At IVIAY) T — Yyx
At/ c2 At ¢

Similarmente, as outras coordenadas também sofrem modifica¢do se comparadas a adi-

cdo de velocidades Galileana:

Ay’ A Ax Y
v = lim 29 — fim Y — lim At ="

/ / Yi Vi
At'—0 At At_’OY(At—HClz”AX> At—>0y<%_llclz\\ﬁ_>tc> Y<1 —%v")

e por fim para a coordenada z,

Ax
. AZ . Az %
v¥= lim — = lim At

= = lim — =
! ! — — x x
At =0 At At °y<At—Hcl2”Ax> At 01/(%—”%“%) y(]—%v)

Sendo assim, as tranformagdes de velocidades entre S e S’ (isto é, de S — S”) sdo:

;

x . uX—
we = 1—Gux
y
uvy = u
4 y(1cvzux) (161)
z
u/Z — w
L ()

A quantidade || \% ||= V é a velocidade relativa entre os referenciais. No caso da configu-
racdo standard a velocidade relativa ndo é um vetor, mas simplesmente uma velocidade escalar
devido ao fato de que o referencial S’ se movimenta sob o eixo dos x de S, isto é, a velocidade
em S’ é paralela ao eixo x de S.

Ainda mais, € necessdrio pontuar que o fator gamma é um fator dependente de V, isto é,

y=v(V).

O processo de limite utilizado foi escolhido para tornar a defini¢do mais precisa do ponto
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de vista das quantidades Ax’ e At’, afinal a velocidade é definida como o limite do quociente

de Newton Ax’/At’. Na realidade o cdlculo é muito mais simples se simplesmente efetuarmos

as derivadas das TL.
As tranformacdes inversas sao ento,

.

x _ _u™4V
= T+ Gunx
w=_-uwr
< V(H‘C\QU/X) (162)
1z
w=——1-
y<1+c\§u’x>

Uma outra notacdo para a transformacio de velocidades é entdo®:

. dx! _ dx! dt’

== 163

A TR T (163)

pois, note que, na transformacio de S — S tem-se que,
dx = y(dx’' +vdt’)
dy =vy(dy’ +vdt’)
dz = y(dz' +vdt’)

E para o tempo,

at=y(av'+ %ax) =y (14 200 av =y (14 Zu)ar =
- c? - 2 dt/ - c?

dt = y(dt’ + édx') (164)

Sabendo que a transformaco do tempo é dada por t’ = y(t—vx/c?), é possivel escrever

a forma diferencial como:

230nde os indices latinos variam de i = {1,2,3} = {x,y, z}
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;
dt’ = y(dt - gdx>

A forma diferencial (156) para as transformacdo da coordenada temporal define entéo:

% = y(] - %u”‘)

E portanto o inverso define,

e’ 1

dt Y<] +Y LL/x)
Logo, o conjunto de equacdes (155) fica:

iy dx dxdt’ d (x4 vt)]
= — = — — = _— X
dt dt/ dt av Y y(l I

(R R

u/X +V

y<1 + C”—zu”‘)
dy dydt d . , 1
Y = —= —— = R — _— —
TR {dt’ 2 Y<1 n %u/x)
dz  dydt’ { d. } { 1 }
W= —=-"_ = —[Z] - —
dt  dt’ dt dt’ Y<1 I Cizu/x>

(165)

(166)

1 } B
sus) )

Ses)

u’y

Y (1 + C%u’x)

u’v

Logo, a equagdo (155) é uma nota¢do compacta para as transformagdes de velocidade.

4.2.0.1 ADICAO DE VELOCIDADES

Por questdes de Completude, em posse das transformagdes

de velocidade, existe ainda

uma outra interpretagdo para as equagdes dadas em (150). Tais equacdes podem ser vistas como

as componentes da velocidade U das duas velocidades colineares

(por conta da configuracao

standard) Vv (velocidade relativa do referencial S’) e uw (velocidade de um corpo em movimento

com relagdo ao referencial S’. Logo as equagdes (70) sdo chamadas de adicdo de velocidades
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(de S’ eu)).
Ainda mais, € possivel ver que as equacgdes de velocidade relativistica se reduzem as
componentes da resultante de soma de velocidades dada pela Relatividade de Galileo. Analisa-

se, portanto, o limite Newtoniano | V |[<< c:

u/X+V u/X+V_

lim W = lim = =u*4+V
B—0 p—0 1+ C%u’x 14 Our +

. . u’v uy 4+ Vv

lim 1Y = lim = =u"

B—0 B—0 Y<1 + lzu/y) 14+ 0urx
c

lim u* = lim u = ut \,i =u
p—0 B—0 .Y<] + Clzu/z> 1+ 0u

74

Por fim, € interessante notar o limite ultra-relativistico, isto é, aquele no qual as compo-
nentes da velocidade em S sofrem efeitos relativisticos aprecidveis. Sendo assim, analisa-se o

limite onde u™* — c:

. . .u*4+V  ¢c4+V V. c+V Z+Ve
Iim u* = Ilim = = — = = =c
ux—ce ux—e 1+ Clzu’X 1+ CXZC c —”CV c+V

Nota-se entdo que na dire¢do do movimento, a velocidade de u* ndo ultrapassa c. Isso
quer dizer que mesmo que em S exista uma velocidade u* com velocidades préximas a da luz,

mesmo assim a velocidade maxima permitida também € c, tal como o PVL postula.
42.1 TRANFORMACOES DE ACELERACAO

E comum dizer que a TRE "ndo lida com aceleracdes". Isso se deve muito provavel-
mente a motivos histdricos, pois Einstein desenvolveu a equivaléncia entre referenciais acelera-
dos e referenciais em queda livre em um campo gravitacional, apds a TRE. Em verdade o nome
"especial"decorre do fato de que 10 anos apds 1905 Einstein formulou a Teoria da Relatividade
Geral (TRG) estabelecendo uma nova classe de referenciais inerciais chamados de referenciais
em queda-livre. Sendo assim, é um erro dizer que a TRE s6 lida com referenciais inerciais. Em
verdade a fisica em referenciais ndo-inerciais na TRE € uma generalizacdo dentro da prépria
teoria —tal como ocorre na mecanica newtoniana— e contém aplicacdes fisicas. O aparente
"problema"dos referenciais ndo-inerciais na TRE aparece em sobre como formular uma teoria
relativistica do campo gravitacional e sobre como € a estrutura geométrica quando considera-
mos efeitos gravitacionais, e nao simplesmente que a TRE "nao lida com aceleracdes".

Logo, tal como a velocidade, é possivel obter as transformacdes para a aceleracdo, de

algum corpo, medidas em diferentes referenciais inerciais por observadores O e O’ em, respec-
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tivamente, S e S’. O procedimento € claro: tomar a derivada da velocidade.

Sendo assim, considerando a a transformagdo de S’ — S, tem-se que as equagdes de
velocidade ficam:

x
X ur+v

_ I vu -
u 1+V32/X_[u +v][1+ cz}
W= u/y _ u,y [’Y<] 4 vuzlx>} —1
y(] + méf) ¢
u/Z
z

N |
e = (1)
I
Tomando a diferencial das velocidades, tem-se:

qur — dW" V)

W + [u™* +v] [d(] + szZIXﬂ] =

-2
X X X
- (du’X + dv) <1 + vuz > — 1+ vuz d(] + vuz > (vu"‘)
c c c
_du” u*+v ovdu™| 1 u*4+v v o
_]+M_ e = 1+M_ s du”™ =
e (1) o L(1+w)
du/X
x 2
#(0)
Observacao:

1 —_—
14t

Wiy v <1 + ”Ezlx)c2 —uv —?
x 2 g - x 2
e

<cz +vu* —yu* — vz)
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Note que,
Y
] I
c2 il
-3
2 1
S
Y CZ ] >
i
Logo,
2
2 v v\ 1
Y c2 c2 2
1

Dai, sabendo que a transformacdo do tempo é dada por t = y(t’ +vx’/c?) e que de sua

forma diferencial,tem-se que a componente x da aceleracao fica,

2

(e o
= 2

()]

du/X

du*
dt  ydt’ +vydx’
du”™ du’*/dt/
- Ix 2 - x 2 x
) Tleae] ) (%)
du™/dt’ a’™™
: =
v3(1 - c—2> y3<1 + “;2”)
Para uY, a forma diferencial fica,
gy dwr 1 du’z"v]u,y _
0] L
_ du™ 1 uYdu™v
vu’x N x 2 2
) v(1eme) €

(e



N du* 1 ] [ du 1 u’ydu”‘v] B
o x vu/x - Ix 2 2 -
dt y<1 oy )dt’ [v(1 oy )] y<] + ) ¢
a’ a’™ uYv
- 12 2 N x 3 Cz @
w(E) )
1 x y
— a’ = 3 (1 + vuz )a’y + u—zva’X]
y2(1 + VELZIX) C C

Para u?, a forma diferencial fica,

1z ‘l /X
du® = qu T 2 dulv]u/y -
)] e
du’® 1 u?du’*v

Y] (eme) €

N du* 1 ] [ du’® 1 u’zdu”‘v] B
- x vu/x - x 2 2 -
dt y(] + )dt' [y(1 + o )] y(] n vg_2> ¢
a/z alx u/Zv

2 1 vu’x 2 2 1 yu’x 3 CZ
Y Bals: Y + -2

1Z.

1 vu*\ . uFv o,
(1+ S )az%——c2 a"]

3
#(e)

Sendo assim o conjunto de transformagdes para as aceleragdes, de S’ — S € entio:

a” = 3C1
()
23 ry
v = 1 . 14+ vuz alv 4+ u Zv a’™
c c (167)
y2 <]+vu2/">
c
aZ — 1 . <] + Vuzlx> a/z + u/Z\)a/X]
C
| ¥ <1+—“;‘2"‘>
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De (159) nota-se que em geral as transformacdes de aceleragdao nao recobrem a proprie-
dade de serem invariantes sobre as TL. Na mecanica Newtoniana, essa propriedade (agora com

respeito as TG) € a base da teoria. Mas na TRE nao existe um contraponto.

5 RELATIVIDADE GERAL

As equacdes de campo de Einstein (ECE)?¢ sdo,atualmente, a forma mais adequada para

tratar da interacdo gravitacional, dadas pelas equagdes (29);
1 8nG

Gpw = RPW — zRguv = 7

L (168)

onde G € a constante gravitacional de Newton. As equagdes (29) sao formadas por duas
partes: o primeiro membro a esquerda,G,., trata de toda a informacdo geométrica do espago-
tempo. O segundo membro a direita, T, trata de toda a informacdo acerca da distribuicdo de
matéria-energia do espaco. Com a igualdade entre os tensores G, € T,,, pode-se entdo codificar
o que entende-se por interagdo gravitacional: Uma mudanca na geometria do espago-tempo
dada uma distribuicdo de matéria-energia. Por outro lado, dada uma distribui¢do de matéria-
energia pode-se estudar quais geometrias satisfazem tal distribuicao.

As solugdes que satisfazem as equagdes sdo chamadas fun¢des métricas®’:

g = guvdx" @ dx” (169)

Ou ainda, expressas pelo elemento de linha (ou primeira forma fundamental na geome-

tria Riemanniana):

ds? = g, dx"dx” (170)

As funcdes métricas (de agora em diante chamadas apenas de métricas), definem quais
serdo, de fato, as geometrias do espago-tempo. Dada uma métrica, € possivel entdo verificar
sua validade como solu¢do, por meio das equacdes de Einstein e definir todo o0 movimento de

particulas com ou sem massa, em um espago-tempo por meio das equacdes geodésicas:

UV Ut = u"‘(aau“ + r“aﬁuﬁ) =0 (171)

26Einstein (1915)
?’Note que a métrica de Minkowski,(25), é uma solugio
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onde V u* € a derivada covariante da 4-velocidade e as quantidades de trés indices 'V,
s@o chamados simbolos de Christoffel de tipo 1, ou ,a grosso modo, simbolos de conexao. Por

convencao temos entdo que os simbolos de Christoffel sao dados por (WEINBERG,1972):

1
Mg = Zgw<aﬁgm + 0 Gop — aagaﬁ) (172)

E possivel ainda reescrever as equagdes (22) da seguinte forma:

871G 1
Riv = (Tm, _ ET”ugw) (173)

Com as equagdes de Einstein reescritas como em (27) tem-se que, quando o tensor
energia-momentum € nulo, isto €, quando ndo existe a presenca de energia, chaga-se as Equa-

¢oes de Campo de Einstein no Vdcuo (um andlogo da equacao de Poisson para gravitacdo New-

toniana)
8nG 1
Tw=0— 7(0 — zogw) —
Ry =0 (174)

6 CONDICOES DE ENERGIA

Conforme,Alcubierre (2008), nada pode ser dito, a principio, sobre a viabilidade fisica
das solugdes das equacdes de campo com respeito as propriedades da matéria que € fonte do
campo gravitacional, pois € possivel que qualquer espaco-tempo seja uma solucao das equacoes

de campo simplesmente definindo um tensor energia-momentum na forma:

C4

THV = GLW%

(175)

A partir da definicao dada por (36), em geral encontra-se tensores energia-momentum
que correspondem a contetdos de matéria nao realisticos.
Sendo assim, deve-se impor certos critérios a cerca do conteido de matéria, chamados

de condigoes de energia. De forma geral, existem 3 principais condi¢des de interesse, para o
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presente trabalho, que devem ser satisfeitas: Weak Energy Condition (WEC) , Strong Energy
Condition (SEC) e Null Energy Condition (NEC) (ALCUBIERRE,2008). Essas condi¢des sao

relacionadas com o tensor energia-momentum e com o tensor de Ricci das seguintes formas:

o Weak Energy Condition: T,,v'v' >0 — p >0

e Strong Energy Condition: R,,W"vY >0 —= p + ZPA >0
A
e Null Energy Condition: R,yk"kY >0 = p+pa

Onde p_4 sdo as pressdes principais, A € {1, 2,3} é um conjunto de indices que denota as
componentes das pressdes principais,p € a densidade de energia e v¥ e kY sdo,respectivamente,
vetores tipo-tempo e tipo-luz.

A WEC, infere que a densidade de energia vista por todos os observadores deve ser ndo
negativa para todos os observadores tipo-tempo; a SEC infere que a densidade de energia mais
a soma das pressdes principais deve ser ndo negativa para todos os observadores tipo-tempo.
Por fim, a NEC impde que a densidade de energia mais qualquer uma das pressdes principais
deve ser ndo negativa, para qualquer observador tipo-luz (ALCUBIERRE,2008).

A titulo de ilustrac@o, para um tensor energia-momentum de um fluido perfeito, dado

por:

Tw = (p+pu*u’ + g,np (176)

Onde p € a pressio, p a desidade de energia e u¥ é a4 —velocidade do observador. As

condi¢Oes de energia implicam que a matéria deve satisfazer (ALCUBIERRE,2008):

o [,WW>0 =— p>0
e RyWW >0 = (p+3p) >0
e RWwkHkY >0 = p+p >0

7 BURACOS NEGROS

Uma classe de solucdes que satisfazem as equagdes de Einstein na forma:

Ry =0 (177)
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Sao chamadas de solugéoes de vdacuo. Os Buracos Negros sdo solugdes que satisfazem as
equagdes acima. A relatividade geral produz duas solugdes que satisfazem as equagdes acima e

que geram buracos negros : a solucdo de Schwarzschild, e a solucdo de Kerr.
7.1 BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

Em 1916 Schwarzschild conseguiu resolver analiticamente as Equacdes de Campo de
Einstein no vicuo, para uma geometria estatica,esfericamente simétrica, sem momentum angu-
lar e sem carga elétrica e magnética.

Essa geometria revelou entdo qual deveria ser o aspecto do espagco-tempo exterior de um
corpo esférico, tal como uma estrela ou um planeta.

A métrica de Schwarzschild é entdo:

2GM
c2r

2GM
c2r

ast = —(1- 250 )t + (1= 250) art 4 vaet +sint(0)a0?) (179

Onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e M pode ser interpretada como a massa.
Nota-se que quando r — oo a métrica de Schwarzschild torna-se igual a métrica de
Minkowski, isto €, a métrica € assintoticamente plana. Isso significa que o espago-tempo €
plano uma distancia afastada da fonte de curvatura. Abaixo,na figura 11, estd um gréifico que

mostra as trajetdrias tipo-luz e uma trajetdria tipo-tempo?®:

28 A representacdo dos pequenos cones de luz tem um apenas a didatico para enfatizar o fato de que nas coor-
denadas de Schwarzschild, a inclinagdo das retas que definem o cone de luz, muda de foma continua. Quando
T — 00 as retas que definem o cone de luz detém inclinagdo de 7, isto €, igual a situagdo em um espago-tempo
plano.
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Figura 11: Trajetoria tipo-luz nas coordenadas de Schwarzschild. Fonte: extraido de
(D’INVERNO,2014)

Figura 12: Trajetdria tipo-tempo nas coordenadas de Schwarzschild. Fonte: extraido de
(D’INVERNO,2014)
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Nota-se que existem dois pontos interessantes com respeito a métrica de Schwarzschild,

quando v = ZSZM e 1 = 0. Nestes pontos, temos que a métrica exibe um comportamento

singular. A métrica de Schwarzschild exibe,de fato, um comportamento singular real apenas
em r = 0. Em verdade, basicamente, existem dois tipos de singularidade: as singularidades
coordenadas e as singularidades fisicas,Hartle (2014), e essa distin¢do reside no fato de que
singularidades coordenadas sdo passiveis de remocdo por transformacdes de coordenadas, isto
¢, por um numero suficiente de transformacdes de coordenadas, chega-se a um sistema de coor-
denadas onde € possivel ter um comportamento regular das trajetérias tipo-tempo e tipo-luz na
vizinhanga do ponto anteriormente singular; singularidades fisicas ndo sdo possiveis de serem

removidas do espaco-tempo por transformacdes de coordenadas. A superficie v = ZEZM, nas

coordenadas de Schwarzschild, ¢ um ponto singular de grande interesse, esse ponto chama-se

Horizonte de Eventos.

2GM

oz~ com o auxilio da métrica de Kruskal-

E possivel remover o caréter singular de T =
Szekeres® (CARROLL,2003):

2 _ 32G°M° e—T/2GM
T

ds (—dT? + dR?) 4 *(d®* + sin?(0)d¢?) (179)

Sendo assim, dada a métrica de Kruskal-Szekeres, € possivel produzir o diagrama de
Kruskal para a solucao de Schwarschild. Esse diagrama permite tratar de forma mais clara o
espaco-tempo de Schwarzschild com respeito as trajetorias tipo-tempo e tipo-luz, pois diferen-
temente das coordenadas de Schwarzschild, o raios de luz que definem a abertura dos cones de

s
luz permanecem,em todos os pontos do espaco-tempo, a um angulo de 1

2aqui faz-se ouso de ¢ = 1
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Figura 13: Diagrama de Kruskal-Szekeres

Utilizando a métrica (33),verifica-se que o gréafico € qualitativamente diferente do pro-
duzido pela solucdo de Schwarschild. As superficies de valores contantes de T sdo hipérboles

e as de t constante sdo retas. Entretanto, o cardter das coordenadas temporais e espaciais da

métrica ap0s regidao delimitada pela a superficie v = ZSZM, continua o mesmo: o futuro causal

permanece sempre direcionado ao ponto v = 0. Nota-se ainda que, exatamente em 1 = ZEZM, a

superficie € tipo-luz.

O espaco-tempo de Schwarzschild,visto com as coordenadas de Kruskal, produz quatro
regides do espaco-tempo: I e IV assintoticamente planas; II e III que sdo regides interiores
ao horizonte de eventos. A regido II € chamada de buraco negro e a regido III é chamada de

buraco branco.
7.2 BURACOS NEGROS DE KERR

Em 1963 Kerr®® encontrou uma solucio das equacgdes de campo de Einstein para uma
simetria ndo mais esférica, mas sim axial. Essa solu¢@o introduz o momentum angular nos
corpos esféricos modelados pela métrica de Schwarzschild. Essa métrica chama-se métrica de
Kerr e é dada por®! (CARROLL,2003):

2Mr
02

2Marsin?(0)

ds?=—(1— dt? — T[dtdqa + dodt]+

0Kerr (1963)
31Nesta métrica, utilizamos as unidades naturaisc = G = 1
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sin?(0)

2
+ Sart + pldo? + (7 + @)~ @Asin’(0)] 4o (180)
Onde A e p sdo as seguintes funcdes
A(r) =12 = 2GMr + d? (181)
p?(1,0) =12 + a’cos?(0) (182)
a= J (183)
M

Onde ] é o momentum angular
7.3 BURACOS NEGROS COM CARGA

E possivel ainda adicionar o campo eletromagnético nas equagdes de campo de Einstein.
Ao fazer tal consideracdo, chaga-se duas outras solucdes que geram buracos negros: a solucdo
de Reissner-Nordstrom e a solucdo de Kerr-Newman. Respectivamente a solugdo estitica com
carga elétrica e magnética e a solu¢gdo com momentum angular com carga elétrica e magnética
(CARROLL,2003).

Sendo assim, as equacdes de campo consideram um tensor energia-momentum ndo nulo

dado por:

1
ﬂW:FWRV—Z%Jwﬁé (184)

Onde F,, € o Tensor Eletromagnético dado por:

0 —E/c —E,/c —E./c
| Ex/c 0 —-B,  —By
W~ {E/c B, 0 —B,

E./c  —By By 0

‘F

Logo, as equacdes de campo de Einstein ficam:
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8ntG 1
G = — FuyFy Y — ZgWFW—,Fvé (185)

A primeira solu¢do que envolve o campo eletromagnético e as equagdes de campo de
Einstein, é a solu¢do de Reissner-Nordstrom. Essa solucdo € uma solugdo estética e esferi-
camente simétrica, e por conta do tensor energia momentum ser nao nulo mas nao envolver
nenhum outro campo além do eletromagnético, essa solucao pode ser chamada de solugdo de
Eletrovdcuo.

A métrica de Reissner-Nordstrom &3

ds? = —2dt? + Z'dr? + 1?(d0? + sin?(0)dd?) (186)

Onde
(187)

s _ <] _2GM N G(QZZ—FPZ)>
T T
e Q € a carga elétrica e P a carga magnética.
De modo similar, existe ainda a solu¢ao de Kerr-Newman que define um buraco negro
com rotacdo e carga elétrica e magnética. Utilizando a métrica de Kerr, € possivel determinar a
métrica de Kerr-Newman (CARROLL,2003):

2 _ 2 PZ 2 _ 2 PZ 12
d52:—<1— GMr SZ(Q + ))dtz— GMr G(sz-i— Jasin (e)<dtdd)+dcbdt>—|—

2 a2
- a4 praer 4 SO
A p?

Onde A e p sdo as seguintes funcdes (CARROLL,2003):

[(TZ rad)?— azAsinz(B)} dd? (188)

A(r) =12 —2GMr — G(Q* + P?) + o? (189)

p?(1,0) =12 + a’cos?(0) (190)

Rcome =1
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a= (191)

J
M

Onde ] é o momentum angular.
8 ALGUMAS SOLUCOES EXOTICAS DA RELATIVIDADE GERAL

8.1 WORMHOLES

Com os buracos negros de Schwarzschild, é possivel chegar a conclusdo de que na solu-
cdo evidenciada pelo diagrama de Kruskal, existe uma espécie de conexao entre as duas regides
assintoticamente planas. O método para chegar a essa conclusdo € entdo considerar cortes com
respeito a uma das coordenadas angulares juntamente com a técnica matemdtica de mergulho
de superficies (CARROLL,2003):

Figura 14: Cortes no Diagrama de Kruskal (CARROLL,2003)

O que correspondem ao seguinte diagrama de mergulho
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Figura 15: Superficies correspondentes aos cortes no Diagrama de Kruskal (CARROLL,2003)

Entretanto, no caso de Schwarzschild, os dois universos estdo causalmente desconecta-
dos, isto €, a forma¢do do wormhole ndo adimite curvas tipo-tempo transitarem entre as duas
regides assintoticamente planas. Conforme,Michael,Morris e Thorne (1988), € possivel definir

uma métrica sobre a qual € possivel construir um wormhole dito atravesdvel:

ds? = —e2*Mdt? + (1 —b(r)/r) " dr? + r2(d6? + sin?(8)dd?) (192)

Onde @ () e b(r) sdo fungdes arbitrarias da coordenada radial r (MICHAEL.S, MOR-
RIS and THORNE,1988).

8.2 WARPDRIVE DE ALCUBIERRE

Uma das grandes conclusdes da TRE € a de que nada pode transitar mais rdpido do que
a luz. Por outro lado, na TRG o fato € valido apenas localmente. Sendo assim, em 1994 o
fisico mexicano Miguel Alcubierre explorou a possibilidade de uma geometria capaz de levar
informacdo (um astronauta € uma nave por exemplo) de forma a garantir que localmente o
observador se mova dentro do cone de luz (e por tanto com velocidade menor que a da luz) mas
0 espago-tempo se comporte de tal maneira que seja possivel transitar grandes distancias em
um intervalo de tempo arbitrariamente pequeno (ALCUBIERRE,1994).

A métrica que Alcubierre propds utiliza o formalismo 3 + 1 da relatividade geral,onde,a
grosso modo, ocorre uma divisdo no espago-tempo quadridimensional em hipersuperficies tipo-

espaco,curvas, tridimensionais e no tempo (unidimensinal); indicado na figura 16.
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time Spacelike hypersurfaces

Figura 16: Divisao do espaco-tempo no formalismo 3 + 1. Fonte: extraido de (ALCUBI-
ERRE,2008)

Conforme,Alcubierre (2008), o tensor métrico neste formalismo fica:
ds* = —dt? = gndx"dx’ =

= —(o — BiBY)dt? + 2B;dx'dt + yyydx'dx (193)

Onde algumas quantidades particulares deste formalismo sdo: [3; o shift vector que re-
laciona as coordenadas espaciais nas diferentes hipersuperficies tipo-espaco e « € a funcdo de
lapso que relaciona os intervalos de tempo proprio entre as hipersupeficies tipo-espaco (AL-
CUBIERRE,2008).

A métrica proposta por Alcubierre é:

ds? = —dt? + (dx — vif(ry())dt)” + dy? + dz? (194)
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