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RESUMO

Atualmente, um dos maiores desafios que existem na indústria de exploração e pro-
dução de petróleo e gás em águas profundas é a modelagem numérica do comporta-
mento mecânico dos risers de produção de petróleo. Na presente tese de doutorado,
uma ferramenta computacional para calcular a resposta dinâmica estrutural de um
riser flexível em catenária sob os efeitos de um escoamento interno bifásico líquido-
gás em padrão golfadas de líquido é apresentada. A ferramenta computacional, a
qual tem por nome SLUGFLEX, é composta por dois códigos computacionais: o
código que calcula a resposta dinâmica estrutural do riser, e o código que calcula
o desenvolvimento do escoamento bifásico em padrão golfadas no interior do ri-
ser. O escoamento bifásico líquido-gás, o qual tem como característica principal a
intermitência de duas regiões distintas: pistão de líquido e a bolha alongada de
gás, é modelado matematicamente mediante o uso de um método lagrangeano uni-
dimensional de seguimento de pistões, o qual divide o domínio computacional do
escoamento em células unitárias, as quais estão formadas por um pistão de líquido
e por uma bolha alongada de gás. Para realizar a análise estrutural, o riser, objeto
deste estudo, é discretizado mediante o uso de elementos finitos de viga espacial
de Euler, os quais experimentam grandes deslocamentos e grandes rotações, po-
rém, com pequenas deformações. Para a formulação tridimensional do elemento de
viga, a formulação co-rotacional é utilizada. A interação fluido-estrutura é um fenô-
meno bastante complexo, isto porque a resposta dinâmica do riser é influenciada
pela dinâmica do escoamento interno, e o desenvolvimento do escoamento interno
é influenciado pela resposta dinâmica do riser. Por esse motivo, ambos os códigos
computacionais trabalham de forma conjunta trocando informação durante todo o
processo de cálculo. No cálculo da resposta dinâmica do riser é empregado o método
de integração direta HHT-α em combinação com o método de Newton-Raphson para
forças seguidoras, o qual é utilizado com a finalidade de obter o equilíbrio das forças
internas com os carregamentos externos em cada instante de tempo. Simulações do
riser com movimentos oscilatórios impostos no topo também foram considerados. Os
resultados numéricos obtidos pela ferramenta computacional são validados mediante
a comparação com resultados experimentais da literatura.

Palavras-chave: Riser flexível em catenária. Escoamento bifásico líquido-gás em pa-
drão golfadas de líquido. Formulação co-rotacional. Interação fluido-estrutura.
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COMPUTATIONAL TOOL FOR ANALYSIS OF FLEXIBLE
CATENARY RISERS WITH AN INTERNAL SLUG FLOW

ABSTRACT

Nowadays, one of the most significant challenges that exists in deep-waters oil and
gas exploitation and production industry is the numerical modeling of the mechan-
ical behaviour of oil-production risers. In this doctoral thesis, a computational tool
to calculate the structural dynamic response of a flexible catenary riser under the
influence of an internal slug flow is presented. The computational tool is called
SLUGFLEX and it consists of two computational codes: the code that calculates
the dynamic structural response of risers, and the code that calculates the develop-
ment of an internal slug flow within risers. The slug flow, whose main feature is the
intermittency of two different regions: a liquid slug and an elongated bubble of gas,
is mathematically modeled through the use of an unidimensional lagrangian slug
tracking method, that divides the computational domain of slug flow in unit cells,
which are made up by a liquid slug and an elongated bubble of gas. To carry out the
structural analysis, the riser, object of this study, is discretized through the use of
spatial Euler beam finite elements, which experiments large displacements and large
rotations, but with small deformations. For the tridimensional formulation of the
beam element, the co-rotational formulation is used. The fluid-structure interaction
is a very complex phenomenon, this due to the influence of the internal fluid dynam-
ics in the riser dynamic response and the influence of riser dynamic response in the
internal fluid development; for this reason, both computational codes work together
exchanging information during the whole calculation process. In the calculus of the
risers dynamic response, the direct integration method HHT-α is used, in combina-
tion witht the Newton-Raphson method for follower loads, which is used on purpose
of obtaining the equilibrium between the internal forces and the external forces at
each instant of time. Riser simulations with imposed oscillation movements at the
top were also considered. The numerical results obtained by the computational tool
are validated through the comparison with the experimental results found in the
current literature.

Keywords: Flexible catenary riser. Slug flow. Corotational formulation. Fluid-solid
interaction.
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1 INTRODUÇÃO

Na indústria de exploração e produção de petróleo e gás em águas-profundas, flui-
dos se movimentam desde o fundo do mar até uma unidade flutuante de produção
de petróleo, por meio de estruturas tubulares cilíndricas delgadas chamadas risers
(vide Figura 1.1). Muita pesquisa sobre estas estruturas tem sido realizada, princi-
palmente à medida que estão sendo descobertos campos de petróleo em locais com
profundidades cada vez maiores e sob condições ambientais extremamente severas.

Figura 1.1 - Esquema de um sistema de produção de petróleo em alto-mar.

Fonte: Lee (2009).

Na atualidade, a PETROBRAS já superou a marca de 1,5 milhões de barris de
petróleo produzidos por dia no pré-sal. A camada pré-sal descoberta no Brasil é uma
grande reserva de petróleo e de gás natural, encontrada em águas ultra-profundas,
a mais de 7000 m abaixo do nível do mar, ver Figura 1.2. Essas reservas de petróleo
localizam-se em uma faixa litorânea de aproximadamente 800 km de extensão, que
vai do estado de Espírito Santo até Santa Catarina.
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Figura 1.2 - O pré-sal brasileiro.

Fonte: Alves (2015).

Devido à função que cumprem, os risers são um dos principais componentes na in-
dústria de produção de petróleo. Para o transporte de petróleo e gás, os risers de
produção podem adotar diversos tipos de configurações e podem ser de diferentes
tipos de material. Suas características dependem de parâmetros de campo como: as
condições ambientais, tipo de plataforma, taxas volumêtricas de produção, profun-
didade da água, etc.

Risers flexíveis

Os risers flexíveis, objeto de estudo do presente trabalho de doutorado, são com-
postos por diversas camadas concêntricas metálicas e poliméricas, vide Figura 1.3,
as quais trabalham solidariamente de forma a proporcionar rigidez e estanqueidade.
A combinação destas camadas proporciona uma estrutura de baixa rigidez à flexão
e altas rigidezes axial, radial e torcional, capaz de resistir altas pressões, o peso
próprio, e carregamentos dinâmicos.
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Figura 1.3 - Composição de um riser flexível convencional.

Carcaça interna

Armadura de pressão

Armadura de tração

Camada plástica

Revestimento externo

Fonte: Fatmala (2016).

Os risers flexíveis podem adotar diversas configurações, como pode ser visto na Fi-
gura 1.4. A configuração adotada por um riser depende das necessidades do projeto,
das condições ambientais, condições de instalação, entre outros requisitos que devem
ser atendidos. A configuração utilizada neste trabalho é a configuração em catenária
(free-hanging catenary).

Figura 1.4 - Configurações adotadas por um riser flexível.

Fonte: Luppi et al. (2014).
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Escoamento interno bifásico líquido-gás

O escoamento interno de um riser é uma mistura de petróleo, gás, e água, e é
exposto a diferentes condições de pressão e temperatura que permitem a formação
de emulsões, hidratos e ceras. Neste trabalho, o escoamento interno é considerado
como sendo um escoamento bifásico líquido-gás.

Quando dois fluidos escoam, simultaneamente, no interior de uma tubulação, as duas
fases podem se distribuir numa variedade de padrões de escoamento. O termo padrão
de escoamento refere-se à configuração geométrica das fases líquida e gasosa no
interior da tubulação. Os padrões de escoamento diferem um do outro na distribuição
espacial da interface, resultando em diferentes características de fluxo, tais como
velocidade e distribuição da fração volumétrica ocupada pela fase líquida (holdup).

O padrão de escoamento que pode adotar um determinado sistema bifásico depende
de: parâmetros de operação do sistema, características geométricas de instalação do
sistema, e propriedades físicas das duas fases que compõem o escoamento bifásico.

Os padrões de escoamento existentes em tubos horizontais podem ser classificados
como (vide Figura 1.5):

1 Estratificado: Este padrão ocorre para valores relativamente baixos das
vazões de líquido e gás. As duas fases são separadas pela gravidade, onde
a fase líquida escoa na parte inferior do tubo, e o gás na parte superior do
mesmo.

2 Intermitente: O escoamento intermitente é caracterizado pelo escoamento
alternado de líquido e gás. Golfadas de líquido, as quais preenchem por
completo a área transversal do tubo, são separadas por pistões de gás,
os quais contem uma camada de líquido estratificado escoando na parte
inferior do tubo.

3 Anular: Este padrão ocorre a altas vazões do gás. O líquido desloca-se sob
a forma de uma película delgada junto à parede do tubo, enquanto um
núcleo de gás se desloca com velocidade elevada no centro do tubo. Devido
à força da gravidade, a película de líquido na parte inferior do tubo tem
normalmente maior espessura do que no topo.

4 Bolhas dispersas: Este padrão ocorre a altas velocidades do líquido. A fase
líquida é continua, enquanto que o gás encontra-se disperso na forma de
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pequenas bolhas. A vazões muito maiores do líquido, as bolhas de gás são
dispersas mais uniformemente em toda a área transversal do tubo.

Figura 1.5 - Padrões de escoamento em tubos na configuração horizontal.

Direção do fluxo

Estratificado

Intermitente

Anular

Bolhas
dispersas

Fonte: Adaptada de Shoham (2006).

Os padrões de escoamento existentes em tubos verticais podem ser classificados como
(vide Figura 1.6):

1 Bolhas: A fase gasosa é dispersa na forma de pequenas bolhas de gás,
distribuídas quase uniformemente através da área transversal do tubo. Este
padrão de escoamento ocorre para vazões de líquido relativamente baixas,
com baixa turbulência, e caracteriza-se pelo deslizamento entre as fases.

2 Golfadas: Em tubos verticais, o escoamento em golfadas é simétrico ao
redor do eixo do tubo. Este padrão de escoamento caracteriza-se pela in-
termitência entre bolhas de gás alongadas, chamadas de bolhas de Taylor,
e pistões de líquido. Entre a bolha de Taylor e a parede do tubo escoa uma
camada fina de líquido.

3 Agitante: O escoamento agitante ocorre a altas vazões de gás. Este padrão
têm semelhança com o padrão em golfadas, porém, é muito mais caótico e
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desordenado. As bolhas tornam-se mais estreitas, com formas irregulares
e de vários tamanhos.

4 Anular: A característica deste tipo de escoamento é a continuidade da fase
gasosa, a qual se desloca a altas velocidades e arrastrando gotas de líquido
no centro do tubo.

5 Bolhas dispersas: Este padrão ocorre a baixa vazões do líquido. Para este
padrão de escoamento, a fase líquida dominante carrega as bolhas de gás,
e não existe deslizamento entre as fases.

Figura 1.6 - Padrões de escoamento em tubos na configuração vertical.

D
ire

çã
o 

do
 fl

ux
o

Bolhas Golfadas Agitante Anular Bolhas
dispersas

Fonte: Adaptada de Shoham (2006).

As Figuras 1.5 e 1.6 mostram os padrões de escoamento existentes em tubos nas
configurações horizontal e vertical. Os padrões de escoamento observados em tu-
bos inclinados são bastante semelhantes aos observados em escoamentos verticais
ascendentes.
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1.1 Justificativa e definição do problema

Risers flexíveis dispostos em catenária são amplamente utilizados na indústria de
produção de petróleo e gás. Devido à sua natureza dinâmica, o escoamento interno
produz sobre o riser forças variantes no espaço e no tempo, as quais somadas às
forças induzidas pelo movimento da plataforma e outros efeitos, produzem um au-
mento no valor dos esforços internos no riser. Além disso, a dinâmica do escoamento
interno afeta as características de vibração natural de um riser flexível1, havendo a
possibilidade de reduzir sua vida útil por fadiga.

Uma das principais motivações para realizar a presente Tese de Doutorado, é a
grande importância dos risers nas operações de produção de petróleo e gás na In-
dústria Offshore. A ferramenta computacional SLUGFLEX permitirá identificar as
zonas e pontos do riser onde ocorrem os valores máximos de deslocamentos, assim
como também os valores máximos das forças internas que ocorrem ao longo do riser,
permitindo prever e evitar esforços indesejáveis na estrutura.

Até o dia de hoje, pouca pesquisa tem sido feita para compreender o comportamento
dinâmico tridimensional de risers com escoamentos multifásicos. Além da dificuldade
de simular o comportamento dinâmico tridimensional do riser em catenária, existe
o grande desafio de simular a interação fluido-estrutura entre o riser e o escoamento
interno, e isto devido a que a dinâmica do riser influi sobre o desenvolvimento do
escoamento interno, enquanto que a dinâmica do escoamento interno produz forças
que afetam o movimento do riser.

Para prever o desenvolvimento de escoamentos bifásicos em golfadas no interior de
tubos rígidos (tubos sem movimento nem deformações), existem muitos trabalhos de
referência na literatura, assim como também modelos computacionais tais como o
modelo OLGA e os modelos de seguimento de pistões SLUGGIT e LASSI. Por outro
lado, temos o modelo de seguimento de pistões desenvolvido na UTFPR (Universi-
dade Tecnológica Federal do Paraná), o qual está baseado na solução das equações
de conservação da massa e da quantidade de movimento para cada uma das células
unitárias que compõem o escoamento interno, e o qual será utilizado como base para
o presente trabalho de doutorado.

Devido aos motivos expostos, a implementação de uma ferramenta computacional

1Este fenômeno foi observado por Chucheepsakul et al. (1999). Os autores estudaram a influên-
cia de um escoamento interno monofásico sobre as frequências naturais de um riser vertical, e
concluíram que o incremento no valor da velocidade do escoamento interno produz uma redução
no valor da frequência natural do riser, assim como também uma perda de estabilidade do riser.
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para análise tridimensional é de muita importância, já que servirá para poder en-
tender a influência de um escoamento interno em padrão golfadas sobre risers.

1.2 Revisão bibliográfica

A revisão bibliográfica será dividida em três partes: análise tridimensional não-linear
de estruturas, estudo e modelagem do escoamento bifásico líquido-gás padrão golfa-
das, e por último, influência do escoamento interno bifásico em padrão golfadas sobre
o comportamento dinâmico de risers, isto é com o objetivo de obter uma melhor
organização das referências bibliográficas usadas neste trabalho.

1.2.1 Análise tridimensional não-linear de estruturas

Para descrever a cinemática do elemento estrutural em 3D, a formulação co-
rotacional será utilizada. O termo co-rotacional refere-se a um sistema de coordena-
das local fixo ao elemento de viga, que encontra-se rotando continuamente junto ao
elemento. A Figura 1.7 mostra a sequência de configurações para obter a configura-
ção final deformada de um elemento de viga.

Figura 1.7 - Configurações na formulação co-rotacional.

Fonte: Produção do autor.

Uma das principais características da formulação co-rotacional, é que permite facil-
mente separar o movimento de translação do movimento deformacional do elemento
de viga. Devido à sua eficiência, a formulação co-rotacional é muito utilizada no es-
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tudo de estruturas esbeltas com grandes deslocamentos e grandes rotações, porém,
com pequenas deformações.

O tratamento de grandes rotações é um tema que tem sido estudado há décadas por
pesquisadores de mecânica estrutural. Um dos trabalhos mais extensos e detalhados
sobre grandes rotações foi o realizado por Argyris (1982). Este trabalho foi de vital
importância para o desenvolvimento da formulação co-rotacional em três dimensões.
O autor mostrou, a partir de manipulações algébricas, que uma matriz de rotação
pode ser relacionada a uma rotação ao redor de um eixo arbitrário.

Anos depois, Rankin e Brogan (1986) desenvolveram um novo procedimento para o
tratamento de grandes rotações, chamado Procedimento do elemento co-rotacional
independente, o qual foi baseado no código computacional STAGS (Structural
Analysis of General Shells, implementado por Almroth e Brogan (1978). Através
do uso de operadores de projeção, a contribuição do movimento de corpo rígido do
elemento ao campo de deslocamentos foi eliminado.

Uma das formulações que se mostrou mais eficiente para o tratamento de grandes
rotações foi a proposta por Crisfield (1990). Crisfield descreve a formulação co-
rotacional para vigas em três dimensões, onde o vetor de forças internas e a matriz
de rigidez são derivadas consistentemente a partir do cálculo das deformações locais
do elemento de viga. As não-linearidades são introduzidas via as rotações do sistema
de coordenadas local fixo ao elemento de viga. Entre suas principais descobertas, o
autor menciona que as características de convergência são reduzidas se a matriz de
rigidez tangente é simetrizada artificialmente.

A formulação co-rotacional tem sido amplamente utilizada para a implementação de
ferramentas computacionais para análise estática e dinâmica de estruturas em 3D.
Granados (2017) desenvolveu uma ferramenta computacional para análise estática
de vigas em 3D submetida a carregamentos de torção e tração no topo. Para calcu-
lar a configuração de equilíbrio estático, o autor utilizou dois esquemas incrementais
iterativos: o método de Newton-Raphson e o método de comprimento de arco cilín-
drico com controle de carga e deslocamento. Entre os resultados obtidos pelo autor,
destaca-se a análise estática de um riser flexível submetido a torção no topo.

Entre os trabalhos que realizam análise dinâmica de estruturas em 3D utilizando
a formulação co-rotacional destacam-se os realizados por Hsiao et al. (1999), Je-
lenić e Crisfield (2001), Le et al. (2012) e Silva (2013). A integração numérica no
domínio do tempo foi realizada utilizando o método de Newmark e o método Hilbert-
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Hughes-Taylor (HHT). Os trabalhos realizados pelos autores mencionados, mostram
simulações de estruturas sem condições de contorno estáticas nem cinemáticas, entre
as quais se destaca o caso de um anel com rotações finitas. Estes trabalhos mostram
a grande capacidade da formulação co-rotacional de trabalhar com grandes rotações.

1.2.2 Análise tridimensional de risers

A estática e dinâmica de risers em três dimensões foi bastante estudada pelos pesqui-
sadores em mecânica de rises. A seguir apresentamos alguns dos trabalhos referentes
à análise tridimensional de risers.

Irani (1989) realiza uma análise tridimensional da configuração de equilíbrio estático
e da resposta dinâmica de risers com um escoamento interno monofásico. No seu
estudo, o riser é submetido a grandes deformações, e as equações que regem seu
movimento são calculadas a partir de uma abordagem variacional (princípio esten-
dido de Hamilton). O autor compara as respostas obtidas no domínio da frequência
(para o qual a força de arrastro foi linearizada) com as obtidas no domínio do
tempo, mostrando em seus resultados que a linearização da força de arrastro é uma
boa aproximação, exceto, quando se trabalha com baixas frequências de excitação.
Além disso, o autor conclui também que o efeito do escoamento interno tende a re-
duzir o valor da força axial efetiva no riser2, dando como resultado uma diminuição
na rigidez do sistema.

Mourelle (1993) desenvolveu algoritmos para análise da dinâmica de risers marinhos.
O riser é discretizado por meio do método dos elementos finitos, e para a formulação
tridimensional de cada elemento a abordagem co-rotacional foi utilizada. O autor
propõe um algoritmo para ajuste automático do intervalo de integração ao longo da
análise dinâmica baseado no quociente de Rayleigh.

Chai e Varyani (2006) utilizaram uma formulação tridimensional em coordenadas
absolutas para a análise estática e dinâmica de risers/tubos flexíveis. Esta formula-
ção tem como característica principal que as características da resposta estrutural
são expressas em termos do vetor de posição e de suas derivadas, em coordenadas ab-
solutas, o que permite uma descrição precisa da cinemática do riser/tubo. Uma das
vantagens desta formulação é que não faz uso de rotações finitas ou infinitesimais
como variáveis nodais, a diferencia da formulação co-rotacional. Os autores após
validar o código desenvolvido com softwares comerciais (FLEXCOM, ABAQUS),

2O termo força axial efetiva, introduzido inicialmente por Sparks (1984), considera os efeitos
das pressões devidas aos escoamentos externo e interno sobre a força axial na parede do riser.
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mostram nos seus resultados a influência da correnteza e a influência da interação
riser-solo marinho.

Takafuji (2010), em sua tese de Doutorado, apresenta um estudo tridimensional de
risers sob efeitos da correnteza e do solo marinho. Na análise estática, estudou o
efeito da rigidez a torção na configuração de equilíbrio, mostrando em seus resul-
tados que este efeito é desprezível. A análise dinâmica foi realizada no domínio da
frequência e no domínio do tempo. Para a solução no domínio da frequência, mostra
um método para a linearização das forças não lineares: forças de arrastro devida
a correnteza e força de interação com o solo marinho. Os resultados obtidos pelo
autor foram comparados com os obtidos com um software comercial (ORCAFLEX),
mostrando boa concordância.

Athisakul et al. (2011) apresentaram uma formulação para a análise estática e di-
nâmica tridimensional de risers marinhos com escoamento interno. As equações de
governo do riser são obtidas a partir do princípio dos trabalhos virtuais. Nos seus
resultados, os autores estudam os efeitos da velocidade de um escoamento interno
monofásico sobre as frequências naturais do riser, mostrando que um incremento no
valor das velocidades diminui o valor das frequências naturais. Assim também eles
mostraram a influência da extensibilidade do riser sobre seu comportamento estru-
tural, mostrando que, para valores baixos, o comportamento do riser é dominado
pela rigidez à flexão, enquanto que para valores altos, o comportamento é dominado
pela rigidez axial.

Kordkheili et al. (2011), no seu estudo da dinâmica tridimensional de risers, utili-
zaram elementos finitos isoparamétricos de quatro nós na formulação dos elementos
de riser, de acordo com o apresentado por Bathe (2006). As forças consideradas na
análise foram as forças devidas à correnteza e às forças de empuxo. Os resultados ob-
tidos pelos autores foram comparados com os resultados obtidos por outros autores
da literatura, mostrando boa concordância.

Neto (2016) apresentou um modelo matemático para simular a resposta dinâmica
de risers de produção, para o qual foram considerados os efeitos devidos a uma
correnteza, efeitos devidos à imposição de deslocamentos no topo do riser, e os efeitos
devidos à interação do riser com o fundo marinho. No seu trabalho, o autor utilizou
um modelo de viga geometricamente-exato em 3D para representar a estrutura do
riser. Entre os resultados obtido pelo autor, destacam-se os obtidos para o caso de
um riser vertical submetido a deslocamentos no topo e à ação de uma força lateral
tipo rampa aplicada no ponto médio da estrutura.
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1.2.3 Estudo e modelagem do escoamento bifásico em padrão golfadas

A modelagem matemática do escoamento interno bifásico líquido-gás padrão golfa-
das é uma tarefa bastante complexa, isto devido principalmente à intermitência de
duas estruturas distintas, uma golfada de líquido, ou também chamada de pistão de
líquido, e uma bolha gasosa alongada, chamada também de bolha de Taylor, assim
como pode ser visto na Figura 1.8.

Figura 1.8 - Escoamento bifásico em padrão golfadas.

Direção do fluxo

Bolha 
alongada

Golfada de 
líquido

Filme de 
líquido

Fonte: Produção do autor.

Para o estudo e modelagem do escoamento em golfadas diversos modelos matemáti-
cos foram propostos. Os primeiros modelos que surgiram foram os modelos de estado
estacionário. Esses modelos consideram que as velocidades e demais parâmetros que
caracterizam as bolhas de gás e os pistões de líquido permanecem invariantes no
tempo. Os modelos de estado estacionário são de fácil implementação porque não
se considera a principal característica do escoamento em golfadas, a intermitência.
Entre os modelos estacionários destacam-se os propostos por Dukler e Hubbard
(1975) e Fernandes et al. (1983), os quais foram desenvolvidos para tubos nas posi-
ções horizontal e vertical, respectivamente. Por outro lado, Taitel e Barnea (1990)
propuseram um modelo estacionário para tubos em todas as posições, horizontal,
vertical e inclinado, além disso, os autores apresentam detalhadamente o procedi-
mento de cálculo de cada um dos parâmetros hidrodinâmicos do escoamento em
golfadas.

Na atualidade, a modelagem do escoamento em golfadas é realizada por meio de
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modelos transientes, como por exemplo, os desenvolvidos por Ransom et al. (1982)
e Barre e Bernard (1990). Esses modelos consideram que, parâmetros como as velo-
cidades e as pressões das duas fases do fluido, podem variar através do tempo e ao
longo do espaço. Existem dois modelos os quais têm sido utilizados principalmente
no desenvolvimento das equações para o cálculo transiente, e são: o modelo de dois
fluidos, e o modelo drift flux. Na Figura 1.9, pode-se observar um quadro resumo
dos modelos utilizados para o estudo do escoamento bifásico em padrão golfadas.

Figura 1.9 - Modelos utilizados para o estudo do escoamento bifásico em padrão golfadas.

MODELOS
MATEMÁTICOS

MODELO
ESTACIONÁRIO

MODELOS
TRANSIENTES

MODELOS DE 
DOIS FLUIDOS

MODELO 
DRIFT-FLUX

Dukler e Hubbard (1975)
Fernandes et al. (1983)
Taitel e Barnea (1990)

RELAP, Ransom et al. (1982)
CATHARE, Barre e Bernard (1990)
OLGA, Bendiksen et al. (1991)

           6 EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO

2 Equações de continuidade
2 Equações de conservação do momentum
2 Equações de conservação da energia

            4 EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO

1 Equação de continuidade
1 Equação de conservação do momentum
1 Equação de conservação da energia
1 Equação de continuidade para uma das fases

Fonte: Produção do autor.

De acordo com Shoham (2006), em princípio, o modelo de dois fluidos é mais ade-
quado para o caso de escoamentos de fases separadas, tais como escoamentos em
padrão estratificado e anular, enquanto que o modelo drift flux é mais adequado
para tratar com escoamentos de fases dispersas e intermitentes. No entanto, ambos
os modelos são utilizados para a modelagem do escoamento em golfadas.
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O modelo transiente de dois fluidos trata as fases líquida e gasosa de forma separada.
A principal suposição na derivação das equações de conservação é que o escoamento
é unidimensional. Este modelo consiste de seis equações diferenciais parciais: duas
equações de conservação de massa, duas de conservação de momentum, e duas de
conservação da energia, para cada uma das fases do escoamento.

Bendiksen et al. (1991) desenvolveram o software OLGA, o qual é amplamente
utilizado na indústria de produção de petróleo e gás. Este código baseia-se no modelo
de dois fluidos estendido, o qual assume a existência de três fases separadas: a fase
gasosa, o filme de líquido e a fase composta pelas gotas de líquido dispersas no
interior da fase gasosa.

1.2.3.1 Modelo de seguimento de pistões

Barnea e Taitel (1993) desenvolveram um modelo simplificado utilizando a metodo-
logia de seguimento de pistões. Este modelo simplificado não considera as bolhas de
gás dispersas na golfada de líquido e, além disso, considera que a região que segue
à golfada de líquido é de fluido estratificado, na qual a altura do filme de líquido é
constante ao longo do comprimento da bolha de gás. Na análise, os autores intro-
duziram dois tipos de distribuição para o comprimento das golfadas de líquido na
entrada do tubo, uma distribuição aleatória uniforme e uma distribuição aleatória
normal. A evolução do escoamento em golfadas no interior do tubo foi similar para
ambas as distribuições, mostrando que a evolução do escoamento não é sensível às
condições na entrada do tubo. Assim também, os autores concluíram que a veloci-
dade de translação de uma bolha alongada é maior quando esta se encontra por trás
de uma golfada curta, dando como resultado que a golfada de líquido eventualmente
desapareça e o líquido seja acumulado na golfada por trás dela.

Na sua tese de doutorado, Renault (2007) apresenta o esquema numérico LASSI
(Lagrangian approximate scheme for slug initiation) para modelar a transição de es-
coamento estratificado a escoamento em golfadas. Para a modelagem matemática do
escoamento bifásico, o modelo geral de dois fluidos é utilizado. O esquema numérico
LASSI foi implementado baseando-se no esquema de captura da golfada de líquido
(TRIOMPH, desenvolvido por Issa e Kempf (2003)), e no esquema de seguimento
de pistões (SLUGGIT, desenvolvido inicialmente por Nydal e Banerjee (1996)).

Rodrigues (2009) desenvolveu um modelo matemático 1D utilizando o método de se-
guimento de pistões (slug tracking) para a simulação de escoamento bifásico líquido-
gás em tubos horizontais, inclinados e verticais. O modelo desenvolvido pelo autor,
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o qual é baseado no trabalho realizado por Barnea e Taitel (1993), considera na sua
modelagem o efeito das bolhas dispersas no pistão de líquido, e o efeito do perfil da
bolha de gás. O autor enfatiza que, devido a que o modelo de seguimento de pistões
não prevê a transição de nenhum outro padrão de escoamento para o padrão em
golfadas, deve-se garantir a ocorrência do padrão em golfadas na entrada e na saída
da tubulação. No processo de saída de bolhas e pistões do domínio computacional, o
autor considera que o comprimento do pistão n, LSn, permanece constante quando
o pistão está saindo do tubo, assim como mostrado na Figura 1.10, e o comprimento
do tubo é aumentado artificialmente até a frente do pistão n.

Figura 1.10 - Representação esquemática do processo de saída de bolhas e pistões do do-
mínio computacional.

Fonte: Rodrigues (2009).

15



Kjeldby et al. (2011) realizaram comparações entre dados experimentais, fornecidos
pelo centro de pesquisa da Shell Amsterdam, e dados numéricos, os quais foram
obtidos por meio do uso da ferramenta computacional SLUGGIT. A ferramenta
baseia-se no seguimento de pistões de líquido em pipelines mediante o uso de uma
formulação de malha lagrangeana, implementada em C++. No modelo implemen-
tado, os autores estudaram a iniciação das golfadas em tubos horizontais por meio
do uso do critério de Kelvin-Helmtholtz viscoso (VKH).

Almeida et al. (2017) apresentaram um modelo híbrido que consiste na integração
de dois modelos: o modelo de seguimento de pistões de líquido, o qual foi baseado
no trabalho de Rodrigues (2009), e o modelo de captura do pistão de líquido, ba-
seado no modelo implementado por Renault (2007). O modelo desenvolvido pelos
autores mostra boa concordância com os resultados experimentais, exceto no caso
do gradiente de pressão, onde obtiveram um erro de 13% em relação aos dados
experimentais.

1.2.4 Influência do escoamento interno bifásico em golfadas sobre risers

Entre as referências encontradas temos o trabalho realizado por Patel e Seyed (1989).
Neste trabalho, para representar o escoamento em golfadas, os autores propuseram
um modelo simplificado baseado no comportamento senoidal da densidade do fluido
interno ao longo do riser. O esquema numérico no domínio da frequência foi utili-
zado para calcular a resposta dinâmica bidimensional do riser. Os resultados numéri-
cos obtidos pelos autores foram comparados com dados obtidos experimentalmente,
mostrando boa concordância.

Estudos experimentais foram realizados por Das (2003), para determinar e analisar
as forças atuantes devidas a slug-flow severo sobre risers na configuração lazy-wave.
O autor concluiu que, ao incrementar o valor das velocidades superficiais do líquido e
gás, as forças atuantes sobre uma curva do riser também incrementam seus valores.
Além disso, esta força é mais sensível a mudanças na velocidade superficial do líquido
que a mudanças na velocidade superficial do gás.

Valdivia (2008) realizou um estudo experimental e numérico do comportamento
dinâmico de risers em catenária com escoamento interno. O escoamento interno
foi representado pelo modelo simplificado proposto por Patel e Seyed (1989). Um
estudo experimental foi realizado, no qual um tubo de silicone foi usado com um
fluido interno composto de água e ar. Os valores obtidos por meio das simulações,
para a tensão no topo e para os valores de deslocamento horizontal e vertical, foram
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comparados com os resultados experimentais mostrando boa concordância.

Pollio e Mossa (2009), baseado no modelo proposto por Patel e Seyed (1989), fizeram
comparações entre dois modelos simplificados de slug-flow. O primeiro considera um
comprimento da golfada constante ao longo do riser, e o outro modelo considera o
comprimento de golfada como sendo uma função da inclinação do riser. As equações
de movimento do riser foram resolvidas usando integração numérica no domínio do
tempo.

Bordalo et al. (2015) descreveram modelos para as forças induzidas pelo escoamento
bifásico em padrão golfadas sobre risers de aço em catenária. Segundo os autores, as
forças devidas ao escoamento interno de maior relevância são as forças de gravidade
e as forças devidas à curvatura da trajetória do fluxo.

Ortega (2015) estudou numericamente a influência do escoamento interno tipo slug-
flow sobre a resposta dinâmica de risers flexíveis. Nas simulações numéricas, uma
ferramenta computacional baseada em dois códigos foi utilizada: uma para simular
o desenvolvimento do slug-flow utilizando um modelo lagrangiano de rastreamento
de pistões, e o outro para calcular a resposta dinâmica bidimensional de risers
no domínio do tempo. O slug-flow foi modelado pelas equações de conservação do
fluido. Os resultados numéricos foram comparados satisfatoriamente aos resultados
experimentais obtidos por Valdivia (2008).

Chatjigeorgiou (2017) calculo a resposta estática 3D de risers marinhos submetidos
ao efeito de um escoamento interno em golfadas. O autor, para a modelagem do
escoamento em golfadas utilizou o modelo de estado estacionário proposto por Taitel
e Barnea (1990). Na análise estática, o autor considerou que o comprimento da célula
unitária do escoamento em golfadas é constante ao longo do riser. Para combinar os
modelos matemáticos do riser e do escoamento em golfadas, o autor considera que
o elemento de viga tem o mesmo comprimento da célula unitária de escoamento.

Medina (2018) apresentou um esquema computacional que calcula o movimento de
um escoamento multifásico ao longo de um tubo flexível. Para simular a resposta
dinâmica estrutural do tubo, o autor utilizou um modelo tridimensional baseado no
método das massas concentradas. Para simular o escoamento foi utilizado o código
computacional SLUGGIT, que foi inicialmente desenvolvido por Nydal e Banerjee
(1996), o qual é baseado no modelo de seguimento de pistões. Ambos os modelos,
estrutural e do escoamento, foram acoplados mediante o método de decomposição
de domínios.
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Meléndez e Avila (2019) realizaram uma análise paramétrica da influência do es-
coamento interno em padrão golfadas sobre a resposta dinâmica de risers flexíveis
marinhos. O riser foi discretizado em vários elementos de viga de igual tamanho, e
para a formulação 2D dos elementos de viga, a formulação co-rotacional foi utilizada.
O modelo matemático utilizado para representar o escoamento interno em golfadas
foi o proposto por Patel e Seyed (1989), o qual considera o escoamento em golfadas
com sendo um fluido monofásico de densidade variável. O cálculo das forças devidas
ao escoamento em golfadas foi determinado por meio da segunda lei de Newton, para
o qual a aceleração total da partícula do fluido foi calculada. O código computacio-
nal desenvolvido pelos autores foi utilizado para simular o comportamento dinâmico
de um modelo reduzido de riser, o qual foi testado experimentalmente por Valdivia
(2008). Os resultados numéricos mostraram boa concordância em comparação com
os resultados experimentais. A partir dos resultados numéricos, os autores concluí-
ram que, para velocidades moderadas das fases líquida e gasosa, as forças devidas à
aceleração de Coriolis tem um efeito quase desprezível sobre a dinâmica do riser.

A principal limitação do estudo realizado por Meléndez e Avila (2019) é a modelagem
do escoamento em golfadas, a qual foi realizada a partir de um modelo simples. Este
modelo considera que a frequência do escoamento interno é constante através do
tempo e ao longo do riser, o que não é correto, porque a frequência do escoamento
em golfadas depende de fatores como a velocidade superficial das fases, assim como
das mudanças da inclinação no riser, além de outros parâmetros.

Como pode ser observado a partir dos trabalhos mencionados, com exceção do tra-
balho realizado por Medina (2018), todos eles realizam uma análise bidimensional
da influência do escoamento interno sobre o riser. Pode-se concluir então, que a res-
posta tridimensional dinâmica de risers com escoamento interno bifásico gás-líquido
em padrão golfadas (slug-flow) é um tema pouco estudado pelos pesquisadores em
mecânica de risers, isto principalmente devido à alta complexidade para modelar o
escoamento em golfadas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo principal

O objetivo principal desta tese é desenvolver uma ferramenta computacional para
cálculo da resposta dinâmica tridimensional de risers flexíveis dispostos em catenária
sobre os efeitos de um escoamento interno bifásico em padrão golfadas.
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1.3.2 Objetivos específicos

1 Desenvolver um código computacional para cálculo da resposta dinâmica
estrutural de vigas em três dimensões. Para a formulação do elemento de
viga em 3D, a abordagem co-rotacional foi utilizada. Integração numérica
no domínio do tempo foi realizada mediante a implementação do método
HHT-α.

2 Verificar o correto funcionamento do código computacional de analise di-
nâmica estrutural de vigas em 3D. A verificação é realizada mediante a
comparação dos resultados numéricos obtidos pelo código computacional
desenvolvido com os resultados obtidos por outros autores da literatura.

3 Implementar um modelo lagrangeano unidimensional de seguimento de
pistões, baseado no modelo de dois fluidos, para simular o desenvolvimento
de um escoamento bifásico em padrão golfadas no interior de um tubo com
mudanças na inclinação.

4 Validar o modelo lagrangeano de seguimento de pistões desenvolvido neste
trabalho. A validação do modelo será realizada com dados experimentais
da literatura.

1.4 Metodologia de estudo

Para atingir os objetivos traçados neste trabalho, uma metodologia de estudo foi
seguida. A seguir, vamos enumerar cada um dos estágios através dos quais o trabalho
foi evoluindo.

1. Inicialmente, uma ferramenta computacional capaz de calcular a resposta
dinâmica bidimensional de risers flexíveis dispostos em catenária foi de-
senvolvida. O riser flexível encontra-se sob efeito de um escoamento in-
terno bifásico gás-líquido em padrão golfadas, e além disso, sob efeito de
uma correnteza. O escoamento interno foi simulado como sendo um fluido
monofásico de densidade variável, a qual varia senoidalmente ao longo do
riser. Para a formulação bidimensional dos elementos de viga, a formulação
co-rotacional foi utilizada.

Este estudo inicial encontra-se registrado no artigo de título "A para-
metric analysis of the influence of the internal slug-flow
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on the dynamic response of flexible marine risers", o qual foi
publicado pela revista Ocean Engineering no mês de Fevereiro de 2019.

2. O seguinte estágio consistiu no desenvolvimento e implementação de um
código computacional para análise estática de vigas em três dimensões.
Para isto, a formulação co-rotacional em três dimensões foi utilizada. Esta
ferramenta computacional foi implementada e desenvolvida pelo grupo de
trabalho do Laboratório de Interação Fluido-Estrutura da Universidade
Federal do ABC (UFABC).

3. Uma vez implementado o código computacional para análise estática de
vigas, seguiu-se com a implementação do código para análise dinâmica em
três dimensões. Para isto, o método de HHT-α será utilizado. Este código
computacional também foi validado com resultados numéricos da presente
literatura.

4. O seguinte estágio consistiu no desenvolvimento e implementação de um
código computacional capaz de simular o desenvolvimento de um esco-
amento bifásico em padrão golfadas no interior de um tubo rígido com
mudanças na inclinação. O escoamento em golfadas é caracterizado pela
ocorrência intermitente de pistões de líquido empurrados por bolhas de gás.
Para realizar esta análise, algumas considerações serão feitas, isto devido
à complexidade da modelagem matemática deste tipo de escoamento.

5. Os códigos computacionais desenvolvidos nos estágios 3 e 4 conformam
a ferramenta computacional para análise dinâmico de risers flexíveis com
escoamento bifásico em padrão golfadas. O seguinte e último estágio consis-
tiu no acoplamento dos códigos computacionais, os quais interagem entre
si mediante a troca de informação.

1.5 Contribuição

A contribuição da ferramenta SLUGFLEX, desenvolvida neste trabalho, é a simu-
lação, de forma simultânea, da interação entre o riser flexível em catenária com o
escoamento bifásico em padrão golfadas transportado no seu interior, assim como
também com a correnteza de mar, no sistema de coordenadas tridimensional.

Para determinar o desenvolvimento do escoamento em golfadas no interior do riser,
foi utilizado como base o modelo numérico implementado por Rodrigues (2009), o
qual é aplicado a escoamentos em golfadas no interior de tubos retos, e sobre o qual,
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para este trabalho, foram adicionados os efeitos da curvatura do riser, assim como
também os efeitos que a dinâmica do riser produz sobre o escoamento interno.

A ferramenta computacional SLUGFLEX poderá ser utilizada como fonte de infor-
mação numérica para pesquisadores na área de interação fluido-estrutura e mecânica
de risers, e também para reproduzir trabalhos experimentais realizados em labora-
tórios de pesquisa. Por outro lado, esta ferramenta servirá como base para continuar
desenvolvendo códigos e programas computacionais cada vez mais complexos, tanto
na parte estrutural quanto no desenvolvimento de modelos matemáticos mais com-
pletos que simulem o escoamento interno multifásico; sendo este último de grande
importância na indústria do petróleo e gás.

1.6 Estrutura da Tese

Este trabalho está dividido em oito capítulos. O Capítulo 1 contém uma introdução
ao assunto, situando onde o problema abordado está sendo inserido na indústria
e justificando a importância dele. Também são definidos os objetivos. No Capítulo
1 também é destinado à revisão bibliográfica referente ao escoamento em golfadas.
Em seguida são descritos alguns métodos para simular este tipo de escoamento. Um
destaque maior é dedicado ao modelo de dois fluidos que, por sua vez, é o único dos
métodos apresentados capaz de capturar a geração de pistões de líquido. Por fim, é
feito uma revisão sobre os modelos dedicados à captura de golfadas.

No Capítulo 2 são apresentados conceitos de grande importância para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Neste capítulo é abordado o tema das grandes rotações, o qual
é de vital importância para entender a formulação co-rotacional para um elemento
de viga tridimensional, a qual é mostrada no Capítulo 3. A formulação co-rotacional
é muito utilizada em análise estrutural de vigas, isto devido principalmente à sua
capacidade de lidar com as não linearidades.

O Capítulo 4 é destinado à modelagem matemática do escoamento interno em padrão
golfadas de líquido. Para a modelagem, várias considerações serão feitas, isto devido
principalmente à alta complexidade do estudo do escoamento em golfadas. As equa-
ções de conservação de massa e de quantidade de movimento serão desenvolvidas
para cada uma das células unitárias do escoamento. Já no Capítulo 5 apresenta-se a
discretização e solução das equações desenvolvidas no Capítulo 4, as quais governam
o movimento do escoamento em golfadas no interior do riser.

O Capítulo 6 apresenta as equações utilizadas para calcular a resposta dinâmica
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estrutural do riser em catenária, assim como também seus respectivos métodos de
solução. Uma vez conhecida a solução das equações para calcular o desenvolvimento
do escoamento e para calcular a resposta dinâmica estrutural do riser, o seguinte
passo consiste em mostrar a forma em que ambos os códigos interagem e de que
forma estes trocam informação, o que será explicado no Capítulo 7.

No Capítulo 8 são apresentados os resultados numéricos obtidos pela ferramenta
computacional. Finalmente, o Capítulo 9 mostra as conclusões do presente trabalho,
assim como também as recomendações para futuros trabalhos.

22



2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capítulo serão apresentados conceitos que são muito importantes para o de-
senvolvimento do presente trabalho: o tema de grandes rotações, que é fundamental
para o desenvolvimento da formulação co-rotacional; o cálculo da força devida ao es-
coamento no interior de um riser de produção, estudo necessário para poder realizar
uma análise estrutural; e por último, o cálculo das forças hidrodinâmicas devidas à
correnteza.

2.1 Grandes rotações

O tratamento de grande rotações é de crucial importância no estudo da formulação
co-rotacional. As rotações não podem ser tratadas como quantidades vetoriais, isto
porque as rotações são não-comutativas, assim como mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1 - Não-comutatividade do vetor de rotação.

θz θx

θx
θz

x

y

z

x

y

z

CASO A

CASO B

Fonte: Produção do autor.

A Figura 2.1 mostra um elemento no sistema de coordenadas (x, y, z); no caso A
foram aplicadas as rotações θz e θx, nessa ordem, e no caso B foram aplicadas as
rotações θx e θz. A Figura 2.1 mostra que o resultado de uma série de rotações de-
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pende da ordem em que elas são aplicadas. Por esse motivo, para o tratamento das
grandes rotações se introduz o conceito de pseudovetor, o qual tem uma represen-
tação semelhante ao de um vetor, porém, não cumpre com as propriedades básicas
de um vetor.

2.1.1 Matriz de rotação para grandes rotações

A matriz de rotação para grandes rotações será desenvolvida. Para isto, define-se
o vetor ro, o qual vai ser rotacionado ao redor do eixo e até alcançar uma nova
orientação, a qual será definida pelo vetor rn, assim como mostrado na Figura 2.2.

Figura 2.2 - Rotação em três dimensões.

Δr

Fonte: Adaptado de Crisfield (1997).

A rotação que sofre o vetor ro é definido pelo pseudovetor θ, definido por um vetor
unitário e, que a sua vez indica a direção do eixo de rotação ao redor do qual a
rotação ocorre, e pelo ângulo de rotação θ, assim como mostrado na Figura 2.2. O
pseudovetor θ é dado por:

θ =


θ1

θ2

θ3

 = θ1e1 + θ2e2 + θ3e3 = θe (2.1)

O módulo do pseudovetor θ é dado por:
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θ = ‖θ‖ =
(
θ2

1 + θ2
2 + θ2

3

)1/2
=
(
θTθ

)1/2
(2.2)

Para o cálculo da matriz de rotação, determina-se o vetor rn em função do vetor ro.
A partir da Figura 2.2 tem-se:

rn = r0 + ∆r (2.3)

O cálculo do vetor ∆r foi detalhado minuciosamente por Argyris (1982), em seu
trabalho sobre grandes rotações. O vetor ∆r é calculado como:

∆r = sen θ
θ

(θ × r0) + (1− cos θ)
θ2 (θ × (θ × r0)) (2.4)

Logo, substituindo a Equação (2.4) na Equação (2.3) obtém-se a seguinte expressão:

rn = r0 + sen θ
θ

(θ × r0) + (1− cos θ)
θ2 (θ × (θ × r0)) (2.5)

Agora, reescreve-se a Equação (2.5) em forma matricial. Para isso, será introduzido
o conceito de matriz anti-simétrica:

S(θ) =


0 −θ3 θ2

θ3 0 −θ1

θ2 θ1 0

 (2.6)

onde S(θ) representa a matriz anti-simétrica associada ao pseudovetor θ. Logo, com
o objetivo de manipular a Equação (2.5), as seguintes igualdades serão utilizadas:

θ × r0 = S(θ)r0 (2.7)

θ × (θ × r0) = S(θ)S(θ)r0 (2.8)

Finalmente, substituindo as Equações (2.7) e (2.8) na Equação (2.5) obtem-se:
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rn = Rro =
[
I + sen θ

θ
S(θ) + (1− cos θ)

θ2 S(θ)S(θ)
]

r0 (2.9)

onde R é a matriz de rotação, e relaciona os vetores ro e rn. A Equação (2.9) é
conhecida como a fórmula de Rodrigues.

A matriz de rotação R também pode ser expressa em função do vetor unitário e,
da seguinte forma:

R = I + sen θS (e) + (1− cos θ)S (e)S (e) (2.10)

2.1.2 Matriz de rotação em função dos quatérnions

Uma das limitações de trabalhar com pseudovetores é quando se trabalha com ân-
gulos de rotação maiores que 180◦. Outra alternativa no tratamento de grandes
rotações é o uso dos quatérnions, os quais contam com quatro parâmetros.

Os parâmetros do quatérnion baseiam-se num eixo de rotação e num ângulo de
rotação. O quatérnion unitário q̂ é definido a partir dos parâmetros de Euler q0, q1,
q2, e q3, onde os três últimos são os componentes do eixo de rotação q̄, e q0 é um
escalar. Logo, o quatérnion unitário é definido por:

q̂ =
 q̄
q0

 =
sen (θ/2) e

cos (θ/2)

 (2.11)

onde e é o vetor unitário do eixo de rotação sobre o qual a rotação ocorre, e θ é o
ângulo de rotação. Os parâmetros do quatérnion unitário satisfazem a condição:

q̄Tq̄ + q2
0 = q2

1 + q2
2 + q2

3 + q2
0 = 1 (2.12)

Para o cálculo da matriz de rotação R, Equação (2.10), usamos uma expressão em
função da metade do ângulo de rotação θ da forma seguinte:
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R =
(

cos2
(
θ

2

)
− sen2

(
θ

2

))
I + 2 cos

(
θ

2

)
sen

(
θ

2

)
S (e) + 2 sen2

(
θ

2

)
eeT (2.13)

Finalmente, a matriz de rotação R pode ser expressa em função dos parâmetros
de Euler ao substituir, adequadamente, os valores da Equação (2.11) na Equação
(2.13). Logo, a matriz de rotação R é expressa por:

R = 2


q2

0 + q2
1 − 1/2 q1q2 − q3q0 q1q3 + q2q0

q2q1 + q3q0 q2
0 + q2

2 − 1/2 q2q3 − q1q0

q3q1 − q2q0 q3q2 + q1q0 q2
0 + q2

3 − 1/2

 (2.14)

2.1.3 Obtenção do pseudovetor a partir da matriz de rotação

Para obter o pseudovetor θ a partir da matriz de rotação R, será calculada a matriz
transposta de R, a qual sera obtida a partir da Equação (2.10). Dessa forma

RT = [I− sen θS (e) + (1− cos θ)S (e)S (e)] (2.15)

A partir das Equações (2.10) e (2.15), pode-se mostrar que a parte antissimétrica
Ra da matriz de rotação R é dada por:

Ra = 1
2
(
R −RT

)
= sen θS (e) = sen θ

θ
S (θ) (2.16)

onde S (e) e S (θ) são as matrizes antissimétricas associadas aos pseudovetores e e
θ, respectivamente, as quais podem ser calculadas utilizando a expressão mostrada
na Equação (2.6).

Finalmente, substituindo a matriz antissimétrica S(θ) na Equação (2.16), o pseudo-
vetor θ é obtido como:

sen θ
θ
θ = 1

2


R32 −R23

R13 −R31

R21 −R12

 (2.17)
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A Equação (2.17) é valida para valores do ângulo θ na faixa de 0 < |θ| < π, especi-
ficamente, para ângulos pequenos (sen θ ≈ θ). Para ângulos maiores, recomenda-se
trabalhar com quatérnions, explicado a seguir.

2.1.4 Extração do quatérnion normalizado a partir da matriz de rotação

No tratamento de grandes rotações, como foi mencionado na seção 2.2.3, existem al-
gumas limitações enquanto a trabalhar com ângulos maiores que π. Por esse motivo,
muitos autores recomendam trabalhar com quatérnions ao invés de pseudovetores.

A metodologia a utilizar na extração do quatérnion é a proposta por Spurrier (1978).
Spurrier recomenda calcular só a componente de maior magnitude como uma raiz
quadrada e usar essa componente como divisor para o cálculo das demais compo-
nentes. A metodologia utilizada é descrita a seguir.

1. Defina-se a como:

a = max (Tr (R) , R11, R22, R33) (2.18)

onde R é a matriz de rotação, e Tr(R) indica o traço da matriz R.

2. Se:

a = Tr (R) (2.19)

3. Obtém-se:

q0 = 1
2 (1 + a)1/2 (2.20)

qi = 2 (Rkj −Rjk) /q̄ (2.21)

onde i, j, k formam uma permutação circular de 1, 2, 3.

4. Se:

a 6= Tr (R) = R11 +R22 +R33 (2.22)

5. Obtém-se:
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qi =
[
a

2 + 1
4 (1− Tr (R))

]1/2
(2.23)

q0 = 1
4 (Rkj −Rjk) /qi (2.24)

qj = 1
4 (Rji +Rij) /qi (2.25)

onde l=j,k. As variables i,j,k formam uma permutação circular de 1,2,3,
tal que Rii é o maior valor da Equação (2.18).

2.1.5 Ângulos de rotação no sistema de coordenadas local

Figura 2.3 mostra um elemento de viga tridimensional, definido pelos nós 1 e 2, com
uma tríade A, composta pelos vetores a1, a2 e a3, associada ao nó 1, e com uma
tríade B, composta pelos vetores b1, b2 e b3, associada ao nó 2. A figura mostra
também a tríade E, composta pelos vetores e1, e2 e e3, a qual representa o sistema
de coordenadas local, e onde o vetor e1 é definido pela linha que une os nós 1 e 2.

Figura 2.3 - Tríades associadas a um elemento de viga tridimensional.
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b1

b3
a1
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a3

e1

e2

e3

e1

e2

e3

z

x

y

2

1

Fonte: Produção do autor.

A seguir, relacionam-se as tríades A e E por meio da seguinte equação:

R(∆θg)E = A (2.26)
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onde R(∆θg) é a matriz de rotação no sistema de coordenadas global, que mede a
rotação entre as tríades E e A. A seguir, a matriz de rotação é determinada pela
seguinte expressão:

R(∆θg) = AET (2.27)

Uma vez conhecida a matriz de rotação em coordenadas globais, pode-se calcular a
matriz de rotação com respeito ao sistema de coordenadas local, a qual é dada pela
seguinte expressão:

R(θl) = ETAETE = ETA =


eT1 a1 eT1 a2 eT1 a3

eT2 a1 eT2 a2 eT2 a3

eT3 a1 eT3 a2 eT3 a3

 (2.28)

De acordo com a Equação (2.16), o pseudovetor θl pode ser calculado a partir da
seguinte expressão:

sen θlS(e) = R −RT

2 = 1
2


0 eT1 a2 − eT2 a1 eT1 a3 − eT3 a1

eT2 a1 − eT1 a2 0 eT2 a3 − eT3 a2

eT3 a1 − eT1 a3 eT3 a2 − eT2 a3 0

 (2.29)

onde e, no lado esquerdo da Equação (2.29), é um vetor unitário e não tem relação
com os vetores e1, e2 e e3. Finalmente, os ângulos de rotação locais podem ser
obtidos a partir da seguinte igualdade:


sen θl1
sen θl2
sen θl3

 = 1
2


aT2 e3 − aT3 e2

aT3 e1 − aT1 e3

aT1 e2 − aT2 e1

 (2.30)

2.2 Forças devidas ao escoamento interno

Considere-se um elemento diferencial de fluido movendo-se através de um elemento
de riser, o qual é definido pelos pontos 1 e 2, assim como mostrado na Figura 2.4. O
sistema de coordenadas (e1, e2, e3) é associado ao elemento de riser, deslocando-se e
rotacionando junto com o elemento. O sistema de coordenadas (e1, e2, e3) é chamado
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de não-inercial, isto devido a que o sistema tem aceleração em relação ao sistema de
coordenadas inercial (x,y, z).

Figura 2.4 - Partícula de fluido movendo-se através de um elemento de riser.
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Fonte: Produção do autor.

A partir da Figura 2.4, o ponto C é o origem do sistema de coordenadas não-inercial
(e1, e2, e3), e é definido como sendo o ponto médio da linha que conecta os pontos
1 e 2, os quais são os extremos do elemento tridimensional de riser. O vetor Rc

define as coordenadas de posição do ponto C, entanto que o vetor ω representa
a velocidade angular do sistema de coordenadas não-inercial. Os vetores r e Vrel

indicam a posição e a velocidade do elemento diferencial de fluido em relação ao
sistema de coordenadas não-inercial, respetivamente.

Para poder calcular a força que o escoamento interno produz sobre o elemento de
riser, como primeiro passo vamos calcular a força que o elemento de riser produz
sobre o elemento diferencial de fluido, motivo pelo qual utilizaremos a segunda lei
de Newton, a qual estabelece que

dFr = af .dm (2.31)

onde af é a aceleração do elemento diferencial de fluido, dFr é a força resultante que
atua sobre o elemento diferencial de fluido, e dm é a massa do elemento diferencial
de fluido. A força Fr é aplicada pelo elemento de riser sobre o fluido interno. A força
aplicada pelo fluido interno sobre o elemento de riser tem o mesmo valor, porém,
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no sentido contrário. Logo, a força devida ao elemento diferencial de fluido interno
que atua sobre o elemento de riser pode ser calculada como

dFf = −af .dm (2.32)

onde Ff é o vetor de força devido à dinâmica do fluido interno. A partir da Equação
(2.32) e usando dm = ρLAintds, a força devida ao escoamento interno por unidade
de comprimento , ff , pode ser calculada como

ff = −ρLAintaf (2.33)

A aceleração de uma partícula de fluido movendo-se em relação a um sistema de
coordenadas não-inercial, é calculada a partir da expressão formulada por Meriam
e Kraige (2012):

af = arel + R̈c + 2ω ×Vrel + ω̇ × r + ω × (ω × r) (2.34)

onde af é a aceleração da partícula de fluido no sistema global de coordenadas
(X,Y,Z) e arel é a aceleração do fluido no sistema de coordenadas não-inercial
(e1, e2, e3). No lado direito da Equação (2.34), o segundo termo representa a acele-
ração da origem do sistema de coordenadas não-inercial (e1, e2, e3), o terceiro termo
representa a aceleração de Coriolis, o quarto termo representa a aceleração causada
pela aceleração angular do sistema de coordenadas (e1, e2, e3), e o quinto termo
representa a aceleração centrípeta em relação ao origem do sistema de coordenadas
não-inercial.

O vetor arel é expresso como a soma vetorial de um vetor tangente à trajetória,
arel,t, e um vetor normal à trajetória, arel,n. O vetor arel,n é sempre orientado ao
centro de curvatura instantâneo, assim como mostrado na Figura 2.5.
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Figura 2.5 - Componentes tangencial e normal da aceleração do fluido no sistema de co-
ordenadas não-inercial.
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Fonte: Produção do autor.

onde ρ representa o raio de curvatura. A magnitude das componentes tangencial e
normal de arel são dadas pelas seguintes expressões:

arel,t = V̇rel (2.35)

arel,n = V 2
rel

ρ
(2.36)

Finalmente, uma vez conhecida a aceleração da partícula no sistema de global de
coordenadas, substituindo a Equação (2.34) na Equação (2.33) obtêm-se:

ff = −ρLAint
[
arel + R̈c + 2ω ×Vrel + ω̇ × r + ω × (ω × r)

]
(2.37)

onde a Equação (2.37) expressa a força por unidade de comprimento que o escoa-
mento interno exerce sobre o riser.

2.3 Forças devidas à correnteza sobre cilindros inclinados

Para determinar as forças que produz uma correnteza sobre um cilindro inclinado
em movimento, utilizou-se a fórmula semi-empírica de Morison, a qual baseia-se
na suposição de que as propriedades da onda não são afetadas pela presença da
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estrutura. Considera-se um cilindro inclinado em movimento, o qual encontra-se sob
os efeitos de uma correnteza, assim como mostrado na Figura 2.6.

Figura 2.6 - Cilindro inclinado submetido aos efeitos de uma correnteza.
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A Figura 2.6 mostra um cilindro definido pelos pontos 1 e 2, onde os vetores e1,
e2, e e3 definem as direções do sistema de coordenadas local do elemento. u̇t e
u̇n representam as velocidades do elemento diferencial de cilindro, de comprimento
ds, nas direções tangencial e normal ao eixo do cilindro, respectivamente. O vetor
velocidade u̇n é paralelo ao plano formado pelos vetores e2 − e3. Vc representa a
velocidade da correnteza, a qual é uma função da coordenada vertical y, e tem
duas componentes, Vct na direção tangencial, e Vcn na direção normal ao eixo do
cilindro. Por último, dFm representa as forças devidas à correnteza que atuam sobre
o elemento diferencial de cilindro.

Neste trabalho, para o cálculo das forças devidas à correnteza, vamos utilizar a
abordagem da componente normal, a qual considera que só produzem forças as
velocidades e acelerações na direção normal ao eixo do cilindro, desprezando as
componentes na direção tangencial. Esta abordagem, segundo Beltrán e Cerrolaza
(1989), foi utilizada com bastante sucesso por outros autores.
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A força de Morison, de acordo com Patel (2013) e Beltrán e Cerrolaza (1989), é dada
pela soma de três componentes de força: uma devida ao arrastro hidrodinâmico, uma
devida à inércia do fluido, e outra devida às massas adicionadas. A força de Morison
que atua sobre um elemento diferencial de cilindro é dada pela seguinte equação:

dFm = 1
2CDρm|Vcn− u̇n|(Vcn− u̇n)Deds+CMρm

πD2
e

4 V̇cnds−CAρm
πD2

e

4 ünds (2.38)

onde CD, CM e CA representam os coeficientes de arrastro hidrodinâmico, de inércia
do fluido, e de massas adicionadas, respectivamente. ρm é a densidade da água do
mar, e De representa o diâmetro externo do cilindro.

Finalmente, a força devida à correnteza, por unidade de comprimento, que atua
sobre um cilindro inclinado é dada pela seguinte equação:

fm = 1
2CDρmDe|Vcn − u̇n|(Vcn − u̇n) + CMρm

πD2
e

4 V̇cn − CAρm
πD2

e

4 ün (2.39)
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3 FORMULAÇÃO CO-ROTACIONAL

Neste capítulo, será apresentada a formulação co-rotacional para um elemento de
viga tridimensional, a qual é baseada nos trabalhos realizados por Crisfield (1990) e
Crisfield (1997). A formulação co-rotacional é muito utilizada em análise estrutural
de vigas, isto devido à sua capacidade de lidar com as não-linearidades. Neste tra-
balho, a formulação co-rotacional é utilizada para poder calcular a matriz de rigidez
tangente, assim como também o vetor de forças internas do riser.

Na configuração inicial assume-se que o elemento de viga têm um comportamento
linear elástico, e seguidamente as não linearidades são introduzidas via a formulação
co-rotacional. Para isto, considera-se que o elemento de viga sofre grandes desloca-
mentos, porém pequenas deformações. A formulação co-rotacional permite separar
o movimento de corpo rígido do movimento deformacional do elemento de viga, a
partir de um sistema de referência local fixo ao elemento de viga.

3.1 Cálculo dos deslocamentos locais

3.1.1 Deslocamento axial local

Na Figura 3.1 mostra-se as configurações inicial e final de um elemento de viga
tridimensional. A deformação axial local do elemento de viga é calculado a partir
dos comprimentos lo e ln, os quais correspondem aos comprimentos do elemento de
viga nas configurações inicial e final, respectivamente. Na formulação co-rotacional,
considera-se que o comprimento final do elemento de viga, ln, é igual à distancia
entre os pontos 1 e 2, isto devido às pequenas deformações que sofre o elemento.

A partir da Figura 3.1, os vetores X1 e X2 representam os vetores de posição dos
pontos 1 e 2 do elemento de viga, respectivamente. d1 e d2 são os vetores que medem
os deslocamentos dos nós 1 e 2, respectivamente, a partir da configuração inicial até
a configuração final. A seguir será definida a diferença dos vetores de posição X1 e
X2 como sendo X21, dada pela seguinte expressão:
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Figura 3.1 - Configuração inicial e final de um elemento de viga tridimensional.
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Fonte: Crisfield (1997).

X21 = X2 −X1 (3.1)

assim também, será definida a diferença dos vetores de deslocamentos dos nós 1 e 2
como d21, a qual é definida como:

d21 = d2 − d1 (3.2)

O deslocamento axial local, ua, que sofre o elemento de viga a partir da configuração
inicial até a configuração final, é dado pela seguinte equação:

ua = ln − lo =
(
(X21 + d21)T (X21 + d21)

)1/2
−
(
XT

21X21
)1/2

(3.3)

Quando a diferença entre os comprimentos ln e l0 é muito pequena, a Equação (3.3)
é mal condicionada. Para evitar isso, a Equação (3.3) é manipulada da seguinte
forma:

38



ua = (ln + lo)
(ln + lo)

(ln − lo) (3.4)

Logo, a seguinte expressão para o deslocamento axial local ua é obtida:

ua = 2
(ln + lo)

(
X21 + 1

2d21

)T
d21 (3.5)

A Equação (3.5) relaciona os deslocamentos em coordenadas globais com o deslo-
camento axial local ua. Na formulação co-rotacional é assumido que a deformação
axial local εl é constante ao longo do elemento. Finalmente, a força axial ao longo
do elemento, N , é calculada a partir da seguinte equação:

N = EAεl = EA
ua
lo

(3.6)

3.1.2 Deslocamentos rotacionais locais do elemento de viga

Os deslocamentos rotacionais locais do elemento de viga podem ser calculados por
meio da Equação (2.17), motivo pelo qual precisamos conhecer os vetores que com-
põem as tríades A, E e B.

Figura 3.2 - Rotações locais de um elemento de viga tridimensional.
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Nesta seção, será definido o sistema de referência local E, o qual é fixo ao elemento
tridimensional de viga. O sistema E, com vetores unitários e1, e2, e e3, acompanha
as rotações da seção transversal do elemento de viga, e é rotacionado em relação ao
sistema de referência global (x,y, z). O vetor unitário e1, como pode ser visto na
Figura 3.2, é definido a partir da linha que une os nós 1 e 2 do elemento de viga.
Logo, e1 é expresso como:

e1 = 1
ln

(X21 + d21) (3.7)

Na Figura 3.2 se mostra as tríades A e B, as quais estão associadas aos nós 1 e 2 do
elemento de viga, respectivamente. A tríade A é composta pelos vetores unitários
a1, a2, e a3, enquanto que a tríade B é composta pelos vetores unitários b1, b2, e
b3. Agora, vamos a definir a tríade A e a tríade B como:

A = [a1, a2, a3] = R (α) A0 (3.8)

B = [b1,b2,b3] = R (β) B0 (3.9)

onde A0 e B0 representam as configurações iniciais das tríades A e B, respec-
tivamente. A orientação dos vetores das tríades A e B está relacionada com os
pseudovetores α e β, respectivamente, através da matriz de rotação R.

Para calcular o valor da tríade E, esta será relacionada com a rotação intermediária
entre as tríades A e B (CRISFIELD, 1997). O sistema intermediário Rm é definido
pelos vetores unitários r1, r2, e r3. Para calcular o sistema intermediário Rm preci-
samos conhecer a rotação entre as tríades A e B, a qual é dada pela seguinte matriz
de rotação:

∆R (γ) = BAT (3.10)

Após conhecer a matriz de rotação ∆R, temos que extrair o pseudovetor γ. Uma vez
conhecido o pseudovetor γ pode-se calcular o sistema intermediário Rm por meio
da seguinte expressão
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Rm = ∆R
(
γ

2

)
T (3.11)

Segundo Crisfield (1997), em geral, a primeira coluna do sistema intermediário Rm,
r1, não coincide com o vetor unitário e1, portanto, para obter E, o sistema Rm deverá
ser rotacionado até que sua primeira coluna, r1, coincida com e1 (vide Figura 3.3), o
que pode ser obtido rotacionando os vetores r1, r2, e r3 através de um pseudovetor
ϕ, definido por:

ϕ = arccos
(
r1
Te1

) r1 × e1

|r1 × e1|
(3.12)

Figura 3.3 - Rotação da Triade Rm por meio do pseudovetor ϕ.
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Fonte: Produção do autor

Finalmente, os vetores e2 e e3 são determinados como:

e2 = r2 −
r2
Te1

2 (e1 + r1) (3.13)

e3 = r3 −
r3
Te1

2 (e1 + r1) (3.14)

Uma vez conhecidos os valores das tríades A, E e B, utiliza-se a Equação (2.30)
para calcular as rotações locais do elemento de viga. Logo, temos:
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2 sen θl1 = −a3
Te2 + a2

Te3

2 sen θl2 = −a2
Te1 + e2

Ta1

2 sen θl3 = −a3
Te1 + e3

Ta1

2 sen θl4 = −b3
Te2 + b2

Te3

2 sen θl5 = −b2
Te1 + e2

Tb1

2 sen θl6 = −b3
Te1 + e3

Tb1

(3.15)

Segundo Crisfield (1990), os momentos de torção e os momentos fletores podem
se relacionar com as rotações locais dos nós da estrutura por meio das seguintes
equações:

M1 = +GJ
l0

[(θl1 − θl01)− (θl4 − θl04)]

M2 = 2EI2

l0
[2 (θl2 − θl02) + (θl5 − θl05)]

M3 = 2EI3

l0
[2 (θl3 − θl03) + (θl6 − θl06)]

M4 = −GJ
l0

[(θl1 − θl01)− (θl4 − θl04)] (3.16)

M5 = 2EI2

l0
[(θl2 − θl02) + 2(θl5 − θl05)]

M6 = 2EI3

l0
[(θl3 − θl03) + 2(θl6 − θl06)]

Figura 3.4 - Momentos de torção e momentos fletores atuantes em um elemento de viga.

M4

M6

M5

M1

M3

M2

e1

e2

e3

b2

b1

b3
a1

a2

a3

e1

e2

e3

e1

e2

e3

z

x

y

Fonte: Produção do autor

42



onde M1 e M4 são momentos de torção, e M2, M3, M5, e M6 são momentos fletores
(vide Figura 3.4). Os ângulos θli e θl0i, para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, representam as rotações
locais do elemento de viga nas configurações inicial e final, respectivamente. G é o
módulo de cisalhamento, E é o módulo de elasticidade, J é o momento polar de
inércia, I2 e I3 são os momento de inércia da seção transversal do elemento de viga.

3.2 Relação entre as variáveis globais e locais

Para poder aplicar a abordagem co-rotacional, é preciso expressar o vetor de des-
locamentos locais, ul, em função do vetor de deslocamentos globais, u. O vetor de
deslocamentos locais, ul, é composto pela deformação axial local do elemento (vide
Figura 3.1), e pelas rotações locais do elemento (vide Figura 3.2). As componentes
do vetor de deslocamentos globais são mostrados na Figura 3.5:

Figura 3.5 - Deslocamentos nodais globais do elemento de viga tridimensional.
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onde os vetores d1 e d2 são os vetores de deslocamentos dos nós 1 e 2, respectiva-
mente; α e β são os pseudovetores associados as rotações dos nós 1 e 2, respectiva-
mente. É importante lembrar que cada pseudovetor está associado a uma matriz de
rotação.
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Uma vez conhecidos os vetores de deslocamento local e global, será utilizada a matriz
F para relacionar estes vetores da seguinte forma:

δul = Fδu (3.17)

onde os vetores δul e δu são as variações dos vetores de deslocamentos local e
global, respectivamente. Os vetores δul, δu e a matriz F são definidos pelas seguintes
expressões:

δulT = {0, 0, 0, δθl1, δθl2, δθl3, δua, 0, 0, δθl4, δθl5, δθl6} (3.18)

δuT =
{
δd1

T , δαT , δd2
T , δβT

}
(3.19)

F =



f1
T

f2
T

f3
T

f4
T

f5
T

f6
T

f7
T

f8
T

f9
T

f10
T

f11
T

f12
T



(3.20)

onde f1
T é a primeira linha da matriz F. A partir das definições das variações dos

deslocamentos locais e globais, δul e δu, respectivamente, tem-se:

f1 = f2 = f3 = f8 = f9 = 0 (3.21)

Agora, expressa-se a variação do deslocamento axial local do elemento de viga, δua,
como uma função do vetor de deslocamentos globais, da seguinte forma:
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δua = e1
T δd21 =

{
−e1

T ,0T , e1
T ,0T

}
δu = f7

T δu (3.22)

Para o caso das rotações locais, dadas pela Equação (3.15), primeiro é necessá-
rio conhecer as variações dos vetores unitários das tríades A, E e B. As variações
dos vetores unitários δai e δbi, para i = 1, 2, 3, são dadas pelas seguintes expres-
sões (CRISFIELD, 1997):

δai = δα× ai = −S (ai) δα (3.23)

δbi = δβ × bi = −S (bi) δβ (3.24)

onde S (ai) e S (bi) são as matrizes anti-simétricas dos vetores unitários ai e bi,
respectivamente.

Também tem-se a necessidade de conhecer δe1, δe2, e δe3, as quais são as variações
dos vetores unitários da tríade E. A partir das Equações (3.3), (3.7) e (3.22) obtém-
se:

δe1 = δd21

ln
− (X21 + d21)

l2n
δua = Aeδd21 (3.25)

onde a matriz simétrica Ae é dada por:

Ae = 1
ln

(
I− e1e1

T
)

(3.26)

Para o cálculo das variações de e2 e e3, é necessário conhecer as variações dos vetores
unitários do sistema intermediário Rm. Estas variações são dadas por:

δri = −S (ri)
(δα+ δβ)

2 (3.27)

Logo, δe2 e δe3 são determinados a partir de :
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δe2 = L(r2)T δu (3.28)

δe3 = L(r3)T δu (3.29)

onde a matriz L é dada por:

LT =
[
LT

1 ,LT
2 ,−LT

1 ,LT
2

]
(3.30)

As componentes L1 e L2, da Equação (3.30), são expressas por:

L1 (ri) = rTi e1

2 Ae + 1
2Aeri (e1 + r1)T (3.31)

L2 (ri) = S (ri)
2 − rTi e1

4 S (ri)−
1
4S (ri) e1 (e1 + r1)T (3.32)

Uma vez conhecidas as variações das tríades A, E e B, as variações de θl podem
ser obtidas a partir da variação da Equação (3.15). Logo tem-se:

δθl = {δθl1, δθl2, δθl3, δθl4, δθl5, δθl6}T = [f4 f5 f6 f10 f11 f12]T δu (3.33)

onde os vetores coluna f4, f5, f6, f10, f11, e f12 são dados pelas seguintes expressões:

f4 = 1
2 cos θl1

(L (r3) a2 − L (r2) a3 + h1)

f5 = 1
2 cos θl2

(L (r2) a1 + h2)

f6 = 1
2 cos θl3

(L (r3) a1 + h3)

f10 = 1
2 cos θl4

(L (r3) b2 − L (r2) b3 + h4) (3.34)

f11 = 1
2 cos θl5

(L (r2) b1 − h5)

f12 = 1
2 cos θl6

(L (r3) b1 − h6)
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com os termos h1, h2, h3, h4, h5, e h6 são expressos por:

hT1 =
{
0T , (−S (a3) e2 + S (a2) e3)T ,0T ,0T

}
hT2 =

{
(Aea2)T , (−S (a2) e1 + S (a1) e2)T ,− (Aea2)T ,0T

}
hT3 =

{
(Aea3)T , (−S (a3) e1 + S (a1) e3)T ,− (Aea3)T ,0T

}
hT4 =

{
0T ,0T ,0T , (−S (b3) e2 + S (b2) e3)T

}
(3.35)

hT5 =
{

(Aeb2)T ,0T ,− (Aeb2)T , (−S (b2) e1 + S (b1) e2)T
}

hT6 =
{

(Aeb3)T ,0T ,− (Aeb3)T , (−S (b3) e1 + S (b1) e3)T
}

Uma vez conhecida a relação entre os vetores de deslocamentos locais e globais, o
seguinte passo é calcular a matriz de rigidez tangente kt.

3.3 Matriz de rigidez tangente

A matriz de rigidez tangente permite medir a rigidez de uma estrutura em resposta a
pequenas mudanças na sua configuração geométrica. O cálculo da matriz de rigidez
tangente de um elemento de viga tridimensional é realizado a partir da equivalência
dos trabalhos virtuais em coordenadas locais e em coordenadas globais. Logo tem-se:

qT δuv = ql
T δulv (3.36)

onde q e ql representam os vetores de forças internas nos sistemas de coordenadas
global e local, respectivamente; uv e ulv são os vectores de deslocamentos virtuais
nos sistemas global e local, respectivamente. O trabalho virtual realizado pelo vetor
qli é dado pela seguinte equação:

ql
T δulv = Nδua +M1δθl1 +M2δθl2 +M3δθl3 +M4δθl4 +M5δθl5 +M6δθl6 (3.37)

onde N é a força axial no elemento de viga, e Mi é o momento associado ao deslo-
camento rotacional θli, para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. A Equação (3.37) pode ser reescrita
na seguinte forma:
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qT δuv = ql
TFδuv (3.38)

Assumindo que o vetor de deslocamentos virtuais δuv é arbitrário, a partir da Equa-
ção (3.38) obtém-se:

q = FTql (3.39)

A matriz de rigidez tangente kt é obtida a partir da aplicação do operador variacional
à Equação (3.39). Logo tem-se:

δq = δFTql + FT δql = (kσ + ktl) δu = ktδu (3.40)

onde kσ é a matriz de rigidez geométrica a qual é obtida a partir da aplicação do
operador variacional sobre a matriz F. A matriz geométrica contém as contribuições
de variação de comprimento de elemento e variação da orientação das tríades. A
matriz ktl corresponde a variação nos esforços internos devido a variação nas defor-
mações da viga. Esta matriz é chamada de matriz de rigidez elástica ou também de
matriz de rigidez do material.

3.3.1 Cálculo da matriz de rigidez elástica

O cálculo da matriz de rigidez elástica é realizado a partir da variação do vetor
de forças internas locais, ql, o qual é composto pela forças axial e pelos momentos
atuantes sobre o elemento de viga. O vetor de forças internas locais ql é definido
como:

ql =
{
−N 0 0 M1 M2 M3 N 0 0 M4 M5 M6

}T
(3.41)

Após aplicar o operador variacional na Equação (3.41) tem-se:

δql = kδul = KFδu (3.42)

onde a matriz de rigidez tangente local k é uma matriz 12x12, e os valores dos seus
elementos são:

48



k = 1
l0



EA 0 0 0 0 0 −EA 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 GJ 0 0 0 0 0 −GJ 0 0
0 0 0 0 4EI2 0 0 0 0 0 2EI2 0
0 0 0 0 0 4EI3 0 0 0 0 0 2EI3

−EA 0 0 0 0 0 EA 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −GJ 0 0 0 0 0 GJ 0 0
0 0 0 0 2EI2 0 0 0 0 0 4EI2 0
0 0 0 0 0 2EI3 0 0 0 0 0 4EI3


(3.43)

onde A é a área transversal da viga, E é o modulo de elasticidade do material da
viga, e l0 é o comprimento do elemento de viga na configuração inicial.

Finalmente, substituindo a Equação (3.42) na Equação (3.40) é obtida a matriz de
rigidez elástica ktl a partir da seguinte expressão:

ktl = FTkF (3.44)

3.3.2 Cálculo da matriz de rigidez geométrica

A matriz de rigidez geométrica kσ é determinada a partir da variação da matriz F.
A expressão δFTql da Equação (3.40) pode ser reescrita da seguinte forma:

δFTql = kσδu =
12∑
j=1

ql (j) δfj (3.45)

De acordo com a Equação (3.21), os únicos vetores da matriz F aos quais serão
aplicados o operador variacional são f4, f5, f6, f7, f10, f11, e f12.

Para poder facilitar o cálculo da matriz de rigidez geométrica, serão relacionados
os momentos atuantes no elemento de viga no sistema de coordenadas local com os
deslocamentos rotacionais locais. Para isto utilizaremos os vetores q̄l e q̂l, os quais
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são definidos como:

q̄l =
[
0, 0, 0, M1

2 cos θl1
,

M2

2 cos θl2
,

M3

2 cos θl3
, 0, 0, 0, M4

2 cos θl4
,

M5

2 cos θl5
,

M6

2 cos θl6

]T
(3.46)

q̂l =
[
0, 0, 0, M1 tg θl1

2 cos θl1
,
M2 tg θl2
2 cos θl2

,
M3 tg θl3
2 cos θl3

, 0, 0, 0, M4 tg θl4
2 cos θl4

,
M5 tg θl5
2 cos θl5

,
M6 tg θl6
2 cos θl6

]T
(3.47)

A matriz de rigidez geométrica é obtida a partir da seguinte expressão:

kσ =kσ1 + FTDiag (q̂l) F + ql(10) [kσ2 (r2, a3 − b3) + kσ2 (r3,b2 − a2)]

+ q̄l (5) kσ2 (r2, a1) + q̄l (6) kσ2 (r3, a1) + q̄l (11) kσ2 (r2,b1) (3.48)

+ q̄l (12) kσ2 (r3,b1) + kσ3 + kTσ3 + kσ4 + kσ5

Para o cálculo de cada uma das matrizes mencionadas na Equação (3.48), kσ1, kσ2,
kσ3, kσ4 e kσ5, cada uma delas será dividida em submatrizes da seguinte forma:

kσi =


k11 k12 k13 k14

k21 k22 k23 k24

k31 k32 k33 k34

k41 k42 k43 k44

 (3.49)

3.3.2.1 Matriz de rigidez geométrica kσ1

A matriz de rigidez kσ1 é obtida a partir da variação do vetor f7 na Equação (3.22).
Logo, o valor das submatrizes é:

k11 = k33 = −k13 = −k31 = NAe (3.50)
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3.3.2.2 Matriz de rigidez geométrica kσ2

As submatrizes da matriz de rigidez da forma kσ2 (ri, z), na Equação (3.48), são
obtidas a partir da variação dos termos L(ri)aj e L(ri)bj, para i = 2, 3 e j = 1, 2, 3,
nas Equações(3.34). Logo, as submatrizes da matriz kσ2 (ri, z) são calculadas como:

k11 = −k13 = −k31 = k33 = X + XT + rTi e1

2ln

(
2(eT1 z) + zT r1

)
Ae (3.51)

onde:

X = −1
2AezrTi Ae + rTi e1

2ln
AezeT1 + zT (e1 + r1)

2ln
AerieT1 (3.52)

Os valores das sub-matrizes faltantes são:

4k12 = 4k14 = −4k32 = −4k34 = 4kT21 = 4kT41 = −4kT23 = −4kT43

= −AezeT1 S(ri)−AerizTS(r1)− zT (e1 + r1)AeS(ri) (3.53)

8k22 = 8k24 = 8k42 = 8k44

= −(rTi ei)S(z)S(r1) + S(r1)zeT1 S(ri) + S(ri)e1zTS(r1)

− (e1 + r1)TzS(e1)S(ri) + 2S(z)S(ri) (3.54)

3.3.2.3 Matriz de rigidez geométrica kσ3

A matriz de rigidez kσ3 é obtida a partir de termos como L(r2)δa1, e é dado pela
seguinte expressão:

kσ3 =
[
0, K̄2,0, K̄4

]
(3.55)

onde:
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k̄2 =− L(r2) [q̄l(10)S(a3) + q̄l(5)S(a1)] + L(r3) [q̄l(10)S(a2)− q̄l(6)S(a1)] (3.56)

k̄4 =L(r2) [q̄l(10)S(b3)− q̄l(11)S(b1)]− L(r3) [q̄l(10)S(b2) + q̄l(12)S(b1)] (3.57)

A matriz kTσ3 é obtida, por exemplo, de termos como S(a3)δe2 ou S(a2)δe3, os quais
são obtidos a partir da variação de h1 na Equação (3.35).

3.3.2.4 Matriz de rigidez geométrica kσ4

A matriz de rigidez kσ4 é obtida, por exemplo, de termos como S(δa3)e2, o qual é
obtido a partir da variação de h1 da Equação (3.35).

k22 =q̄l(10) [S(e2)S(a3)− S(e3)S(a2)] + q̄l(5) [−S(e1)S(a2) + S(e2)S(a1)]

+ q̄l(6) [−S(e1)S(a3) + S(e3)S(a1)] (3.58)

k44 =− q̄l(10) [S(e2)S(b3)− S(e3)S(b2)] + q̄l(11) [−S(e1)S(b2) + S(e2)S(b1)]

+ q̄l(12) [−S(e1)S(b3) + S(e3)S(b1)] (3.59)

3.3.2.5 Matriz de rigidez geométrica kσ5

A matriz de rigidez kσ5, é composta de submatrizes as quais são obtidas, por exem-
plo, a partir da variação de termos como Aea2 da Equação (3.35).

k12 =− k32 = − [q̄l(5)AeS(a2) + q̄l(6)AeS(a3)]

k14 =− k34 = − [q̄l(11)AeS(b2) + q̄l(12)AeS(b3)]

k21 =− k23 = kT12

k41 =− k43 = kT14 (3.60)

k11 = k33 = −k13 = −k31 = AeveT1 + e1vTAe + eT1 vAe (3.61)
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v = 1
ln
{q̄l(5)a2 + q̄l(6)a3 + q̄l(11)b2 + q̄l(12)b3} (3.62)

Na construção da matriz de rigidez tangente, algumas das matrizes que compõem a
matriz de rigidez geométrica contribuem com submatrizes não simétricas.

3.4 Velocidade e aceleração do sistema local de referência

Como foi mencionado no capítulo anterior, para o cálculo das forças devidas à dinâ-
mica do escoamento interno, precisamos conhecer a velocidade angular e a aceleração
angular do sistema de referência local E. Para poder realizar este cálculo, a formu-
lação co-rotacional será utilizada.

A Figura 3.6 mostra um elemento de viga tridimensional na sua configuração inicial,
cujo sistema local de referência é definido pela tríade E0. A partir desta configuração
inicial, o elemento de viga sofre deslocamentos e rotações até chegar na sua confi-
guração final, com um sistema local de referência definido pela tríade E. A partir
da Figura 3.6, pode-se observar que a tríade E é obtida após aplicar uma rotação
R(φ), a qual é associada ao pseudovetor φ, à tríade E0.

Figura 3.6 - Rotações associadas ao sistema de coordenadas local do elemento de viga.
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Fonte: Produção do autor
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Para o cálculo da velocidade angular e a aceleração angular, vamos começar por
definir a variação da tríade E, a qual é dada pela seguinte expressão (CRISFIELD,
1997)):

δE = S(δφ)E (3.63)

onde S(δφg) é a matriz anti-simétrica do pseudovetor φ, o qual foi medido no sistema
de coordenadas global. Multiplicando a Equação (3.63) pela transposta da matriz
E obtém-se:

ET δE = ETS(δφ)E (3.64)

A partir da Equação (3.64), o termo do lado direito representa a transformação
da matriz S(δφ), expressa em coordenadas globais, para o sistema de coordenadas
local, definido pela tríade E. Logo, a Equação (3.64) pode ser reescrita como:

ET δE = S(δφl) (3.65)

onde S(δφl) é a matriz anti-simétrica do pseudovetor φl, em coordenadas locais.
Sabendo que a tríade E é definida como (e1, e2, e3), a Equação (3.65) adota a seguinte
forma:

S(δφl) =


eT1 δe1 eT1 δe2 eT1 δe3

eT2 δe1 eT2 δe2 eT2 δe3

eT3 δe1 eT3 δe2 eT3 δe3

 (3.66)

Sabendo que os vetores e1, e2, e e3 são perpendiculares uns aos outros, as seguintes
relações são facilmente verificáveis:

eT1 δe1 = eT2 δe2 = eT3 δe3 = 0 (3.67)

eT1 δe2 = −eT2 δe1 (3.68)

eT1 δe3 = −eT3 δe1 (3.69)

eT3 δe2 = −eT2 δe3 (3.70)
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Uma vez conhecida a definição do conceito de matriz anti-simétrica (vide Equação
(2.6)), e substituindo as Equações (3.67), (3.68), (3.69), e (3.70) na Equação (3.66),
obtém-se a seguinte expressão:


0 −δφl3 δφl2

δφl3 0 −δφl1
−δφl2 δφl1 0

 =


0 −eT2 δe1 −eT3 δe1

eT2 δe1 0 eT2 δe3

eT3 δe1 −eT2 δe3 0

 (3.71)

Logo, a primeira variação do pseudovetor φl é dada pela seguinte expressão:

δφl =


δφl1

δφl2

δφl3

 =


−eT2 δe3

−eT3 δe1

eT2 δe1

 (3.72)

A partir da definição dos vetores e1, e2, e e3, dadas pelas Equações (3.7), (3.13), e
(3.14), assim como de suas respetivas variações, dadas pelas Equações (3.25), (3.28)
e (3.29), a primeira variação do pseudovetor φl pode ser expressa em função da
primeira variação do vetor de deslocamentos global, δu, como:

δφl = Gδu (3.73)

onde a matriz G é dada por:

G =



−
(

rT2 −
rT2 e1

2 (eT1 + rT1 )
)

LT (r3)

−
(

rT3 −
rT3 e1

2 (eT1 + rT1 )
)

[−A,0,A,0](
rT2 −

rT2 e1

2 (eT1 + rT1 )
)

[−A,0,A,0]


(3.74)

A partir da Equação (3.73), podemos calcular a velocidade angular da tríade E no
sistema de coordenadas local, a qual é dada pela seguinte expressão:

φ̇l = Gu̇ (3.75)

A velocidade angular da tríade E, no sistemas de coordenadas global, é obtida a
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partir de uma transformação de coordenadas, a qual se dá a partir da multiplicação
da Equação (3.75) pela matriz E, da seguinte forma:

φ̇ = EGu̇ (3.76)

Finalmente, a aceleração angular, no sistema de coordenadas global, pode ser obtida
calculando a derivada temporal da Equação (3.76), dando como resultado a seguinte
relação:

φ̈ = (ĖG + EĠ)u̇ + EGü (3.77)
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4 MODELAGEM MATEMÁTICA DO ESCOAMENTO INTERNO

Quando um fluido bifásico líquido-gás escoa no interior de um riser, este pode se
distribuir em uma variedade de padrões de escoamento. Neste trabalho o padrão
de escoamento em golfadas de líquido (slug flow) será considerado. O escoamento
bifásico em golfadas é caracterizado pela sucessão de duas regiões distintas: a golfada
de líquido e a bolha alongada de gás, chamada de bolha de Taylor, as quais compõem
uma célula unitária de fluido. Na Figura 4.1 são mostradas as distribuições das
golfadas e das bolhas de gás nas configurações vertical e inclinada de um tubo reto.

Figura 4.1 - Distribuições das golfadas e das bolhas de gás em um tubo reto.

Golfada de 
líquido

Fonte: Produção do autor

A partir da Figura 4.1, De e Di são os diâmetros externo e interno do tubo, respec-
tivamente, LS e LB são os comprimentos da golfada de líquido e da bolha de gás,
respectivamente, LT é o comprimento total da célula unitária, e β é o ângulo de
inclinação do tubo.

Para modelar matematicamente o escoamento bifásico em padrão golfadas será uti-
lizado um modelo lagrangeano de seguimento de pistões (lagrangian slug tracking
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model). Na modelagem matemática, a célula unitária de slug flow será dividida em
duas regiões: a golfada de líquido e uma região de fluido estratificado. O fluido estra-
tificado é caracterizado por duas regiões bem diferenciadas, uma de líquido e uma
de gás. Além disso, o filme de líquido tem uma altura, hf , constante ao longo do
comprimento da bolha, assim como mostrado na Figura 4.2.

Figura 4.2 - Escoamento bifásico líquido-gás: Golfada de líquido e região de fluido estra-
tificado.
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Fonte: Produção do autor

As considerações a realizar na modelagem matemática são:

1. O líquido é incompressível e não aerado;

2. A fase gasosa comporta-se como um gás ideal;

3. A altura do filme de líquido de uma célula não varia ao longo do riser ;

4. Não há variações de temperatura (escoamento isotérmico);

5. Não há mudanças de fase de líquido a gás, nem de gás a líquido;

6. Não há transferência de massa entre as fases;

7. As forças interfaciais entre o gás e o líquido são desprezíveis;

8. O escoamento em golfadas é considerado como sendo irrotacional.
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A velocidade do escoamento em golfadas é relativamente baixa em risers de pro-
dução, motivo pelo qual considera-se a fase líquida do escoamento como sendo não
aerada (NYDAL; BANERJEE, 1996).

4.1 Equação de conservação da massa

Neste capítulo, serão apresentadas a equação de conservação da massa, a qual será
aplicada a cada região que compõe a célula unitária do escoamento, e de forma
separada para cada uma das fases, líquido e gasosa. As equações de conservação da
massa serão desenvolvidas para a j-ésima célula unitária, a qual é representada na
Figura 4.3.

Figura 4.3 - Representação da j-ésima célula unitária do escoamento bifásico padrão gol-
fadas.
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A partir da Figura 4.3, LSj, LBj, e LUj são os comprimentos do pistão de líquido,
da bolha de gás, e o comprimento total da j-ésima célula unitária do escoamento,
respectivamente. Na região da bolha de gás, pode-se observar as variáveis UGBj e
ULBj, que são as velocidades da bolha de gás e do filme de líquido, respectivamente,
enquanto que na região do pistão de líquido, a velocidade do líquido é representada
pela variável ULSj. A variável xj indica a frente do pistão de líquido, e yj indica a
frente da bolha de gás. Todas estas variáveis são as correspondentes à j-ésima célula
do escoamento interno.

A equação de conservação de massa é dada pela seguinte expressão (SHAMES, 2003):
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∂

∂t

∫
V C

ρkdv +
∫
SC

ρkUk.dA = 0 (4.1)

onde a variável k representa a fase em análise, a qual pode ser líquida (L) o gasosa
(G), ρk indica a densidade da fase k, v indica o volume de controle em análise, Uk

é o vetor de velocidade da fase k, e dA é o vetor diferencial da área transversal pela
qual a fase correspondente está sendo transportada.

A seguir, serão desenvolvidas as equações de conservação da massa para o líquido
na golfada, para a bolha de gás, e para o filme de líquido. Esta formulação baseia-se
no trabalho realizado por Rodrigues (2009), que, como já foi explicado na revisão
bibliográfica, estudou o desenvolvimento de um escoamento em golfadas no interior
de um tubo reto inclinado.

4.1.1 Conservação de massa do líquido na golfada

O volume de controle para a golfada de líquido da j-ésima célula unitária do es-
coamento em golfadas é mostrada na Figura 4.4. A partir da Figura 4.4, pode-se
observar que o volume de controle encontra-se definido pelas fronteiras da golfada
de líquido, as quais são definidas pelas coordenadas xj e yj.

Figura 4.4 - Volume de controle para a golfada de líquido da j-ésima célula unitária.
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Da Figura (4.4), ULSxj e ULSyj são as velocidades do líquido nas fronteiras xj e yj,
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respectivamente, enquanto que dxj

dt
e dyj

dt
são as velocidades das fronteiras xj e yj,

respectivamente.

Utilizando a Equação (4.1) para a fase líquida na região da golfada, tem-se a seguinte
expressão:

d

dt
(ρLAintLSj) + ρLAint

(
ULSxj −

dxj
dt

)
− ρLAint

(
ULSyj −

dyj
dt

)
= 0 (4.2)

onde Aint representa a área interna do riser, e ρL representa a densidade da fase
líquida dentro da golfada, a qual é considerada incompressível.

Desenvolvendo os termos da Equação (4.2), podemos reescrevê-la como:

dLSj
dt

+ (ULSxj − ULSyj)−
(
dxj
dt
− dyj

dt

)
= 0 (4.3)

onde o terceiro termo do lado esquerdo da Equação (4.3) representa a variação
temporal do comprimento do pistão de liquido LSj, logo tem-se:

(ULSxj − ULSyj) = 0 (4.4)

A Equação (4.4) indica que, ao considerar o líquido na golfada como sendo não-
aerado, todas as partículas de líquido se deslocam com o mesmo valor de velocidade,
ULSj = ULSxj = ULSyj.

4.1.2 Conservação da massa do líquido no filme

O volume de controle para a bolha alongada de gás da j-ésima célula unitária do
escoamento em golfadas é mostrada na Figura 4.5. A partir da Figura 4.5, pode-se
observar que o volume de controle encontra-se definido pelas fronteiras da bolha
alongada, as quais são definidas pelas coordenadas yj e xj−1.

61



Figura 4.5 - Volume de controle para a bolha alongada de gás da j-ésima célula unitária.
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Utilizando a Figura 4.5 e a Equação (4.1) para o filme de líquido na região da bolha
de gás, tem-se a seguinte expressão:

d

dt
(ρLAintRLBjLBj)+ρLAint

(
ULSyj −

dyj
dt

)
−ρLAint

(
ULSxj−1 −

dxj−1

dt

)
= 0 (4.5)

onde RLBj é a fração volumétrica de líquido na região da bolha alongada.

De acordo com o resultado obtido na Equação (4.4), as velocidades ULSyj e ULSxj−1

podem ser rescritas como:

ULSyj = ULSj , ULSxj−1 = ULSj−1 (4.6)

Logo, substituindo a Equação (4.6) na Equação (4.5) obtêm-se:

ULSj−1 − ULSj = LBj
dRLBj

dt
− (1−RLBj)

dLBj
dt

(4.7)
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4.1.3 Conservação da massa do gás na bolha alongada

Utilizando a Figura 4.5 e a Equação (4.1) para a bolha de gás, obtêm-se a seguinte
expressão:

d

dt
[ρGBjAint(1−RLBj)LBj] = 0 (4.8)

A Equação (4.8) pode ser rescrita como:

(1−RLBj)
LBj
ρGBj

dρGBj
dt

= LBj
dRLBj

dt
− (1−RLBj)

dLBj
dt

(4.9)

A partir das Equações (4.7) e (4.9) pode-se notar que o lado direito de ambas
são iguais. Portanto, a partir das duas equações mencionadas tem-se a equação da
conservação de massa da j-ésima célula unitária, a qual é dada por:

ULSj−1 − ULSj = (1−RLBj)
LBj
ρGBj

dρGBj
dt

(4.10)

Assumindo que o gás na bolha alongada comporta-se como um gás ideal e que o
processo é isotérmico, a equação de estado para gases ideais pode ser utilizada para
relacionar a densidade do gás com a pressão do gás na bolha alongada, da seguinte
forma:

1
ρGBj

dρGBj
dt

= 1
PGBj

dPGBj
dt

(4.11)

Finalmente, substituindo a Equação (4.11) na Equação (4.10) conclui-se:

ULSj−1 − ULSj = (1−RLBj)
LBj
PGBj

dPGBj
dt

(4.12)

4.2 Equações de conservação da quantidade de movimento

A Equação de conservação da quantidade de movimento é aplicada só para o pistão
de líquido. Neste trabalho se despreza a quantidade de movimento do gás na bolha
alongada, isto devido à grande diferença de densidades entre as fases líquida e gasosa.
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Para este cálculo, será escolhido o volume de controle como sendo a superfície ao
redor da golfada de líquido. Este volume de controle é considerado como não inercial,
isto devido à influência do movimento do riser sobre o escoamento. Na Figura 4.6 é
apresentado o volume de controle e as forças atuantes sobre ele.

Figura 4.6 - Forças atuantes sobre o pistão de líquido da j-ésima célula unitária.
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Na Figura 4.6, PLS(xj) e PLS(yj) são as pressões atuantes sobre a golfada de líquido
nas coordenadas xj e yj, respectivamente; τLSj representa as tensões de cisalhamento
entre a parede do riser e o pistão de líquido, e WL é o peso do líquido.

A Equação da conservação da quantidade de movimento para volumes de controle
não inerciais é dada pela expressão proposta por Shames (2003):

∫∫
SC

TSdA+
∫∫∫
V C

TBρLdv −
∫∫∫
V C

[
R̈ + 2ω ×ULSj + ω̇ × r + ω × (ω × r)

]
ρLdv =

∫∫
SC

Ur(ρLULSjdA) + ∂

∂t

∫∫∫
V C

ULSj(ρLdv)

(4.13)

onde TS é a distribuição de forças superficiais, entre as quais têm-se as pressões
e as tensões de cisalhamento; TB é a distribuição de forças de corpo. R é o vetor
de posição, o qual indica a origem do sistema de coordenadas local (vide Figura
2.4 ), ω indica o vetor de velocidade angular do sistema de coordenadas local, e
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r indica o vetor de posição de uma partícula do escoamento medida no sistema de
coordenadas local. O vetor Ur é a velocidade relativa do pistão de líquido em relação
ao movimento do volume de controle, o qual é definido pela linha tracejada na Figura
4.6. O terceiro termo do lado esquerdo da Equação (4.13) podem ser consideradas
como forças hipotéticas, as quais serão representadas pela variável FH .

A curvatura, característica inerente aos risers flexíveis, pode complicar a solução
da equação de conservação da quantidade de movimento. Uma das formas de tratar
este tipo de problema é considerando o riser flexível como sendo composto por
vários elemento de viga reta, assim como mostrado na Figura 4.7, onde a curva em
catenária, (A), é aproximada como uma composição de elementos de viga reta, (B),
cada um deles com diferente inclinação. Na Figura 4.7, os pontos i − 1, i, i + 1, e
i+ 2, representam os nós do riser.

Figura 4.7 - Aproximação de uma curva em catenária por meio de tubos retos.
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É importante destacar que a aproximação utilizada por meio do uso de tubos retos,
vide Figura 4.7, não despreza os efeitos da força centrífuga. Para poder determinar
o raio de curvatura de um dos elementos do riser, este pode ser aproximado como
sendo o raio do círculo que passa por três nós consecutivos do riser.

A seguir, será desenvolvida a equação de conservação da quantidade de movimento
para uma golfada de líquido, a qual se encontra distribuída em três elementos de
riser de diferente inclinação, separados pelos pontos P1 e P2, assim como mostrado
na Figura 4.8.
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Figura 4.8 - Pistão de líquido da j-ésima célula unitária distribuído em três elementos de
riser.
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A Figura 4.8 mostra a j-ésima golfada de líquido do escoamento interno, a qual foi
distribuída em três elementos de viga reta. O pistão de líquido encontra-se sobre o
efeito das pressões PLSyj e PLSxj, tensões de cisalhamento entre o líquido e a parede
do tubo τLSj, e sobre o efeito do peso do próprio líquido W1j, W2j, e W3j, para
cada uma das seções que compõem o pistão de líquido. A equação de conservação
da quantidade de movimento, no sentido da direção do fluxo, para a primeira seção
da golfada de líquido de tamanho LSj1 e inclinação β1 é dada por:

(PLSyj − PP1)Aint − τLSjLSj1πDi − ρLAintLSj1 sen β1 − FHj1 = ρLAintULSj(ULSj −
dP1
dt

)

−ρLAintULSj(ULSj −
dyj
dt

) + ρLAintLSj1
dULSj
dt

+ ρLAintULSj(
dP1
dt
− dyj

dt
)

(4.14)
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onde o terceiro termo do lado esquerdo da Equação (4.14) representa o peso do
líquido, e o quarto termo representa as forças hipotéticas na direção do fluxo. A
equação de conservação da quantidade de movimento para a segunda seção da gol-
fada de líquido no sentido da direção do fluxo, de tamanho LSj2 e inclinação β2, é
dada por:

(PP1 − PP2)Aint − τLSjLSj2πDi − ρLAintLSj2 sen β2 − FHj2 = ρLAintULSj(ULSj −
dP2
dt

)

−ρLAintULSj(ULSj −
dP1
dt

) + ρLAintLSj2
dULSj
dt

+ ρLAintULSj(
dP2
dt
− dP1

dt
)

(4.15)

Já a equação de conservação da quantidade de movimento para a terceira seção da
golfada de líquido no sentido da direção do fluxo, de tamanho LSj3 e inclinação β3,
é dada por:

(PP2 − PLSxj)Aint − τLSjLSj3πDi − ρLAintLSj3 sen β3 − FHj3 = ρLAintULSj(ULSj −
dxj
dt

)

−ρLAintULSj(ULSj −
dP2
dt

) + ρLAintLSj3
dULSj
dt

+ ρLAintULSj(
dxj
dt
− dP2

dt
)

(4.16)

Agora, a partir das Equações (4.14), (4.15) e (4.16) pode-se obter a seguinte expres-
são:

(PLSyj − PLSxj)Aint − τLSjLSjπDi − ρLAint(LSj1 sen β1 + LSj2 sen β2 + LSj3 sen β3)

−(FHj1 + FHj2 + FHj3) = ρLAintLSj
dULSj
dt

(4.17)

Generalizando a equação de conservação da quantidade de movimento para um
número n de elementos de viga reta, de inclinações e comprimentos diferentes:
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(PLSyj−PLSxj)Aint−τLSjLSjπDi−ρLAint
n∑
i=1

(LSji sen βi)−
n∑
i=1

FHji = ρLAintLSj
dULSj
dt

(4.18)

Para poder resolver as Equações (4.10) e (4.18), expressam-se as pressões na golfada
PLSxj e PLSyj em função das pressões atuantes na bolha alongada PGBj e PGBj+1,
respectivamente. Na Figura 4.9, a qual foi feita baseada na Figura 4.8, apresentam-se
as fronteiras xj e yj e as pressões atuantes na vizinhança delas.

Figura 4.9 - Pressões atuantes nas fronteiras xj e yj da j-ésima célula unitária.

y j

P LSyj x j

P GBj+1

PGBj

P LSxj

(a) Frente da bolha de gás (b) Frente do pistão de líquido

β1

β3

L Bj+1

Fonte: Produção do autor

onde PGBj e PGBj+1 representam a pressão na bolha alongada de gás nas células
j e j + 1 do escoamento. Para o caso do escoamento bifásico em padrão golfadas,
vários autores reportaram que a variação de pressão na frente da bolha alongada,
coordenada yj na Figura 4.9, é nula, logo tem-se:

PLSyj = PGBj (4.19)

Para o caso da fronteira xj, a qual representa a frente do pistão de líquido, há uma
perda de pressão perto da região da esteira trás da bolha alongada j + 1. Neste
trabalho, para o cálculo da perda de pressão é considerada a expressão proposta por
Taitel e Barnea (1990), a qual é expressa pela variável ∆Pmix e é dada pela seguinte
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equação:

∆Pmix = ρLg sen β3LBj+1 + τLBj+1Sf
Aint

LBj+1 + τGBj+1Sg
Aint

LBj+1 (4.20)

onde g é a aceleração da gravidade, τLBj é a tensão de cisalhamento entre o filme de
líquido e a parede do tubo, e τGBj é a tensão de cisalhamento entre a fase gasosa e
a parede do tubo da j-ésima célula unitária do escoamento interno. As variáveis Sf
e Sg representam o perímetro molhado do filme de líquido e da bolha alongada na
região do gás, respectivamente. As tensões de cisalhamento entre as fases líquida e
gasosa foi desprezada. Logo, calcula-se a pressão PLSxj em função da pressão PGBj+1

da seguinte forma:

PLSxj = PGBj+1 + ∆Pmix (4.21)

Finalmente, substituindo as Equações (4.19) e (4.21) na Equação (4.18) tem-se:

PGBj − PGBj+1 = ρLg sen β3LBj+1 + τLBj+1SfLBj+1

Aint
+ τGBj+1SgLBj+1

Aint
+ τLSjLSjπDi

Aint

+ρL
n∑
i=1

(LSjn sen βn) + 1
Aint

n∑
i=1

FHjn + ρLLSj
dULSj
dt

(4.22)

As Equações (4.10) e (4.22) formam um sistema de equações, o qual ao ser resolvido
dá como resultado o valor da velocidade do pistão de líquido, ULS, e o valor da
pressão no interior da bolha de gás, PGB, de cada uma das células no interior do
riser a cada instante de tempo. A solução do sistema de Equações será explicado e
detalhado no Capitulo 6.

4.3 Tensões de cisalhamento

Com o objetivo de solucionar o sistema formado pelas Equações (4.12) e (4.22), é
preciso calcular, previamente, as tensões de cisalhamento atuantes sobre a célula
unitária de escoamento, as quais são mostradas na Figura 4.10.
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Figura 4.10 - Forças de atrito atuantes sobre a j-ésima célula unitária do escoamento.
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Fonte: Produção do autor

onde τLSj é tensão de cisalhamento entre o pistão de líquido e a parede do tubo,
τLBj é a tensão de cisalhamento entre o filme de líquido e a parede do tubo, τGBj
é a tensão de cisalhamento entre a bolha de gás e a parede, e τIBj é a tensão de
cisalhamento entre a bolha de gás e o filme de líquido da j-ésima célula unitária
do escoamento. Segundo Taitel e Barnea (1990) e Rodrigues (2009), a tensão de
cisalhamento entre a bolha de gás e o filme de líquido é desprezível.

As tensões de cisalhamento, mostradas na Figura 4.10, podem ser calculadas a partir
das seguintes expressões:

τLSj = ρLULSj|ULSj|ff,LSj
2 (4.23)

τLBj = ρLULBj|ULBj|ff,LBj
2 (4.24)

τGBj = ρGUGBj|UGBj|ff,GBj
2 (4.25)

onde ρL e ρG são as densidades das fases líquida e gasosa do escoamento em golfadas,
respectivamente; ULSj é a velocidade do líquido na golfadas, ULBj é a velocidade do
filme de líquido na região da bolha de gás, UGBj é a velocidade do gás; ff,LSj é o
fator de atrito de Fanning entre a parede do riser e o líquido na golfada, ff,LBj é o
fator de atrito de Fanning entre a parede do riser e o filme de líquido, e ff,GBj é o
fator de atrito de Fanning entre a parede do riser e a bolha de gás. Para determinar
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o fator de atrito, utilizaremos o diagrama de Moody, mostrado na Figura 4.11.

Figura 4.11 - Diagrama de Moody.

Fonte: Nuclear Power (2014).

É importante mencionar, que o fator de atrito calculado no diagrama de Moody é
o fator de atrito de Darcy-Weisbach, fd, o qual relaciona-se com o fator de Fanning
pela seguinte expressão:

ff = fd
4 (4.26)

Para o cálculo do fator de atrito de Darcy-Weisbach precisamos conhecer o valor
do número de Reynolds, Re, assim como também, o valor da rugosidade relativa, a
qual é definida pela expressão ε/Di, onde ε representa a rugosidade do material do
riser, e Di é o diâmetro interno do riser. Pode-se observar na Figura 4.11 uma linha
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de cor vermelha, a qual representa o fator de atrito para um valor de rugosidade
relativa de 0.004, valor que, segundo Bai e Bai (2005), pode ser considerado para
risers flexíveis.

Para o calculo do fator de atrito de Darcy-Weisbach, também podemos utilizar a
equação de Barr, a qual é dada por:

1√
fd

= −2 log
(
ε/Di

3.7 + 5.1286
Re0.89

)
(4.27)

Os números de Reynolds para cada uma das fases do escoamento, podem ser calcu-
ladas como:

ReLSj = ρLjULSjDHLSj

νLj
(4.28)

ReLBj = ρLjULBjDHLBj

νLj
(4.29)

ReGBj = ρGjUGBjDHGBj

νGj
(4.30)

onde DHLSj é o diâmetro hidráulico do líquido na golfada, DHLBj é o diâmetro
hidráulico do filme de líquido na região da bolha de gás, e DHGBj é o diâmetro
hidráulico da bolha de gás. νLj e νGj são as viscosidades dinâmicas da fase líquida
e gasosa do escoamento, respectivamente. Para o cálculo dos diâmetros hidráulicos,
utilizou-se a seguinte relação:

DH = 4Aint
Pm

(4.31)

onde Pm é o perímetro molhado da seção transversal.

Em seguida vamos calcular as velocidades ULBj, e UGBj. A velocidade ULSj é obtida
a partir da resolução do sistema dado pelas equações (4.12) e (4.22).
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4.3.1 Velocidade do filme de líquido

Para o cálculo da velocidade do filme de líquido, vamos utilizar a relação proposta
por Taitel e Barnea (1990), a qual é dada pela seguinte expressão:

UTRj − ULBj = (UTRj − ULSj)
RLSj

RLBj

(4.32)

onde UTRj é a velocidade de translação da bolha de gás. Considerando que o líquido
no pistão é não-aerado o valor de RLSj é igual a 1. Logo, o valor da velocidade do
filme de líquido é dado por:

ULBj = UTRj + 1
RLBj

(ULSj − UTRj) (4.33)

De acordo com Taitel e Barnea (1990), o cálculo da velocidade de translação UTRj
pode ser expressada como uma função linear da velocidade de mistura, a qual vamos
identificar com a variável USj, da seguinte forma:

UTRj = CUSj + UDj (4.34)

onde C é uma constante que mede a contribuição adicional da velocidade de mistura
sobre a velocidade de translação da bolha de gás. Neste trabalho, o valor de C será
considerada como 1, 2. Devido a que o líquido no pistão é não aerado, o valor de USj
pode ser considerado igual a ULSj, de acordo com Taitel e Barnea (1990). A variável
UDj representa a velocidade das bolhas de gás em água parada, e pode ser calculada
a partir da seguinte equação:

UDj = 0.54
√
gDi cos βj + 0.35

√
gDi sen βj (4.35)

onde o ângulo βj representa a inclinação do elemento de riser. Devido à curvatura
inerente a os risers de produção, assim como foi mostrado na seção 4.2, em alguns
casos a bolha de gás pode-se distribuir ao longo de elementos de risers com diferentes
inclinações, para o que o ângulo βj deverá ser calculado como um valor médio entre
as diferentes inclinações existentes.
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4.3.2 Velocidade da bolha de gás

Para o cálculo da velocidade da bolha de gás, vamos utilizar a relação proposta por
Taitel e Barnea (1990), a qual é dada pela seguinte expressão:

UTRj − UGBj = (UTRj − UGSj)
(1−RLSj)
(1−RLBj)

(4.36)

Como o líquido é considerado não-aerado, o valor de RLSj é igual a 1. Logo, o valor
da velocidade da bolha de gás é dada pela seguinte igualdade:

UGBj = UTRj (4.37)

4.4 Forças hipotéticas

As forças hipotéticas atuantes sobre um pistão de líquido são dadas pelo terceiro
termo do lado esquerdo da Equação (4.13).

FHj =
∫∫∫
V C

[
R̈c + 2ω ×ULSj + ω̇ × r + ω × (ω × r)

]
ρLdV (4.38)

onde FHj é o vetor de forças hipotéticas atuantes sobre o pistão de líquido. Para o
cálculo do desenvolvimento do escoamento no interior do elemento de riser, só serão
consideradas as forças hipotéticas na direção do fluxo. A seguir serão determinadas
as forças hipotéticas atuantes sobre o j-ésimo pistão de líquido, o qual encontra-se
dentro do i-ésimo elemento de riser, assim como mostrado na Figura 4.12.
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Figura 4.12 - Forças hipotéticas atuantes sobre o pistão de líquido na direção do fluxo.
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Fonte: Produção do autor.

onde FHj é a força hipotética atuante na direção do fluxo. As forças hipotéticas
na direção normal ao eixo do elemento de riser não serão consideradas no cálculo.
Os pontos p1 e p2 representam as coordenadas de posição do pistão de líquido no
sistema de coordenadas local.

A partir da Equação (4.38), a aceleração do ponto C na direção do fluxo pode ser
aproximada como a média entre os valores nodais ül1 e ül2 da forma seguinte (vide
Figura 4.12):

R̈c.e1 = ül1 + ül2
2 (4.39)

O vetor de velocidade angular do sistema de referência local ω, dado pela Equação
(3.75), e o vetor r podem ser expressos no sistema de coordenadas local como:

ω = φ̇l = ωl1e1 + ωl2e2 + ωl3e3 (4.40)

r = se1 (4.41)
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Logo, substituindo as Equações (4.39), (4.40), e (4.41) na Equação (4.38), e consi-
derando só as forças hipotéticas na direção do fluxo, obtêm-se:

FHj = ρLAint
2

[
(p2 − p1) (ül1 + ül2)−

(
p2

2 − p2
1

) (
ω2
l2 + ω2

3l

)]
(4.42)

No caso em que um pistão de líquido se encontre distribuído em mais de um elemento
de riser, o procedimento a realizar é determinar a força hipotética para cada elemento
de riser, utilizando a Equação (4.42), e logo fazer a soma algébrica de cada uma das
forças, assim como mostrado pelo sexto termo do lado direito da Equação (4.22).
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5 ANÁLISE DO ESCOAMENTO: MÉTODOS DE SOLUÇÃO

Este capítulo apresenta a discretização temporal e os respectivos métodos numéricos
utilizados na solução das equações que governam o movimento do escoamento em
padrão golfadas de líquido no interior de um riser flexível.

As Equações (4.12) e (4.22) serão aplicadas a cada uma das células unitárias per-
tencentes ao domínio computacional, dando como resultado um sistema de equações
o qual ao ser solucionado fornecerá como resultado os valores de ULSj e PGBj para
cada uma das células unitárias em um instante de tempo novo.

Uma vez conhecidos os valores ULSj e PGBj em um instante de tempo novo, os
deslocamentos de cada uma das células unitárias pertencentes ao domínio computa-
cional serão determinados a partir das equações de conservação de massa das fases
líquida e gasosa do escoamento em golfadas, calculando dessa forma o movimento
do escoamento ao longo do riser flexível.

Durante o movimento das células unitárias ao longo do riser ocorrem as seguintes
situações: entrada e saída das células do domínio computacional e coalescências entre
as bolhas de gás de células unitárias adjacentes, o qual é um fenômeno que acontece
com bastante frequência em transporte de fluidos bifásicos água-ar a através de um
riser. A ocorrência destas situações serão verificadas após o cálculo da nova posição
de cada uma das células unitárias.

5.1 Discretização das Equações

Nesta seção, se apresenta o cálculo do desenvolvimento do escoamento interno no
riser, o qual é obtido a partir da solução do sistema formado pelas Equações (4.12) e
(4.22), para todas as célula unitárias do escoamento interno pertencentes ao domínio
computacional. As Equações (4.12) e (4.22) são reescritas aqui por conveniência:

ULSj−1 − ULSj = (1−RLBj)
LBj
PGBj

dPGBj
dt

(4.12)
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PGBj − PGBj+1 = ρLg sen β3LBj+1 + τLBj+1SfLBj+1

Aint
+ τGBj+1SgLBj+1

Aint
+ τLSjLSjπDi

Aint

(4.22)

+ρL
n∑
i=1

(LSjn sen βn) + 1
Aint

n∑
i=1

FHn + ρLLSj
dULSj
dt

onde j indica o número de célula unitária de escoamento. Para a solução das Equa-
ções (4.22) será utilizado o método de Crank-Nicolson, o qual fornece um esquema
implícito que tem acurácia de segunda ordem, tanto no espaço quanto no tempo. O
procedimento de cálculo é baseiado no trabalho de Rodrigues (2009).

Como pode ser observado, as Equações (4.12) e (4.22) encontram-se discretizadas
em relação à coordenada espacial, portanto, agora será realizada a discretização
temporal. Para isto, a primeira derivada no tempo das variáveis ULSj e PGBj será
aproximada por

∂ULSj
∂t

=
U t+∆t
LSj − U t

LSj

∆t ,
∂PGBj
∂t

=
P t+∆t
GBj − P t

GBj

∆t (5.1)

Da mesma forma, as variáveis no lado esquerdo das Equações (4.12) e (4.22) serão
aproximadas por

ULSj−1 =
U t+∆t
LSj−1 + U t

LSj−1

2 , ULSj =
U t+∆t
LSj + U t

LSj

2 (5.2)

PGBj =
P t+∆t
GBj + P t

GBj

2 , PGBj+1 =
P t+∆t
GBj+1 + P t

GBj+1

2 (5.3)

As aproximações dadas pelas Equações (5.1), (5.2), e (5.3), são realizadas no tempo
t + ∆t/2. O restante de variáveis, nas Equações (4.12) e (4.22), serão consideradas
no tempo t. Logo, substituindo as Equações (5.1), (5.2), e (5.3) nas Equações (4.12)
e (4.22) obtêm-se:

U t+∆t
LSj−1 + U t

LSj−1

2 −
U t+∆t
LSj + U t

LSj

2 =
P t+∆t
GBj − P t

GBj

∆t

(
RGBjLBj
P t
GBj

)
(5.4)
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P t+∆t
GBj + P t

GBj

2 −
P t+∆t
GBj+1 + P t

GBj+1

2 =
U t+∆t
LSj − U t

LSj

∆t (ρLLSj) + ρLg sen β3LBj+1+

τLBj+1SfLBj+1

Aint
+ τGBj+1SgLBj+1

Aint
+ τLSjLSjπDi

Aint
+ ρL

n∑
i=1

(LSjn sen βn) + 1
Aint

n∑
i=1

FHn

(5.5)

Dado que a tensão de cisalhamento τLSj é dada pela Equação (4.23), de acordo com
Rodrigues (??) o produto ULSj|ULSj| pode ser aproximado como U t+∆t

LSj |U t
LSj|. Logo,

fazendo um arranjo de termos, as Equações (5.4) e (5.5) podem ser escritas da forma
seguinte:

− U t+∆t
LSj−1 + P t+∆t

GBj

(
2RGBjLBj
∆tP t

GBj

)
+ U t+∆t

LSj = U t
LSj−1 − U t

LSj + 2RGBjLBj
∆t (5.6)

−P t+∆t
GBj + U t+∆t

LSj

(
2ρLLSj

∆t +
4ff,LSj ρLLSj|U t

LSj|
Di

)
+ P t+∆t

GBj+1 = P t
GBj − P t

GBj+1

+U t
LSj

(2ρLLSj
∆t

)
− 2∆PPj − 2∆PBj − 2∆PHj

(5.7)

onde o termo ∆PPj representa a queda de pressão devido ao peso do líquido no
pistão da j-ésima célula unitária e ao peso do filme de líquido da (j + 1)-ésima
célula unitária de escoamento, ∆PBj é a queda de pressão devida às forças de atrito
existentes na região da bolha de gás da (j + 1)-ésima célula unitária, e ∆PHj é a
queda de pressão devida às forças hipotéticas como consequência da dinâmica do
riser. Os termos ∆PPj, ∆PBj, e ∆PHj são dados pelas seguintes equações:

∆PPj = ρLg sen β3LBj+1 + ρL
n∑
i=1

(LSjn sen βn) (5.8)

∆PBj = τLBj+1SfLBj+1

Aint
+ τGBj+1SgLBj+1

Aint
(5.9)
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∆PHj = 1
Aint

n∑
i=1

FHn (5.10)

Conforme indicado por Rodrigues (2009), devido à diferença na ordem de grandeza
dos termos da Equação (5.7), é recomendado modificar a variável PGBj pela variável
HGBj, a qual é chamada de fator de pressão e dada pela seguinte expressão:

HGBj = PGBj
ρL

(5.11)

Logo, substituindo a Equação (5.11) nas Equações (5.6) e (5.7) as seguintes equações
são obtidas:

− U t+∆t
LSj−1 +H t+∆t

GBj

(
2RGBjLBj
∆tH t

GBj

)
+ U t+∆t

LSj = U t
LSj−1 − U t

LSj + 2RGBjLBj
∆t (5.12)

−H t+∆t
GBj + U t+∆t

LSj

(
2LSj
∆t +

4ff,LSj LSj|U t
LSj|

Di

)
+H t+∆t

GBj+1 = H t
GBj −H t

GBj+1

+U t
LSj

(2LSj
∆t

)
− 2
ρL

(∆PPj + 2∆PBj + 2∆PHj)

(5.13)

Finalmente, as Equações (5.12) e (5.13) serão aplicadas a cada uma das n células
unitárias pertencentes ao domínio computacional, dando como resultado um sistema
formado por 2n equações as quais deverão ser solucionadas de forma simultânea.
Estas 2n equações podem ser expressas em forma matricial da seguinte forma:

AFXF = BF (5.14)

onde XF é o vetor que contêm os valores U t+∆t
LSj e P t+∆t

GBj de cada uma das célu-
las unitárias pertencentes ao domínio computacional. Considerando que o domínio
computacional é composto por n células unitárias de escoamento, o vetor XF e o
vetor BF são de dimensões 2n× 1, enquanto que a matriz AF, a qual é uma matriz
tridiagonal, é de dimensões 2n×2n, e os quais são dados pelas seguintes expressões:
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AF =



2RGB1LB1
∆tHt

GB1
1 · · · 0 0 · · · 0 0

−1 2LS1
∆t + 4ff,LS1LS1|Ut

LS1|
Di

· · · 0 0 · · · 0 0
... ... . . . ... ... . . . ... ...
0 0 · · · 2RGBjLBj

∆tHt
GBj

1 · · · 0 0

0 0 · · · −1 2LSj

∆t + 4ff,LSjLSj |Ut
LSj |

Di
· · · 0 0

... ... . . . ... ... . . . ... ...
0 0 · · · 0 0 · · · 2RGBnLBn

∆tHt
GBn

1
0 0 · · · 0 0 · · · −1 2LSn

∆t + 4ff,LSnLSn|Ut
LSn|

Di



(5.15)

BF =



U t+∆t
LS0 + U t

LS0 − U t
LS1 + 2RGB1LB1

∆t

H t
GB1 −H t

GB2 + U t
LS1

(
2LS1
∆t

)
− 2

ρL
(∆PP1 + 2∆PB1 + 2∆PH1)

...
U t
LSj−1 − U t

LSj + 2RGBjLBj

∆t

H t
GBj −H t

GBj+1 + U t
LSj

(2LSj

∆t

)
− 2

ρL
(∆PPj + 2∆PBj + 2∆PHj)

...
U t
LSn−1 − U t

LSn + 2RGBnLBn

∆t

−H t+∆t
GBn+1 +H t

GBn −H t
GBn+1 + U t

LSn

(
2LSn

∆t

)
− 2

ρL
(∆PPn + 2∆PBn + 2∆PHn)



, XF =



H t+∆t
GB1

U t+∆t
LS1
...

H t+∆t
GBj

U t+∆t
LSj
...

H t+∆t
GBn

U t+∆t
LSn



(5.16)
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onde os subscritos 0 e n+1 fazem referência as células unitárias que encontram-se fora
do domínio computacional, antes da célula 1 e depois da célula n, respectivamente.

Durante a formação da matriz AF e do vetor BF, pode-se observar que as variá-
veis que as compõem estão avaliadas no tempo t, com exceção das variáveis U t+∆t

LS0

e H t+∆t
GBn+1, as quais encontram-se avaliadas no tempo t + ∆t e são chamadas de

condições de contorno da Equação (5.14), as quais deverão ser definidas antes do
cálculo do vetor XF em cada instante de tempo durante toda a simulação. Uma vez
solucionada a Equação (5.14), os deslocamentos das células unitárias ao longo do
riser serão determinados.

5.2 Cálculo dos deslocamentos das células

O movimento das células unitárias ao longo do riser serão determinados a partir
do cálculo da nova posição das bolhas de gás de cada uma das células pertencentes
ao domínio computacional. Para isto, serão determinadas as novas posições das
coordenadas yj e xj−1, as quais representam a frente e a traseira da j-ésima bolha
de gás, respectivamente, para j = 1, 2, ..., n. A Figura 5.1, a qual é só esquemática,
mostra os deslocamentos a determinar para as células 1, j, e n.

Figura 5.1 - Deslocamentos da frente e traseira das células 1, j, e n do escoamento.
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Δx0 Δy1 Δxj-1 Δyj Δxn-1 Δyn

Δxj

xjyjxj-1

Δxj-1 Δyj Δxj

Fonte: Produção do autor

O deslocamento da frente da bolha de gás da j-ésima célula unitária é obtido a
partir da seguinte equação:
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dyj
dt

= UTRj (5.17)

onde UTRj é a velocidade de translação da j-ésima bolha de gás e é dada pela
Equação (4.34). Utilizando o método das diferenças finitas, a nova posição da frente
da bolha de gás da célula j pode ser calculada a partir da Equação (5.17), a qual
pode ser reescrita como

yt+∆t
j = ytj + U t

TRj∆t (5.18)

O cálculo do deslocamento da traseira da bolha de gás será realizado a partir de
igualar o lado direito das Equações (4.7) e (4.12). Logo, a seguinte equação é obtida:

LBj
dRLBj

dt
− (1−RLBj)

dLBj
dt

= (1−RLBj)
LBj
PGBj

dPGBj
dt

(5.19)

onde LBj = yj − xj−1. Devido à consideração de que a altura do filme de líquido
não varia ao longo do riser, a derivada temporal da fração de líquido, RLBj, é igual
a zero. Logo, fazendo um rearranjo de termos, a Equação (5.19) pode ser reescrita
como:

dxj−1

dt
= dyj

dt
+ LBj
PGBj

dPGBj
dt

(5.20)

Aplicando o método das diferenças finitas à Equação (5.20), a nova posição da
traseira da j-ésima bolha de gás é dada pela seguinte equação:

xt+∆t
j−1 = xtj−1 + U t

TRj∆t+
LtBj
P t
GBj

(
P t+∆t
GBj − P t

GBj

)
(5.21)

Considerando que o domínio computacional é composto por n células unitárias, por
meio da solução da Equação (5.18) serão calculadas as novas posições das frentes das
bolhas de gás das células 1 até a n: y1 até yn. Por outro lado, a partir da Equação
(5.21) serão calculadas as novas posições das traseiras das bolhas de gás das células
1 até a n: x0 até xn−1, assim como mostrado na Figura 5.1.
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5.3 Domínio computacional

O domínio computacional é a região espacial composta por células unitárias, para
as quais as equações de conservação de massa e de conservação da quantidade de
movimento serão solucionadas por meio das ferramentas da dinâmica de fluidos
computacional (CFD).

Considerando que uma célula unitária de escoamento é composta por um pistão de
líquido seguido de uma bolha de gás, nessa ordem, a célula j só pertence ao domínio
computacional uma vez que a frente da sua correspondente bolha de gás, yj para
j = 1, 2, ..., n, se encontre dentro do riser, assim como mostrado na Figura 5.2.

Figura 5.2 - Composição do domínio computacional para análise do escoamento.
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s=0
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Fonte: Produção do autor

A partir da Figura 5.2 pode-se observar, para um instante de tempo qualquer t,
que o domínio computacional é composto pelas células 1 até a n, que satisfazem a
condição 0 ≤ yj ≤ L, para j = 1, 2, ..., n, onde L representa o comprimento total do
riser. A coordenada x0 representa a frente do pistão de líquido da célula 0, a qual
não pertence ao domínio computacional. A variável s é a coordenada longitudinal
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medida ao longo do riser.

É importante definir o domínio computacional a cada instante de tempo durante a
simulação, isto porque a dinâmica do escoamento produz que as células unitárias
constantemente entram e saem do riser. A seguir, serão apresentadas as condições
sob as quais ocorrem a entrada e a saída de células unitárias do domínio computa-
cional.

5.3.1 Entrada de uma célula unitária no domínio

O processo de ingresso de uma célula unitária de escoamento no domínio compu-
tacional é mostrado na Figura 5.3. Considera-se que antes de ingressar no riser, o
escoamento encontra-se fluindo através de um tubo horizontal, cujo extremo final
coincide com o extremo inicial do riser, o qual é definido pela coordenada s = 0.

Figura 5.3 - Processo de entrada de uma célula unitária no domínio computacional.
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Fonte: Produção do autor
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No instante de tempo t, configuração 1 na Figura 5.3, a coordenada y0, a qual define
a frente da bolha de gás da célula 0, encontra-se perto de ingressar no interior do
riser, antes da coordenada s = 0. Durante o ingresso do pistão da célula unitária 0 no
interior do riser (y0 < 0), considera-se que os comprimentos LS0 e LB0 permanecem
constantes. É importante indicar que o deslocamento da coordenada x0 é obtido a
partir da solução da Equação (5.21) para a célula 1.

Após um passo de tempo ∆t, configuração 2 na Figura 5.3, o pistão de líquido 0
ingressou totalmente no interior do riser (x0 ≥ 0 e y0 ≥ 0), e é a partir desse instante
de tempo que a célula 0 faz parte do domínio computacional. Seguidamente, a célula
0 se converte na nova célula 1 e se procede a realizar a renumeração das células. Por
outro lado, após o processo descrito, uma nova célula 0 deverá ser definida, cujas
propriedades serão determinadas a partir das propriedades físicas das fases líquida
e gasosa. O cálculo das propriedades da célula 0 será realizado por meio do uso do
modelo estacionário para escoamento em golfadas, o qual é mostrado no Apêndice
A.

5.3.2 Saída de uma célula unitária do domínio

O processo de saída de uma célula unitária de escoamento do domínio computacional
é mostrado na Figura 5.4.
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Figura 5.4 - Processo de saída de uma célula unitária do domínio computacional.
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No instante de tempo t, configuração 1 na Figura 5.4, a coordenada yn, a qual define
a frente da bolha de gás da célula n, encontra-se perto de sair do interior do riser,
antes da coordenada s = L. Durante a saída do pistão da célula unitária n do interior
do riser (xn ≥ L e yn < L), considera-se que o comprimento do pistão de líquido da
célula n permanece constante, motivo pelo qual, a velocidade da frente do pistão e
a velocidade de translação da bolha de gás da célula n são iguais. Esta consideração
é feita porque, como pode ser visto na Figura 5.1, o deslocamento da coordenada xn
é desconhecido.

Após um passo de tempo ∆t, configuração 2 na Figura 5.4, o pistão de líquido n
saiu totalmente do interior do riser (xn ≥ L e yn ≥ L), e é a partir deste instante de
tempo que a célula n deixa de fazer parte do domínio computacional. Seguidamente,
a célula n− 1 se converte na nova célula n, configuração 3.
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Pode-se observar nas configurações 1 e 2 uma extensão do riser, isto porque, como
será explicado na seção seguinte, é necessário conhecer o deslocamento da frente do
pistão da célula n, xn para poder determinar as condições de contorno relacionadas
à Equação 5.14. Neste trabalho, considera-se que a extensão do riser tem a mesma
inclinação do último elemento finito do riser.

5.4 Condições de contorno do problema

Para poder solucionar a Equação (5.14) é necessário definir as condições de contorno
dadas pelas variáveis U t+∆t

LS0 e H t+∆t
GBn+1 na Equação (5.16), ás quais estão relacionadas

as células 0 e n+1 do escoamento e que não pertencem ao domínio computacional. A
variável H t+∆t

GBn+1 está relacionada diretamente à variável P t+∆t
GBn+1, a qual é a pressão

da bolha de gás da célula que saiu do domínio computacional.

No instante de tempo t = 0, início da simulação, o riser encontra-se cheio de líquido
e considera-se que existe uma célula unitária no domínio computacional, a célula 1,
a qual é mostrada na Figura 5.5.

Figura 5.5 - Configuração inicial do escoamento em golfadas.
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A célula 1 é composta por um pistão de líquido de comprimento igual ao compri-
mento inicial do riser, e por uma bolha de gás, a qual tem sua frente na coordenada
de posição s = 0. Deverá também ser definida a célula 0, assim como suas pro-
priedades correspondentes, as quais poderão ser obtidas a partir do uso do modelo
estacionário do escoamento em padrão golfadas de líquido (vide Apêndice A). Por
outro lado, considera-se no inicio que no topo do riser existe uma bolha de gás
submetida à pressão atmosférica, Patm. No instante de tempo t = 0, as condições de
contorno são dadas pelas seguintes expressões:

U t+∆t
LS0 = U t

LS0 (5.22)

P t+∆t
GBn+1 = Patm (5.23)

Para um instante de tempo qualquer t, a condição de contorno dada pela Equação
(5.22) continua sendo utilizada, porém o cálculo da variável P t+∆t

GBn+1 será realizado
de outra forma. Devido à intermitência do escoamento em golfadas, durante a saída
das células de escoamento do riser podem ocorrer dois cenários: saída de uma bolha
de gás ou saída de um pistão de líquido, assim como mostrado na Figura 5.6.

Figura 5.6 - Cenários ocorridos durante a saída do escoamento em golfadas.
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Se uma bolha de gás estiver saindo do riser, será considerado que a pressão da célula
n + 1 no tempo t + ∆t, P t+∆t

GB , é de igual valor à pressão da célula n + 1 no tempo
t, P t

GB

P t+∆t
GBn+1 = P t

GBn+1 (5.24)

Se o pistão de líquido da n-ésima célula unitária estiver saindo, a pressão P t+∆t
GB será

calculada a partir da seguinte expressão:

P t+∆t
GBn+1 = P t

GBn+1 − (Lds)
(

2τLSn
Di

+ ρLg sen β
)

(5.25)

onde Lds é o deslocamento da frente do pistão de líquido n. Para o cálculo de Lds
será considerado que a frente do pistão de líquido se desloca com velocidade igual a
UTRn, que é a velocidade de translação da sua correspondente bolha de gás, assim
como já foi explicado na seção 6.3.2 (vide Figura 5.4). A variável Lds é dada por:

Lds = UTRn∆t (5.26)

A Tabela 5.1 mostra, em resumo, os valores utilizados para as condições de contorno
U t+∆t
LS0 e P t+∆t

GBn+1, para o instante de tempo inicial t = 0, e para um instante qualquer
de tempo t.

Tabela 5.1 - Condições de contorno associadas à Equação (5.14).

Variável t = 0 t > 0
U t+∆t
LS0 U t

LS0 U t
LS0

P t+∆t
GBn+1 Patm

(a) P t
GBn+1

(b) P t
GBn+1 − (Lds)

(
2 τLSn

Di
+ ρLg sen β

)
(a) Ocorre saída de bolha de gás.
(b) Ocorre saída de pistão de líquido.
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5.5 Coalescência de bolhas de gás

Durante o desenvolvimento do escoamento interno, a frente de uma bolha de gás
pode alcançar a traseira da bolha de gás da célula na sua frente, dando lugar a uma
nova célula unitária. Este fenômeno é conhecido como coalescência de bolhas e é
mostrado na Figura 5.7.

Figura 5.7 - Processo de coalescência das bolhas de gás j e j + 1 do escoamento interno.
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No instante de tempo t, configuração 1 na Figura 5.7, observa-se o pistão j, definido
pelas coordenadas xj e yj, o qual tem um comprimento bastante pequeno. Após um
passo de tempo ∆t, configuração 2 na Figura 5.7, e considerando que a velocidade
de translação da bolha de gás j é maior que a velocidade de translação da bolha de
gás j+ 1, eventualmente a coordenada yj será maior que a coordenada xj e o pistão
j desaparecerá.

Durante a simulação, resulta quase impossível determinar o momento exato em que
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a frente da bolha de gás j alcança a traseira da bolha de gás j+1. Devido a isso, será
considerado que em algum instante de tempo, a frente da bolha de gás j ultrapassa
a traseira da bolha de gás j+1, assim como mostrado na Figura 5.7. O comprimento
de interferência entre ambas as bolhas de gás será considerado como sendo Lint.

Uma vez que ocorre a colisão, as bolhas de gás j e j+ 1 formam a nova bolha de gás
j, assim como mostrado na configuração 3 da Figura 5.7. Considera-se que a frente
da bolha de gás j + 1 na configuração 2 passa a ser a frente da bolha de gás j na
configuração 3. Logo, se procede a realizar a renumeração das células unitárias.

As dimensões com sobrescritos O e N indicam as dimensões no instante de tempo
t+ ∆t, antes e depois de determinar as características da nova bolha de gás gerada,
configurações 2 e 3, respectivamente.

A seguir, realiza-se a conservação da massa da fase líquida entre as coordenadas yj−1

e yj+1 da seguinte forma:

M o
LSj−1 +M o

LBj +M o
LBj+1 −Mint = MN

LSj−1 +MN
LBj (5.27)

onde o lado esquerdo da Equação (5.27) representa a massa de líquido na confi-
guração 2, e o lado direito da Equação (5.27) representa a massa de líquido na
configuração 3. MLSj e a massa de líquido no pistão j, MLBj é a massa do filme
de líquido na região da bolha de gás j, e Mint é a massa de líquido na região de
interferência entre as bolhas de gás j e j + 1. As variáveis MLSj, MLBj, e Mint são
dadas pelas seguintes equações:

MLSj = ρLLSjA (5.28)

MLBj = ρLLBjRLBjA (5.29)

Mint = ρLLintRLBminA (5.30)

onde RLBmin é igual ao valor mínimo entre os valores RLBj e RLBj+1. Logo, a partir
de igualar a distância entre os pontos yj−1 e yj+1, na configuração 2, com a distância
entre os pontos yj−1 e yj, na configuração 3, pode-se obter a seguinte igualdade:
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LoSj−1 + LoBj + LoBj+1 − Lint = LNSj−1 + LNBj (5.31)

Assim, a partir da Equação (5.31), o comprimento do pistão de líquido j − 1 pode
ser calculado a partir da seguinte equação:

LNSj−1 = LoSj−1 + LoBj + LoBj+1 − Lint − LNBj (5.32)

Substituindo as Equações (5.28), (5.29) e (5.32) na Equação (5.27), o comprimento
da nova bolha de gás j pode ser determinado como:

LNBj =

(
Ro
LBj − 1

)
LoBj +

(
Ro
LBj+1 − 1

)
LoBj+1 +

(
1 +RLBmin −Ro

LBj −Ro
LBj+1

)
Lint

(RLBmin − 1)
(5.33)

A Figura 5.8 apresenta o diagrama de fluxo do cálculo do desenvolvimento do escoa-
mento interno ao longo de um riser flexível, enquanto que a Figura 5.9 apresenta as
sub-rotinas que se utilizam em caso de: entrada de uma célula, saída de uma célula,
e coalescência de bolhas de gás.
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Figura 5.8 - Diagrama de fluxo do cálculo do desenvolvimento do escoamento interno.
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SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES AUXILIARES
CÁLCULO DE: XN , YN, ULSN, PGBN

NO TEMPO ti+Δt

ENTRADA DE UMA NOVA CÉLULA
SUB-ROTINA ENTRADA

SIM

NÃO

SAÍDA DA ÚLTIMA CÉLULA
SUB-ROTINA SAÍDA

SIM

NÃO

COALESCÊNCIA DE BOLHAS DE
GÁS

SUB-ROTINA COALESCÊNCIA

SIM

NÃO

y0 > 0 ?

yn >= L e xn-1 < L?

PARA j=1 até j=n
yj > xj ?

START

CONDIÇÕES 
DE CONTORNO

                    - DEFINIR PROPRIEADES DOS FLUIDOS.
                    - DEFINIR CONFIGURAÇÃO INICIAL.
                    - DEFINIR PROPRIEDADES DA CÉLULA 1.
                    - DEFINIR  PROPRIEDADES DA CÉLULA 0.

CONFIGURAÇÃO DO
RISER NO TEMPO ti

*  INFORMAÇÃO PROVENIENTE
   DO CÓDIGO ESTRUTURAL

Fonte: Produção do autor
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Figura 5.9 - Sub-rotinas: Entrada de uma célula, saída de uma célula, e coalescência de
bolhas.
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ATUALIZAÇÃO DOS VETORES
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COALESCÊNCIAS, Nco

CÁLCULO DE CARACTERÍSTICAS
DAS CÉLULAS RESULTANTES
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ATUALIZAÇÃO DOS VETORES
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CÁLCULO DAS PROPRIEDADES
DA NOVA CÉLULA 0

ARMAZENAMENTO DAS
PROPRIEDADES DA BOLHA DE

GÁS DA CÉLULA SAINTE

ATUALIZAÇÃO DO NÚMERO DE
CÉLULAS

n = n-1

ATUALIZAÇÃO DO NÚMERO DE
CÉLULAS
n = n - Nco

Fonte: Produção do autor
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A partir da Figura 5.8, XN e YN são os vetores que contém as posições das frentes dos
pistões e das frentes das bolhas de gás xj e yj, respectivamente, para j = 1, 2, ..., n em
um instante de tempo t+∆t. Da mesma forma, os vetores ULSN e PGBN armazenam
os valores de ULSj e PGBj, respectivamente. Por sua vez, as variáveis XO, YO, ULSO

e PGBO expressam as variáveis em um instante de tempo t.

Como mostrado na Figura 5.8, para calcular o desenvolvimento do escoamento no
interior do riser, a configuração do riser deverá ser proporcionada pelo código es-
trutural a cada instante de tempo, durante toda a simulação. Esta interação com-
putacional será explicada com maior detalhe no Capítulo 7.
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6 ANALISE DINÂMICA ESTRUTURAL

A resposta dinâmica do riser flexível, objeto deste estudo, é calculada a partir da sua
configuração de equilíbrio estático (ver Figura 6.1). Neste capítulo serão mostradas
as equações utilizadas para determinar a configuração de equilíbrio estático do riser,
assim como também as equações de movimento do riser para calcular a sua resposta
dinâmica.

Figura 6.1 - Configuração de equilíbrio estático e resposta dinâmica de um riser em cate-
nária.

y

x

z

DzDx

Δy

Δz

Δx

Fonte: Produção do autor

Na Figura 6.1, H é a profundidade do mar, e Dx e Dz são os deslocamentos da
plataforma em relação aos eixos x e z, respetivamente. As coordenadas x, y, e z
representam a posição de um ponto P do riser na sua configuração de equilíbrio
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estático. P ′ representa a posição do ponto P na sua configuração deslocada no
instante de tempo t, e ∆x, ∆y, e ∆z são os deslocamentos, nos eixos x, y, e z, do
ponto P , respectivamente.

6.1 Cálculo da configuração de equilíbrio estático

Para calcular a configuração de equilíbrio estático de um riser flexível, considera-se
que a sua configuração inicial é dada por uma linha horizontal na direção do eixo x,
a qual encontra-se articulada nos extremos A e B, assim como mostrado na Figura
6.2. Assim também, considera-se inicialmente que o riser está cheio de líquido no
interior (água), porém sem sofrer nenhum deslocamento.

Figura 6.2 - Configurações inicial, final e intermediárias adotadas pelo riser durante o
cálculo da sua configuração de equilíbrio estático.
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z

H

L

Dx

Dz

CONFIGURAÇÃO INICIAL
CONFIGURAÇÃO DEVIDO AO PESO E EMPUXO
CONFIGURAÇÃO APÓS IMPOSIÇÃO
CONFIGURAÇÃO DE EQUILÍBRIO ESTÁTICO

3

1

2

1
2
3

Fundo do 
mar

Nível do 
mar

A

B

B'

4

4

Fonte: Produção do autor

O cálculo da configuração de equilíbrio estático é realizada em três etapas, as quais
serão listadas a seguir.

1. Etapa 1: A partir da configuração 1, também chamada de configuração
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inicial, o riser flexível será submetido à ação das forças devidas ao peso
próprio da estrutura, ao efeito do peso do líquido no seu interior, e ao
efeito do empuxo hidrodinâmico. Devido ao efeito das forças mencionadas,
o riser adota a configuração 2, vide Figura 6.2.

2. Etapa 2: Uma vez determinada a configuração 2, deslocamentos serão im-
postos no extremo B do riser. Durante esse processo, o extremo B do riser
é um extremo livre, sem restrições, enquanto que o extremo A permanece
fixo. Na Figura 6.2, a linha tracejada definida pelos pontos B e B’ repre-
senta o caminho que o extremo livre B percorre até atingir a configuração
3 do riser.

3. Etapa 3: Após a imposição de deslocamentos no extremo B, as forças de-
vidas à correnteza serão aplicadas sobre o riser flexível, dando como resul-
tado a configuração 4, a qual é a de equilíbrio estático.

Na análise estática, as configurações que adota o riser, após cada uma das três etapas
mencionadas, são obtidas a partir da solução da seguinte equação de equilíbrio:

P−Q = 0 (6.1)

onde o vetor P enumera as forças externas aplicadas sobre os nós da estrutura, e o
vetor Q enumera as forças internas atuantes sobre os nós da estrutura. O vetor de
forças externas P é devido ao efeito das forças independentes do tempo: peso próprio
da estrutura, peso do líquido no interior do riser, empuxo, e forças de arrastro
devidas à correnteza. Para o cálculo do vetor P, os carregamentos externos serão
concentrados em cada um dos nós do riser, mediante à aplicação do método dos
elementos finitos (vide Apêndice B).

Para solucionar a Equação (6.1) o método incremental iterativo de Newton-Raphson
para forças seguidoras será utilizado (vide Figura 6.3). Entende-se por forças segui-
doras aquelas que, por sua definição, dependem dos deslocamentos da estrutura sobre
a qual atuam. As equações a solucionar, por meio do uso do método de Newton-
Raphson, são as seguintes:
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R(i−1) = P(i−1) −Q(i−1) (6.2)

K(i−1)
t ∆U(i) = R(i−1) (6.3)

U(i) = U(i−1) + ∆U(i) (6.4)

onde ∆U representa a variação do vetor global de deslocamentos nodais, Kt é a
matriz de rigidez tangente da estrutura, e R representa o vetor de forças residuais.
Os sobrescritos indicam os números de iteração de cada uma das variáveis. O vetor
de forças internas Q é obtido a partir da montagem dos vetores de forças internas
q de cada elemento do riser. O cálculo do vetor q foi realizado no capítulo 3. O
cálculo do vetor de forças externas P é mostrado no Apêndice B. O procedimento
pelo método Newton-Raphson é mostrado na Figura 6.3.

Figura 6.3 - Método iterativo de Newton-Raphson para forças seguidoras.
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(1)Q
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Fonte: Produção do autor

Para solucionar a Equação (6.3) precisamos de definir as condições de contorno
do problema. As condições de contorno utilizadas no calculo da configuração de
equilíbrio do riser são mostradas a seguir:
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1. Configuração 1 → Configuração 2: Extremos A e B articulados.

dA = 0 , dB = 0 (6.5)

2. Configuração 2→ Configuração 3: Extremo A articulado e extremo B livre.

dA = 0 (6.6)

3. Configuração 3 → Configuração 4: Extremos A e B articulados.

dA = 0 , dB = 0 (6.7)

onde dA e dB representam os vetores de deslocamentos dos pontos A e B da Figura
6.2, respectivamente (vide Figura 3.5).

6.2 Análise dinâmica estrutural

As equações de movimento do elemento de riser serão obtidas a partir da aplicação
do princípio estendido de Hamilton, o qual é dado pela seguinte expressão:

δ

t2∫
t1

(K − E +W ) dt = 0 (6.8)

onde K é a energia cinética, E é a energia interna do elemento, e W é o trabalho
realizado por todas as forças atuantes sobre o elemento de riser. Aplicando o opera-
dor variacional a cada um dos termos dentro do parêntese da Equação (6.8), e após
aplicar o método dos elementos finitos, a seguinte equação é obtida:

MrisÜ + Q (U) = P (6.9)

Na Equação (6.9), Mris é a matriz de massa do riser, Q é o vetor de forças internas,
e P é o vetor de forças externas global aplicadas nos nós da estrutura. U, U̇, e
Ü são os vetores de deslocamentos nodais, velocidade nodais, e acelerações nodais,
respetivamente. O procedimento para obter a Equação (6.9) a partir da Equação
(6.8), assim como o método dos elementos finitos, são mostrados no Apêndice B.

Para o cálculo do vetor P são consideradas as forças de natureza estática: peso do
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riser, peso do fluido e o empuxo hidrodinâmico, assim como também as forças devi-
das à aceleração do escoamento interno, Pesc, e as forças devidas à correnteza, Pmor.
A seguir serão calculadas os vetores de forças devidos à aceleração do escoamento
interno e à correnteza.

6.2.1 Vetor de forças devido ao escoamento interno

Para o cálculo do vetor de forças devido à dinâmica do escoamento interno, Pesc,
primeiro será calculado o vetor pesc, o qual corresponde a um elemento de riser. O
vetor pesc será calculado a partir da expressão da força por unidade de comprimento
devido à aceleração do escoamento interno, a qual é dada pela Equação (2.37) e é
escrita aqui por conveniência:

ff = −ρLAint
[
arel + R̈c + 2ω ×Vrel + ω̇ × r + ω × (ω × r)

]
(2.37)

onde R̈c é a aceleração do ponto C, o qual é ponto médio do elemento de riser
e origem do sistema de coordenadas co-rotacional. A Figura 6.4 mostra a j-ésima
célula unitária de escoamento deslocando-se a través do i-ésimo elemento de riser.

Figura 6.4 - Escoamento em golfadas se movimentando ao longo de um elemento de riser.
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Fonte: Produção do autor
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Na Figura 6.4, a bolha de gás do escoamento, no sistema de coordenadas local, é
definida pelas coordenadas p1 e p2, enquanto o pistão de líquido é definido pelas
coordenadas p2 e p3. Como já foi mencionado anteriormente, xj e yj indicam a
frente do pistão e a frente da bolha de gás, respectivamente, entanto que Si indica
o comprimento do riser até o nó i.

A seguir será calculado o vetor de forças devido à aceleração R̈c, na Equação (2.37),
que contribui à matriz de massa do sistema, e o qual será definido como pint. Para
o cálculo de pint a Equação (B.11) será utilizada, logo tem-se:

pint,l = −
p2∫
p1

NTρLAintRLBjR̈c,lds−
p3∫
p2

NTρLAintR̈c,lds (6.10)

onde pint,l é o vetor de forças nodais no sistema de coordenadas local, e R̈c,l repre-
senta o vetor R̈c no sistema de coordenadas local. O vetor R̈c,l pode ser expresso da
forma seguinte:

R̈c,l = üce1 + v̈ce2 + ẅce3 (6.11)

onde üc, v̈c, e ẅc representam as acelerações do ponto C nas direções e1, e2, e e3,
respectivamente. Como C é ponto médio do elemento, os valores de üc, v̈c, e ẅc
podem ser aproximados como:

R̈c,l =


üc

v̈c

ẅc

 = N|s=0.ül (6.12)

onde üL é o vetor de acelerações nodais no sistema de coordenadas local, e N|s=0 in-
dica a matriz de funções de forma avaliada no ponto s = 0. Em seguida, substituindo
a Equação (6.12) na Equação (6.10) têm-se:

pint,l = −
ρLARLBj

p2∫
p1

NTN|s=0ds+ ρLA

p3∫
p2

NTN|s=0ds

 ül (6.13)

Na sequência, fazendo a transformação de coordenadas de local a global, o vetor pint
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pode ser obtido a partir da seguinte equação:

pint = −T

ρLARLBj

p2∫
p1

NTN|s=0ds+ ρLA

p3∫
p2

NTN|s=0ds

TTü (6.14)

onde T é a matriz de transformação de coordenadas (definida no Apêndice B), e o
termo entre parênteses representa a matriz de massa devida ao escoamento interno
no sistema de coordenadas local. Logo, a Equação (6.14) pode ser reescrita como:

pint = −mintü (6.15)

onde mint representa a matriz de massa devida ao escoamento interno no sistema
de coordenadas inercial. Logo, fazendo a montagem das matrizes de cada um dos
elementos do riser, finalmente obtêm-se:

Pint = −MintÜ (6.16)

Seguindo o mesmo procedimento realizado anteriormente, agora será calculado o
vetor de forças nodais locais devido à aceleração de Coriolis, pcor,l, o qual é dado
pela seguinte equação:

pcor,l = −
x3∫
x2

NTρLAint (2ωl ×Vrel) ds (6.17)

onde ωl é o vetor de velocidade angular do sistema de coordenadas co-rotacional,
o qual é dado pela Equação (3.75), e Vrel é o vetor de velocidade do escoamento
expressado no sistema de coordenadas local. No cálculo de pcor,l, o efeito produzido
pela região da bolha de gás é desprezado. Logo, substituindo a Equação (2.7) na
Equação (6.17) obtêm-se:

pcor,l = −
x3∫
x2

NTρLAint (−2S (Vrel)ωl) ds (6.18)

onde S (Vrel) é a matriz antisimétrica do vetor Vrel. Para determinar Vrel utiliza-se
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a consideração de que o elemento de riser pode ser considerado como sendo um
elemento de viga reta. Logo, sabendo que a velocidade do líquido na golfada é dado
pela variável ULSj, o vetor Vrel pode ser calculado como:

Vrel = ULSje1 (6.19)

Uma vez conhecido o vetor Vrel, a matriz S (Vrel) é calculada a partir da Equação
(2.6), dando como resultado:

S (Vrel) =


0 0 0
0 0 −ULSj
0 ULSj 0

 (6.20)

Logo, substituindo a Equação (3.75) na Equação (6.21) obtem-se a seguinte equação:

pcor,l = 2ρLAint
x3∫
x2

NTS (Vrel) Gds u̇ (6.21)

onde a matriz G é dada pela Equação (3.74). Em seguida, será transformado o vetor
pcor,l ao sistema de coordenadas global mediante o uso da matriz de transformação
T, da seguinte forma:

pcor =
T

2ρLAint
x3∫
x2

NTS (Vrel) Gds

 u̇ (6.22)

onde o termo entre colchetes é a matriz de amortecimento devido à aceleração de
Coriolis. Logo, a Equação (6.22) pode ser reescrita como:

pcor = ccoru̇ (6.23)

Finalmente, fazendo a montagem das matrizes de cada um dos elementos do riser,
conclui-se:

Pcor = CcorU̇ (6.24)
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onde a matriz Ccor é a matriz de amortecimento global devido à aceleração de Cori-
olis, a qual é chamada de matriz giroscópica. É importante mencionar que a matriz
giroscópica só tem um efeito considerável sobre risers flexíveis a altas velocidades
do escoamento interno. Este efeito foi estudado por Meléndez (2015), no seu estudo
sobre a influência da matriz giroscópica sobre as frequências de vibração lineares
de um riser em catenária com escoamento interno, onde o autor conclui que para
um riser em catenária de 300 metros de comprimento a matriz giroscópica tem um
efeito importante só para velocidades do escoamento interno por cima de 25 m/s.

Logo, o vetor de forças devida a aceleração do escoamento interno pode ser expresso
da seguinte forma:

Pesc = Pint + Pcor + P̄esc (6.25)

onde P̄esc representa o vetor de forças devido aos termos restantes da aceleração do
escoamento interno na Equação (2.37). Substituindo as Equações (6.16) e (6.24) na
Equação (6.25), obtem-se:

Pesc = −MintÜ + CcorU̇ + P̄esc (6.26)

É importante mencionar que os vetor pint e pcor, Equações (6.15) e (6.23), respecti-
vamente, foram calculados considerando só uma célula unitária do escoamento. No
caso de houver mais células unitárias dentro do elemento de riser, as contribuições
de cada uma das células deverão ser calculadas e somadas aos vetores pint e pcor.

6.2.2 Vetor de forças devido à correnteza

Para o cálculo o vetor de forças devido a correnteza Pmor, adotaremos o procedimento
realizado na seção anterior. Para isso, será determinado o vetor de forças devido à
correnteza para um elemento de riser, a qual será identificada com a variável pmor. O
vetor pmor será calculado a partir da expressão da força por unidade de comprimento
devido à correnteza, a qual é dada pela Equação (2.39) e escrita aqui por conveniência

fm = 1
2CDρmDe|Vcn − u̇n|(Vcn − u̇n) + CMρm

πD2
e

4 V̇cn − CAρm
πD2

e

4 ün (2.39)
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onde ün representa a aceleração normal ao eixo do elemento de riser e além disso,
encontra-se no plano formado pelos vetores e2 e e3, vide Figura 2.6.

A seguir será calculado o vetor de forças devido à aceleração ün, na Equação (2.39),
isto porque ele contribui à matriz de massa do sistema, e o qual será definido como
padd. Para o cálculo de padd é necessário expressar a aceleração ün no sistema de
coordenadas local. Portanto tem-se:

ün =


0
v̈

ẅ

 = N1ül (6.27)

onde as componentes v̈ e ẅ são as componentes da aceleração normal ao eixo do
elemento de riser nas direções e2 e e3, respectivamente, e a matriz N1 é uma matriz
de funções de forma a qual é dada pela seguinte expressão:

N1 =


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 N3 0 0 0 N4 0 N5 0 0 0 N6

0 0 N7 0 N8 0 0 0 N9 0 N10 0

 (6.28)

Assim, utilizando a Equação (B.11), o vetor padd,l pode ser calculado como:

padd,l = −
ln/2∫
−ln/2

NTCAρmAext


0
v̈

ẅ

 ds (6.29)

onde ln é o comprimento do elemento de riser. Logo, substituindo a Equação (6.27)
na Equação (6.29) obtêm-se:

padd,l = −
ln/2∫
−ln/2

NTCAρmAextN1ds üL (6.30)

Em seguida, fazendo a transformação de coordenadas de local a global, e sabendo
que CA, ρm e Aext são constantes, obtêm-se a seguinte equação:
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padd = −T

CAρmAext
ln/2∫
−ln/2

NTN1ds

TTü (6.31)

onde o termo entre parênteses representa a matriz de massa do elemento de riser
devida à correnteza no sistema de coordenadas local. Logo, a Equação (6.31) pode
ser reescrita como:

padd = −maddü (6.32)

onde a matriz madd é a matriz de massa do elemento no sistema de coordenadas
inercial. Finalmente, fazendo a montagem das matrizes de cada um dos elementos
do riser conclui-se:

Padd = −MaddÜ (6.33)

Logo, o vetor de forças devido à correnteza pode ser expresso da seguinte forma:

Pmor = Padd + P̄mor (6.34)

onde P̄mor representa o vetor de forças devido aos termos restantes da força por uni-
dade de comprimento na Equação (2.39). Substituindo a Equação (6.33) na Equação
(6.34), obtem-se:

Pmor = −MaddÜ + P̄mor (6.35)

O vetor P, na Equação (6.9) é dado pela seguinte equação:

P = Pest + Pesc + Pmor (6.36)

onde Pest é o vetor de forças devido aos carregamentos de natureza estática. Logo,
substituindo as Equações (6.36), (6.26) e (6.35) na Equação (6.9) tem-se:
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MrisÜ + MaddÜ + MintÜ−CcorU̇ + Q (U) = Pest + P̄esc + P̄mor (6.37)

Finalmente, agrupando termos e considerando a matriz de amortecimento estrutural,
Cstr, a qual é modelada pelo amortecimento de Rayleigh, a Equação (6.37), para
qualquer instante de tempo t, pode ser reescrita como:

MtÜt + CtU̇t + Qt (Ut) = P̄t (6.38)

onde M, C e P̄ são dadas pelas seguintes expressões:

M = Mris + Madd + Mint (6.39)

C = Cstr −Ccor (6.40)

P̄ = Pest + P̄esc + P̄mor (6.41)

A Equação (6.38) tem como condições iniciais no tempo t = 0 as seguintes relações:

Ut=0 = U0 = 0 and U̇t=0 = U̇0 = 0 (6.42)

6.3 Métodos de solução

Para o cálculo da reposta dinâmica, a qual será obtida a partir da solução da Equação
(6.38), será utilizado o método HHT (Hilber-Hughes-Taylor), enquanto que para as
solução das equações de equilíbrio não-linear, o método iterativo Newton-Raphson
será utilizado.

6.3.1 Método de Newton-Raphson

O esquema iterativo Newton-Raphson é implementado de acordo com o procedi-
mento proposto por Chopra (2012).

1. Definição/inicialização das variáveis:
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1.1. Inicializar o vetor de deslocamentos na configuração atual.

U(0)
t+∆t = Ut (6.43)

1.2. Inicializar o vetor de forças internas na configuração atual.

Q(0)
t+∆t = Qt (6.44)

1.3. Inicializar o vetor de forças externas na configuração atual.

P(0)
t+∆t = Pt (6.45)

1.4. Cálculo do vetor de cargas residuais R(0) na configuração atual.

R(0) = P(0)
t+∆t −Q(0)

t+∆t (6.46)

2. Cálculo para cada iteração i = 1, 2, 3, ..

2.1. Cálculo da matriz de rigidez tangente KT
(i−1).

2.2. Cálculo do vetor de incrementos dos deslocamentos ∆U(i) a partir da
seguinte equação

KT
(i−1)∆U(i) = R(i−1) (6.47)

No cálculo do vetor de incrementos do deslocamento, as condições de
contorno são impostas por suportes fixos nos extremos do riser. Os
suportes fixos permitem só deslocamentos rotacionais.

2.3. Cálculo do vetor de deslocamentos nodais atualizado U(i)

U(i)
t+∆t = U(i−1)

t+∆t + ∆U(i) (6.48)

2.4. Cálculo da configuração atualizada do riser utilizando U(i)
t+∆t. A partir

da configuração atualizada, o vetor de força internas atualizado Q(i)
t+∆t

e o vetor de forças externas atualizado P(i)
t+∆t são calculados.

2.5. Cálculo do vetor de cargas residuais R(i) a partir da equação

R(i) = P(i)
t+∆t −Q(i)

t+∆t (6.49)

2.6. Verificar a convergência por meio da Equação (6.58). Se o critério de
convergência for satisfeito, o processo iterativo termina neste passo.
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Se o critério de convergência não for satisfeito o processo iterativo
continua.

3. Repetição para a próxima iteração. Substituir i por i+1 e repetir os passos
2.1 a 2.6.

6.3.2 Método Hilber-Hughes-Taylor - HHT

O método Hilber-Hughes-Taylor, implementado neste trabalho, é baseado no proce-
dimento apresentado por Mourelle (1993). Para este trabalho, algumas modificações
foram consideradas na implementação do método HHT, isto porque a matriz de
massa do fluido interno varia através do tempo. O procedimento para a solução da
Equação (6.38) é apresentado a seguir.

1. Cálculos iniciais, t = 0.

1.1. Inicializar os parâmetros U0 e U̇0.

1.2. Cálculo dos seguintes vetores e matrizes: M0, KT0, C0, Q0, e P̄0.

1.3. Cálculo de Ü0 a partir da solução da Equação (6.38), para t = 0.

1.4. Seleção do passo de tempo ∆t.

1.5. Seleção das variáveis α, γ, e β.

1.5. Cálculo das constantes: a0, a1, a2, a3, a4 e a5.

a0 = 1
β∆t2 , a1 = γ

β∆ , a2 = 1
β∆ (6.50)

a3 = 1
2β − 1 , a4 = γ

β
− 1 , a5 =

(
γ

2β − 1
)

∆t

2. Cálculo para cada instante de tempo i = 0, 1, 2, 3, ...

2.1. Inicializar variáveis para j = 1:

U(j)
i+1 = Ui , U̇(j)

i+1 = U̇i , Ü(j)
i+1 = Üi , Q(j)

i+1 = Qi (6.51)

2.2. Cálculo do vetor de forças externas no tempo i, P̄i.

2.3. Cálculo do vetor de forças externas no tempo i+ 1, P̄(j)
i+1.
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2.4. Cálculo da matriz K̂T, definida pela seguinte equação:

(
K̂T

)(j)

i+1
= (1 + α) (KT)(j)

i+1 + a0Mi + a1Ci (6.52)

3. Para cada iteração j = 1, 2, 3, ...

3.1. Cálculo do vetor de cargas residuais, R, a partir da seguinte equação

R(j)
i+1 = (1 + α)

(
P̄(j)

i+1 −Q(j)
i+1

)
− α

(
P̄i −Qi

)
+ (a0Mi + a1Ci) Ui

+ (a2Mi + a4Ci) U̇i + (a3Mi + a5Ci) Üi − (a0Mi + a1Ci) Ui+1

(6.53)

3.2. Cálculo do vetor incremental de deslocamentos nodais ∆U(j):

(
K̂T

)(j)

i+1
∆U(j) = R(j)

i+1 (6.54)

3.3. Cálculo dos vetores atualizados de deslocamentos nodais, velocidades
nodais, e de acelerações nodais.

U(j+1)
i+1 = U(j)

i+1 + ∆U(j) (6.55)

U̇(j+1)
i+1 = a1

(
U(j+1)

i+1 −Ui
)
− a4U̇i − a5Üi (6.56)

Ü(j+1)
i+1 = a0

(
U(j+1)

i+1 −Ui
)
− a2U̇i − a3Üi (6.57)

3.4. A partir do passo anterior, podemos calcular a configuração dinâmica
atualizada do riser. Uma vez conhecida a configuração atualizada do
riser, podemos determinar Q(j+1)

i+1 e P̄(j+1)
i+1 .

3.5. Verificar a convergência por meio da Equação (6.58). Se o critério de
convergência for satisfeito, o processo iterativo termina e imediata-
mente se pula para o passo 4. Se o critério de convergência não for
satisfeito o processo iterativo continua.

3.6. Substituir j por j + 1 e repetir passos 3.1 a 3.8.

4. Atualizar as matrizes Mi+1, Ki+1, e Ci+1.
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5. Substituir i por i+ 1 e implementar passos 2 a 4 para o próximo passo de
tempo.

6.3.2.1 CRITÉRIO DE CONVERGÊNCIA

Para a análise dinâmica, utilizaremos o critério de convergência da energia, o qual
foi proposto por Bathe (2006). Este critério de convergência compara o incremento
de energia interna durante cada iteração (em geral, a quantidade de trabalho feito
pelas forças residuais sobre o incremento dos deslocamentos) ao incremento inicial
de energia interna. A convergência é atingida quando,

∆U(j)TR(j) < εE

(
∆U(1)TR(1)

)
(6.58)

onde εE é uma tolerância de energia predefinida. Para este trabalho, εE = 10−12.

A Figura 6.5 mostra o esquema numérico de solução no domínio do tempo.
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Figura 6.5 - Esquema numérico de solução para cálculo da resposta dinâmica de risers.

                   PARÂMETROS DE ENTRADA

Características Geométricas
Propriedades Mecânicas
Configuração de equilíbrio estático

CÁLCULO DAS MATRIZES E VETORES
M0,K0, C0, Q0, P0

CÁLCULO DO VETOR DE ACELERAÇÕES
dU0/dt2

(EQUAÇÃO 6.38)

CÁLCULO DO VETOR DE
FORÇAS EXTERNAS NO TEMPO ti

Pi 

CÁLCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ
TANGENTE KT-chapel 

(EQUAÇÃO 6.52)

CÁLCULO DO VETOR INCREMENTAL DE
DESLOCAMENTOS ΔU

(EQUAÇÃO 6.54) 

CÁLCULO DOS VETORES ATUALIZADOS
U, dU/dt, dU/dt2

(EQUAÇÕES 6.55, 6.56, 6.57)

CÁLCULO DE VARIÁVEIS
NOVA CONFIGURAÇÃO DO RISER

Q, Pi+1

TOL < ε ?

START

PARA ti= t0 até ti = tf-1

INICIALIZAR VARIÁVEIS
U=0, dU/dt=0

INICIALIZAR VARIÁVEIS j=1
(EQUAÇÃO 6.51)

CÁLCULO DO VETOR DE FORÇAS
RESIDUAIS

R
(EQUAÇÃO 6.53)

j = 0,1,2,...

ti+1 = tf ?
ti = ti+1 STOP

SIM

NÃO
SIM

j = j+1

INICIO DA ANÁLISE NO
DOMÍNIO DO TEMPO

NÃO

INICIO PROCESSO
ITERATIVO

CÁLCULO COEFICIENTES MÉTODO HHT
a0, a1, a2, a3, a4, a5

CÁLCULO DO VETOR DE
FORÇAS EXTERNAS NO TEMPO ti+1

Pi+1 

CÁLCULO DAS MATRIZES DE MASSA,
AMORTECIMENTO E DE RIGIDEZ

M, C, KT

( * )

( * )

( * )

( * )

( * )  PARA REALIZAR ESTOS CÁLCULOS É 
            NECESSÁRIA INFORMAÇÃO PROVENIENTE 
            DO CÓDIGO DO ESCOAMENTO.

Fonte: Produção do autor
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Para o cálculo da resposta dinâmica estrutural do riser, é necessária informação
do código do escoamento para calcular os vetores de forças externas P̄i e P̄i+1, as
quais são obtidas a partir da Equação (6.41). A mencionada informação também é
necessária para poder realizar o cálculo das matrizes M e C, dadas pelas Equações
(6.39) e (6.40). Esta interação computacional será explicada com maior detalhe no
Capítulo 7.

6.3.3 Método de Levenberg - Marquardt

Neste trabalho, na primeira etapa de cálculo da configuração de equilíbrio estático do
riser, especificamente nas primeiras iterações, surgiram dificuldades devido ao mau
condicionamento do sistema dado pela Equação (6.3). Para solucionar este tipo de
sistema, o método de Levenberg-Marquardt será utilizado.

Considere-se que o sistema de equações não linear dado pela Equação (6.3) é mal
condicionado, e o qual pode ser reescrito da seguinte forma:

KT∆U−R = 0 (6.59)

O método clássico de Levenberg-Marquardt propõe a solução da Equação (6.59),
∆U, por meio da seguinte expressão:

∆U =
(
JTJ + λI

)−1
JTR (6.60)

onde J é a matriz Jacobiana do sistema dado pela Equação (6.59), e a variável λ, a
qual é ≥ 0, é a constante de amortecimento de Levenberg-Marquardt. A matriz J
do sistema é igual a matriz de rigidez tangente KT, logo a Equação (6.60) pode ser
reescrita como:

∆U =
(
KT

TKT + λI
)−1

KT
TR (6.61)

O cálculo da constante de amortecimento λ é feita de forma experimental. Uma
das formas é começar testando valores baixos para λ e incrementar gradualmente
até obter o valor adequado, o qual pode ser considerado como o primeiro com o
qual o sistema fica bem-condicionado. Recomenda-se testar números potências de
10. Para valores altos da variável λ, o sistema definido pela Equação (6.59) pode-se
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transformar em um sistema bem condicionado, porém, os resultados obtidos podem
serem totalmente errados. Para valores baixos da variável λ, o sistema de equações
pode continuar sendo mal-condicionado.

Para determinar se o sistema dado pela Equação (6.59) é mal condicionado, se
determina o número de condicionamento da matriz de rigidez KT. Se o número
de condicionamento da matriz KT é próximo de 1, dizemos que o sistema dado
pela Equação (6.59) é bem condicionado; enquanto que se o valor do número de
condicionamento for muito maior que 1, o sistema é mal condicionado.
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7 FERRAMENTA COMPUTACIONAL SLUGFLEX

A ferramenta computacional SLUGFLEX foi desenvolvida com o objetivo de calcu-
lar a resposta dinâmica de risers sob o efeito de um escoamento bifásico gás-líquido
em padrão golfadas (slug flow). Além dos efeitos devidos à dinâmica do escoamento
interno, SLUGFLEX também considera os efeitos devidos a uma correnteza, assim
como também os efeitos devidos aos deslocamentos verticais da plataforma de pro-
dução de petróleo. A ferramenta foi desenvolvida na plataforma de programação
MATLAB, versão R2016a.

Este capítulo, no qual são apresentados detalhes da ferramenta computacional, está
organizado da seguinte forma. Inicialmente será apresentado o funcionamento da
ferramenta. Na sequência, será estudada a interação computacional entre o código
estrutural e o código do escoamento, o que nos permitirá entender a forma em que
estes trabalham e o tipo de informação que cada um dos códigos precisa do outro
para seu correto funcionamento.

7.1 Funcionamento da ferramenta SLUGFLEX

A ferramenta computacional SLUGFLEX foi desenvolvida sobre a base de dois có-
digos computacionais, cada um dos quais possui uma série de sub-rotinas, as quais
são chamadas repetidas vezes durante a execução da ferramenta computacional. Os
códigos computacionais que compõem a ferramenta computacional são:

1. Código que calcula a resposta dinâmica estrutural do riser. Este código
inclui o cálculo da configuração de equilíbrio estático do riser.

2. Código que calcula o desenvolvimento do escoamento no interior do riser.

Ambos os códigos interagem mediante o envio de informação de um para o outro, e
viceversa. Figura 7.1 mostra um fluxograma do funcionamento da ferramenta com-
putacional, a partir do qual pode-se observar a forma em que ambos os códigos
trabalham.
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Figura 7.1 - Fluxograma do funcionamento da ferramenta SLUGFLEX.

ti = tf ?

START

CÁLCULO DA
CONFIGURAÇÃO DE

EQUILÍBRIO ESTÁTICO
DO RISER

STOP

NÃO

SIM

ANÁLISE DINÂMICA DO
SISTEMA RISER-ESCOAMENTO

CÁLCULO DO
DESENVOLVIMENTO DO

ESCOAMENTO NO
INTERIOR DO RISER

CÁLCULO DA
RESPOSTA DINÂMICA

ESTRUTURAL DO RISER

   CARACTERÍSTICAS
GEOMÉTRICAS E 

PROPRIEDADES FÍSICAS DO
SISTEMA RISER-FLUIDO.

CONFIG. DE
EQUILÍBRIO
DO RISER

POSIÇÃO E
CARACTERÍSTICAS DAS
CÉLULAS UNITÁRIAS

CONFIG.
ATUALIZADA
DO RISER

t = 0

i = 0,1,..,f

Fonte: Produção do autor

O procedimento que segue a ferramenta SLUGFLEX é descrito a seguir:

1. Inicialmente serão definidas as características geométricas e propriedades
físicas do riser de produção, as propriedades físicas das fases líquida e
gasosa que compõem o escoamento bifásico gás-líquido, e as características
e propriedades físicas da água do mar.

– Características geométricas e propriedades físicas do riser : compri-
mento inicial do riser, L, diâmetro interno, Di, diâmetro externo, De,
modulo de elasticidade, E, e massa por unidade de comprimento.

– Propriedades físicas do escoamento em golfadas: densidade da fase lí-
quida, ρL, densidade da fase gasosa, ρG, velocidade superficial da fase
líquida, JL, velocidade superficial da fase gasosa, JG, viscosidade cine-
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mática do líquido, νL, viscosidade cinemática do gás, νG, e a frequência
do escoamento interno, ωf .

– Características e propriedades físicas da água do mar: densidade da
água de mar, ρm, coeficiente de arrastro hidrodinâmico, CD, coefici-
ente de inércia, CM , coeficiente de massas adicionadas, CA, e a velo-
cidade da superfície do mar, vsup.

2. Uma vez conhecidas as características e propriedades do sistema, será cal-
culada a configuração de equilíbrio estático do riser. É importante mencio-
nar que a configuração de equilíbrio é calculada com o riser cheio de líquido
no interior. A solução da configuração de equilíbrio estático é explicada na
seção 6.1.

3. Para o cálculo da resposta estrutural dinâmica do riser, a configuração
de equilíbrio estático será utilizada como condição inicial. A partir desta
configuração serão determinadas as novas coordenadas de posição de cada
uma das células unitárias no interior do riser, assim como também, os
novos valores de velocidade do líquido no pistão, ULS, e de pressão na
bolha de gás, PGB.

4. Os resultados obtidos no passo anterior serão utilizados para determinar
as forças devidas ao escoamento interno no riser. Logo, somando os outros
efeitos atuantes sobre o riser de produção, a configuração de equilíbrio
dinâmico será determinada a partir da Equação (6.38).

5. Em seguida, a nova configuração de equilíbrio é utilizada para calcular
o desenvolvimento do escoamento no interior do riser, e dessa forma o
processo continua até atingir o valor de tempo final de simulação definido
pelo usuário, como mostrado na Figura 7.1.

Uma vez conhecido o procedimento geral que segue a ferramenta SLUGFLEX para
seu funcionamento, tal como acima descrito, é necessário dar detalhes sobre a inte-
ração dos códigos computacionais, o que será apresentado na seguinte seção.

7.2 Interação computacional dos códigos

Como já foi explicado, a interação computacional entre o código do escoamento e o
código estrutural se dá por meio do envio de informação de um código para o outro.
As Figuras 7.2 e 7.3 mostram a forma em que ambos os códigos computacionais
interagem.

119



Figura 7.2 - Interação computacional do código do escoamento e do código estrutural -
Parte 1 de 2.

CÁLCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ
TANGENTE KT-chapel 

(EQUAÇÃO 6.52)

CÁLCULO DO VETOR INCREMENTAL DE
DESLOCAMENTOS ΔU

(EQUAÇÃO 6.54) 

CÁLCULO DOS VETORES ATUALIZADOS
U, dU/dt, dU/dt2

(EQUAÇÕES 6.55, 6.56, 6.57)

CALCULO DE VARIÁVEIS
NOVA CONFIGURAÇÃO DO RISER

Q, KT, Pi+1

TOL < ε ?

PARA ti= t0 até ti = tf-1

CÁLCULO DO VETOR DE FORÇAS
RESIDUAIS 

R
(EQUAÇÃO 6.53)

j = 0,1,2,...

yn > L ?

ti = ti+1
STOP

SIM

NÃO
SIM

j = j+1

INICIO DA ANÁLISE NO
DOMINÍO DO TEMPO

NÃO

PROCESSO
ITERATIVO

CÁLCULO DOS VETORES DE
FORÇAS EXTERNAS

Pi , Pi+1 

SIM
SAÍDA DA ÚLTIMA CÉLULA

SUB-ROTINA SAÍDA

INICIALIZAR VARIÁVEIS j=1
(EQUAÇÃO 6.51)

ti+1 = tf ?

NÃO

CÁLCULO DAS MATRIZES DE MASSA,
AMORTECIMENTO E DE RIGIDEZ

M, C, KT

                   PARÂMETROS DE ENTRADA

Características Geométricas
Propriedades Mecânicas
Configuração de equilíbrio estático

CALCULO DAS MATRIZES E VETORES
M0,K0, C0, Q0, P0

CALCULO DO VETOR DE ACELERAÇÕES
dU0/dt2

(EQUAÇÃO 5.1)

START

INICIALIZAR VARIÁVEIS
U=0, dU/dt=0

CALCULO COEFICIENTES MÉTODO HHT
a0, a1, a2, a3, a4, a5

PROPRIEDADES FÍSICAS E 
CONDIÇÕES INICIAIS DO

FLUIDO BIFÁSICO LÍQUIDO-AR

A

B

C

ATUALIZAÇÃO DAS VARIÁVEIS:
XO = XN , YO = YN

ULSO = ULSN , PGBO = PGBN

D

Fonte: Produção do autor
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Figura 7.3 - Interação computacional do código do escoamento e do código estrutural -
Parte 2 de 2.

- CÁLCULO DAS MATRIZES AF E BF
- SOLUÇÃO DO SISTEMA AFXF=BF

SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES AUXILIARES
CÁLCULO DE: XN , YN, ULSN, PGBN

NO TEMPO ti+Δt

ENTRADA DE UMA NOVA CÉLULA
SUB-ROTINA ENTRADA

SIM

NÃO

SAÍDA DA ÚLTIMA CÉLULA
SUB-ROTINA SAÍDA

SIM

NÃO

COALESCÊNCIA DE BOLHAS DE
GÁS

SUB-ROTINA COALESCÊNCIA

SIM

NÃO

y0 > 0 ?

yn >= L e xn-1 < L?

PARA j=1 até j=n
yj > xj ?

CONFIGURAÇÃO DO RISER
NO TEMPO ti

CONDIÇÕES DE CONTORNO

A

B

C

POSIÇÕES E CARACTERÍSTICAS
ATUALIZADAS DAS BOLHAS E
GOLFADAS DO ESCOAMENTO

D

Fonte: Produção do autor

A Figura 6.5 é a base para a elaboração do fluxograma mostrado na Figura 7.2.
Neste último, foram adicionados alguns símbolos gráficos relacionados ao código do
escoamento, os quais estão em cor azul. Por outro lado, as linhas indicadas com
as letras A, B, C e D indicam que as linhas de processo continuam na Figura 7.3.
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A Figura 7.3 mostra basicamente o fluxograma do código do desenvolvimento do
escoamento em golfadas recebendo e enviando informação ao código estrutural.

A partir da Figura 7.2, a linha azul denotada pela letra A é a linha de processo
que inicia o calculo do desenvolvimento do escoamento em um determinado instante
de tempo, mostrado na Figura 7.3. As linhas de processo B, C e D representam
informação que envia o código do escoamento ao código estrutural: posição das
bolhas de gás e dos pistões de líquido do escoamento em golfadas, assim como as
suas correspondentes características; esta informação é utilizada para determinar os
vetores de forças externas P̄i e P̄i+1, assim como também as matrizes de massa M,
e de amortecimento C.

A Figura 7.4 mostra a forma em que a configuração de equilíbrio dinâmico de um
elemento de riser é obtida.

Figura 7.4 - Interação gráfica dos códigos computacionais.

Elem
en

to
 i-

1

El
em

en
to

 i

Cé
lu

la
 j

C
él

ul
a 

j+
1

Célu
la 

j-1

INSTANTE ‘‘t’’

- ELEMENTO DE RISER EM 
EQUILÍBRIO DINÂMICO.

INSTANTE ‘‘t+Δt’’

- NOVA POSIÇÃO DAS GOLFADAS E DAS 
BOLHAS DE GÁS NO INTERIOR DO RISER.

INSTANTE ‘‘t+Δt’’

- NOVA CONFIGURAÇÃO DE 
EQUILÍBRIO DINÂMICO DO RISER.

x

y

z

E
le

m
en

to
 i+

1

Elem
en

to
 i-

1

El
em

en
to

 i
E

le
m

en
to

 i+
1

El
em

en
to

 i-
1'

El
em

en
to

 i'
E

le
m

en
to

 i+
1'

Cél
ul

a 
j-1

'

C
él

ul
a 

j'

C
él

ul
a 

j+
1'

Célu
la 

j-1
'

C
él

ul
a 

j'

C
él

ul
a 

j+
1'

x

y

z
x

y

z

FIGURA ‘‘A’’ FIGURA ‘‘B’’ FIGURA ‘‘C’’

Fonte: Produção do autor

122



A partir da Figura 7.4, a letra i faz referência ao número de elemento finito de riser,
a letra j faz referência ao número de célula unitária do escoamento interno, e o
sobrescrito (′) indica mudanças em relação à configuração no instante de tempo t.

Inicialmente, tem-se a configuração de equilíbrio dinâmico no instante de tempo t,
Figura 7.4 (A). Após um passo de tempo ∆t, as células unitárias do escoamento
deslocam-se ao longo do elemento de riser, adquirindo novas posições, assim como
mostrado na Figura 7.4(B). Durante este processo, considera-se que o elemento de
riser permanece fixo, sem sofrer deslocamento nem deformações. Por outro lado,
é importante destacar que existe uma contribuição por parte da dinâmica do riser
sob o movimento das células unitárias, a qual é considerada no cálculo das forças
hipotéticas, vide Equação (4.42).

Utilizando as novas posições e novas características das células unitárias do esco-
amento interno, calcula-se a nova configuração de equilíbrio dinâmico do riser no
instante de tempo t + ∆t, assim como mostrado na Figura 7.4(C). Além disso, a
Figura mostra a configuração do riser no instante de tempo t em linha segmentada
e vermelha, isto com o objetivo de mostrar as mudanças na configuração do riser.

Em resumo, o código estrutural envia informação ao código do escoamento no ins-
tante de tempo t. Logo, com essa informação, o código do escoamento determina
a nova posição das bolhas e pistões do escoamento interno no instante de tempo
t + ∆t. Finalmente, com essa última informação, a nova configuração de equilíbrio
dinâmico do riser é calculada no instante de tempo t+ ∆t.

A seguir serão listadas as informações que ambos os códigos enviam um ao outro.

1. Informação enviada pelo código estrutural ao código do escoamento, no
instante de tempo t:

1.1. Coordenadas de posição de cada um dos nós do riser.

1.2. Vetor de velocidades nodais do riser, U̇.

1.3. Vetor de acelerações nodais do riser, Ü.

2. Informação enviada pelo código do escoamento ao código estrutural, no
instante de tempo t+ ∆t:

2.1. Velocidade do líquido no pistão de cada célula unitária, ULSj, para
j = 0, 1, ...,m.
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2.2. Pressão da bolha de gás, PGBj, para j = 1, 2, ...,m.

2.3. Posição da frente do pistão de líquido, xj, para j = 0, 1, ...,m.

2.4. Posição da frente da bolha de gás, yj, para j = 0, 1, ...,m.

2.5. Altura do filme de líquido de cada uma das células unitárias.

7.2.1 Verificação da saída de uma célula

Após o cálculo da configuração de equilíbrio dinâmico do riser, deverá ser verificada
a ocorrência da saída de uma célula unitária do domínio computacional mais uma
vez, a qual pode-se dar sob as condições mostradas na Figura 7.5.

Figura 7.5 - Verificação da saída de uma célula do domínio computacional.
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Considere-se que após o desenvolvimento do escoamento em golfadas no interior do
riser, a frente da bolha de gás da célula m, a qual é a última célula unitária do
domínio computacional, encontre-se perto de sair do domínio computacional, assim
como mostrado na Figura 7.5, onde o comprimento do riser é dado pela variável L.

Em seguida, calculando a nova configuração de equilíbrio dinâmico do riser, pode
ocorrer que o novo comprimento do riser, L′, seja menor que o anterior, L′ < L,
dando como resultado que a frente do pistão da célula m′ saia do riser, assim como
mostrado na Figura 7.5(B).

Devido à saída da célula m do domínio computacional, temos que realizar a renu-
meração das células unitárias pertencentes ao domínio computacional, assim como
realizado na Figura 7.5(C).

7.2.2 Montagem dos domínios computacionais

Durante a solução da Equação (6.38), é necessário calcular todas as variáveis afetadas
pela dinâmica do escoamento interno em golfadas: a matriz de massa do sistema Mt,
a matriz de amortecimento Ct, e o vetor de forças externas P̄t, assim como mostrado
na Figura 7.2.

Para realizar o cálculo das variáveis Mt, Ct e P̄t, é necessário realizar a montagem de
ambos os domínios computacionais, é dizer, a posição de cada elemento finito de riser
com a posição de cada célula unitária de escoamento, a fim de poder determinar,
a cada instante de tempo, a quantidade de células unitárias existentes em cada
elemento finito riser, isto com o objetivo de poder aplicar as equações desenvolvidas
na seção 6.2. A montagem de ambos os domínios computacionais é mostrado na
Figura 7.6.
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Figura 7.6 - Montagem dos domínios computacionais do riser e do escoamento bifásico.
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8 RESULTADOS

A ferramenta computacional SLUGFLEX, foi desenvolvida com o objetivo de cal-
cular a resposta dinâmica de risers fléxiveis em catenária sobre a influência de um
escoamento interno bifásico em padrão golfadas de líquido, considerando os efeitos
produzidos por uma correnteza marítima, assim como também, os efeitos devidos
aos deslocamentos da plataforma de produção.

Para garantir o correto funcionamento da ferramenta SLUGFLEX, esta foi validada
por meio da comparação dos resultados numéricos obtidos com os resultados ex-
perimentais obtidos por Valdivia (2008). O experimento de Valdivia consistiu de
um tubo flexível de silicone em catenária sob o efeito de um escoamento bifásico
gás-líquido.

Da mesma forma, foram realizadas verificações dos códigos e sub-rotinas imple-
mentadas durante o desenvolvimento da ferramenta SLUGFLEX, mediante a com-
paração com resultados experimentais e numéricos da literatura. A seguir, serão
enumeradas as verificações que foram realizadas.

8.1. Verificação dos resultados numéricos obtidos com o código computacional
para análise dinâmico de estruturas, para a qual foram utilizados os re-
sultados obtidos pelos trabalhos de Jelenić e Crisfield (2001), Hsiao et al.
(1999), e Le et al. (2012).

8.2. Validação dos resultados numéricos, obtidos pelo autor, por meio da com-
paração com os resultados experimentais obtidos por Chen e Jendrzejczyk
(1985), e com os resultados numéricos obtidos por (LIN; TSAI, 1997). Este
passo tem como objetivo verificar a implementação da sub-rotina que cal-
cula as forças devidas a um escoamento interno monofásico.

8.3. Verificação da implementação da sub-rotina que calcula as forças hidrodi-
nâmicas devidas a uma correnteza. Para este passo, os resultados numéricos
foram comparados com os resultados obtidos pelo software ORCAFLEX,
e com os resultados numéricos obtidos por Neto (2016).

8.4. Validação da ferramenta computacional SLUGFLEX, a qual calcula o de-
senvolvimento do escoamento em padrão golfadas de líquido no interior de
um riser flexível, para a qual foram comparados os resultados numéricos
com os resultados experimentais obtidos por Valdivia (2008).
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Após a verificação da implementação dos códigos e das sub-rotinas mencionadas,
e após a validação da ferramenta computacional SLUGFLEX, serão mostrados os
resultados numéricos para o estudo de um riser flexível em catenária de dimensões
reais.

8.1 Verificação do código computacional para análise dinâmica de es-
truturas

O correto funcionamento do código computacional para análise dinâmica de es-
truturas em três dimensões, implementado para este trabalho, será verificado com
resultados numéricos obtidos por autores da presente literatura. Nesta etapa, vamos
verificar a correta implementação e correto funcionamento dos métodos numéricos
implementados para calculo da resposta dinâmica estrutural, os quais são: método
de Newton-Raphson e o método HHT-α.

8.1.1 CASO 1: Viga articulada flexível

Este caso foi estudado por Jelenić e Crisfield (2001), e por Hsiao et al. (1999). Na
Figura 8.1 apresentamos uma viga flexível, definida pelos pontos O e A, articulada
no ponto O, a qual esta submetida ao efeito de duas cargas de impacto Fy(t) e Fz(t)
as quais atuam sobre o ponto A (extremo livre). O histórico de cada uma das forças
é mostrado na Figura 8.1.

Figura 8.1 - Viga articulada - Histórico das cargas de impacto Fy(t) e Fz(t).
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As propriedades geométricas e mecânicas da viga articulada são: Área da seção
transversal A = 9, momento polar de inércia J = 13, 5, momentos de inércia dos
eixos principais I2 = I3 = 6, 75, densidade ρ = 0, 0078, e coeficiente de Poisson
ν = 0, 3. Para este estudo, três valores diferentes para o modulo de elasticidade
serão utilizados: E1 = 2, 1× 106, E1 = 2, 1× 109, e E1 = 6, 3× 106.

Para os três casos simulados, a análise dinâmica foi realizada utilizando 20 elementos
finitos de igual tamanho. O tempo de simulação foi configurado em 1, 5 s, com um
passo de tempo, ∆t, fixo de 0, 001 s. O critério de convergência foi considerado igual
a 10−12.

As Figuras 8.2, 8.3 e 8.4 mostram os deslocamentos do extremo livre para E1, E2 e
E3, respectivamente. Para E1, os resultados são comparados aos resultados obtidos
por Jelenić e Crisfield (2001). Para E2 e E3 os resultados são comparados com os
obtidos por Hsiao et al. (1999).

Figura 8.2 - Deslocamentos do extremo livre da viga, para E = 2, 1× 106.
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Figura 8.3 - Deslocamentos do extremo livre da viga, para E = 2, 1× 109.
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Figura 8.4 - Deslocamentos do extremo livre da viga, para E = 6, 3× 106.
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A partir das Figuras 8.2, 8.3 e 8.4, pode-se observar a excelente concordância entre
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as respostas obtidas pelo código computacional, desenvolvido neste trabalho, e as
respostas obtidas pelos autores da literatura.

8.1.2 CASO 2: Pórtico em L

Este caso foi estudado por Le et al. (2012). A Figura 8.5 mostra um pórtico em L
submetido ao efeito de uma carga Fz(t), a qual é aplicada no cotovelo do pórtico. O
pórtico se encontra no plano xy, e está engastado no ponto A. O histórico da carga
Fz(t) é mostrado na Figura 8.5.

As propriedades geométricas e mecânicas do material do pórtico são: massa por
unidade de comprimento Aρ = 1, tensor de inércia espacial Iρ = diag(20, 10, 10),
EA = 106, EI = 103, GA = 106, e GJ = 103.

Figura 8.5 - Pórtico em L - Histórico da carga Fz(t).
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A análise dinâmica foi realizada utilizando 20 elementos finitos de igual tamanho,
10 elementos para cada uma das vigas. O tempo de simulação foi configurado em
30 s, com um passo de tempo, ∆t, fixo de 0, 01 s. O critério de convergência foi
considerado igual a 10−12. As Figuras 8.6 e 8.7 mostram os deslocamentos na direção
z do cotovelo do pórtico e do extremo livre , respectivamente.
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Figura 8.6 - Deslocamento do cotovelo do pórtico na direção z.
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Figura 8.7 - Deslocamento do extremo livre do pórtico na direção z.
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A partir das Figuras 8.6 e 8.7, pode-se observar a boa aproximação entre as respostas
obtidas pelo código computacional desenvolvido e as respostas obtidas por Le et al.
(2012). Existem pequenas diferenças, porém, as respostas são bastante próximas.

8.1.3 CASO 3: Anel com rotações finitas

Este caso foi estudado por Le et al. (2012). A Figura 8.8 mostra um anel submetido
ao efeito de duas cargas, as quais são aplicadas nos pontos A e B. O histórico da
força Fz(t) é mostrado na Figura 8.8. Neste exemplo, não se aplicam condições
de contorno estáticas ou cinemáticas, em outras palavras, o anel pode-se deslocar
livremente no espaço de acordo com as leis da dinâmica.

As propriedades geométricas e mecânicas do material do anel são: massa por unidade
de comprimento Aρ = 1, tensor de inércia espacial Iρ = diag(20, 10, 10), EA = 104,
EI = 500, GA = 104, e GJ = 500. A análise dinâmica foi realizada utilizando 32
elementos finitos de igual tamanho. O tempo de simulação foi configurado em 150
s, com um passo de tempo fixo de 0, 05 s.

Figura 8.8 - Anel com rotações finitas - Cargas aplicadas.
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As Figuras 8.9, 8.10 e 8.11 mostram os deslocamentos nas direções x, y e z, respec-
tivamente. os resultados são comparados com os obtidos por Le et al. (2012).
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Figura 8.9 - Deslocamento do ponto B na direção do eixo x.
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Figura 8.10 - Deslocamento do ponto B na direção do eixo y.
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Figura 8.11 - Deslocamento do ponto B na direção do eixo z.

0 50 100 150

Tempo (s)

-10

-5

0

5

10
D

e
s
lo

c
a

m
e

n
to

 n
a

 d
ir
e

ç
ã

o
 z

Autor

Le et al. (2012)

Fonte: Produção do autor.

A partir das Figuras 8.9, 8.10 e 8.11, pode-se observar a excelente aproximação entre
as respostas obtidas pelo código computacional implementado neste trabalho e as
respostas obtidas por Le et al. (2012).

8.1.4 CASO 4: Arco circular de grande altura

Nesse exemplo, proposto por Le et al. (2012), analisa-se a resposta dinâmica de um
arco circular de grande altura, quando está submetido a dois carregamentos tipo
rampa, Fy(t) e Fz(t), atuantes nas direções y e z, respectivamente. A Figura 8.12
mostra o arco circular de grande altura e o histórico das forças atuantes nele. O
arco circular está engastado nos extremos B e C, além disso, o comprimento de arco
definido pelos pontos B e A representa a terceira parte do comprimento total do
arco circular.

As propriedades geométricas e mecânicas do material do arco circular são: massa por
unidade de comprimento Aρ = 1, tensor de inércia espacial Iρ = diag(20, 10, 10),
EA = 104, EI = 500, GA = 104, e GJ = 500. A análise dinâmica foi realizada utili-
zando 12 elementos finitos de igual tamanho. O tempo de simulação foi configurado
em 30 s, com um passo de tempo fixo de 0, 1 s.
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Figura 8.12 - Arco circular de grande altura - Histórico das cargas Fy(t) e Fz(t).
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As Figuras 8.13, 8.14 e 8.15 mostram os deslocamentos do ponto A nas direções x,
y e z, respectivamente. Os resultados são comparados com os obtidos por Le et al.
(2012).

Figura 8.13 - Deslocamento do ponto A na direção do eixo x.
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Figura 8.14 - Deslocamento do ponto A na direção do eixo y.
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Figura 8.15 - Deslocamento do ponto A na direção do eixo z.
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A partir das Figuras 8.13, 8.14 e 8.15, pode-se observar a excelente aproximação
entre as respostas obtidas pelo código computacional implementado neste trabalho
e as respostas obtidas por Le et al. (2012).

8.2 Verificação da sub-rotina que calcula as forças devidas ao escoa-
mento interno

Com o objetivo de verificar a implementação da sub-rotina que calcula as forças
devidas a um escoamento interno sobre um tubo flexível, os resultados numéricos
serão comparados com os resultados experimentais obtidos por Chen e Jendrzejczyk
(1985), assim como também, com os resultados numéricos obtidos por Lin e Tsai
(1997). O experimento realizado por Chen e Jendrzecjzyk, vide Figura 8.16, teve
como objetivo estudar os diferentes tipos de instabilidades ocorridos em tubos para
transporte de fluidos.

Figura 8.16 - Esquema de instalação experimental realizado por Chen e Jendrzecjzyk.
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Fonte: Produção do autor.

O tubo flexível tem um comprimento de 0, 6858 m., uma seção transversal circular
com um diâmetro externo igual a 9, 525 mm., e com um diâmetro interno igual a
6, 35 mm. O tubo tem um modulo de elasticidade, E, de valor igual a 2, 5217x108

N/m2, e uma densidade igual a 852, 59 kg/m3. O escoamento circulando no interior
do tubo é água com uma densidade igual a 1000 kg/m3. Nas simulações, o tubo
flexível foi discretizado utilizando 40 elementos finitos de igual tamanho. O passo
de tempo considerado foi de 0, 001 s.
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Para esta verificação, os resultados a comparar são as amplitudes de oscilação dos
deslocamentos e as frequências de vibração do extremo livre do tubo no ciclo limite,
as quais são produzidas pela dinâmica do escoamento interno. O ciclo limite é um
período de oscilação onde a amplitude e a frequência são constantes. Para calcular
as amplitudes e frequências de oscilação no ciclo limite, um deslocamento ∆x, na
direção horizontal, será aplicado no extremo livre do tubo (LIN; TSAI, 1997).

As Figuras 8.17, 8.18, e 8.19 foram realizadas considerando deslocamentos de 0, 005
m., 0, 14 m., e 0, 26 m., respectivamente, e mostram a comparação entre os resultados
numéricos obtidos por Lin e Tsai (1997) e os obtidos pela sub-rotina desenvolvida
neste trabalho. Para a elaboração das figuras foi considerada uma velocidade do
escoamento de 24, 4m/s.

Figura 8.17 - Deslocamento horizontal do extremo livre. ∆x = 0, 005 m., V = 24, 4m/s.
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Figura 8.18 - Deslocamento horizontal do extremo livre. ∆x = 0, 14 m., V = 24, 4m/s.
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Figura 8.19 - Deslocamento horizontal do extremo livre. ∆x = 0, 26 m., V = 24, 4m/s.
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Os resultados numéricos, obtidos pelo autor, mostram maiores valores de amplitude
de oscilação, porém, menores valores de frequência de oscilação da resposta. Uma
das principais características das simulações apresentadas, é que, sem importar o
valor do deslocamento inicial no extremo livre, a resposta atinge o mesmo valor de
amplitude de oscilação no ciclo limite, que no caso é de 0, 5763 m.

Figura 8.20 - Amplitude de oscilação para diferentes valores de velocidade do escoamento.
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A Figura 8.20 mostra os valores de amplitude de oscilação do deslocamento horizon-
tal para diferentes valores de velocidade do escoamento. Os resultados experimentais
foram realizados de duas formas, uma de elas foi incrementando o valor da veloci-
dade da água e a outra foi diminuindo o valor da velocidade da água. Segundo o
obtido pelo autor, a resposta entra em ciclo limite a partir de velocidades do escoa-
mento maiores a 21, 5 m/s, entanto que, com o experimento foi obtido um valor de
22, 2 m/s.

De acordo com a Figura 8.20 , existe uma boa concordância entre os resultados nu-
méricos, obtidos neste trabalho, e os resultados experimentais. As diferenças podem
ser atribuídas às condições não ideais do experimento.
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A Figura 8.21 mostra os resultados obtidos para o valor da frequência de oscilação,
no ciclo limite, para diferentes valores de velocidade de escoamento. A partir da
Figura 8.21, pode-se observar a boa aproximação entre os resultados obtidos neste
trabalho com os resultados experimentais obtidos por Chen e Jendrzecjzyk.

Figura 8.21 - Frequências de oscilação no ciclo limite para diferentes valores de velocidade
do escoamento.
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Os resultados numéricos obtidos mediante a sub-rotina que calcula as forças devi-
das ao escoamento interno, mostraram boa concordância quando comparados aos
resultados experimentais obtidos por Chen e Jendrzecjzyk. Portanto, conclui-se que
a verificação da sub-rotina computacional foi satisfatória.

8.3 Verificação da sub-rotina que calcula as forças devidas à correnteza

Com o objetivo de verificar a implementação da sub-rotina que calcula as forças
devidas à correnteza sobre um riser em catenária, os resultados numéricos obtidos
para um tubo vertical submerso no mar serão comparados com os resultados numé-
ricos obtidos por Neto (2016), assim como também, com os resultados numéricos
obtidos usando o software ORCAFLEX. O problema a simular consiste de um tubo
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vertical submetido à ação das forças hidrodinâmicas e à ação de uma força lateral,
cujo histórico é mostrado na Figura 8.22.

Figura 8.22 - Tubo vertical a simular - Histórico da carga Fx(t).
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Fonte: Neto (2016).

Na resolução, foram consideradas as mesmas direções dos eixos coordenados utilizado
por Neto (2016), assim como mostrado na Figura 8.22. O tubo, o qual é engastado
no extremo inferior A e livre no extremo superior B, tem um comprimento de 10
m., uma seção transversal circular com um diâmetro externo igual a 0, 05 m., e com
um diâmetro interno igual a 0, 04 m. O tubo tem um modulo de elasticidade, E, de
valor igual a 200x109 N/m2, uma densidade igual a 8000 kg/m3, e um coeficiente de
Poisson igual a 0, 3.

A água do mar tem uma densidade de 1024 kg/m3, e os valores do coeficiente de
arrastro hidrodinâmico e do coeficiente de massas adicionadas foram considerados
iguais a 1. Nas simulações, o tubo foi discretizado utilizando 40 elementos finitos de
igual tamanho. O passo de tempo considerado foi de 0, 01 s.

Para realizar a verificação da sub-rotina, dois casos serão considerados para a ve-
locidade da correnteza, a qual é constante ao longo do eixo z: (1) velocidade de
correnteza de 1 m/s na direção do eixo x, e (2) velocidade de correnteza de 1 m/s na
direção do eixo y. A Figura 8.23 mostra os resultados obtidos para o deslocamento
do ponto B na direção do eixo x, para o caso 1. Para ambos os casos estudados, a
resposta dinâmica foi calculada a partir da configuração de equilíbrio estático , a
qual foi determinada considerando os efeitos devidos à correnteza; por isso que em
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algumas das simulações o ponto B já encontra-se deslocado. É importante mencio-
nar que os resultados obtidos mediante o software ORCAFLEX foram extraídos do
trabalho de Neto (2016).

Figura 8.23 - Caso 1. Deslocamento do ponto B na direção do eixo x.
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A partir da Figura 8.23, pode-se observar que os resultados numéricos obtidos são
muito bons quando comparados aos outros resultados. As Figuras 8.24 e 8.25 mos-
tram os resultados obtidos para os deslocamentos do ponto B nas direções dos eixos
x e y, respectivamente, para o caso 2.
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Figura 8.24 - Caso 2. Deslocamento do ponto B na direção do eixo x.
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Figura 8.25 - Caso 2. Deslocamento do ponto B na direção do eixo y.
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As Figuras 8.24 e 8.25 mostram os deslocamentos do ponto B nas direções dos eixos x
e y, respectivamente. Ao contrário do caso anterior, agora existem diferenças entre
os resultados, especificamente quando comparamos o deslocamento na direção y.
Esta diferença ocorre a partir do instante de tempo t = 22s, que é quando se deixa
de aplicar a força Fx, até o segundo 30, momento a partir do qual as resposta obtidas
pelo software ORCAFLEX, por Neto e pela sub-rotina desenvolvida neste trabalho,
atingem o mesmo valor de deslocamento do ponto B na direção y, 1m.

Apesar das diferenças encontradas nas simulações, pode-se dizer que os resulta-
dos numéricos mostraram uma boa concordância quando comparados aos outros
resultados. Portanto, conclui-se que a verificação da sub-rotina computacional foi
satisfatória.

8.4 Validação da ferramenta computacional

Para poder validar a ferramenta SLUGFLEX, os resultados numéricos serão compa-
rados com os resultados experimentais obtidos por Valdivia (2008). O experimento
realizado por Valdivia, o qual foi realizado nas instalações do LabPetro na UNI-
CAMP, consistiu em passar água e ar através de um modelo reduzido de riser. A
Figura 8.26 mostra a instalação do aparato experimental.

Figura 8.26 - Esquema da instalação experimental realizada por Valdivia.
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O modelo reduzido de riser é um tubo de silicone de 28, 7 metros, o qual consiste
de uma linha horizontal de 10, 7 metros, a qual termina no TDP (touch down point,
ponto que coincide com o nó número 1 do modelo), e de um tubo em catenária de 18
metros de comprimento, assim como mostrado na Figura 8.27. O modelo reduzido de
riser tem uma seção transversal circular com um diâmetro externo igual a 0, 025m.
e um diâmetro interno igual a 0, 019m, um módulo de elasticidade de 1255KN/m2,
uma massa por unidade de comprimento igual a 0, 254kg/m, e um coeficiente de
Poisson igual a 0, 5.

Figura 8.27 - Características geométricas do modelo experimental realizado por Valdivia.
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Os experimentos conduzidos foram realizados no ar, e assim, as forças devidas a
correnteza não foram consideradas dentro do cálculo. O líquido considerado foi água
com uma densidade de 998 kg/m3, e o gás considerado foi ar a pressão atmosférica,
com uma densidade de 1, 21 kg/m3. As velocidades superficiais das fases líquida e
gasosa são iguais a 0, 55 m/s, entanto que a frequência do escoamento em golfadas
é igual a 0, 98Hz. Durante as simulações numéricas, no ingresso do riser foram
consideradas células unitárias com valores de frequência de ±0, 18Hz a partir do
valor de 0, 98Hz, isto com o objetivo de conseguir células unitárias de diferentes
comprimentos.

As simulações iniciam com o tubo cheio de água, tempo a partir do qual os pistões de
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líquido e as bolhas de gás do escoamento em golfadas iniciam seu passo a través do
tubo. Nas simulações, um intervalo de tempo de 120 segundos, de 180 a 300 segundos,
foi considerado, assim como também um passo de tempo de 0, 01 segundos. Cem
elemento finitos foram utilizados na discretização do modelo reduzido de riser.

8.4.1 Comparação dos deslocamentos

A seguir serão comparados os valores numéricos e experimentais obtidos para as
variáveis adimensionais u/Di e v/Di, onde u e v representam os deslocamentos hori-
zontal e vertical do ponto meio do modelo reduzido de riser (nó 51), respectivamente,
e Di é o diâmetro interno do modelo. As Figuras 8.28 e 8.29 mostram os resultados
experimentais e numéricos obtidos para a variável u/Di, respectivamente. Figura
8.30 mostra a resposta em frequência da variável u/Di.

Figura 8.28 - Resultado experimental para o deslocamento horizontal adimensional do nó
51.
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Figura 8.29 - Resultado numérico para o deslocamento horizontal adimensional do nó 51.
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Figura 8.30 - Comparação entre as respostas em frequência para a variável u/Di.
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A partir das Figuras 8.28 e 8.29 pode-se observar a boa aproximação entre as respos-
tas obtidas para a variável u/Di. Em ambos os casos a resposta é bastante irregular,
o qual é devido a que as células unitárias mudam seu comprimento ao longo do
modelo reduzido de riser ; no caso experimental a resposta chega a tomar valores de
−3, 0 e +3, 0, enquanto que na simulação numérica, esta chega a tomar valores de
−3, 2 e +2, 7. A partir da Figura 8.30, a frequência dominante para o caso experi-
mental é de 0, 47Hz, entanto que para o caso numérico, a frequência dominante é de
0, 3Hz.

As Figuras 8.31 e 8.32 mostram os resultados experimentais e numéricos obtidos
para a variável v/Di, respectivamente. Figura 8.33 mostra a resposta em frequência
da variável v/Di.

Figura 8.31 - Resultado experimental para o deslocamento vertical adimensional do nó 51.
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Figura 8.32 - Resultado numérico para o deslocamento vertical adimensional do nó 51.
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Figura 8.33 - Comparação entre as respostas em frequência para a variável v/Di.
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A partir da comparação das Figuras 8.31 e 8.32, pode-se observar a boa concordância
entre as respostas obtidas para a variável v/Di. No caso experimental a resposta da
variável v/Di chega a tomar valores de −4, 5 e +4, 5, enquanto que na simulação
numérica, esta chega a tomar valores de −2, 0 e +2, 5. A partir da Figura 8.33,
a frequência dominante no caso experimental é de 0, 65Hz, entanto que no caso
numérico obteve-se uma frequência dominante de 0, 1Hz, seguido de uma segunda
frequência igual a 0, 4Hz.

8.4.2 Comparação da força axial no topo

A seguir, serão comparados os resultados experimentais e numéricos obtidos para a
força axial no topo (nó 101). As Figuras 8.34 e 8.35 mostram os resultados experi-
mentais e numéricos obtidos para a força axial no topo, respectivamente.

A partir das Figuras 8.34 e 8.35 pode-se observar a boa aproximação entre ambas
as respostas. No caso numérico, a força axial oscila entre 70N e 78N, entanto que na
simulação numérica, os valores da forças axial oscilam entre 81N e 70N.

Figura 8.34 - Resultados experimentais obtidos para a força axial no topo.
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Figura 8.35 - Resultados numéricos obtidos para a força axial no topo.
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A partir das comparações realizadas, os resultados numéricos obtidos por meio da
ferramenta computacional SLUGFLEX, em geral, mostram boa concordância em re-
lação aos resultados experimentais obtidos por Valdivia. Por tanto, pode-se concluir
que a verificação da ferramenta computacional SLUGFLEX é satisfatória.

8.5 Resultados numéricos riser real

Após a validação da ferramenta computacional, a influência de um escoamento bi-
fásico em padrão golfadas de líquido sobre um riser em catenária será estudada. O
riser, tem um comprimento de 770 metros com uma seção transversal circular de
diâmetro externo igual a 0, 40m. e um diâmetro interno igual a 0, 36m, um modulo
de elasticidade de 2, 06x1011N/m2, e uma densidade de 7870kg/m3.

A densidade da água de mar é igual a 1025kg/m3, enquanto que os coeficientes de
arrastro, inércia e de massas adicionadas foram considerados iguais a 0, 7, 2, 0 e
1, 0, respectivamente. O perfil de velocidade da água de mar foi modelado a partir
de uma lei de potência, assumindo uma correnteza unidirecional e de acordo com
DNV-RP-C205-Rules and standards, a qual é dada pela seguinte expressão:
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Vc(y) = Vc(H)

(
y

H

)1/7
(8.1)

onde a variável Vc(y) representa a velocidade da água de mar a uma altura y, e
a variável Vc(H) representa a velocidade da água de mar na superfície, a qual é
considerada igual a 1m/s. A direção da correnteza é dada pelo vetor {1, 0, 1}T . A
configuração de equilíbrio estática do riser, a partir da qual é realizada a análise
estrutural dinâmica, é mostrada na Figura 8.36, onde a linha preta representa a
configuração de equilíbrio do riser sem considerar os efeitos devidos à correnteza.

Figura 8.36 - Configuração de equilíbrio estático do riser em catenária.

0

600

100

10

y
 (

m
) 200

400

x (m)

5

300

z (m)

0200
-5

0 -10

H

Nó 1

Nó 101

Configuração de

equilíbrio estático
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O escoamento interno foi considerado como sendo uma mistura de água e gás. A
densidade da água é 998kg/m3. O gás foi considerado como sendo ar, com uma
densidade igual a 1, 21kg/m3. Para estimar os valores das velocidades superficiais
das fases líquida e gasosa, uma capacidade média de produção do riser de 180000
BPD (barris por dia) foi considerado. Para este estudo três casos são considerados,
os quais são mostrados na Tabela 8.1.
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Tabela 8.1 - Casos considerados para o escoamento em golfadas.

Caso Velocidade superficial Velocidade superficial Frequência do Tipo de
da fase líquida (m/s) da fase gasosa (m/s) escoamento (Hz) célula

3 3 3,00 a
1 3 6 2,50 b

3 9 2,00 c
6 3 3,00 a

2 6 6 2,50 b
6 9 2,00 c
9 3 3,00 a

3 9 6 2,50 b
9 9 2,00 c

Fonte: Produção do autor.

As propriedades mostradas na Tabela 8.1 permitem calcular as características da
célula 0, a qual é originada cada vez que uma célula unitária ingressa no domínio
computacional do escoamento, assim como explicado na seção 5.3.1. Em cada um
dos casos simulados será considerado uma distribuição aleatória das células unitárias
no seu ingresso ao riser, podendo escolher entre os tipos a, b e c.

As simulações iniciam com o riser cheio de água, tempo a partir do qual os pistões
de líquido e as bolhas de gás do escoamento em golfadas iniciam seu movimento.
Nas simulações, um tempo de 300 segundos foi configurado, com um passo de tempo
de 0, 01 segundos. Cem elemento finitos foram utilizados na discretização do riser.

A seguir serão mostrados os resultados para o caso 1: deslocamentos, força axial no
topo, momentos de torção e momentos fletores. Logo, uma imposição de desloca-
mento vertical no topo será considerada, e finalmente, uma análise estrutural para
diferentes valores da velocidade superficial da fase líquida do escoamento bifásico
será realizada.

As Figuras 8.37, 8.38 e 8.39 mostram os resultados para os deslocamentos dos nós
26, 51 e 76 do riser na direção do eixo x, y e z, respectivamente. A linha vertical
tracejada em cor azul, a qual se encontra no instante de tempo t = 57, 2s, indica o
momento em que a primeira bolha de gás a entrar no riser sai do mesmo, e a partir
do qual, pode-se dizer que o riser está cheio de escoamento bifásico em golfadas.
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Figura 8.37 - Deslocamentos dos nós 26, 51 e 76 na direção x.
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Figura 8.38 - Deslocamentos dos nós 26, 51 e 76 na direção y.
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Figura 8.39 - Deslocamentos dos nós 26, 51 e 76 na direção z.
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Pode-se observar que os máximos valores de deslocamentos, nas direções dos eixos x
e y, ocorrem durante o movimento da primeira bolha de gás do escoamento ao longo
do riser ; enquanto que na direção do eixo z, os valores máximos de deslocamentos
ocorrem após a saída da primeira bolha de gás do riser. Após o instante de tempo
t = 57, 2s, os deslocamentos tendem a um mesmo valor, com pequenas amplitudes
de oscilação.
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Figura 8.40 - Força axial efetiva ao longo do riser.
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A Figura 8.40 mostra os resultados obtidos para a força axial nos nós 1, 26, 51, 76, e
101. Como era esperado, a força axial se incrementa ao longo do riser. Considerando
que inicialmente o riser está cheio de água, após o instante de tempo t = 0s os valores
da força axial efetiva para cada nó diminuem até o instante de tempo t = 57, 2s,
isto porque o peso do escoamento no interior do riser diminui.

Após o instante de tempo t = 57, 2s a resposta da força axial é bem comportada,
e suas amplitudes de oscilação se incrementam à medida que nos aproximamos do
topo do riser. Foram encontradas amplitudes de oscilação de 12, 56kN, 12, 70kN,
13, 44kN, 14, 93kN e 16, 95kN para os nós 1, 26, 51, 76 e 101, respectivamente.

Os momentos do riser são obtidos a partir do sistema de coordenadas local associ-
ado a cada elemento de riser. A partir da Figura 3.4, o momento M1 é o momento
de torção o qual ocorre ao redor do eixo e1; enquanto que os momentosM3 eM2 são
momentos fletores os quais ocorrem ao redor de eixos paralelos à e2 e e3, respectiva-
mente. A seguir, serão mostrados os resultados obtidos para os momentos de torção
e fletores para os nós 11, 26, 51 e 76, onde o nó 11 é o ponto de máxima curvatura
do riser.
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Figura 8.41 - Momentos de torção aplicados nos nós 11, 26, 51 e 76.
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A Figura 8.41 mostra os resultados para os momentos de torção, os quais têm valo-
res bastante pequenos quando comparados com os momentos fletores, os quais são
mostrados nas Figuras 8.42 8.43. Os efeitos de torção são devidos à dinâmica do
escoamento interno e à correnteza.
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Figura 8.42 - Momento fletor referente ao eixo e3 nos nós 11, 26, 51 e 76.
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Figura 8.43 - Momento fletor referente ao eixo e2 nos nós 11, 26, 51 e 76.
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A partir da Figura 8.42, os momentos fletores aplicados sobre o nó 11 ao redor de um
eixo paralelo a e3 são os de maior valor, tanto no inicio da simulação como no final
da mesma. O valor dos momentos fletores na Figura 8.42 aumentam à medida que o
nó em análise se aproxima do ponto de máxima curvatura (nó 11). Já os momentos
fletores aplicados ao redor de um eixo paralelo a e2, mostrados na Figura 8.43, têm
um comportamento diferente, além de valores mais baixos.

8.5.1 Imposição de deslocamentos

A seguir, serão determinados os deslocamentos, força axial e momentos fletores para
um riser em catenária quando uma imposição de deslocamentos é aplicada no topo.
O deslocamento imposto é calculado a partir da seguinte equação:

h(t) = As sen
(2π
Te
t
)

(8.2)

onde h(t) é o deslocamento vertical do topo do riser, As é a amplitude de oscilação
do sinal, Te é o período do sinal, e t é o instante de tempo. Para este trabalho,
a amplitude de oscilação do sinal será considerado igual a 1, 2m, enquanto que o
período do sinal toma um valor de 2, 4s.

Para poder entender as mudanças que ocorrem devido à aplicação de uma imposição
de deslocamentos no topo de um riser em catenária, os resultados numéricos obtidos
serão comparados com os obtidos para um riser em catenária sem imposição de
deslocamentos. Para isto, os dados utilizados na seção 8.5, caso 1, são considerados.

As Figuras 8.44, 8.45 e 8.46 mostram os deslocamentos do nó 51 nas direções doe
eixos x, y e z, respectivamente.

161



Figura 8.44 - Comparação dos deslocamentos do nó 51 na direção x.
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Figura 8.45 - Comparação dos deslocamentos do nó 51 na direção y.
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Figura 8.46 - Comparação dos deslocamentos do nó 51 na direção z.
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Vê-se nas Figura 8.44, 8.45 e 8.46, que a aplicação de deslocamentos no topo do
riser resulta em um incremento no valor das amplitudes de oscilação dos desloca-
mentos, por exemplo: no caso do deslocamento na direção x houve um incremento
no valor da amplitude de oscilação da resposta de aproximadamente 0, 34m; no caso
do deslocamento na direção y houve um incremento no valor da amplitude de osci-
lação de aproximadamente 1m.; enquanto que no caso do deslocamento na direção
z, a imposição gera amplitudes de oscilação de 0, 85m., e além disso, a imposição
de deslocamentos no topo produz um enorme deslocamento médio da resposta de
aproximadamente 17 m.

A Figura 8.47 mostra a comparação entre os resultados obtidos para a força axial
no topo, considerando e sem considerar a imposição de deslocamentos no topo do
riser.
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Figura 8.47 - Comparação da força axial no topo.
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De acordo com a Figura 8.47, no intervalo entre t = 0s e t = 57, 2s, o valor da
força axial no topo atinge valores bastante altos, de até 8530kN. Após o instante
de tempo t = 57, 2s, o aumento no valor da amplitude de oscilação foi calculado
em 2600kN. A partir deste resultado, conclui-se que é muito importante, no caso de
considerar imposição de deslocamento no topo do riser, fazer uma análise detalhada
sobre os esforços que ocorrem no riser durante a primeira etapa do desenvolvimento
do escoamento bifásico, isto devido aos grandes carregamentos atuantes sobre a
estrutura.

A seguir, serão analisados os efeitos devidos às mudanças no valor do período Te,
na Equação (8.2), sobre a força axial no topo, para o qual três diferentes valores de
período do sinal da imposição de deslocamentos serão considerados: 2, 4Hz, 3, 6Hz e
4, 8Hz.
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Figura 8.48 - Força axial no topo para diferentes valores do período Te.
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A partir da Figura 8.48, se observa que um incremento no valor do período do sinal
resulta em uma diminuição na amplitude de oscilação da resposta; por exemplo,
para períodos de 2, 4Hz, 3, 6Hz e 4, 8Hz foram calculadas amplitudes de oscilação de
2800kN, 1850kN e 900kN, respectivamente. A Figura 8.49 mostra a comparação entre
os resultados obtidos para o momento fletor do nó 11, ponto de máxima curvatura.
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Figura 8.49 - Momento fletor no nó 11 referente ao eixo e3.
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Os resultados mostram um enorme incremento nas amplitudes de oscilação do mo-
mento fletor do nó 11, quando são aplicados deslocamentos impostos no topo do
riser ; inclusive, o momento fletor atinge valores bastante altos no intervalo de tempo
de 0s a 57, 2s, de até 580kN-m. Após o instante de tempo t = 57, 2s, pode-se calcular,
em relação à simulação sem imposição de deslocamentos, um aumento de 200kN-m
no valor da amplitude de oscilação da resposta.

Como realizado anteriormente, os efeitos produzidos pelas mudanças no valor do
período Te sobre o momento fletor do nó 11 serão analisados, para o qual três
diferentes valores para o período Te serão considerados: 2, 4Hz, 3, 6Hz e 4, 8Hz.
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Figura 8.50 - Momento fletor no nó 11, referente ao eixo e3, para diferentes valores do
período Te.
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Assim como ocorrido com a força axial, um incremento no valor do período do sinal
resulta em uma diminuição na amplitude de oscilação da resposta; por exemplo,
para períodos de 2, 4Hz, 3, 6Hz e 4, 8Hz foram calculadas amplitudes de oscilação
da resposta de 200kN-m, 110kN-m e 50kN-m, respectivamente.

8.5.2 Análise estrutural para diferentes valores da velocidade superficial
do líquido

A Figura 8.51 mostra os resultados para a força axial no topo para os casos 1, 2 e 3
da Tabela 8.1. As linhas tracejadas indicam o instante de tempo em que a primeira
bolha de gás que entrou no riser abandona o mesmo.
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Figura 8.51 - Força axial no topo para diferentes valores de Jl.
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A partir da Figura 8.51, se observa que um incremento no valor da velocidade
superficial da fase líquida, Jl, resulta em um incremento no valor da força axial no
topo. Ao incrementar o valor de Jl de 3m/s a 6m/s, um incremento médio de 123kN
na força axial no topo foi calculado, enquanto ao incrementar de 6m/s a 9m/s, um
incremento médio de 51, 9kN na força axial no topo foi calculado.
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Figura 8.52 - Momento fletor nó 11, referente ao eixo e3, para diferentes valores de Jl.
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A Figura 8.52 mostra os valores do momento fletor no nó 11 para diferentes valores
da velocidade superficial da fase líquida do escoamento. Nas simulações, observa-se
que os valores máximos do momento fletor no nó 11 ocorrem após a saída da primeira
bolha de gás do riser. A Figura 8.53 mostra com maior detalhe os momentos fletores
no nó 11.
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Figura 8.53 - Momento fletor nó 11, referente ao eixo e3, para diferentes valores de Jl,
últimos 50s.
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8.5.2.1 Comentários em relação às simulações numéricas

Para as simulações numéricas foi utilizado um computador com as seguintes carac-
terísticas:

• Processador: Intel(R) Core i7

• Memória instalada: 8,00 GB

• Tipo de sistema: Sistema operacional de 64 bits

O tempo de simulação foi configurado em 300 segundos, com um passo de tempo de
0, 01s. Nas simulações, 100 elementos finitos de igual comprimento foram utilizados.
O tempo médio de processamento para cada uma das simulações foi de aproxima-
damente 8 horas.
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9 CONCLUSÕES

Neste trabalho foi desenvolvida a ferramenta SLUGFLEX, a qual calcula a res-
posta dinâmica tridimensional de risers flexíveis em catenária sob os efeitos de um
escoamento bifásico líquido-gás em padrão golfadas de líquido. A ferramenta com-
putacional foi desenvolvida sobre a base de dois códigos computacionais: o código de
análise estrutural dinâmico e o código que calcula o desenvolvimento do escoamento
em golfadas ao longo do riser em catenária. Ambos os códigos trabalham de forma
conjunta, trocando informação durante todo o tempo da simulação.

Para validar os resultados obtidos por meio da ferramenta computacional, previa-
mente as sub-rotinas e códigos computacionais, os quais são utilizados durante todo
o tempo da simulação, passaram por um processo de verificação, o qual consistiu na
comparação dos resultados numéricos com dados da presente literatura. Os códigos
e sub-rotinas verificados são:

- Código computacional para análise tridimensional dinâmico de estruturas;

- Sub-rotina que calcula as forças devidas ao escoamento no interior de um
riser ;

- Sub-rotina que calcula as forças devidas à correnteza;

Uma vez que a verificação do código e das sub-rotinas computacionais foi satisfatória,
o seguinte passo foi a validação da ferramenta computacional SLUGFLEX, a qual
foi realizada mediante a comparação dos resultados numéricos com os resultados ex-
perimentais obtidos por Valdivia nas instalaçãoes do LabPetro na UNICAMP. Neste
processo de validação, os resultados numéricos mostraram uma excelente concordân-
cia com os resultados experimentais, podendo dizer ao final desta comparação, que
a validação tem sido satisfatória.

Uma vez validada a ferramenta computacional SLUGFLEX, resultados numéricos
foram obtidos para o caso de um riser em catenária de dimensões reais. Além de
considerar os efeitos devidos ao escoamento interno e os efeitos de uma correnteza,
a ferramenta SLUGFLEX também considera os efeitos de deslocamentos da plata-
forma de produção de petróleo. Logo, a partir dos resultados obtidos, as seguintes
conclusões foram obtidas:
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1. De acordo com os resultados obtidos, os pontos críticos de um riser em
catenária encontram-se no topo do riser e no ponto de máxima curvatura.
Isto porque o valor máximo da força axial ocorre no topo do riser, en-
quanto os máximos valores dos momentos fletores ocorrem no ponto de
máxima curvatura. Por tanto, esse dois pontos deverão ser monitorados
com frequência para evitar a ocorrência de esforços indesejáveis na estru-
tura.

2. Durante as simulações realizadas considerando os deslocamentos da pla-
taforma de produção de petróleo, obteve-se como resultado incrementos
importantes nas amplitudes de oscilação da resposta estrutural dos deslo-
camentos, da força axial, e dos momentos fletores ao longo do riser. Este
resultado é de particular interesse, isto porque os deslocamentos da plata-
forma sempre acontecem neste tipo de esquema. Por outro lado, também
foi analisada a influência do período do sinal dos deslocamentos da plata-
forma sobre a força axial e sobre o momento fletor, obtendo como resultado
que à medida que o período do sinal aumenta, as amplitudes de oscilação
da força axial e do momento fletor diminuem.

3. Em seguida, foi analisada a influência da velocidade superficial da fase
líquida sobre a resposta estrutural do riser em catenária. A partir desta
análise, encontrou-se que os aumentos na velocidade superficial da fase
líquida do escoamento geram aumentos no valor da força axial ao longo de
todo o riser. Por outro lado, o incremento da velocidade superficial da fase
líquida não tem um efeito importante sobre o momento fletor.

4. Por último, a partir das simulações realizadas conclui-se: que as forças
devidas ao escoamento interno que mais impacto têm sobre a dinâmica es-
trutural do riser são as devidas à aceleração local e à aceleração de corpo
rígido . As forças devidas à aceleração de Coriolis, só tem um efeito impor-
tante sobre a dinâmica do riser a altas velocidades do escoamento interno,
coisa que não acontece nos risers porque as velocidades de operação são
moderadas. Por outro lado, as forças do escoamento devidas à aceleração
angular tiveram um efeito desprezível sobre a resposta dinâmica do riser.
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9.1 Trabalhos futuros

9.1.1 Análise estrutural

Nos futuros trabalhos, além dos efeitos considerados neste trabalho para o cálculo
da resposta dinâmica estrutural do riser, efeitos como a interação do riser com o
solo marinho, ou vibração induzida por vórtices (VIV) deverão ser tomadas em con-
sideração. Ambos os efeitos mencionados foram estudados pelos pesquisadores em
mecânica de risers, porém ainda não foram acoplados com um código de desenvol-
vimento do escoamento.

Uma desvantagem da ferramenta computacional, é que só trabalha com risers em
catenária; motivo pelo qual, outros tipos de configuração deverão ser consideradas,
como por exemplo: risers em configuração lazy-wave, risers na configuração tipo S,
risers híbridos, entre outros.

9.1.2 Escoamento bifásico

Para simular o escoamento bifásico em padrão golfadas de líquido, um modelo mate-
mático mais completo deverá ser proposto e validado. Entre as principais desvanta-
gens desta ferramenta computacional tem-se: considerar a região da bolha de Taylor
como uma região de fluido estratificado, considerar que a fase líquida do escoamento
é não-aerada, e por último, considerar que a altura do filme de líquido permanece
constante durante seu desenvolvimento no interior do riser. Por tanto, uma das su-
gestões para futuros trabalhos é considerar a equação de conservação da quantidade
de movimento para o escoamento na direção perpendicular à direção do fluxo.
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APÊNDICE A - MODELO ESTACIONÁRIO DO ESCOAMENTO EM
GOLFADAS

O modelo estacionário do escoamento em golfadas será utilizado para determinar
as características da célula 0, a qual em algum instante de tempo fará seu ingresso
no domínio computacional do escoamento. Para este modelo serão utilizadas as
equações e relações propostas por Taitel e Barnea (1990). O cálculo das propriedades
da célula 0 será realizado no início da simulação computacional, como condição inicial
do escoamento, e imediatamente após o ingresso de uma célula unitária no domínio
computacional. Considera-se que a célula 0 encontra-se em posição horizontal, assim
como mostrado na Figura A.1.

Figura A.1 - Célula "0"do escoamento em golfadas e características geométricas.

Filme de 
líquido
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A

CORTE A-A
LU0

Bolha 
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líquido

Di

hf

De

Fluxo

LB0 LS0

CÉLULA 0

θ

Fonte: Produção do autor.

As propriedades a determinar são: velocidade de translação, UTR0, velocidade do
líquido no pistão, ULS0, altura do filme de líquido, hf , comprimento da célula uni-
tária LU0, comprimento da bolha de gás e do pistão de líquido, LB0 e LS0, respec-
tivamente. Os dados de entrada para determinar as características do escoamento
são: velocidade superficial da fase líquida, JL, velocidade superficial da fase gasosa,
JG, frequência do escoamento em golfadas, ωf , a viscosidade cinemática das fases
líquida e gasosa, assim como também as densidades de ambas as fases.
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A.1 Velocidade de translação da bolha de gás

A velocidade de translação da bolha de gás da célula 0 é dada pela seguinte equação:

UTR0 = CUS + Ud (A.1)

onde C é uma constante, a qual neste trabalho será considerada igual a 1.2. A variável
US é a velocidade da mistura, a qual, considerando um escoamento não aerado, pode
ser calculada como a soma das velocidades superficiais das fases líquida e gasosa,
US = JL + JG. A variável Ud representa a velocidade das bolhas de gás em água
parada e pode ser calculada, para o caso horizontal, como:

Ud = 0.54
√
gDi (A.2)

A.2 Velocidade do líquido no pistão

A velocidade do líquido no pistão da célula 0 é calculada a partir da seguinte equação:

ULS0 = JL + JG (A.3)

A.3 Altura do filme de líquido

Para calcular a altura do filme de líquido será utilizada a equação apresentada por
Taitel e Barnea (1990), a qual foi deduzida a partir das equações de conservação
do momento linear para cada uma das fases do escoamento bifásico gás-líquido
estratificado , e a qual é dada por:

dhf
dz

=
τfSf

Af
− τGSG

AG
− τiSi

(
1
Af

+ 1
AG

)
+ (ρL − ρG)g sen β

(ρL − ρG)g cos β − ρLνf (ut−uL)Rs

R2
f

dRf

dhf
− ρGνG (ut−ub)(1−Rs)

(1−Rf )2
dRf

dhf

(A.4)

onde a Equação (A.4) foi escrita com os mesmos símbolos utilizados por Taitel e
Barnea (1990). Agora, considerando a região da bolha de gás como sendo uma região
de escoamento estratificado, a altura do filme de líquido é constante e portanto o
lado esquerdo da Equação (A.4) é igual a zero e, consequentemente, o numerador
do lado direito da Equação (A.4) também é igual a zero. Logo, a altura do filme de
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líquido para um escoamento estratificado é obtido a partir da seguinte equação, a
qual será escrita de acordo com a simbologia utilizada neste trabalho:

τLBSLB
ALB

− τGBSGB
AGB

− τIBSIB
( 1
ALB

+ 1
AGB

)
+ (ρL − ρG)g sen β = 0 (A.5)

A partir da Equação (A.5), ALB e AGB são as áreas da seção transversal pelas quais
escoam as fases líquida e gasosa, respectivamente. SLB, SGB, e SIB são os perímetros
molhados na região da bolha de gás da fase líquida, da fase gasosa, e da interface
entre as fases líquida e gasosa, respectivamente. O ângulo β indica a inclinação do
tubo, que para nosso caso é horizontal.

Para solucionar a Equação (A.5), as variáveis θ, ALB, AGB, SLB, SGB, SIB, e RLB

serão expressas em função da altura do filme de líquido, hf , da seguinte forma:

θ = 2 arccos
(

1− 2hf
Di

)
(A.6)

ALB =
(
Di

2

)2 (θ − sen θ)
2 , AGB = Aint − ALB (A.7)

SLB = θDi

2 , SGB = πDi − Sf , SIB = Di

2 (2− 2 cos θ)0.5 (A.8)

RLB = ALB
Aint

= 1
2π (θ − sen θ) (A.9)

As variáveis τLB e τGB, as quais são dadas pelas Equações (4.24) e (4.25), respecti-
vamente, também serão expressas em função da variável hf , e para isso precisamos
determinar as variáveis ULB0 e UGB0, as quais correspondem à velocidade do filme
de líquido e a velocidade do gás na bolha da célula 0, respectivamente, e as quais
estão dadas pelas seguintes equações:

ULB0 = UTR0

(
1− 1

Rf

)
+ ULS0

(
1
Rf

)
(A.10)

UGB0 = UTR0 (A.11)

183



Por outro lado, para o cálculo da variável τIB será utilizada a seguinte equação:

τIB = ρGUR0|UR0|ff,IBj
2 (A.12)

onde ff,IB é o fator de atrito na interface, e o qual pode ser considerado, de acordo
com Chatjigeorgiou (2017), igual ao fator de atrito do gás na bolha, ff,IB = ff,GB.
A variável UR0 é a velocidade relativa entre as fases gasosa e líquida da célula 0, e
pode ser calculada como:

UR0 = UGB0 − ULB0 (A.13)

Finalmente, uma vez que as variáveis foram expressas em função da altura do filme
de líquido, hf , esta pode ser calculada a partir da Equação (A.5).

A.4 Comprimentos da célula unitária

O comprimento da célula unitária será calculada a partir da seguinte expressão:

LU0 = UTR0

ωf
(A.14)

onde ωf é a frequência do escoamento. Logo, o comprimento da bolha de gás é
calculada a partir da seguinte equação, a qual foi obtida por Taitel e Barnea (1990)
a partir de utilizar a lei de conservação da massa do líquido na célula unitária:

JL = ULS0RLS0 + UTR0 (1−RLS0) LB0

LU0
− UTR0

LU0

LB0∫
0

RGB0ds (A.15)

onde RGB0 é a fração de gás na região da bolha, e ds é um elemento diferencial de
comprimento da célula unitária. Logo, devido a que RGB0 é constante ao longo do
comprimento da região da bolha de gás, o comprimento da bolha de gás pode ser
obtido a partir da seguinte equação:

LB0 = LU0

(
ULS0 − JL

UTR0 (1−RLB0)

)
(A.16)
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Finalmente, o comprimento do pistão de líquido pode ser obtido a partir da seguinte
equação:

LS0 = LU0 − LB0 (A.17)
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APÊNDICE B - MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O riser é discretizado em vários elementos finitos de igual comprimento, com a
característica de que cada elemento terá seu próprio sistema de coordenadas local.
Considera-se um elemento de riser definido pelos pontos 1 e 2, assim como mostrado
na Figura B.1

Figura B.1 - Elemento de riser e seus correspondentes deslocamentos nodais.
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Fonte: Produção do autor.

onde ln é a distância entre os pontos 1 e 2, C é a origem do sistema de coordenadas
local e ponto meio entre os pontos 1 e 2, e a coordenadas s mede a posição de um
ponto qualquer do elemento de riser em relação ao ponto C, na direção do eixo e1.

Os deslocamentos locais de um ponto do elemento de riser, podem ser determinados
por meio da interpolação de um polinômio sobre os valores nodais dos deslocamentos.
Os deslocamentos a determinar são: u na direção do eixo e1, v no plano formado
pelos vetores e1 e e2, e w no plano formado pelos vetores e1 e e3.
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O deslocamento u será aproximado a partir da interpolação de um polinômio lineal
sobre os deslocamentos u1 e u2, correspondentes ao nós 1 e 2, respectivamente. O
deslocamento v será aproximado por um polinômio de interpolação de terceiro grau
sobre os deslocamentos v1, θl3, v2, e θl6. Para o caso do deslocamento w, este será
aproximado por meio da interpolação de um polinômio de terceiro grau sobre os
deslocamentos w1, θl2, w2, e θl5. A seguir serão mostradas as expressões utilizadas
para os deslocamentos u, v, e w.

u = N1u1 +N2u2 (B.1)

v = N3v1 +N4θl2 +N5v2 +N6θl5 (B.2)

w = N7w1 +N8θl3 +N9w2 +N10θl6 (B.3)

onde Ni, para i = 1, 2, ..., 10, são chamadas de funções de forma e são dadas pelas
seguintes expressões:

N1 = 1
2 −

s

ln
N2 = 1

2 + s

ln

N3 = 1
2 −

3s
2ln

+ 2s3

l3n
N4 = ln

8 −
s

4 −
s2

2ln
+ s3

l2n

N5 = 1
2 + 3s

2ln
− 2s3

l3n
N6 = − ln8 −

s

4 + s2

2ln
+ s3

l2n
(B.4)

N7 = 1
2 −

3s
2ln

+ 2s3

l3n
N8 = − ln8 + s

4 + s2

2ln
− s3

l2n

N9 = 1
2 + 3s

2ln
− 2s3

l3n
N10 = ln

8 + s

4 −
s2

2ln
− s3

l2n

Logo, as Equações (B.1), (B.2) e (B.3) podem ser expressas da seguinte forma:


u

v

w

 = Nul (B.5)
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onde ul é o vetor de deslocamentos nodais. N é chamada de matriz de funções de
forma e é dada pela seguinte expressão:

N =


N1 0 0 0 0 0 N2 0 0 0 0 0
0 N3 0 0 0 N4 0 N5 0 0 0 N6

0 0 N7 0 N8 0 0 0 N9 0 N10 0

 (B.6)

Da mesma forma em que foram aproximados os deslocamentos u, v, e w, o ângulo
de rotação do elemento de riser ao redor do eixo e1 será aproximado mediante a
interpolação de um polinômio lineal sobre os deslocamentos θl1 e θl4, da seguinte
forma:

θ1 = N1θl1 +N2θl4 (B.7)

Os ângulos de rotação ao redor dos eixos e2 e e3, θ2 e θ3, respectivamente, são dados
pelas seguintes equações:

θ2 = −dw
ds

(B.8)

θ3 = dv

ds
(B.9)

B.1 Vetor de forças nodais de um elemento de riser

Os carregamentos atuantes sobre um elemento de riser, neste trabalho, tem sido
expressos na forma de forças por unidade de comprimento, como por exemplo as
forças devidas ao peso, forças devidas à correnteza, dadas pela Equação (2.39), e as
forças devidas ao escoamento interno, dadas pela Equação (2.33).

Para calcular o vetor de forças nodais do elemento, p, é necessário concentrar os
carregamentos atuantes sobre o riser em ambos os nós do elemento. As forças por
unidade de comprimento atuantes sobre o elemento de riser serão representadas pela
variável f . O vetor f será expresso no sistema de coordenadas co-rotacional, o qual
é definido pelos vetores (e1,e2,e3), da forma seguinte:
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f = f1e1 + f2e2 + f3e3 (B.10)

onde f1, f2, e f3 representam as forças distribuídas atuantes sobre o elemento de riser
nas direções e1, e2, e e3, respectivamente. Seguidamente, a força f será concentrada
nos nós do elemento de riser mediante a seguinte expressão (vide Cook (??)):

pl =
x2∫
x1

NT


f1

f2

f3

 ds (B.11)

onde o vetor pl é o vetor de forças nodais no sistema de coordenadas local. N é
a matriz de funções de forma do elemento de riser, dada pela Equação (B.6), e os
pontos x1 e x2 indicam os limites sobre os quais a força f é aplicada.

Finalmente, o vetor p é obtido a partir de aplicar uma transformação de coordenadas
sobre o vetor pl, da seguinte forma:

p = Tpl (B.12)

onde a matriz T é a matriz de transformação de coordenadas, a qual transforma
vetores do sistema de coordenadas local (e1,e2,e3) ao sistema de coordenadas inercial
(x,y,z). A matriz T é dada pela seguinte expressão:

T =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 E

 (B.13)

onde a matriz E é a tríade relacionada ao sistema de de coordenadas co-rotacional
do elemento de riser, E = [e1, e2, e3].

B.2 Equação de movimento de um elemento de riser

Para obter as equações de movimento do elemento de riser, o principio estendido de
Hamilton será utilizado, o qual é dado pela seguinte expressão:
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δ

t2∫
t1

(K − E +W ) dt = 0 (B.14)

onde K é a energia cinética, E é a energia interna do elemento, e W é o trabalho
realizado por todas as forças atuantes sobre o elemento de riser.

A variação da energia de deformação do elemento de riser, δE, pode ser calculada
a partir da seguinte expressão:

δE = qT
i δu = δuTqi (B.15)

onde qi é o vetor de forças internas, e u é o vetor de deslocamentos do elemento
de riser. Aplicando o operador variacional sobre o trabalho realizados pelas forças
externas, obtêm-se:

δW = pTδu = δuTp (B.16)

onde p é o vetor de forças atuantes sobre os nós do elemento de riser. A seguir será
calculada a energia cinética de um elemento de riser.

B.2.1 Energia cinética de um elemento de riser

A energia cinética de um elemento de riser é calculada a partir da seguinte expressão:

K = K1 +K2 (B.17)

onde K1 representa a energia cinética de translação do elemento de riser, e K2

representa a energia cinética devida à velocidade de rotação do elemento de riser ao
redor do seu próprio eixo, o qual será considerado como sendo o eixo e1. Os termos
K1 e K2 são dados pelas seguintes expressões:

K1 = 1
2

∫
ṘT Ṙdm (B.18)
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K2 = 1
2

∫ (
rsθ̇

)T (
rsθ̇

)
dm (B.19)

onde Ṙ é o vetor velocidade de um ponto qualquer do elemento de riser, rsθ̇ re-
presenta o vetor velocidade do elemento de riser devido à rotação ao redor do seu
próprio eixo, e dm é a massa do elemento diferencial de riser, assim como mostrado
na Figura B.2.

Figura B.2 - Coordenadas de posição de um ponto do elemento de viga tridimensional.
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Fonte: Produção do autor.

onde os valores r1 e r2 correspondem aos raios interno e externo da seção transversal
do elemento de riser, e α é o ângulo de azimute. Para o cálculo de K1, o diferencial
de massa pode ser expresso como dm = ρAds, e o vetor velocidade Ṙ pode ser
aproximado como:

Ṙ = Nu̇l (B.20)

Substituindo a Equação (B.20) na Equação (B.18), têm-se a seguinte relação:

K1 = 1
2 u̇T

l

ρrA
ln/2∫
−ln/2

NTNds

 u̇l (B.21)

onde o termo em parêntese representa a matriz de massa do elemento de riser
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devido ao movimento de translação no sistema de coordenadas local, e o qual será
representado pela variável mtra,l. Agora, transformando o vetor ul ao sistema de
coordenadas global tem-se:

K1 = 1
2 u̇T

(
Tmtra,lTT

)
u̇ = 1

2 u̇Tmtrau̇ (B.22)

onde a variável mtra representa a matriz de massa do elemento de riser devido
ao movimento de translação no sistema de coordenadas global. Seguidamente, será
calculado a energia cinética K2, para o qual utilizaremos a seguinte aproximação:

θ̇ = Nθul (B.23)

onde a matriz Nθ é dada pela seguinte expressão:

Nθ =
[
0 0 0 N1 0 0 0 0 0 N2 0 0

]
(B.24)

Substituindo a Equação (B.24) na Equação (B.19), e considerando o diferencial de
massa dm como dm = ρrrsdrsdαds, a energia cinética é dada pela seguinte equação:

K2 = 1
2uT

l

ρrJ
ln/2∫
−ln/2

NT
θ Nθds

ul (B.25)

onde J é o momento polar de inércia. O termo entre parêntese é a matriz de massa
devida ao movimento de rotação no sistema de coordenadas local. Logo, transfor-
mando o vetor ul ao sistema de coordenadas global, obtêm-se:

K2 = 1
2 u̇T

(
Tmrot,lTT

)
u̇ = 1

2 u̇Tmrotu̇ (B.26)

Logo, substituindo as Equações (B.22) e (B.26) na Equação (B.17), a energia cinética
para o elemento de riser é dada por:

K = 1
2 u̇Tmrisu̇ (B.27)
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onde mris é a matriz de massa de um elemento de riser, a qual é dada pela soma das
matrizes mtra e mrot. A seguir será aplicado o operador variacional sobre a Equação
(B.27), obtendo a seguinte expressão

δK = δu̇Tmrisu̇ (B.28)

Logo, substituindo as Equações (B.15), (B.16), e (B.28) na Equação (B.14), obtêm-se
a seguinte equação:

t2∫
t1

[
δu̇Tmrisu̇− δuTq + δuTp

]
dt = 0 (B.29)

O primeiro termo dentro do parêntese na Equação (B.31), será integrado por partes,
e logo, a seguinte igualdade é obtida:

t2∫
t1

(
δu̇Tmrisu̇

)
dt = −

t2∫
t1

(
δuTmrisü

)
dt (B.30)

Substituindo a Equação (B.30) na Equação (B.31) obtêm-se:

t2∫
t1

δuT [−mrisü− q + p] dt = 0 (B.31)

O deslocamento δu é arbitrário, e considerado diferente de zero. Logo, a equação de
movimento para um elemento de riser é dado pela seguinte equação:

mrisü + q = p (B.32)

Logo, fazendo a montagem dos vetores e matrizes de todos os elementos do riser, a
Equação de movimento para o sistema é dada por:

MrisÜ + Q = P (B.33)
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onde vetor de forças externas P é devido à aceleração do escoamento interno, à
correnteza, e às forças de natureza estática. A matriz de massa do elemento de riser,
mris, é dada pela seguinte expressão:
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mris = ρrAln
420



140 0 0 0 0 0 70 0 0 0 0 0
0 156 0 0 0 22ln 0 54 0 0 0 −13ln
0 0 156 0 −22ln 0 0 0 54 0 13ln 0
0 0 0 140 J

A
0 0 0 0 0 70 J

A
0 0

0 0 −22ln 0 4l2n 0 0 0 −13ln 0 −3l2n 0
0 22ln 0 0 0 4l2n 0 13ln 0 0 0 −3l2n
70 0 0 0 0 0 140 0 0 0 0 0
0 54 0 0 0 13ln 0 156 0 0 0 −22ln
0 0 54 0 −13ln 0 0 0 156 0 22ln 0
0 0 0 70 J

A
0 0 0 0 0 140 J

A
0 0

0 0 13ln 0 −3l2n 0 0 0 22ln 0 4l2n 0
0 −13ln 0 0 0 −3l2n 0 −22ln 0 0 0 4l2n



(B.34)
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