Ministério da
INPE Ciéncia, Tecnologia
e Inovacado

sid.inpe.br/mtc-mxx/aaaa/00.00.00.00-XXX

AS ORBITAS CONGELADASE O
COMPORTAMENTO DE LONGO PERIODO
DAS ORBITAS QUASE CIRCULARES EM UM
CAMPO DE GRAVIDADE

Igor Hideki Cabianca Yamamoto

Relatéorio de Iniciagao Cientifica,
orientado pelo Dr. Helio Koiti Kuga
e pela Dra. Paula Cristiane Pinto
Mesquita Pardal.

URL do documento original:
<LINK>

INPE
Sao José dos Campos
2018






Ministério da
INPE Ciéncia, Tecnologia
e Inovacado

AS ORBITAS CONGELADAS E O COMPORTAMENTO
DE LONGO PERIODO DAS ORBITAS QUASE
CIRCULARES EM UM CAMPO DE GRAVIDADE

RELATORIO FINAL DE PROJETO DE INICIACAO

CIENTIFICA
(PIBIC/CNPq/INPE)

Igor Hideki Cabianca Yamamoto (EEL/USP, Bolsista PIBIC/CNPq)
E-mail: igor.yamamoto@usp.br

Hélio Koiti Kuga (ITA/DCTA, Orientador)
E-mail: helio.kuga@inpe.br

Paula Cristiane Pinto Mesquita Pardal (DEBAS/EEL/USP,
Co-Orientadora)
E-mail: paulapardal@usp.br

INPE
Sao José dos Campos
2018



Esta ficha sera revisada pelo SID.

Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao (CIP)

Yamamoto, Igor H. C.

Cutter  As orbitas congeladas e o comportamento de longo periodo das
oOrbitas quase circulares em um campo de gravidade/ Igor Hideki
Cabianca Yamamoto. — S3o José dos Campos : INPE, 2018.

Relatorio Final (Iniciagdo Cientifica) - Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais, Sdao José dos Campos, 2018
Orientador: Hélio Koiti Kuga e Paula Cristiane Mesquita

Pardal.

1.0rbitas congeladas. 2.Geopotencial. 3.Orbitas quase circulares

CDU

SOt

Esta obra foi licenciada sob uma Licenga Creative Commons Atribuicdo-NaoComercial 3.0 Nao

Adaptada.
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported Li-

cense.

Informar aqui sobre marca registrada.

il



FOLHA DE APROVACAO
CONFECCIONADA PELO SPG E INCLUIDA PELO SID

il



v



RESUMO

Este projeto tinha como objetivo principal estudar uma solugdo para o comportamento de
longo periodo de uma 6rbita quase circular em um campo de gravidade. A maior dificul-
dade deste problema ¢ determinar uma solugao véalida perto da inclinagdo critica (préxima
de zero) e que inclua os efeitos de coeficientes do campo de gravidade de ordem mais alta.
Uma abordagem simples consiste em linearizar as equagdes variacionais do movimento
e eliminar um grau de liberdade, com uma integral do movimento. As Orbitas congela-
das correspondem a solug¢do de equilibrio desta abordagem e também foram estudadas.
Satélites em Orbitas congeladas, ou seja, com caracteristicas estaciondrias, sao de grande
interesse para monitoramento remoto, analise topografica e determinacao de niveis ocea-
nicos. A obtencdo de um design orbital deste tipo deve considerar os efeitos perturbadores,
em que a maior parcela ¢ devida ao potencial gravitacional. Aqui, o esse efeito foi ana-
lisado por meio do modelo gravitacional terrestre Joint Gravity Model 2 (JGM-2) e de
resultados pseudo-analiticos, baseados nas equagdes variacionais dos elementos kepleri-
anos de Lagrange, aplicados a equagao do potencial perturbador. Assim, foram obtidos
perfis de condicdes e distribui¢des de parametros iniciais, como a excentricidade e o argu-
mento de perigeu, de forma a reduzir o efeito de perturbagdo gravitacional e a propagacao
do erro em relagdo a sua oOrbita nao perturbada (problema de dois corpos). Sdo apresenta-
dos os resultados em torno da inclinagao critica (proxima de zero) e as analises referentes

ao impacto da inclusdo de coeficientes dos harmdnicos zonais até ordem e grau mais altos.

Palavras-chave: Orbitas congeladas. Geopotencial. Orbitas quase circulares.
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FROZEN ORBITS AND THE BEHAVIOUR OF LONG
TERM NEAR-CIRCULAR ORBITS UNDER GRAVITY
FIELD

ABSTRACT

This project has as its main purpose the study of a solution for the behaviour of long term
near-circular orbits under a gravity field. The main problem is to detect a valid solution
near the critical inclination that includes the effect of higher zonal gravitational field co-
efficients. One simple approach consist of linearizing the dynamical equations of motion
and eliminating one degree of freedom through the motion integral. The frozen orbits are
the equilibrium solution of such approach and are also studied under this project. Satelli-
tes describing frozen orbits, that is, with stationary characteristics, are of great interest for
remote monitoring, topographic analysis and determination of oceanic levels. To obtain
such orbital design, one must consider the perturbation effects, which are greatly descri-
bed by the potential perturbation. Here, this effect was analysed through the Joint Gravity
Model 2 and by the use of pseudo-analytic results, based on the Lagrange dynamical equa-
tions of keplerian elements, applied to the perturbative potential. Profiles of conditions
and initial parameters, such as eccentricity and argument of perigee, were obtained as re-
sults, in a way that gravitational perturbative effect and the propagation of error related to
its non-perturbated orbit (two-body problem) are both minimized. Here are presented the
results around the critical inclination and analyses regarded to the impact of the inclusion
of higher degree zonal harmonic coefficients.

Keywords: Frozen Orbits. Geopotential. Near circular orbits.

vii



viii



Lista de Figuras

(1 Elementos Keplerianos| . . . . .. ... ... ... ............ 4
[2 Fluxograma que descreve a sequencia realizada para a analise das equa- |
| coesobtidas.|. . . . . . ... 12
3 Analise da excentricidade e do argumento de perigeu da orbita congelada |
| para o modelo lunar semelhante ao inspecionado em [[Cook, 1991] . . . . 19
4 Analise da excentricidade da orbita congelada para o modelo terrestre |
[ JGM2deordem 501 . . . . .. . ... 20
15 Analise da excentricidade da orbita congelada para o modelo terrestre |
[ JGM2 deordem S5 . . . . . . Lo 21
6 Variacao do fator de estabilidade em relacao a inclinagcao para ordem 55| . 22
[/ Propagacao de h e £ em funcao do tempo para um angulo de 98.38°| . . . 22

iX






Sumario

[Lista de Figuras|

(1 Introducao

2 Fundamentacao Teorica

[2.1 Introducao ao problema de doiscorpos|. . . . . . ... .. ... ... ..

2.2 Elementos Keplertanos| . . . . . . ... ... ... ... ..
2 Modelo Gravitacionall . . . . . . . .. ... oo
2.4 Orbitas Congeladas e Variaveis Singulares| . . . . . ... ... ......

[2.4.1  Solucao Analitica das Variaveis Singulares| . . . ... ... ...
2.42 Orbitas Congeladas|. . . . . . ... ... ... ... .......
2.5 Solucoes Singulares|. . . . . . ... ... ... ... ..

3 Metodologial
3.1 Analise das Equagoes Obtidas| . . . . ... ... ... ... .......
3.2 Scriptsde Stmulagao| . . . . ... .. L

4__Resultados|

4.2 Angulo Critico| . . . . ... .. .. ..

5 Conclusaol

xi



xii



1 Introducao

Atualmente, satélites com orbitas congeladas, ou seja, com caracteristicas estaciondrias,
sdo de grande interesse para monitoramento remoto, analise topografica e determinagao
de dados de niveis oceanicos. A obten¢do de um design orbital deste tipo ¢ feita a partir
da consideracao de efeitos perturbadores, no qual a maior parcela ¢ devida a perturbagao
do potencial gravitacional.

A concepgdo de um projeto que levasse um instrumento de andlise a um nivel de alti-
tude caracteristico do clima espacial ja havia sido planejada nos anos do desenvolvimento
da propria mecanica orbital. Porém, tal feito foi apenas concluido com a missao Sputnik,
em 1957. Assim iniciavam as missOes espaciais, para as quais era extremamente neces-
sario o planejamento do design orbital, de forma que o objetivo que cada satélite devesse
realizar fosse otimizado. Dentre os principais tipos de missdes se encontram os satélites
de sensoriamento remoto, no qual o principal objetivo é a observacdo continua de de-
terminadas caracteristicas geoldgicas. Uma condicdo que existe para a obtengao de tal
tipo de satélite ¢ considerar as perturbagdes orbitais que existem, como a distribui¢ao nao
uniforme de potencial gravitacional, o arrasto atmosférico e a pressao de radiagdo.

O efeito de maior influéncia, como apresentado em [Capderou, 2005], decorre do
achatamento do planeta Terra, que ocasiona uma desregulagdo na descri¢ao do potencial
gravitacional terrestre. Desta forma, equagdes como as apresentadas em [[Kaula, 1966] sao
de grande uso quando se tem o intuito de descrever uma orbita que sofre tal tipo de influén-
cia. Ademais, alguns resultados analiticos, como os apresentados em [Brouwer, 1961]],
jé& foram desenvolvidos para ordens menores de coeficientes zonais, uma vez que, para
corpos semelhantes a Terra, o coeficiente zonal de maior influéncia ¢ o termo .J5, sendo
portanto os outros termos quase despreziveis.

Orbitas nas quais ndo existem variagdes expressivas na trajetoria ao longo do tempo
sdo chamados de orbitas congeladas. Porém, para que se possa obté-las, faz-se necessa-
ria a selecdao de determinadas condig¢des iniciais, extremamente dificeis de serem obtidas
analiticamente, uma vez que as variacdes de longo periodo que se desejam minimizar
sdo descritas pelos termos impares da expansdo do potencial (J3, J5, etc.), descrito em
[Kaula, 1966]]. Como tais termos possuem valores da mesma ordem de grandeza, a ex-
pansdo ndo pode mais ser truncada em um termo inicial, pois ocasionaria um erro niao
desprezivel. Desta forma, métodos computacionais e iterativos sao melhores para des-
crever tal tipo de orbita, uma vez que o erro obtido € menor que o de qualquer método
analitico.

No presente projeto, foi estudado o comportamento de longo periodo de uma orbita
quase circular (excentricidade proxima de zero) em um campo de gravidade, considerando
apenas os harmonicos zonais terrestre. Considerar uma orbita quase circular e a influén-

cia apenas de termos de longo periodo simplifica a andlise e permite o desenvolvimento



de uma solucao direta razoavel, apresentada em [Cook, 1991]], que também foi estudada.
Como resultado, obteve-se um conjunto de perfis de condigdes iniciais a partir da imple-
mentacao da solugdo analitica a um modelo computacional, no qual foi utilizado o modelo
terrestre Joint Gravity Model 2, que caracterizam valores possiveis de se obter uma orbita

congelada.



2 Fundamentacio Teorica

2.1 Introducao ao problema de dois corpos

O problema de dois corpos descreve a dinamica do movimento de um corpo A quando esta
sob a influéncia da forca gravitacional de um corpo B. A solucdo desse problema pode ser
apresentada considerando as leis de Kepler e que uma orbita estavel seja descrita por uma
elipse, cujos parametros imprescindiveis para a descri¢do geométrica sdo a excentricidade
e (medida adimensional do achatamento da elipse) e o semi-eixo maior a (parametro que
define o tamanho da elipse).

Pela solugao de tal problema emerge uma das equagdes mais famosas do estudo da me-
canica orbital: a equagdo de Kepler, uma equacao transcendental que associa a anomalia
excéntrica (£) com a anomalia média (M) pela relagao

M =F —esenkE (D)

podendo se definir qualquer o6rbita sobre o espago bidimensional a qualquer momento.

2.2 Elementos Keplerianos

O estado de um satélite pode ser representado por uma fungdo f = f(m), de forma que
m seja um conjunto de pardmetros. No problema de dois corpos, trés parametros sdo
introduzidos, sendo eles a anomalia média, o semi-eixo maior ¢ a excentricidade. Para
que seja possivel a descricao de um satélite em um sistema OX’ orbitando um corpo em
um sistema OX sobre qualquer plano de propagacdo, se faz necessaria a introdugdo de

trés angulos, apresentados em [Curtis, 2013]], sendo eles

* Ascensao do Nodo ascendente (£2): angulo entre o versores €, € €q, sendo € 0
versor que aponta para o ponto no qual a orbita cruza o plano do Equador, a partir
do hemisfério sul para o norte.

» Argumento de perigeu (w): angulo entre os versores €, € €,/, sendo €, 0 versor que

aponta para o ponto de perigeu

* Inclinacdo (¢): angulo entre os versores €, € €./, sendo €, 0 versor que aponta para

o momento angular do satélite

Os elementos citados junto ao tempo sao suficientes para descrever totalmente uma

orbita no espago tridimensional. Assim, o vetor m ¢ da forma

m = (a,e, M,Q,w,i,t) (2)



sendo tais elementos denominados elementos Keplerianos.

Fonte: Orbital Mechanics for Engineering Students, Curtis
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Figura 1: Elementos Keplerianos

2.3 Modelo Gravitacional

O potencial gravitacional real pode ser descrito através do potencial obtido pela resolu-
¢do do problema de dois corpos e de um potencial R, chamado de potencial perturbador.

Assim,

U:§+R 3)

sendo p o produto da constante universal da gravitagdo ¢ a massa do corpo (GM)er, a
distancia do satélite até a origem do sistema de coordenada adotado.

O potencial R, assim como apresentado em [Kaula, 1966], ¢ dado por



E fe B,y (sen p)(Chy cos mb + S, sen mb) 4)
”
n=1

p=

R:

==

[e=]

sendo

* a. o raio equatorial do centro do corpo

 r adistancia

* pa latitude

* ¢ alongitude

 C,, €S, os coeficientes harmdnicos normalizados de grau n € ordem

* P,,(sen p) o polindmio de Legendre normalizado

2.4 Orbitas Congeladas e Variaveis Singulares

A equacdo do potencial R associada aos elementos keplerianos foi desenvolvida em
[Kaula, 1966] e ¢ apresentada como

R = Z Z Z % (aem>" FnOpu) an(Qn—p)(e) Shopg(w, M) (5

a
n=2 p=0 g=—o0

sendo

Snopg = Cro ( cos|(n = 2p)w + (n = 2p + ¢)M] )”Zpa’“ N

sen|(n — 2p)w + (n — 2p + ) M]

n=impar

Como mostrado em [Capderou, 2005]], a Eq.(5]) pode apresentar comportamento de
curto periodo, associado a anomalia média, bem como comportamento de longo periodo,
associado ao argumento de perigeu. As variagdes de longo periodo podem ser descritas
através da consideragdo de uma funcdo perturbag¢do média, que possui todos os termos
associados a variacdo secular mediados ao longo do periodo de uma o6rbita. Uma vez que
a variacao de curto periodo estd associada a anomalia média M, entdo a média ¢ tomada

para um intervalo de variagdo de M € [0, 27]. Desta forma, se a média do elemento S04



¢ representado como Sige e Spoe (w, M) 27 = fo Snopg(w, M)dM, entdo

o B B n=par
gave _ CnO/ ( cos[(n — 2p)w + (n — 2p + q) M] ) M —

nlpg — To sen[(n — 2p)w + (n — 2p + q) M| o impar
0, se n—2p+q#0,
n=par
=< _ cos|(n — 2p)w 7
Cpo | 01 2] Cse n-2pig=0

sen[(n — 2p)w|

n=impar

Por fim, retiram-se todos os termos associados a M, reduzindo entdo a Eq.(5)) a Eq.(8).
Essa equagdo, como apresentada em [Cook, 1991]], ¢ de grande importancia pois descreve
a variacao do potencial perturbador em funcao dos termos de variagdo de longo periodo.
Desta forma, pode ser avaliada a variacao dos elementos keplerianos através das equagdes

planetarias de Lagrange.

0" _ cos[(n — 2p)w] -
Ro =V = ZZ ( ) Fraop (i) Grp(an—p) (€) Cro ( sen[(n — 2p)w] )

n=2 p= 0 n=mpar

(8)

Em [Rosborough e Ocampo, 1992] sao apresentadas as equacgdes de planetarias de

Lagrange como

da 2 0V

- _ 27" 9
dt naoM ©)
%_1—623‘/_(1—62)1/28_‘/ (10)
dt  na2e OM nate  Ow

do (1—e )1/28V cosi ov (an
dt a TLCL2€ 86 na2 (]_ 2>1/2 Seni 87/
@ B coS 1 ov 1 8_V (12)
At na?(1—e2)? seni 0w pa? (1 —e2)"? seni 00

dQ) 1 oV

— = — (13)
At na2(1—e2)"?seni Oi

dM (1-e)avV 20V

2 CASNNL S 14
dt " na’e de  na Oa (14

Primeiramente, ¢ notavel que a Eq.(8)) ¢ da forma V' = V(i,e,w) e, portanto, inde-
pende do nddo ascendente e da anomalia média. Isto implica que a derivag¢ao parcial
da mesma em relagdo a estas varidveis ¢ nula e a variagdao temporal de tais coordenadas

pode ser desconsiderada. Ainda, como para o estudo sao consideradas apenas variagdes de



longo periodo, considera-se a variagdo da anomalia média como sendo nula. As equagdes
planetarias de Lagrange se reduzem para [Cook, 1991]]

de  (1— 62)1/2 ov

_— = 15
dt nale  Ow (15)
dw _ (1—62)1/28_‘/_ cos 4 Al (16)
dt a nCL2€ ae na2 (]_ — 62)1/2 Seni (91

di cos 1 oV (17

dt  pa? (1 —e2)? seni Ow

As Eq.(13)) e Eq.(17) podem ser reescritas da seguinte forma

1
In|cosi| + C = 1§ln]1 — e
e’ cosi = _
V1—e?
1
cosiVl —e? = — = cosi,\/1 — €]

e
em que i, € e, sao a inclinacdo e a excentricidade iniciais, respectivamente. Como, do

. H, .
problema de dois corpos, H = \/au(l —e?) e 7= cos i, sendo H o momento angular
e H, a projecdo do momento angular na dire¢cdo do eixo z. Assim

cosir/au(l —e?) = H,, (18)

em que, supondo que ndo ha variacdo no momento angular, /{,, se mantém constante.
Como a inclinagdo ¢ da forma i = i(e), o grau de liberdade decresce para dois e as equa-
¢Oes necessarias para a descri¢ao do modelo se reduz apenas as equagdes em que ocorre
variagdo temporal da excentricidade e do argumento de perigeu. Desta forma, as equagdes
variacionais no tempo de tais pardmetros podem ser expressas como expansao em séries
por meio da derivagdo parcial da Eq.(8)). Porém, as mesmas apresentam fatores na forma
%, evidenciando, para o estudo de drbitas quase-circulares, uma singularidade quando e

tende a zero. Tal singularidade pode ser evitada através da substituicdo de variaveis

h =esenw (19)
k=ecosw (20)
As coordenadas h e k s3o chamadas de elementos equinociais e sdo também denomi-

nadas no trabalho de [[Cook, 1991]] como coordenadas da orbita congelada ou variaveis

singulares.



Um conjunto de equagdes obtidas através da linearizagdo em respeito as variaveis sin-
gulares podem ser determinadas. Para finalidade de aplicagao a modelos gravitacionais
terrestres, houve a necessidade de normalizar alguns termos nao originalmente normaliza-
dos. Tal normalizagdo foi feita através do produto (ou divisdo, quando ¢ feita em relagao
aos termos J,,) dos elementos pelo fator [21|apresentado em [[Eckman, 2011]].

Nnm =

;o Em = (21)
(n+m)! 2, se m>0,

\/(n—m)!(2n+1)§m 1, se m=0,

Para o caso especifico da analise zonal,

Nuo =N, =/ (2n+ 1) (22)

Assim, o conjunto de equagdes como resultado da linearizagao sdao dadas por

%:T—F(T}—E)h (23)
dh
— = k 24
o7 = (te) (24)
Sendo
N > Aem \" 7 L 1 An n—20 ;
(i) = —« Z < a) In Z§n(n—|—1) gsen™ i
n=2, par £=0
o0 a n ’I’L/2—1
+a Z ( ;m) Jp cos?i Z (n—2B)Afsen™ P 72i| (25)
n=2, par £=0
o [ i
7(i) = « Z ( ;m> I Z (n—1)Dj sen" 27§ (26)
n=3, impar £=0
o o [y )
n(i) =« Z ( Zm> I Z §(n —1)(n—2)Ejsen™ (27)
n=4, par £=0

em que o € movimento médio e os termos A}, Djj e £} sdo dados por



e o281

(28)
S Bl — B [(& — B)1]7 2224
Hn (2n —2B)!(—1)7
e T o e
Ej = (o — 2N N, (30)

Bl - By (52— )1 (22— p)roemees

2.4.1 Solucio Analitica das Variaveis Singulares

Em [[Cook, 1991]] ¢ desenvolvida a solugao analitica de h e k, onde, dependendo do valor
da grandeza I'* = n? — €2, denominada fator de seguranga, dois resultados s3o possiveis.
Tal desenvolvimento ¢ feito a partir da substituicao da fungao h por

T

h* =h+ €1y
n—e
possibilitando que possa ser adotada uma representacdo matricial na forma
dhx
e 0 h*
gl = e (32)
hathd n—E¢€ 0 k
dt

Desta forma, duas solu¢des sdo obtidas:

+ Para valores em que I'? é menor que zero, as solugdes tanto para h quanto para k se

encontram na forma senoidal, dadas pelas equagdes

r
h(t) = ( T ) (cosTt — 1)+ hocosT't — kg (—) senT't (33)
n—€ n—e¢

r
k(t) = (%) sen 't — hy (m) senT't + ko cosT't (34)

Tal resultado ¢ de extrema importancia, pois aponta para uma variagao convergente

em um grande dominio temporal devido a natureza das func¢des senoidais.

« Para valores em que I'> é maior que zero, as solugdes de h e k se encontram na
forma exponencial, e sdo dadas por

h(t) = ( T ) B (P + 1) — 1] +%(€Ft+eFt) +% (77;:6) (el — &)
(35)

) (eFt . e—Ft) + E (eFt + e—Ft) (36)




Tal resultado representa uma propagagao nao convergente, o que aponta a parame-
tros indesejados na configuracdo do design orbital para orbitas congeladas.

2.4.2 Orbitas Congeladas

Como ja comentado, o desenvolvimento das variaveis h e k foi feito com a finalidade de
permitir a andlise do design orbital para 6rbitas semi-circulares (quando a excentricidade
tende a zero). Assim, assumindo variac¢ao nula de tais termos ao longo do tempo, a solug¢ao

para tais variaveis ¢ obtida quando as Eq.(23)) sdo igualadas a zero. Desta forma,

0=7+(n—e€h (37)
0=(n+ek (38)

_’7‘ n

. Portanto, se os parametros h e
nN—€
k descrevem orbitas congeladas, sendo aqui representado por h e k, entdo

e, imediatamente obtem-se a solugdo k = 0e h =

-7

n—e€
0

S=¢
I

(39)

e
I

(40)

Pelas Eq.(19), h e k sdo da forma h = h(e,w) e k = k(e,w) , entdo os elementos
keplerianos e e w devem ser postos de forma que as Eq.(37)) e Eq.(38) possam descrever a
orbita desejada. Isso € feito quando sen w = 1, de forma que, se € e w sdo as excentricidade

e argumento do perigeu da drbita congelada, respectivamente, entao

=5 ()
e =
n—e€ \ senw

Como e > 0, entdo o termo associado ao seno do argumento de perigeu deve ser da

forma w = w(n, €). Entdo, as coordenadas da drbita congelada sdo descritas pelas relagdes

. 90°, se e>mn,
w= (41)
270°, se e<m,

o T
e =

n—e€

Assim, a configuracdao de uma 6rbita congelada semi-circular pode ser obtida quando
¢ = 0. E como solugdo imediata, obtém-se 7(i) = 0, i.e.,

(n—1)/2

Z (aem> Jn (n—1)Dj sen” 2| =0 (42)
n=3, impar a £=0

10



cuja solugdo trivial ocorre para i = 0, solugdo essa que gera singularidades na Eq.(T6).
Portanto, as coordenadas das orbitas congeladas sdo obtidas a partir da solugdo numérica
Eq.(42) e dependem apenas dos termos zonais impares.

A solug@o numérica pode fornecer um determinado nimero de possiveis lugares de
orbita congelada. Porém, ainda se faz necessario analisar o fator de segurancga I'?, pois o
mesmo determina se a soluc¢ao de i e k convergird ou nao. Portanto, as orbitas congeladas

serdo estdveis para valores em que 7)° — €2 < 0 e instdveis para n? — 2 > 0.

2.5 Solucdes Singulares

Existem alguns valores para 1 € € nos quais as solugdes analiticas ndo sdo validas, pois
representam coordenadas singulares na solug¢ao da matriz da Eq.(32)). Para contornar tal
singularidade, retorna-se ao conjunto de equagdes previamente linearizadas. Com isso, as

singularidades ocorrem para valores nos quais
* 1) = €, em que as equagdes ficam na forma

que possui como solugao

k(t) =7t +k, h(t) = nrt? + 2nkyt + h, (44)

Para este caso € possivel obter a configuracao de orbita congelada para valores nos
quais k(t) = 0, ou seja, para quando 7 = € e w ¢ 90° ou 270°, existe uma oOrbita
congelada para qualquer excentricidade.

* 1) = —¢, em que as equacdes ficam na forma
dh dk
— =0 — = 2nh 45
dt a T )

¢ as solu¢des sdo da forma
h(t) = hy k(t) = (7 + 2nho)t + ko (46)

ou seja, uma vez que o parametro k(%) se mantém constante, uma 6rbita congelada
ocorre para qualquer valor de k.
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3 Metodologia

3.1 Analise das Equacoes Obtidas

As equagdes desenvolvidas no Capitulo 2 podem apenas ser analisadas de forma nao ana-
litica, ou seja, deve-se resolver as equagdes Eq.(23)) numericamente. Desta forma, o flu-
xograma [3.T|demonstra qual a sequéncia realizada para a obtengdo dos dados e realizagéo
das simula¢des computacionais.

( Obter modelos gravi- )
tacionais, parametros

iniciais € cons-

~

[ Aplicagao dos dados
para obter os valo-
res de ¢, 7 € n em

fun¢do da inclinacao
!za]:]amdo d‘,3 [ o

Anadlise das equacdes

de movimento h e { Andlise e plotagem }

dos valores de € e w

k e dos valores de

Figura 2: Fluxograma que descreve a sequéncia realizada para a andlise das equagdes
obtidas.

3.2 Scripts de Simulacao

Para o estudo em questao, foi utilizado como plataforma de programagao o software MA-
TLAB®. O script que analisa os pardmetros mencionados no fluxograma 3.1] para o mo-
delo gravitacional terrestre ¢ listado a seguir.

% simulacao .m

3 ClC;

close all;

% Declaracao do modelo que sera utilizado para analise

bl b}

7 var = ;

var = parametros(var);

12



0 declaracao de ordem
11 ordem = ;

12

I3 aem = var.aem;
4 MU = var.mu;
s a = var.a;

16 MM = var .MM;

7 p = size(Jn);
18

v imin= ;

20 imax=

2 epsilon = 0;

o

n
> tau = 0;
» eta = 0;
u k = 0;

)
)

% Determinacao iterativa de epsilon
s for 1 =1:180

29 V2 = 0;

30 f2 = 0;

31 t2 = 0;

3 for n = 2:2:ordem

C= ((n/2)-1);

34 D = n/2;

35 for g = 0:C

36 f = (n—2%g)*Anb(g,n) *(sind(i))"(n—2%g—2);

37 f2 = f2 + f;

38 end

39 for k = 0:D

40 t = (1/2)*nx(n+1)*xAnb(k,n)*(sind (1)) (n—2%xk);

41 t2 = t2 + t;

) end

43

44 V = ((aem/a)”n)*f2xJn(n)*Nn(n)*(cosd(i))”2—((aem/a)”"n)*Jn(n)*Nn
(n)*t2;

45 V2 = V2 +V;

46 end

47 epsilon (i) = V2:MM;

4 end

49
50 % Determinacao iterativa de tau
s1 for 1 =1:180

52 V2 = 0;
; f2 = 0;
54 t2 = 0;

13



55 for n = 3:2:ordem

56 C= ((n-1)/2);

: D = n/2;

58 for g = 0:C

59 f = (n—1)%Dnb(g,n)*(sind (1)) (n—2%g);
60 f2 = f2 + f;

61 end

6 V = f2x((aem/a)”n)*xJn(n)*Nn(n);
64 V2 = V2 + V;

65 end

66 tau(i) = V24V,

¢7 end

o % Determinacao iterativa de eta
70 for 1 =1:180

71 V2 = 0;
7 f2 = 0;
t2 = 0;
74 for n = 4:2:ordem
75 C= ((n=2)/2);
76 D =n/2;
77 for g = 0:C
78 f = (1/2)%(n—1)%(n—2)*Enb(g,n) *(sind (1)) "(n—2%g);
79 f2 =12 + f;
80 end
81
82 V = f2%((aem/a)”n)*Jn(n)*Nn(n);
83 V2 = V2 + V;
84 end
85 eta(i) = V2€vM;

s6 end

ss %0 Armazenamento dos valores obtidos na variavel universal COEF
90 COEF(1,:) = tau;

o0 COEF(2,:) = eta;

or COEF(3,:) = epsilon;

No codigo apresentado, ¢ chamada uma matriz .J(n) que possui os valores dos coeficientes
harmonicos zonais do modelo gravitacional utilizado em questdo, € o mesmo deve ser
configurado antes de ser aplicado ao codigo. Ainda, como o método analitico ndo utiliza
os termos J(0) e J(1), a matriz J(n) deve comegar com n = 1.

O modelo que sera analisado deve ser declarado na linha 9, tendo como opgdes os
modelos declarados no arquivo parametros.m, em que, para a finalidade de tal projeto, os
modelos configurados foram apenas o CBERS2 e BF. O modelo BF descreve um modelo

lunar semelhante ao utilizado no trabalho de [[Cook, 1991]] e a justificativa de sua imple-
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mentac¢do ¢ devido a motivos de validagdo do codigo desenvolvido. Ja o modelo CBERS?2 ¢
utilizado com base nos parametros terrestres e elementos keplerianos do satélite CBERS2.
Qualquer modelo no qual se deseja observar o comportamento de longo periodo de orbitas
quase circulares pode ser analisado com a implementacao dos scripts mencionados apos

devida configuracao do modelo gravitacional e de valores de pardmetros.

% parametros .m

3 function var = parametros(varr)

4

5

6

18

19

20

var = varr,;

if strcmp(var, ’CBERS2’)
var = Modelos;
var .Nome = *CBERS2’;
var.a = 7150.5%x10"3;
var.aem = 6378.137%10"3;
var.mu = 3.986%10"14;
var MM = 0.0010;

elseif stremp(var, ’BF’)
var = Modelos;
var .Nome = ’Bills—Ferrari’;
var.a = 1888.09%10"3;
var.aem = 1737.53%10"3;
var.mu = 4902.799%10"9;
var MM = 8.5347e—04;

end

A estruturacao dos dados foi feita na forma de classe, na qual ¢ descrita pelo arquivo
Modelos.m

classdef Modelos

properties
Nome
a
aem
mu
MM

end

end

A plotagem dos perfis que serdo mencionados no item Resultados foi feita com o uso
de trés scripts: plotagem e _omega.m, plotagem_fs.m e plotagem_h_k.m. Os mesmos sdo

apresentados a seguir.

% plotagem e omega.m

15



S}

IS

w

IS

[

o

o

clle ¢

close all;
ax = gca;

hold on

yyaxis left

plot (imin:imax ,COEF 2(1,imin:imax),’k—");
ylim ([0 0.017]);

ylabel(’\color{black} Excentricidade (e¢)’);
ax.YColor = ’k’;

yyaxis right
plot(imin:imax ,COEF 2(2,imin:imax), ’k—");
ylim ([0 360]);

ylabel (> Argumento de Perigeu (\omega)’);
yticks ([0 90 180 270 360])

hold off

xlabel (’Inclinacao (i)’);

title (’Variacao de Excentricidade (e) e Arumento de Perigeu (\omega)
por Inclinacao (i)’);

ax.YColor = ’k’;

% plotagem fs.m

cleg
close all;

ax = gca;
plot(imin:imax ,COEF 2(3,imin:imax), ’k—");
xlim ([40 140]);

ylabel(’\color{black}Fator de estabilidade’);
ax.YColor = ’k’;

xlabel (’Inclinacao (i)’);
title (’Variacao do Fator de Estabilidade em Funcao da Inclinacao’);

% plotagem h k.m
close all;

clear h;

clear k;

clear 1;

% Declaracao do angulo analisado e do erro minimo para consideracao de
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40

41

% T

tf= ;

pas

> % Valores iniciais de h e k

empo final e passo
so= ;
1:passo:tf;

3 Gamma = COEF 2(3,1);

Lambda = sqrt(abs(Gamma)) ;

s k1

k2
K3
k4

for

end

s plo

hol
plo

(COEF(1,i1)/(COEF(2,i) — COEF(3,1)));
Lambda/(COEF(1,i) — COEF(3,1));
(COEF(1,i)/Lambda);
Lambda/(COEF(1,i) + COEF(3,i));

t = l:passo:tf

=1+

if Gamma <= —emin
h(j) = klsxcos(Lambda%t—1)+hO%cos(Lambdaxt)—k0xk2*sin (Lambdaxt);
k(j) = k3xsin(Lambdaxt)—hOxk4xsin (Lambdaxt)+kO=xcos(Lambdaxt);
titulo = ’Variacao senoidal de h e k por tempo (s)’;

elseif Gamma > emin
h(j) = kl%((1/2)*(exp(Lambdax*t)+exp(—Lambdaxt)—1))+h0*(exp(Lambda

#t)+exp(—Lambdaxt))+(k0/2) x(1/k4)*(exp(Lambdaxt)—exp(—Lambdaxt));
k(j) = (1/2)*k3*(exp(Lambdaxt)—exp(—Lambdaxt))+(h0/2)xkdx(exp (

Lambda*t )—exp(—Lambdaxt))+(k0/2) *(exp (Lambda*t)+exp(—Lambdaxt)) ;
titulo = ’Variacao exponencial de h e k por tempo (s)’;

elseif Gamma > —emin && COEF(2,i) > 0 &% COEF(3,i) > 0

h(j) = COEF(1,i)*COEF(2,i)*t"2+2%COEF(2,1i)%k0%xt+h0;

k(j) = COEF(1,i)*t+k0;

titulo = ’Variacao quadratica e linear de h e k por tempo (s)’;
end
t(l,h, k=")
d on

t (lska’k_’);

si ylabel (> Valores de h e k’);
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52 xlabel (’Tempo (s)’);
s3 legend ("h(t)’,’k(t)’);
sa title ([ %s’, titulo]);
Ainda, existe a referéncia de termos como A”, Di e Ej, no qual o fator de normali-
zagdo N, foi colocado para fora. Tais fatores sdo listados a seguir como fungdes externas
escritas também em MATLAB®.

i function j = Anb(m,n)

3 j = (factorial (2*n—2xm)*(—1)"m)/( factorial (m)*factorial (n-m)*factorial
((n/2)—m)"2%2"(2%n—2%m) ) ;

function j = Dnb(m,n)

b=factorial (((n—1)/2)—m);
¢ = factorial (((n+1)/2)—m);

6 j = (factorial (2%n—2%m)*(—1)"m)/( factorial (m)*xfactorial (n—m)#*b*c*2"(2*xn
—2%m) ) ;

i function j = Enb(m,n)

s a = factorial (2%n—2%m) ;

4+ b = factorial (n—-m);

s ¢ = factorial (((n—2)/2)-m);

¢ d = factorial (((n+2)/2)-m);

7 e = 2M2%n—2%m) ;

o j = (ax(—1)"m)/( factorial (m)*bxckdxe);
i function j = Nn(n)

3 ) = sqrt((2xn+1));
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4 Resultados

4.1 Analise de Perfis

A andlise das equagdes obtidas foi feita com a implementacao dos codigos ja descritos.
Como validag¢ao, foi utilizado o mesmo modelo aplicado originalmente em [[Cook, 1991],
que utiliza o modelo gravitacional Bills-Ferrari de ordem 16. Assim, utilizando como
parametros iniciais os mesmos fornecidos em [BILLS and FERRARI, 1980] para o raio
equatorial lunar, pardmetro gravitacional, e um semi-seixo maior de 1888 km, foi obtido
a Figura[3]

Variagdo de Excentricidade (e} e Arumento de Perigeu () por Inclinagao (i}
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Figura 3: Analise da excentricidade e do argumento de perigeu da orbita congelada para
o modelo lunar semelhante ao inspecionado em [Cook, 1991]

Na Figura[3|¢ possivel notar que alguns pontos tendem a zero, os quais sdo solugdes re-
ais da rela¢ao42|e concordam com os resultados obtidos no trabalho de [Cook, 1991]]. Em
relacdo ao perfil da curva, nem todos os pontos sdo exatamente iguais, o que pode partir
da escolha de diferentes parametros iniciais que ndo puderam ser determinados apropria-
damente uma vez que na obra original nao foram especificados.

Uma vez validados os cddigos desenvolvidos, de forma que pudessem fornecer ite-
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rativamente as solugdes para a equagdo Eq.(42), eles foram aplicados para um modelo
terrestre utilizando-se o modelo gravitacional Joint Gravity Model 2, um modelo de coe-
ficientes harmonicos que atinge ordem 70 [Barthelmes, 2016]]. Para o valor do raio equa-
torial terrestre foi usado a.,, = 6378.137km e como parametro gravitacional foi usado
p = 0.39860 x 10°%km3s~2 [Williams, 2018]]. Ainda, foi utilizado o satélite CBERS2 para
se obter o valor do semi-eixo maior. Tal valor foi de @ = 7150.5km [Peat, 2018]]. Assim,
as Figuras |4/ e |5| apresentam a variagao da excentricidade bem como o argumento de pe-
rigeu da oOrbita congelada em funcdo da inclinagdo para o modelo terrestre, sendo que a

primeira utiliza coeficientes harmonicos zonais até ordem 50 e a segunda até 55.

Variagdo de Excentricidade (e) e Arumento de Perigeu (w) por Inclinagdo (i)
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Figura 4: Anélise da excentricidade da orbita congelada para o modelo terrestre JGM2 de
ordem 50

Pelas Figuras, € possivel notar algumas ranhuras no intervalo de inclina¢do de 70° a
110° quando se utiliza uma ordem maior. Tal fato decorre do aumento do numero de rai-
zes reais para a equagio Eq.(42)) no intervalo dado de inclinag@o. Conforme aumenta-se a
ordem da andlise, mais evidentes se tornam as ranhuras, de forma que para ordem 70 tal
perfil ndo possui um aspecto continuo e os resultados se tornam divergentes. Para ambas
as Figuras, porém, € possivel notar que a excentricidade tende a valores extremamente

reduzidos para uma inclinacdo de 67°, sendo uma solugdo real, e portanto uma Orbita con-
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Figura 5: Andlise da excentricidade da orbita congelada para o modelo terrestre JGM2 de
ordem 55

gelada circular de excentricidade de aproximadamente 4.93 x 1075 pode ser obtida com o
uso de uma inclinacao de 67° para um satélite com especificacdes similares as do CBERS2.
Para o caso do satélite CBERS2, que possui uma inclinagdo de 98.38° [Peat, 2018]], para
obter um design orbital congelado, utilizando do modelo de ordem 50, a excentricidade
deveria ser de 0.0015; para ordem 55, a excentricidade deveria ser de 1.8219 x 107*,

A analise da estabilidade dos pardmetros ¢ feita a partir da observagio da Figura[6] na
qual ¢ apresentada a curva do fator de estabilidade em cada posi¢ao de angulo entre 50° a
130° para ordem 55. Nela nota-se que nao existem valores positivos, ndo possuindo raizes
reais para I'? e portanto ndo havendo propagagdes de h(t) e k(t) na forma exponencial,
mas apenas na forma senoidal. Portanto, a variagao ¢ convergente para todos os angulos
exceto os de 63° a 166°, que serdo brevemente discutidos. A Figura [/| representa um
caso de propagacdo senoidal para um valor de inclinag¢do igual a do satélite CBERS2
[Peat, 2018]] com valores iniciais de hy = ky = 0 e variagdo temporal em segundos.
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Figura 6: Variagdo do fator de estabilidade em relacdo a inclinacdo para ordem 55
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Figura 7: Propagacdo de i e k em fungdo do tempo para um angulo de 98.38°
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4.2 Angulo Critico

Um ponto ainda ndo mencionado e importante de se notar sdo os angulos de aproximada-
mente 63° e 117°, que apresentam uma subita divergéncia na Figura[5|e constituem pontos
singulares da excentricidade. Tal singularidade ¢ devida ao fato de que existe um angulo
denominado dngulo critico nas proximidades de 63.43° e 116.56° para corpos com o termo
Jo muito maior que qualquer outro termo na descri¢gdo harmonica zonal. Porém, para o es-
tudo realizado, o angulo critico obtido pelas Figurasd]e[5|ndo ¢ exatamente igual ao ngulo
critico do termo .J; pois leva em consideragdo ainda a influéncia de todos os coeficientes
zonais pares. Como consequéncia, o método descrito ¢ eficaz também na determinagao
do angulo critico real de um dado corpo a partir do seu modelo gravitacional.

Para valores de inclinacao na vizinhanga do angulo critico € possivel notar que o fator
de estabilidade possui um valor nulo, sendo necessaria a analise de ambos os valores de 7
e €, uma vez que configuram uma solucao singular. Em relago ao tipo de propagacdo que
age sobre as coordenadas para quando a inclinag@o estiver na vizinhanga de tal angulo,
pela analise computacional ¢ possivel notar que o valor nulo do fator de estabilidade ¢
atingido para o caso 7 = €. Desta forma, as equagdes que descreverm a propagagao de
h(t) e k(t) sdo dadas pela Eq.(44). Em tal caso, assim como ja descrito, Orbitas congeladas
podem existir para qualquer valor de excentricidade quando o argumento do perigeu for
90° ou 270°, o que justifica o uso de tais inclinagdes como pardmetros iniciais comuns, a

fim de se obter uma orbita congelada [Liu et al., 2011]].
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5 Conclusao

O conjunto de equagdes formadas como referéncia para o desenvolvimento deste trabalho
formam uma base na qual € possivel fazer a avaliagdo de conjuntos de parametros iniciais
que condicionam Orbitas congeladas de forma que as solugdes da equagdo Eq.(d2)) confi-
guram uma Orbita congelada circular. A aplicacdo de tais equagdes neste trabalho foi feita
com implementacdo computacional, utilizando como plataforma de analise o software
MATLAB®. A validacao do cdédigo escrito foi feita a partir da comparacao da simulacao
do modelo lunar Bills-Ferrari com os resultados apresentados em [[Cook, 1991]]. Como
resultado, foi obtido perfis de excentricidade e argumento de perigeu em fun¢ao da incli-
nacao para o modelo gravitacional terrestre Joint Gravity Model 2 para diferentes ordens
de coeficientes harménicos zonais. E importante notar que aqui a Ginica consideragio feita
¢ em relagdo ao potencial perturbador geopotencial, excluindo qualquer efeito de pertur-
bacdo decorrente da pressdo de radiagdo ou arrasto atmosférico. Porém, uma vez que a
influéncia do geopotencial ¢ maior, o estudo continua sendo valido e muito importante
para determinar as Orbitas congeladas mais apropriadas.

Foram feitas andlises da excentricidade da 6rbita congelada para o modelo terrestre
JGM2, de ordens 50 e 55, que foi obtida para inclinagdo em torno de 67°. Quando o an-
gulo varia entre 70° e 110°, aproximadamente, o comportamento apresenta ranhuras nos
graficos (Figura[3)), decorrente do aumento na ordem dos coeficientes harmonicos zonais.
Discute-se também o fator de estabilidade para tal dominio de inclinagdo, sendo possi-
vel perceber que os valores contidos dentro dos limites dos angulos criticos sdo estaveis
e atingem um pico de estabilidade maxima em 90°, justificado pela simetria da fungdo
seno em torno de tal angulo. Assim, tal limite configura outro conjunto de 6rbitas conge-
ladas estaveis e possiveis de serem obtidas e que possuem alguns valores de raizes reais,
dependendo da ordem que os coeficientes assumem na andlise.

Outro resultado importante obtido neste trabalho ¢ a avaliagdo iterativa do angulo cri-
tico, o qual considera todos os termos pares da descri¢do harmdnica zonal do corpo. Desta
forma, os angulos critico obtidos sdo ligeiramente diferentes do valor classico de 63.43° e
116.56°, pois estes avaliam apenas a influéncia do valor .J; e desconsideram a influéncia
dos termos pares restantes.

A solugdo trivial i = 0° da Eq.(42)) configura uma orbita congelada de excentricidade
nula. Porém, tal solugdo ¢ singular nas equacdes variacionais de Lagrange apresentadas,
de forma que, para a avaliacao deste angulo, se faz necessario uma nova classe de substi-
tuicdo de variaveis equinociais. A inspe¢ao de relagdes de eliminag@o de singularidade e

orbitas congeladas de carater equatorial serd investigada em um futuro projeto de IC.
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