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Resumo

Na 4rea aeroespacial, saber trabalhar os dados obtidos da melhor maneira possi-
vel é essencial para uma maior eficacia de resultados, portanto, torna-se necessario
saber transformar esses dados, de acordo com o problema. Na analise de dados e
posicionamento na esfera celeste geocéntrica, ¢ comum utilizar o sistema de coor-
denadas cartesiano ou o sistema de coordenadas elipsoidal. No presente trabalho,
¢ feito um estudo da relagdo entre coordenadas cartesianas e geodésicas bem como
suas transformagoes direta e inversa (coordenadas geodésicas obtidas a partir das
cartesianas). O projeto compreende estudar métodos desenvolvidos para a resolucao
do problema inverso, uma vez que a analise dos diferentes métodos se faz necessaria
devido as regides analisadas, pois certos métodos apresentam melhor desempenho
para pontos proximos aos pélos enquanto outros métodos mostram maior precisao
para alturas proximas a do elipsoide. No caso, trés métodos foram analisados, dois
iterativos e um por aproximacao, descritos por Hoffman-Wellenhof (método iterativo
e por aproximagdo); e Ligas-Banasik (método iterativo). O método iterativo descrito
pelo primeiro autor ¢ composto por aproximacao inicial para o raio de curvatura e por
sucessivos incrementos, de forma que o raio convirja em um valor finito. O método
iterativo descrito pelo segundo autor consiste em analisar dois vetores equipolentes
formados pelo ponto a ser analisado e sua projecdo sobre o elipsoide. O método
por aproximacao ¢ definido ao implementar um angulo auxiliar que tem uma relagao
com o angulo real, chegando-se ao resultado desejado. Os resultados obtidos foram
comparados por um sistema de erro relativo desenvolvido por Ligas-Banasik e o re-
sultado computacional obtido por eles. Os métodos também foram comparados pelo

tempo de execugdo de seus algoritmos.

Palavras-chave: Tranformacdo Direta e Inversa. Elipsoide. Método Iterativo. Apro-

ximacgao.
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THE TRANSFORMATION BETWEEN COORDINATE
SYSTEMS APPLIED TO ARTIFICIAL SATELLITES’S
POSITIONING

Abstract

In the aerospace area, the work performed on the program data is more important
for a greater contraction of results, therefore, it becomes necessary to know these
data according to the problem. In the data analysis and positioning in the geocen-
tric celestial system, it is common to use the cartesian coordinate system or the el-
lipsoidal coordinate system. In the present work, a study is made of the relation
between Cartesian and geodetic coordinates as well as their direct and inverse trans-
formations from the Cartesian). The project consists of an analysis of the different
methods to solve an inverse problem, since the analysis of the different methods is
necessary for the analyzed temperatures, which makes the process more efficient for
points next to pole while others methods are more accurate over the ellipsoid. In
this case, the procedures were analyzed by iterative and approximation methods, by
Hoffman-Wellenhof (iterative and approximation method); and Ligas-Banasik (it-
erative method). The iterative method is described by the first author for the initial
choice of calculating the curvature and by successive increments, so that it converges
to a finite value. The iterative method described by the second author is based on the
analysis of two equipolents vectors formed by the point to be analyzed and its projec-
tion on the ellipsoid. The approximation method consists in implement an auxiliary
angle that has a relation with the actual angle, reaching the desired result. The re-
sults were compared to a system of relative error developed by Ligas-Banasik and
the computational result obtained by them. The methods were also compared by the

execution time of their algorithms.

Keywords: Direct and Reverse Transformation. Ellipsoid Iterative Method. Ap-

proximation.
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1 Introducao

O posicionamento do homem dentro no Terra ou no Espago, apds o avango da tecnolo-
gia, ¢ algo que vem sendo estudado e aprimorado ao longo dos anos. Nos primordios das
navegacdes, utilizavam-se das constelagdes para que navios soubessem suas rotas. Atu-
almente, ¢ utilizado sistemas tecnoldgicos sofisticados como antenas, satélites ou sondas
espaciais que possibilitam fazer o rastreamento do objeto dentro da esfera celeste ou ainda
coletar outros dados importantes como andlises climaticas, geograficas, rastreamento de

planetas e galaxias.

E na parte analise de dados e localizagio, dentro do Ambito acroespacial, que ¢ aplicada
as transformagdes de coordenadas. Em qualquer atividade de posicionamento terrestre, no
caso, geodésico, ¢ essencial a utilizacdo de sistemas de referéncia adequados, que depen-
dem de cada situagdo. No ambiente aeroespacial, cada problema requer uma analise em
sistemas apropriados para cada atividade, como modelar as observaveis; descrever as Or-
bitas dos satélites; e em sistemas de posicionamento, como Global Position System (GPS)
[HOFMANN-WELLENHOF, 2008, MONICO, 2008].

Do ponto de vista do observador, um Unico sistema de referéncia ou uma coorde-
nada oficial unica para o posicionamento de corpos, como o GNSS, seria algo deseja-
vel. Por varios motivos, esse sistema Unico de coordenadas esta longe de ser encontrado,
porém para trabalhar alguns problemas existentes, faz-se necessario utilizar sistemas es-
paciais especificos. Em controle de posicionamento, normalmente os dados sdo obtidos
em coordenadas cartesianas, porém em algumas situagdes, como localizagdo de corpos
celeste, ¢ preferivel utilizar um sistema elipsoidal ao invés de um geocéntrico (cartesi-
ano).[HOFMANN-WELLENHOF, 2008].

Neste projeto de IC, foi estudado um método para obter a transformagao direta, por
meio de uma analise geométrica. Ja no processo inverso foram analisados trés métodos:
uma aproximacao e dois interativos,tanto na precisao dos métodos e do algoritimo criado
para realizacdo desta pesquisa quanto seu custo computacional. Como resultado desta
IC, obteve-se algoritmos que reproduzissem resultados semelhantes aos apresentados na
literatura e uma analise de erro em relagdo a distancia do corpo celeste ao elipsoide, apre-
sentando algumas varia¢des de método para método.



2 Revisao Bibliografica

2.1 Introducao ao sistema de Coordenadas Geodésicas e Cartesianas

Denotando as coordenadas cartesianas retangulares por X, Y, Z e assumindo um elip-
soide de revolucdo de raio maior a e raio menor b, com a mesma origem do sistema car-
tesiano (o centro de gravidade da Terra), um ponto pode ser expresso pelas coordenadas
geodésicas, como ilustra a Fig. Definindo ¢ como a latitude geodésica (angulo entre
a normal que passa pelo ponto P e sua proje¢ao ortogonal no plano do Equador,isto ¢, o
plano XY), A ¢ a longitude geodésica (angulo medido do meridiano de Greenwich, coin-
cidindo com o eixo X, ao meridiano do ponto P) e h ¢ a altura geométrica (distancia de

P ao elipsoide, medida sobre a grande normal V).

Figura 2.1: Coordenadas Cartesianas e Coordenadas Elipsoidais

Fonte:[HOFMANN-WELLENHOF, 2008]][Modificado].

Serdo introduzidas as seguintes quantidades: achatamento («), diferenga entre os com-
primentos dos semi-eixos (c), excentricidade (e), Grande Normal (/V) e Pequena Normal
(N”), necessarias no desenvolvimento analitico, mostrado nas se¢des seguintes [UFRGS,
2008]:

b
& =a® -V (2.2)



e =— (2.3)
, CL2 _ b2
e? = — (2.4)
N = a (2.5)
1 — e2sen?(p)
2
N = l—¢€) (2.6)

2.2 Problema Direto

O problema direto consiste em encontrar as transformacdes que levam do sistema de
coordenadas elipsoidais, cujas varidveis sdo conhecidas, para o sistema de coordenadas
cartesiano, cujas coordenadas se deseja saber. Pode-se encontrar uma solucao de maneira
direta analisando a Fig. por meio da proje¢dodo ponto P nas dire¢des X,Y,Z. Para
encontrar as transformacdes € necessario relacionar a equagdo que descreve o elipsoide
em coordenadas Cartesianas e Geodésicas. A equacdo que descreve a geodésia de raio
maior a e raio menor b ¢ dada por [HOFMANN-WELLENHOF, 2006]:

x z
TV 2.7)
E a representacao do elipsoide em fungao dos angulos ¢ e A por:

x = Ncos(p)cos(A)

y = Ncos(p)sen(N) (2.8)

A priori, encontram-se a relacao entre os sistemas de coordeanadas relacionanto alguns
vetores entre a origem do sistema e o ponto a ser analisado. Para facilitar demonstracao
da solug@o do problema direto, toma-se a proje¢dao do ponto P entre plano XY e o eixo
7, formando um plano médio como exemplifica Fig. [UFRGS, 2008; HOFMANN-
WELLENHOF, 2006].



Figura 2.2: Representacdo da projecdo

.,y plane

Fonte: [HOFMANN-WELLENHOF, 2006].

Sendo X e 7 os vetores que formados pela origem até o ponto P e 7 o vetor ortonomal
ao elipsoide no ponto (), projecao do ponto P. O primeiro vetor representa as coordenadas

do ponto externo ao elipsoide, descrito por:

X =[X,Y, 7] (2.9)
Ja o segundo, representa a localizagdo do ponto (), denotado por:
7 =|x,y,z] (2.10)
Ja o 11, ¢ o vetor gradiente da equagdo do elipsoide que j& estd normalizado e aponta na
dire¢do de P ¢ escrito por:

1 = [cos(p)cos(N), cos(p)sen(A), sen(p)] (2.11)

Como mostra a Fig as coordenadas do ponto P podem ser obtidas fazendo a seguinte

soma vetorial:
X =Z+hi (2.12)

Onde h ¢ a do ponto P em relagdo ao elipsoide. Entdo, as coordenadas X,Y e Z sao

escritas dessa forma:
X =z + hcos(p)cos(N)

Y =y + hcos(p)sen(N) (2.13)

Z = z+ hsen(yp)



Utilizando as relagdes apresentadas na Eqs[2.§| nas relagdes da Eqgs. 2.13] obtém:

X = (N + h)cos(p)cos(N)

Y = (N + h)cos(p)sen(\)

(2.14)
7 = <Z—§N + h) sen(y)
Mas pode-se escrever:
b2 a2 _ b2
S=1-25 2.15)

Logo:

Z:(wN+0am@:[O—ﬁ;y)N+4%m@ (2.16)

a?

Utilizando a Eq. chega-se na expressao apresentada em [MENZORI, 2017]:
Z = [(1 = €*)N + h] sen(yp) (2.17)

Para simplificar ainda mais essa relagdo, basta notar que:

N/
W:1_62

Substituindo a Eq. em Eq. [2.17} obtém a férmula com utilizando a pequena normal:

(2.18)

Z = (N"+ h) sen(p) (2.19)

As transformacgdes de coordenadas do problema direto obtidas, podem ainda ser ex-
pressas pela seguinte matriz [HOFMANN-WELLENHOF, 2008; MENZORI, 2017]:

X (N + h)sen(p)cos(N)
Y | = | (N+ h)sen(p)sen(A) (2.20)
Z (N'"+ h)sen(yp)

2.3 O problema inverso

O problema inverso consiste em encontrar transformagdes do sistema cartesiano, cujas
coordenadas sdo conhecidas, para o sistema elipsoidal, cujas coordenadas deseja-se deter-
minar. No entanto, encontrar a solucao desse problema ¢ um tanto quanto complicada,
devido a nao linearidade da transformag¢ao do problema inverso, que torna a solugdo ana-
litica impossivel. Desta forma, buscam-se solu¢cdes numéricas, iterativas e aproximagoes,

como as que serdo apresentadas nos métodos a seguir.



2.3.1 Meétodo Iterativo Hofmann-Wellenhof

Em diversas problemas aeroespaciais, como por exemplo,os de navegacao ou moni-
toramento de satélites, a transformagdo inversa ¢ muito mais interessante, uma vez que as
coordenadas cartesianas sao usualmente conhecidas. Normalmente, esse problema pode
ser resolvido por uma solug¢do iterativa ou por uma aproximacao adequada [HOFMANN-
WELLENHOF, 2008].

Figura 2.3: Raio de curvatura na vertical principal.

v

P

Fonte:[HOFMANN-WELLENHOF, 2008] [modificado].

Para simplicar o problema, analisar o contexto bidimensional ao invés do tridimen-
sional, facilitando na leitura das imagens e da construcdo da solugdo ajudam o processo.
Suponha um plano meridiano (vertical principal) e projete a Grande Normal mais a al-
tura h sobre o0 mesmo. Pode-se fazer isso, desde que seja introduzida uma quantidade
p, um eixo resultante da soma quadratica dos eixos X e Y expressa por [HOFMANN-
WELLENHOG, 2008]:

p=VX2+Y? (2.21)

Substituindo X e Y da Eqgs. [2.20, obtém-se:
p = (N + h)cos(p) (2.22)

Reformulando algebricamente a Eq. 2.22} obtemos a relagdo da altura:

h=—"L__N (2.23)

cos(p)
Substituindo a Eq. na , tém-se que:

Z = {N(l — )+ (%@ - N)} sen(y) (2.24)

6



Reescrevendo a Eq. [2.24]

2

N
Z = (N+h) (1 ¥ j_ h) sen(p) (2.25)

Dividindo a Eq. pela quantidade

7 (N+h) (1 — ]J\sz) sen(yp) Ne2
; (

- (N + h)cos(y) - m) tg(y) (2.26)

Reescrevendo a Eq. 2.26] chega-se na seguinte relagdo que descreve a latitude mostrada
por [HOFMANN-WELLENHOF, 2008]:

A Ne2 \
tg(p) = — (1 -y j h) (2.27)

Para obter longitude, basta dividir o valor de Y pelo de X da Eq.

Y (N + h)sen(p)sen(N)

= 2.28
X (N + h)sen(p)cos(N) (2.28)
Reformulando a Eq. [2.28] a relagdo para A é definida por:
Y
tg(A) = = 2.2
90 = 5 (2.29)

A longitude pode ser calculada diretamente através da Eq. porém a altura e a latitude
determinadas pelas Egs. e respectivamente, dependem uma da outra. Entdo, a
solucdo desse problema ¢ obtida por meio de um método iterativo mostrado no fluxograma
[HOFMANN-WELLENHOF, 2008]:



Figura 2.4: Fluxograma Método Iterativo Hofmann-Wellenhof
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Compute o valor da altura:
h = 22—~ — N

cos(i70)

Calcule a latitude com o incremento:
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2.3.2 Método Direto Hofmann-Wellenhof(Bowring e Rapp)

Muitos outros métodos ja foram desenvolvidos para resolver o problema da trans-
formacao inversa. Um exemplo disso, sem utilizar um método iterativo, ¢ a aproxima-
¢do do problema em um plano meridiano, utilizando um dngulo médio [BURTCH, 2006;
HOFMANN-WELLENHOF, 2008; RAPP, 1974].

Figura 2.5: Plano Meridiano.

I Normal ao
Elipsoide
.1:"' P -
t Representagio
P da Esfera
T Representacio
$ % do Elipsoide
I:' a ':‘
LT 5
| Tangente a P
£ -
E‘ 1 4
i - ¥ \ @
[ JI L+ ":I_ [ | 1 4
- A -

Fonte:[BURTCH, 2006][Modificado].

Para encontrar uma solugdo aproximada para o problema inverso, ¢ definida uma es-
fera de raio a,tangente ao elipsoide de revolugdo ao longo do Equador. A solu¢do sera
encontrada quando se toma o plano em que tg(\) = %, isto €, retomando a quantidade
p da Eq. e introduzindo duas grandezas: 3 e . A primeira, denominada latitude
reduzida, ¢ o angulo entre o plano do equador ¢ o raio da circunferéncia que passa pelo
ponto P’, proje¢ao perpendicular ao Equador do ponto P’’ sobre a esfera. A segunda,
denominada latitude geocéntrica, ¢ o angulo entre um segmento que liga o centro da cir-
cunferéncia e o ponto P’ [RAPP, 1974].



Figura 2.6: Latitude reduzida

N

Fonte: [RAPP, 1974].

Figura 2.7: Latitude Geocéntrica

e

r
z

v

1
|
|
]
¥
\-- | -_;-r

Fonte: [RAPP, 1974].

Nesta andlise, pelas Fig. e o valor = representa a distancia da projecdo do
ponto no plano onde o A ja foi especificado até a origem do sistema. J4 o valor de z ¢ a
altura da proje¢ao do ponto sobre a elipse do plano meridiano e 0 mesmo plano A. Tanto
o valor de z quanto x do plano meridiano podem ser calculados sabendo-se os valores de

©, 3 e. As relagdes entre cada angulo podem ser desenvolvidas ao analisar as Fig.
¢[2.7][RAPP, 1974].

Analisando a Fig. 2.6]com relagdo ao elipsoide e a circunferéncia, obtém-se as sequin-
tes relagoes:

(OPy)* + (PiP,) = a® (2.30)

10



©P.p | (BPY

- =1 (2.31)
Associando as Egs. 2.30]e 2.31], tém-se que:
2
(OP,)? + (P,P)? 2—2 — (OP,)* + (PiBy) (2.32)
Isolando P, P, temos:
- b—
PQP == —P2P1 (233)
a
Mas da Fig. tém-se que:
PPy = asen(p) (2.34)

Logo, substituindo a Eq. na2.31} chega-se nas seguintes relagoes:

x = OP, = acos(B) (2.35)
z = P,P = bsen(p) (2.36)
Analisando a Fig. tém-se que:
dz cos(p)
— = tan(90 = — 2.37
dx an(90 +¢) sin(p) 37)

Onde % ¢ o coeficiente angular da reta tangente. Reescrevendo a Eq. , ¢ obtido
seguinte relagdo:

bz? + a?2* = a®b? (2.38)
Tomando o diferencial da Eq.

brdr 4 a*zdz = 0 (2.39)

Reescrevendo a Eq. [2.39obtém a relagdo:

dz b’ x cos(¢p)
R 2.40
dx a? z sen(p) (240)

Reescrevendo a Eq. [2.40} substituindo na Eq. e isolando as variaveis de interesse:

. a’cos(p) _ acos(y) 1 (2.41)
(@cos? (@) + Psen(p))s (1 — ctsen(p)}
L b2sin(p) _a(l— e?)sen(yp) (2.42)

(a2cos?(p)p + b%erﬂ(gp))é (1-— 628671,2(@))%
Adotando-se as seguintes simplificacdes utilizadas por Rapp (1974):

W2 = 1—e?sen?(p)

VZ = 14 ¢e?%cos?(yp) (2.43)
w? = 1-—e%cos?(B) '

v2 = 1+ %sen?(B)

11



Utilizando as simplificagdes da Eq. [2.43|dentro das Eq. 2.41]e[2.41] chega-se nas seguintes

relagdes:
_acos(p) ¢

T= = Vcos(go) (2.44)
2
L a(l— emzsen(w) _ %iei(jg) (2.45)

Onde c ¢ a diferenga entre os comprimentos dos semi-eixos. Analisando a Fig. obtém
a igualdade:
tan(P) = (2.46)

Substituindo as Eqgs. [2.35e [2.36/ na [2.46| e em seguida substituir as Eq. e |2.45]
chega-se nas igualdades:

SR

1) = “1g(B) = (1 )tan(y) (2.47)

Isolando z dentro das Eqgs. 2.33] [2.36] [2.44] e 2.43| e usando a relagdo encontram-se
as seguintes relacoes [RAPP, 1974]:

sen(B) = Se’z/(@ (2.48)
cos(B) = Coié@ (2.49)
Utilizando-se as Eq. 48] e 49 e as simplificacdes da
cos(p) = %@ = (1—¢?): ca;éﬁ ) (2.50)
sen(yp) = Segéﬁ) —(1+ 6’2)%‘96:‘/@ (2.51)

Agora, precisa-se definir uma relagdo entre o angulos {3, ¢ e as coordenadas do ponto P,
para isso, toma-se a Fig. 2.8 onde C' ¢ o centro de curvatura do elipsoide, M ¢ o raio de
curvatura do meridiano, P é o ponto a ser analisado e P” ¢ a projejec@o de P sobre o plano
meridiano.

Figura 2.8: Plano meridiano mostrando a relacao entre o centro de curvatura

z

Fonte: [BURTCH, 2006]] [Modificado].
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Analisando a figura anterior, percebe que as coordenadas do centro de curvatura podem
ser escritas como:
Xe = Xpr—Mcos(p) (2.52)

Zo = Zpr—Msin(y) (2.53)
Sendo M definido por [BURTCH, 2006]]:

a(l —e?)

M= ="

(2.54)

Percebe-se que os pontos X e Zp» da Fig. sdo os mesmos valores de z e y das Fig.

e Logo, substituindo as Egs. e junto com o valor de M nas Egs. e
2.53

_ae’cos®(p)
e

Zeo = (1 - —> (2.56)

Usando a relagdo na

(2.55)

X¢ = ae*cos®(3) (2.57)

Substituindo o valor de W2 na Eq. e fazendo algumas simplificagdes de forma a
aparecer o €/, chega-se na expressdao [BURTCH, 2006]):

Ze = —be*sen’(3) (2.58)

Para encontrar o valor de ¢, basta entdo tomar:

Zp — Zco

== 2.59
X, X (2.59)

tg(e)

Substituindo os valores de Z e X e lembrando que Xp e Zp sdo grandezas criadas no

plano meridiano, ou seja:

Xp =
po=0 (2.60)
Zp = Z
Tém-se o resultado descrito por Hofmann-Wellenhoff, Rapp e Burtch:
Z + besen®(B)
t = 2.61
9(¢) D — aceos? () (2.61)
Onde f pode ser calculado usando a seguinte relagao [BURTCH, 2000]|:
Z a
o) = (=) (%) 2.62
05 =(2) (5 262
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2.3.3 Método Iterativo Ligas-Banasik

Encontrar uma transformacao entre coordenadas cartesianas e elipsoidais € uma das
tarefas mais importantes na aera aeroespacial. Essa relagdo ¢ utilizada tanto para descrever
objetos tanto em terra quando obejtos viajando pelo espago [LIGAS, 2011]).

O método ¢ dividido em duas etapas principais, a primeira: cria¢do e resolu¢do do
sistema de equacdes para encontrar a projecao e a segunda: calculo da latitude e altura a
partir do ponto projetado. [LIGAS, 2011].

O primeiro baseia-se na criacao de dois vetores equipolentes € em encontrar um sis-
tema de equagdes envolvendo ambos. Resolvendo esse sistema de equagdes utilizando o
método de Newthon-Raphson, pode-se encontrar algumas relagdes que possibilitam cal-
cular o valor da altura e da latitude.

Figura 2.9: Solugdo baseadas nos vetores colineares 7i € h

Fonte: [LIGAS, 2011]].

Para encontrar os vetores 77 e h, é necessario calcular e definir o ponto Pg, a projecao

normal de P no elipsoide. Entdo, define-se os pontos como:

P = (2G,yG,z2G)

(2.63)
PE = (anyE7ZE)

Definido os pontos, ao analisar a Fig. tém-se que h, vetor normal ao elipsoide e de
comprimento igual a altura h, pode ser definido por:

h = [h1, h2, h3] = [tE—2G, yE—yG, zE—2G)] (2.64)

Para definir o 77, precisa-se encontrar um vetor normal ao elipsoide no ponto Pg, portanto

basta-se aplicar o operador gradiente sobre uma fungao F' cuja curva de nivel descreva a
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equacao do elippsoide em Pg. Sendo F' definido por [LIGAS, 2011; STEWART, 2006]:

Flz) = — + " + (2.65)

Tomando o gradiente de F' no ponto Pg, obtém-se o vetor 7n:

rFE ybE zE

Com os dois vetores definidos, utilizando conceitos de geometria analitica, como hei
sdo equipolentes, existe um k, constante real, tal que:

- hl  h2  h3

" nl n2 n3

Reescrevendo a Eq. utilizando as Eq. €[2.66| o valor de k pode ser descrito de
outra forma:

(2.67)

b -G yE-yG 2E-z2G
"ETE T Axk . Bik (2.68)

Onde A = a=2? e B = b~2. Para encontrar as coordenadas elipsoidais por esse método,

¢ essencial que seja feita uma simplificagdo do problema, fazendo a proje¢dao do ponto
analisado no plano em que [BURTCH, 2006; LIGAS, 2011]:

_ G

tg(N) =~ (2.69)

Figura 2.10: Simplificagdo do elipsoide no plano meridiano

Fonte: [LIGAS, 2011]] .
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E definindo os pontos projetados como sendo [LIGAS, 2011]):

P'g = (pg, z9)
P’e = (pe, ze)

Sendo pe = \/xE? + yE? e pg = /xG? 4+ yG?, as projecdes resultantes no plano sim-

plificado. Mas da defini¢do do elipsoide em coordenada esférica da Eq. tém-se que:

(2.70)

pe = Ncos(yp)

, (2.71)
ze = L Nsen(p)

Dessa forma, analisando a Fig. e utilizando as Eq. e[2.71] pode-se escrever os
vetores 7 e & nessa projecao por:

2
K
[pe — pg, ze — zg] (2.73)

Onde G = g, H = § e K = ab. Como os vetores no espago tridimensional sdo equipo-

St

[Gpe, Hze] (2.72)

h

lentes, a projecdo deles também €, tornando a seguinte relagdo verdadeira:

k_pe—pg_ze—zg
~ Gpe  Hze

(2.74)

Reescrevendo a Eq. [2.74
Hze(pe — pg) = Gpe(ze — zg) (2.75)

Da mesma forma que no caso tridimensional, o ponto P’e necessariamente precisa per-

tencer a elipse do plano meridiano, logo deve satisfazer a equagao da elipse:
pe?  ze?
b

Reescrevendo a Eq. utilizando as quantidades G, H e K:

=1 (2.76)

Gpe? + Hze? = K (2.77)

Utilizando as relagdes e[2.77) € possivel criar um sistema de equagdoes da seguinte
forma [LIGAS, 2011]]:

{ f1(pe, ze) = (pe — pg)Hze — (ze — zg)Gpe = 0 (2.78)

f2(pe, ze) = Gpe? + Hze?> — K =0

O resultado apresentado por Ligas-Banasik consiste em resolver esse sistema de equa-
coes utilizando o método de Newton-Raphson. Esse método, também conhecido
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como método de Newton, ¢ um método numérico para estimar raizes de fungdes que con-
siste em, partindo de um valor inicial, aproximar o valor das raizes por iteragdes sucessi-
vas [STEWART, 2006]]. A equagdo para aproximar z,, 1, segundo o Método de Newton-
Raphson, ¢ obtida por [STEWART, 2006]:

n

(2.79)

Esse sendo o método para uma dimensao. Para ele ser utilizado dentro de uma sistema
de equacdes com funcdes de 2 ou mais variaveis, € necessario utilizar a forma vetorial do
método, isto ¢ [LIGAS, 2011; STEWART, 2006]:

Xni1 = Xp — I (xq) f(xp) (2.80)

Onde x ¢ o vetor que representa a solugao do sistema, f é o vetor que agrupa as fungdes f1
e f2;eJ éo Jacobiano das fungdes f1 e f2. Para adaptar o método ao problema estudado,
€ necessario calcular o jacobiano de acordo com as varidveis a serem descobertas, no caso,

pe e ze. O Jacobiano no caso entdo ¢ dado por:

af1 9f1

yo | e | _ Hze — (ze — zg9)G  (pe — pg)H — Gpe (2.81)
% % 2Gpe 2H ze '
pe Oze

Além do Jacobiano, ¢ necessario ajustar o método ao problema toamando o vetor coluna

X — [pe] (2.82)

ze

X COmao:

E o vetor coluna f como:

f: [ f1 ] _ [ (pe — pg)Hze — (ze — 2g9)Gpe (2.83)
12 Gpe? + Hze* — K

Para realizar o método iterativo e encontrar os valores de pe ¢ ze, sera introduzido a sim-
plificagao:

po L (2.84)

VPPg+ 2%
Para obter uma solucdo proxima do valor real pelo método de Ligas (2011) deve-se seguir

o seguinte procedimento descrito no fluxograma:
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Figura 2.11: Fluxograma Método Iterativo Ligas-Banasik
[ Inicio }

Compute os valores iniciais:

pe’ = apgr
2" = bzgr

i

Crie a matriz:

. . _ | P
" zel

|

Compute o valor do Jacobiano:
y_ Hze — (ze — 2g9)G  (pe — pg)H — Gpe
- 2Gpe 2H ze

Monte a matriz:

‘— (pe — pg)Hze — (ze — zg)Gpe
B Gpe? + Hze? — K
Aplicar o Método de Newton::
Xnp1 = Xp — J71(xp) f(xy)
Tome . ) _
el Nao,~ Verique se:
260 = Xp+1 Xp+1 — Xp

)
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Ap6s o término do algoritmo, € obtido os valores de pe e ze do vetor x. Utilizando a
Eq. [2.71] é obtido a seguinte relagdo para a latitude ¢ [LIGAS, 2011]]:

tg(p) = sen(p) _ ppze (2.85)

cos(¢) pe

Ja a distancia h pode ser calculada facilmente pela distancia entre os pontos P'g e P'e da

Fig.

h=+/(pe — pg)* + (ze — zg)? (2.86)

No caso, a altura h ainda pode ser negativa entdo temos a seguinte condicioanl:
(pg + Iz91) < (pe + |ze]) (2.87)

Se a inequacao for verdadeira, entdo h é negativo.
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3 Materiais e Métodos Utilizados

Existem diversas formas para poder comparar a eficacia e o custo computacional entre
as transformagdes de coordenadas. O primeiro método de comparagdo utilizado nesse tra-
balho ¢ o mesmo apresentado por Ligas-Banasik que consiste em, criar pontos no primeiro
quadrante da esfera celeste em coordenadas elipsoidais (h,p, A) e em seguida calcular a
transformacdo direta. Apos esse calculo, realizar a transformagao inversa, esperando-se
que seja obtido o mesmo ponto inicial. A segunda andlise consiste em analisar os erros
das alturas obtidas pelos métodos e algoritmos estudados neste relatorio de IC. Tal analise
€ necessaria, para saber como varia o erro de cada algoritmo com relagdo a altura, variavel
que apresentou maior erro dentre os métodos analisados por Ligas (2011) e no presente
relatério.

Os algoritmos utilizados para efetuar as transformac¢des bem como a comparagao dos
métodos foram todos escritos em MATLAB 2017a e todos os calculos presentes neste
trabalho foram feitos utilizando um o sistema operacional Windows 10 Home, no HP
Pavilion x360 11-n025br notebook com processador Intel®Pentium®N3520 com 500 GB
RAM.

No caso dos resultados obtidos na literatura, todos os algoritmos foram feitos em Bor-
land Delphi 7, utilizando um sistema operacional Windows XP Professional em um HP
Pavilion AMD Athlon(tm) 64X2 Dual — Core Processor TK — 55, 1.80 GHz, 960 MB
RAM.

3.1 Primeira analise

Na primeira analise, sdo gerados pontos na esfera celeste em se¢des de acordo com
a altura a ser analisada, de forma que aplicando a transformac¢do direta e em seguida a
inversa, obtenha-se o mesmo resultado gerado anteriormente, quanto menor for a diferenca
entre o ponto incial e o final com relagao a altura / e ¢, melhor o método.
O processo de andlise descrito por Ligas (2011) e utilizado nesse relatorio consiste em
efetuar os célculos mantendo o A constante e igual ao utilizado na referéncia (45°). Com

relagdo a altura h, os pontos analisados sdo dividos em 3 intervalos, da seguinte forma:
(a) de -10km a 10km variando de 0,5km
(b) de 20km a 1000km variando de 10km
(¢) de 1000km a 36000km variando de 100km

Com relagdo a latitude ¢, avalia-se o intervalo de 0° a 90° com passo de 0, 05°. Isto
significa que para cada valor de altura h, existem 1801 coordenadas de latitude a serem

comparadas. Portante, mescla-se os intervalos entre si, isto €, criam-se ternas coordenadas
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do tipo (h,,\), com A constante. Fazendo a unido, sdo criados e analisados ao todo 73841
pontos no teste (a), 178299 pontos no teste (b) e 632151 pontos no teste (c).
O primeiro procedimento de analise entre os métodos de transformacao foi feito da

seguinte forma:
a) Criar os pontos em coordenadas elipsoidais (h, ¢, A), utilizando A = 45°%;

b) Fazer a transformacao direta dos pontos e encontrar os valores em coordenadas car-
tesianas (X,Y,7);

c) Realizar a transformacao inversa dos pontos cartesianos e encontrar os valores em

coordenadas elipsoidais;
d) Comparar o resultado final com os pontos criados no comeco;

e) Calcular o erro entre os pontos utilizando a seguinte formula:
erro = valor absoluto (zy — x;).;

f) Utilizar o maior erro encontrado como parametro para comparar a eficacia do mé-
todo

e) Calcular o tempo gasto desde a criag@o da primeira trinca de pontos até a conversao

final e utilizar o maior valor encontrado como o parametro de custo.

Nesta primeira analise, Ligas-Banasik (2011) também faz mencdo a outros métodos
de resolugdo do problema inverso. Os resultados obtidos por eles também serdo citados e
analisados, baseando-se no niimero de iteracaos utilizada em cada método no trabalho de-
les, enquanto a analise feita nesse relatorio parte de um niimero nao especifico de iteragdes
e sim de um condicional de igualdade, prezando pelo resultado mais preciso possivel den-
tro do método analisado. Para isso, € necessario fazer uma mengao aos métodos, equagoes
e seus palpites iniciais [LIGAS, 2011]):

a) Heiskanen and Moritz (1967):

h=-t-_N
A - cos(5)
Equacdes a serem resolvidas: tg(p) = (N+h)zg
N (ﬁNJrh)pg
a2
Palpite inicial: tg(¢o) = 37,2

Método de resolugdo: iteragdo com ponto fixo;

b) Lin and Wang (1995):

2 2
~ 5 . — Pg 29 —
Equagdo a ser resolvida: f(m) = (o 2m)? + oy 1=0
a b
3
FIETESCTe N _ ab(a’zg°+b%pg®) 2 —a®b*(a®zg”+b%pg?)
Palpite inicial: mg = 2750 pg?)
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d)

f)

Método de resolucao: Newton-Raphson
a2ze

Obtengdo de ¢: tg(p) = e

Obtengdo de h: h = \/(pe — pg)? + (ze — zg)?
pg

Pe€ = T om
Sendo que: 1J;a2
ze = 7 +§ﬂ
b2
Fukushima (1999):

Equacio a ser resolvida: pgt* +ut® +vt — pg =0
_ pg—ctz’
pg—c+2z'
Método de resolucao: Newton-Raphson
~ . _a(1-t?)
Obtencgdo de ¢: tg(p) = “55—

~ . 28pgtizg(1—2)—b(1+t%)
Obtengdo de h: h = V(DT

Palpite inicial: ¢

(t=tg(z - %)
u=2(z"—c¢)
Sendo que: ¢ v =2(z +¢)
c = ae?
| 2= bag
Borkowski (1989):

Equagdo a ser resolvida: 2sen(f3 —t) — g sen(2f3) =0

Palpite inicial: tan(Bq) = Z_;;J

Meétodo de resolug¢do: Newton-Raphson

Obtengdo de ¢: tg(p) = %tg(B)

) =
Obtengdo de h: h = (pg — acos(P))cos(p) + (zg — bsen(P))sen(p)

tg(t) = 224
Sendo que: { g(_) g .
9= arer+tmar
Fukushima (2006):
Equagao a ser resolvida: ¢(T") = PT—Z— \/%

Palpite inicial: Ty = % =%

Método de resolugdo: Halley iteracao

Obtengdo de h: h = ecpg+|2g|T—bV1+T2
(

Ve 2+T7?
T =tg(B)
p—ng
Sendo que: ¢ Z = éz'(fg‘
E=¢?
Y

Fukushima e Bowring (1999):
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N ) s
Equagdo a ser resolvida: 7' = = +es

pg—cC3
Palpite inicial: Ty = e,zzg
Método de resolugdo: Newton-Raphson
Obtengdo de ¢: tg(p) = 5
V(A-e2)+T2 a
e \PIT A ,8€ pg > zg

Obtencao de h: h =

=)+ T2 (%~ b)) o5e <0

( C =7
S=CT
Sendo que: { ¢ = /1 — €2
c = ae?
| Z'=¢€zg

3.2 Segunda analise

Para realizar a segunda analise, com respeito aos erros da altura h, sera utilizado os
mesmos intervalos discutidos na primeira analise. Para que seja feita uma analise mais
abrangente, sera feito os calculos utlizando o mesmo A anterior mas fixando cinco valores
de latitude ¢ e comparando como os erros se alteram para cada altua em cada método.
Para isso, utilizird os mesmos intervalos da comparagao anterior, porém serao utilizados
para efeito de calculo os seguintes angulos de ¢: 0°, 15°, 45°, 75° e 90°. Dessa forma,
pode-se fazer a andlise de erro de uma forma mais abrangente ao longo da latitude. Serao
entdo analisados 41 pontos no teste (a), 99 pontos no teste (b) e 351 pontos no teste(c). O
segundo procedimento de analise entre os métodos de transformacgao foi feito da seguinte
forma:

a) Criar os pontos em coordenadas elipsoidais (h, ¢, ), utilizando A = 45° e ficando
um ¢; = ¢; , sendo ¢; = 0°,15°,45°,75°,90° parat = 1,2, 3,4, 5;

b) Fazer a transformagao direta dos pontos e encontrar os valores em coordenadas car-
tesianas (X,Y,7);

c) Realizar a transformacao inversa dos pontos cartesianos e encontrar os valores em
coordenadas elipsoidais;

d) Comparar o resultado final com os pontos criados no comeco;

e) Calcular o erro entre os pontos utilizando a seguinte férmula:
erro = valor absoluto (hy — h;).;

f) Criar um grafico de Erro x h para cada valor de ¢ analisado.
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4 Analises e Resultados

Para analise de resultados, serdo utilizados tanto os valores obtidos na literatura por
Ligas-Banasik (2011) quanto os obtidos neste relatdrio, visando fazer uma andlise com-
parativa entre os métodos mencionados na literatura e os métodos estudados.

Na primeira parte, os dados sdao expressos Ligas-Banasik em escala logaritimica na
base 10. Tal método de demonstrar os resultados € utilizado pois visa mostrar a ordem do
erro, isto €, qual casa decimal aparece a variagdo do valor real para o valor encontrado.
Sendo assim, quanto menor forem os erros, menor serd o valor encontrado. Nos méto-
dos mencionados na literatura, serdo mostrados os resultados obtidos por Ligas-Banasik
(2011) e feito uma analise rapida sobre os resultados encontrados em cada iteragao. Ja nos
resultados dos métodos estudados neste relatorio, sera feita a analise e comparagao entre
os trés métodos e com os resultados obtidos na literatura.

Na segunda parte, os erros encontrados serao mostrados em graficos de forma a fa-
cilitar a andlise e compreensdo. Devido a ambrangéncia de pontos estudados pelos trés
grupos, essa segunda foi feita utilizando apensas cinco valores de latitude, buscando uma
abrangéncia de resultados que pudessem trazer conclusdes pertinentes ao projeto.

4.1 Resultados da primeira analise

Os erros expressos nessa parte da discussao de resultados ndo apresentam unidade pois
esta sendo avaliado somente a ordem de grandeza do erro. De acordo com Ligas-Banasik

(2011), os resultados do grupo (a) com relacdo aos métodos analisados por eles foram:
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Tabela 4.1: Comparagdo entre os métodos da literatura no grupo (a)

Ne de iteracoes

Método
| [ 2 | 3 I 4 [ 5
Ternpo de CPU (0.72) | (1.05) | (1.3%) | (1.73)
Heiskanen e Moritz (1967) Erra max. em ¢ -5.88 | -B.15|-10.39 | -12.61
Erro max. em h -1.17 | -3.34 | -5.51 -7.68
Tempao de CPU (1.91)
Borkowski (1989) Erro max. em ¢ -11.09
Erro max. em h -14.88
Tempo de CPU (1.13)
Liu e Wang (1995) Erro max. em ¢ -14.88
Erro max. em h -14.75
Tempao de CPU (0.85) | (1.06) | (1.28) | (1L.51) | (1.72)
Fukushima (1999) Erro max. em ¢ 1.20 | -0.02 -2.35 | 691 | -14.88
Erro max. em h 239 | -0.05 -4.70 | -13.79 | -14.72
Tempo de CRU (1.00)
Fukushima (2006) Erro max. em ¢ -14.88
Erromax. em h -14.70
Tempo de CPU (0.83)
Fukushima e Bowring (1999) Erro max. em ¢ -11.09
Erro max. em h -9.05
Tempo de CPU (1.04) | (1.43)
Ligas e Banasik (2011) Erro max. em ¢ -6.09 | -12.71
Erro max. em h 204 | -E.19

Fonte: [LIGAS, 2011]][Modificado].

Como mostra a Tab. os resultados apresentados na literatura apresentam grande
precisdao em sua maioria, sendo os métodos mais precisos o Borkowski (1989), Liu e Wang
(1995) e Fukushima (2006,1999). Sendo que alguns precisaram de mais de uma iteragdo
para atingir valores aceitaveis de erro. No caso de Liu e Wang, método mais preciso, fa-
zendo a conversao do erro para valores em metros e graus, os erros em latitude chegaram
a 1.318.107%° ¢ erro de altura de 1.778 .10 %m. Com relagdo ao custo computacional
de cada método em conjunto com a precisao, o melhor método seria o Fukushima (2006),
pois além de apresentar quase o mesmo resultado de precisdo, tem uma diferenca de 0.13 s
de tempo de execucao de cédigo em relagdo ao outro método quase tdo preciso quanto Liw
e Wang(1995). Em relagdo aos métodos analisados e algoritmo criado nesta IC , os resul-

tados sdos mostrados nas Tab. 4.2 € 4.3:
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Tabela 4.2: Comparacdo entre os métodos de transformagoes utilizando os pontos do
grupo ()

Método Erro logig ¢ | Erro logig h | Tempo CPU (s)
Ligas-Banasik Literatura —12.71 —-8.19 -
Hofmann-Wellenhof Iterativo —13.02 —8.18 0.161
Hofmann-Wellenhof Direto —11.09 —5.97 0.182
Ligas-Banasik Iterativo —13.55 —8.50 0.121

Tabela 4.3: Erros entre os métodos de transformagdes utilizando os pontos do grupo (a)

Método Erro ¢ (°) | Erro h (m)
Ligas-Banasik Literatura 1.94.10713 | 6.45.107°
Hofmann-Wellenhof Iterativo | 9.54.10~'* | 7.58 .10~
Hofmann-Wellenhof Direto | 8.13.107'2 | 1.07.1076
Ligas-Banasik Iterativo 2.81.107 | 3.16.107°

Analisando os resultados das Tab. 4.2 e 4.3, percebe-se 6timos resultados dos algo-
ritmos criados utilizando os métodos apresentados. Os erros apresentados nas Tab. 4.2
mostram que os resultados das transformacgdes neste caso sao boas, apresentando erros na
ordem de grandeza de 10~'2 graus para a latitude e 10~%m para a altura. Como percebe-
se, 0s maiores erros encontrados estdo no método direto, feito por aproximacdo. Ainda
asssim, mesmo com os maiores erros, o método Hofmann-Wellenhof Direto ainda é uma
boa opg¢do para se trabalhar dentro da regido (a). Como os custos computacionais estao
proximos, a definicdo do melhor método tem valor puramente de precisdao de resultado.
Analisando somente os algoritmos feitos nesta IC, define-se como o melhor método para
aregido (a) o método Ligas-Banasik Iterativo. Tanto pela precisdo quanto o custo compu-
tacional.

Comparando com a literatura percebe-se algumas variagdes. Além de terem sido ob-
tidos resultados diferentes da literatura para o mesmo método analisado (Ligas-Banasik
Iterativo), os custos computacionais apresentados na literatura sdo muito maiores dos que
os encontrados no algoritmo desenvolvido para esta IC. Tais dados diferentes sao resultado
da producao de algoritmos distintos, em maquinas diferentes e em softwares diferentes. Os
custos computacionais mais baixos sao fator direto da tecnologia e do softwares utlizado,
uma vez que os dados foram gerados em maquinas diferentes. Outro possivel motivo para

divergéncia de resultados com a literatura foi a utilizagdo de mais iteragdes, possibilitando
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uma precisao um pouco maior.

De acordo com Ligas-Banasik (2011), os resultados do grupo (b) com relagao aos

métodos analisados por eles foram:

Tabela 4.4: Comparagao entre os métodos da literatura no grupo (b)

a H A
Método Ne de iteracoes
1 | 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5
Tempo de CPU (0.72) | (1.03) | (1.36) | (1.68) | (2.01)
Heiskanen e Moritz (1967) Erro max. em ¢ -4.01 -6.34 | -8.64 | -1093 | -13.20
Erro max. emh 0.83 | -1.41 | -364 | -588| -8.11
Termnpo de CPU (1.85) | (2.33)
Borkowski (1989) Efro max. em ¢ -7.30 | -12.53
Erro max. em h -14.48 | -14.84
Tempo de CPU (L.11)
Liu e Wang (1995) Erro max. em ¢ -13.62
Erro max. em h -9.03
Tempo de CPU (0.85) | (1.05) | (1.25) | (1.47) | (1.66)
Fukushima (1999) Efro max. em ¢ 1.2 -0.01 | -234 | -6.89 | -14.88
Erro max. em h 2.45 002 | -463 | -13.73 | -14.70
Tempo de CPU (1.00)
Fukushima (2006) Erro max. em ¢ -10.51
Erro max. emh -14.69
Tempo de CPU (0.82) | (1.08)
Fukushima e Bowring (1999) Erro max. em ¢ -7.29 | -14.88
Erro max. emh =517 | -14.73
Tempo de CPU (1.02) | (1.39)
Ligas e Banasik (2011) Erro max. em ¢ -6.10 | -12.73
Erro max. emh -2.05 | -8.21

Fonte: [LIGAS, 2011]][Modificado].

Como mostra a Tab. os resultados apresentados na literatura ainda apresentam
grande precisao dentro da regido (b), sendo os métodos mais precisos o Borkowski (1989),
Liu e Wang (1995), Fukushima (2006,1999) e Fukushima e Bowring (1999). Sendo que
alguns métodos precisaram de mais interagdes para atingir valores aceitaveis de erro proxi-
mos da andlise anterior. Com isso, pode-se perceber que a medida que a regido analasiada
da altura A aumenta, isto €, analisa-se corpos mais distatnes do elipsoide, a precisao do
método tende a cair para o mesmo nimero de iteragdes. Com isso, pode-se concluir que
certos métodos que utilizam aproximagdes nao sao tao eficicazes quando o corpo celeste
esta muito distante da Terra. Com relagdo a Tab. [4.4] o método mais preciso ¢ o Fu-
kushima e Bowring (199) apresentando erros em latitude de 1.318 .10 1%° ¢ erro de altura
de 1.862 .10~ m. Com relagdo ao custo computacional de cada método em conjunto com
a precisdo, o melhor método continua sendo o Fukushima e Bowring (2011), pois além
de ser o mais preciso, tem uma diferenca pequena de tempo de execucdo de codigo em
relagdo aos outros métodos. Em relagcdo aos métodos analisados e algoritmo criado nesta

IC, os resultados sdos mostrados nas Tab. 4.5 ¢ 4.6:
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Tabela 4.5: Comparacdo entre os métodos de transformagdes utilizando os pontos do
grupo (b)

Método Erro logg ¢ | Erro logio h | Tempo CPU (s)
Ligas-Banasik Literatura —12.73 —8.21 -
Hoffman-Wellenhof Iterativo —13.01 —8.19 0.291
Hofman-Wellenhof Direto —7.29 —2.10 0.277
Ligas-Banasik Iterativo —13.55 —8.50 0.235

Tabela 4.6: Erros entre os métodos de transformacdes utilizando os pontos do grupo (b)

Método Erro ¢ (°) | Erro h (m)

Ligas-Banasik Literatura 1.86.10713 | 7.59.107°
Hofmann-Wellenhof Iterativo | 7.94 .10~ | 6.46.107°
Hofmann-Wellenhof Direto | 5.13.107% | 7.94.1073
Ligas-Banasik Iterativo 2.81.107 | 3.16.107°

Analisando os resultados da Tab. 4.5, percebe-se resultados parecido a aqueles mos-
trados na Tab. 4.2, havendo apenas um consideravel decréscimo da precisao do método
Hofmann-Wellenhof Direto. Como foi dito na andlise dos métodos mostrados por Ligas-
Banasik (2011), existe uma exigéncia maior de custo computacional para a medida que
aumenta-se o valor de h, por isso, alguns métodos aproximativos percam precisdo a me-
dida que o corpo esteja mais distante do observador. Nesta segunda andlise, os erros ma-
ximos de altura foram da ordem de 10~3m para os pontos dentro do intervalo de 20km
a 1000km. Erros com relagio a latitudena ordem dos 107 graus. Novamente, os piores
resultados foram os do método por aproximagdo, porém neste caso ele ja ndo seria tdo bem
aceito em diversas areas aeroespacial que precisariam de precisdes mais elevadas. Com
real¢cdo aos custos computacionais apresentados, os tempos gastos nos trés métodos sao
semelhantes, resultado também visto na Tab. 4.2, portanto o de melhor método e algo-

ritmo para o intervalo (b), dos métodos estudados, ¢ Ligas-Banasik Iterativo.

Comparando novamente os resultados com a literatura percebe-se os mesmos tipos de
variacoes apresentados no estudo do grupo (a). Resultados distintos obtidos por utilizagao
de equipamentos, algoritmos e softwares diferentes. Ja os resultados obtidos no grupo (¢)
por Ligas-Banasik sao:
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Tabela 4.7: Comparagdo entre os métodos da literatura no grupo (c)

Ne de iteracbes

Método
HERERERE
Tempo de CPU (0.73) | (1.05) | (L38) | (L.70) | (2.03)
Heiskanen e Moritz (1967) Erro max. em ¢ -3.68 | 618 | -B.5T | -10.90 | -13.19
Erro max. em h 238 | -0.61 | -3.31 -5.71 -8.03
Tempo de CPU (L87) | (2.34)
Borkowski (1989) Erro max. em ¢ -6.49 | -11.78
Erro max. em h -12.62 | -14.05
Tempo de CPU (1.12) | (1.43)
Liu e Wang (1995) Erro max. em ¢ -11.17 | -14.87
Erro max. em h -5.85 | -14.05
Tempo de CPU (0.86) | (1.06) | (1.27) | (1.49) | {1.68)
Fukushima (1999) Erro max. em ¢ 1.21 | -0.01 | -231 | -6.83 | -14.87
Erro max. em h 3.22 0.81 | -3.81 |-12.84 | -13.85
Tempao de CPU (1.00)
Fukushima (2006) Erro max. em ¢ -8.82
Erro max. em h -13.97
Tempo de CPU (0.83) | (1.09)
Fukushima e Bowring (1999) Erro max. em ¢ -6.32 | -14.87
Erro max. em h -3.58 | -13.97
Termpao de CPU (1.03) | (1.40)
Ligas e Banasik (2011) Erro max. em ¢ -6.43 | -12.75
Erro max. em h -2.32 -8.11

Fonte: [LIGAS, 2011]][Modificado].

Analisando a Tab. percebe-se que novamente houve uma queda na precisdo em
relagdo a iteragdo em alguns métodos, como foi visto comparando as Tab. [.1|e[d.4] Efeito
que sera estudado na proxima analise. No grupo (c), os métodos apresentaram resultados
ainda com grande precisdo dentro da regido, sendo os métodos mais precisos o Liu e Wang
(1995), Fukushima (1999) e Fukushima e Bowring (1999). Com relacdo a Tab. 0 mé-
todo mais preciso é o Liu e Wang (1995) apresentando erros em latitude de 1.349 .10 19°
e erro de altura de 8.912.107'®m. Com relagdo ao custo computacional de cada método
em conjunto com a precisdo, o melhor método ¢ o Fukushima e Bowring (2011), pois
apesar de ser um pouco menos preciso, tem uma ¢ mais rapido em relagdo ao Liu e Wang

(1995). Em relagao aos métodos analisados e algoritmo criado nesta IC para a regiao (c),

os resultados sdos:
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Tabela 4.8: Comparacdo entre os métodos de transformagoes utilizando os pontos do

grupo (¢)
Método Erro logig ¢ | Erro logio h | Tempo CPU (s)
Literatura —12.75 —8.11 -
Hoftman-Wellenhof Iterativo —13.55 —7.43 0.357
Hofman-Wellenhof Direto —6.32 —0.51 0.268
Ligas-Banasik Iterativo —13.55 —7.73 0.249

Tabela 4.9: Erros entre os métodos de transformagdes utilizando os pontos do grupo (c)

Método Erro ¢ (°) | Erro h (m)
Ligas-Banasik Literatura 1.78.10713 | 7.76.107°
Hofmann-Wellenhof Iterativo | 2.82.107'* | 3.72.1078
Hofmann-Wellenhof Direto | 4.79.10~7 | 3.09.107!
Ligas-Banasik Iterativo 2.82.107 | 1.86.1078

Analisando o ultimo grupo de pontos apresentados nas Tab. 4.8 e 4.9, percebe-se
um grande decréscimo com relagdo a precisdo da determinagdo da distancia h pelo mé-
todo Hofmann-Wellenhof Direto, comprovando e tornoando-o obsoleto para utilizacdo em
projetos onde o corpo celeste esta distante da Terra. Os outros dois métodos continuam
mantendo a precisdo elevada, havendo um pequeno aumento na precisdo do Hofmann-
Wellenhof Iterativo quase que igualando-se a precisdo do Ligas-Banasik Iterativo. Dos
métodos analisados, os maiores erros encontrados foram os resultados obtidos no método
Hofmann-Wellenhof Direto com erros de 10~7 graus para latitude ¢ 10~m para a altura.
Erros considerados grandes dentro da area aeroespacial. Ja os custos computacionais apre-
sentados, os tempos gastos nos métodos Hofmann-Wellenhof Iterativo e Ligas-Banasik
Iterativo sdo relativamente distintos. Logo, o melhor método para o intervalo (c) entre os
métodos estudados continua sendo o Ligas-Banasik Iterativo.

Esses resultados ao longo dos grupos, tanto os citados na literatura quanto os realizados
nesta IC, mostram que os métodos comegam a variar € gerar inconsisténcias a medida que
a altura h aumenta, principalmente o método por aproximacgdo. Com relagcdo aos métodos
estudados neste relatorio, os métodos Hofmann-Wellenhof Iterativo e Ligas-Banasik Ite-
rativo se mostraram precisos nas trés regides analisadas, fato que os tornam possiveis de
serem utilizados em projetos geoespaciais ou aeronauticos. Enquanto o método Hofmann-
Wellenhof Direto, apresentou 6timos resultados resultados dentro do grupo (a), tornando-
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se util para sistemas de monitoramento terreste proximas a Terra, umas vez que a altura
do corpo celeste ndo sera tdo grande. Ao analisar entdo os trés métodos, conclui-se que
o melhor, isto €, mais preciso, com custo menor computacional e maior abrangéncia de
aplicagdes é o Ligas-Banasik Iterativo com erros na latitude na ordem de 10~'* graus e na

altura na ordem de 1078,

4.2 Resultados da segunda analise

Como foi observado na primeira analise, a altura ¢ um fator crucial na precisdo do
método, seja ele iterativo ou direto. Por isso, serd feito uma analise da variagdo do erro
em relacdo a altura A com relagdo a valores especificos de ¢. Portanto, essa segunda
analise busca encontrar como cada método varia sua precisao para latitudes especificas
e ao passo que a distancia aumenta. Sendo o erro desta etapa calculado por: erro =

valor absoluto (hy — h;).

Analisando a Fig. oberva-se um erro muito pequeno, sendo zero no grupo (a) e
baixissima na ordem de 10~!%m nos grupos (b) € (c). Também observa-se nos grupos (a),
(b) e (c) que todos os métodos apresentaram praticamente os mesmos valores de erro, ex-
ceto alguns poucos pontos no grupo (b) e (c) divergiram. Tais valores mostram que os trés

métodos estudados na regido proxima ao equador (¢ = 0°) apresentam 6timos resultados.

Ja a Fig. mostra uma variacdo entre os erros encontrados nos trés métodos,os
dois iterativos na ordem de 10~%m ¢ o direto na ordem de 10~7m mas com valores di-
ferentes. Com esse erro ainda baixo, na regido (a) proxima ao elipsoide, pode-se afirmar
que dentro do regido entre 0° e 15°, os trés métodos apresentam resultados satisfatorios
e semelhantes. Porém, como € visto no grupo (b) e (c), os erros gerados pelo método de
Hofmann-Wellenhof aumentam a medida que /# aumenta, o que mostra mais uma vez que
esse método por aproximacao nao ¢ recomendado para regides distantes do elipsoide. Em
relagdo aos outros dois métodos nas mesmas regides analisadas, os erros permanecem pe-

quenos na ordem de 10~ %m.

Em relacao Fig. pode-se concluir que os métodos dentro do grupo (a) continuam
apresentando bons resultados na ordem de 10~"km para o direto e 10~ para os outros
dois. Ja nos grupos (b) e (c) para o algulo ¢ = 45°, 0 método de Hofmann-Wellenhof
Direto colapsa e tem um crescimento de erro enorme, fato ja verificado nas Tab. 4.2, 4.5
e 4.8. Como pode ser observado na Fig. na regido de 45° e no grupo (c) que esse
método tem o seu maior erro, logo ele ndo poderia ser utilizados em tais situagdes como

esta, devido ao alto erro nimerico que ele causaria. Os outros dois métodos mantiveram o
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mesmo resultado, mantendo o erro na mesma ordem de grandeza analisada anteriormente.

Ja a Fig. mostra um retorno do erro aos resultados observados na Fig. com
relacdo ao (a), o método Hofmann-Wellenhof Direto apresenta erro de 10~"m enquanto
os outros dois continuam na faixa de 10~°. Nas regides (b) e (c), ambos métodos itera-
tivos continuam com alta precisdo. Mas o método iterativo, teve uma pequena melhora
de resultados. Isso mostra que na regido proxima a 45° que a aproximacao aprsenta maio
falha, mas que proximos aos polos, a proximagao se torna mais precisa. Todavia, ainda
sendo mais precisa, o erro obtidos por esse método dentro da secdo (b) e (c) continuam
altos.

Na regido onde ¢ = 90°, conhecida como regido dos polos, a Fig. mostra que
todos os métodos apresentam resultados satisfatorios dentro dos trés grupos analisados,
Porém com respeito aos grupos (b) e (¢) o método Hofmann-Wellenhof Iterativo apresen-
tou os maiores erros em relacdo a outros valores de ¢, mostrando que esse método tem
um aumento dos erros proximos da regido dos polos da esfera celeste. Tais resultados ja
citados nas Tab. 4.6 e 4.9. Ja o Ligas-Banasik Iterativo, os erros tiveram um pequeno
aumento da regido (b) para (c) na faixa onde ¢ = 75°, na ordem de 10~'%n, sugerindo
que a regido proximas ao polo ndo ¢ a regido ideal a ser trabalhada com esses métodos,

mesmo que eles ainda assim apresentam erros baixissimos.

Esses resultados mostrados apresentados nos graficos a seguir e analisados anterior-
mente comprovam a observacao presente na literatura e vista na primeira analise. Trans-
formacgdes iterativas sao melhores para distancia mais longas, pois ela busca encontrar
um valor finito, gerando um resultado de alta precisdo. Transformagdes por aproximagao
como a feita em Hofmann-Wellenhof Direto, apresentam bons resultados proximos do
elipsoide, porém para corpos distantes ela ndo deve ser usada uma vez que apresenta erros
relativamente altos. O problema para analisar corpos mais distantes € que serdo utilizados
mais iteragdes do que o comum para corpos mais proximos da geodésia, por isso que o
custo computacional de cada método ¢ de extrema importancia, uma vez que quanto mais

rapido € o processo, mais rapido o dados recebidos pelo equipamento sdo analisados.
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Figura 4.2: Erros encontrados nos grupos quando ¢
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Figura 4.3: Erros encontrados nos grupos quando ¢ = 45°
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Figura 4.4: Erros encontrados nos grupos quando ¢ = 75°
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5 Conclusoes

A partir do estudo apresentado neste relatério de Iniciacdo Cientifica torna-se possivel
a analise da precisdo e do custo computacional entre métodos de transformagdes entre co-
ordenadas cartesianas e elipsoidais, bem como cada um dos trés métodos variam de acordo
com a altua h e latitude .

Percebeu-se que os métodos estudados apresentaram bons resultados parecidos nas re-
gides proximas ao elipsoide. Também notou-se que cada método tem regides de atuagao
mais importante, isto €, existem métodos iterativos ou naos, que cada método poderia ou
nao ser utilizado. Como exemplo, o método direto analisado neste trabalho pode ser uti-
lizado dentro dos parametros do grupo (a), mas ndo dentro das outras regides. Dentro do
método de comparacao estabelecido por Ligas-Banasik(2011), e analisando os algoritmos
e custo computacional, chegou-se na conclusdo de que o método Ligas-Banasik Iterativo
¢ o método mais completo dentre os estudados dentro deste relatorio. Apresentando bons
resultados de precisao e tempo de processamento. Mas se for analisar os outros métodos
mencionados na literatura, sem reparar nos algoritmos criados e considerando que o equi-
pamento utilizado para calculo pelo autor sdo menos tecnoldgicos do que utilizados para
esta IC, chega-se na conclusao que o melhor método seria Fukushima e Bowring (1999)
paras regides (b) e (c) analisadas; e o Liu e Wang (1995) para a regido (a) [LIGAS, 2011].

Em relagdo a segunda andlise e os dados citados na literatura, percebe-se que cada mé-
todo varia de forma diferente para cada regido de latitude diferente, apresentando maior
precisdo na regido do equador ou menor precisdo proximos aos polos como o caso od
métodos em [HOFMANN-WELLENHOF, 2008]]. Outro fator importante para analise se
trata do custo computacional gerado a medida que a altura h aumentava, isso se deve ao
fato de aumentar o numero de iteragdes necessarias para que fosse encontrado resultados

satisfatorios.

Com isso, planeja-se em um futuro préximo projeto de IC realizar um estudo mais
detalhado de outros métodos e promover uma melhoria do algoritmo criado visando dimi-
nuir ainda mais o custo computacional e corrigir possiveis falhas dos algoritmos ja criados.

Além da descricao da obtencao de outros métodos citados na literatura.
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