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RESUMO

O PROBLEMA DA IDENTIFICACAO NO CONTROLE DE
PROCESSOS

Na teoria de controle moderno frequentemente requer-se uma descricdo do sistema em
termos de equacgdes diferenciais ou de diferengas e uma descricdo das perturbacées como
processos estocasticos, caracterizados por equacOes diferenciais estocasticas ou de
diferencas ou por propriedades de segunda ordem, tais como func@es de covarianca e
densidades espectrais. Em muitos problemas préaticos simplesmente ndo se dispbe de
descricdes de sistemas e disturbios. Quando os modelos ndo podem ser obtidos a partir
de primeiros principios, usando leis basicas da fisica, podem-se obter os modelos a partir
de dados colhidos experimentalmente no processo num procedimento designado de
problema de identificacdo, o qual pode ser formulado como se segue: Dada uma classe
de modelos, um critério e medidas dos sinais de entrada e saida, encontrar um modelo em
particular que melhor se ajusta aos dados experimentais de acordo com o critério
fornecido. Algumas questbes surgem naturalmente ao se utilizar os resultados da
identificacdo para resolver um problema de controle: é possivel escolher racionalmente
estruturas de modelos e critérios? Importa o fato do resultado da identificagdo nédo ser
exato? O que € “precisdao” de um problema de identificagao? Qual € a precisdo necessaria
num caso particular? Nesse trabalho essas questfes sdo discutidas. Um caso simples é
analisado, a saber, o problema de controle 6timo de um sistema linear com parametros
constantes, mas desconhecidos, com uma entrada e uma saida e um critério quadratico.
Verificou-se, no entanto, que o arcabouco matematico desenvolvido permite lidar com o
caso em que 0s parametros sdo processos estocasticos. Enfim, obtém-se alguns resultados
sobre o problema adaptativo, isto €, uma situacdo em que a identificacéo e o controle séo

realizados simultaneamente.

Palavra Chave: Identificagdo de Pardmetros, Controle Adaptativo.



ABSTRACT
THE IDENTIFICATION PROBLEM IN CONTROL PROCESS

In modern control theory it is often required a description of the system in terms of
differential or differences equations and a description of perturbations as stochastic
processes characterized by differential or stochastic equations; or by second order
properties such as covariance functions and spectral densities. In many practical problems
simply there are not systems and disturbing descriptions. When the models cannot be
obtained from first principles using basic laws of physics, the models can be obtained
from data collected experimentally in the process in a procedure designated by
identification problem, which can be formulated as follows: Given a class of models, a
criterion and input and output measurements signals, find a particular model that best fits
the experimental data according to the provided criteria. Some questions arise naturally
when using the results of identification to solve a control problem: is it possible to
rationally choose model structures and criteria? Does it matter that the identification result
is not accurate? What is "accuracy" of an identification problem? What is the precision
needed in a particular case? In this work these issues are discussed. A simple case is
analyzed, namely, the optimal control problem of a linear system with constant but
unknown parameters, with an input and an output and a quadratic criterion. It was
verified, however, that the mathematical framework developed allows dealing with the
case in which the parameters are stochastic processes. Finally, some results are obtained
on the adaptive problem, that is, a situation in which identification and control are

performed simultaneously.

Key-words: Identification of Parameters, Adaptive Control
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1 INTRODUCAO

Este trabalho baseia-se nos estudos sobre problemas de identificacdo no controle de

processos realizados por Astrém e Wittenmark (1971).

A Teoria de Controle tem avancado a medida que cresce o desejo de aplica-la a
problemas praticos na industria e biociéncias. Tal teoria requer uma descricdo do sistema
em termos de equacdes diferenciais ou de diferencas e uma descricdo das perturbacdes
enguanto processos estocasticos, caracterizadas por equacdes diferenciais estocasticas ou

de diferencas ou por propriedades de segunda ordem.

Usando leis fisicas bésicas, a principio é possivel obter as informacdes necessarias,
mas em muitas aplicacbes e em problemas praticos na industria e nas biociéncias tais
descricdes de sistemas e distdrbios simplesmente nédo estdo disponiveis, a identificacdo
se enquadra para obter as descri¢es requeridas, podendo obter os modelos a partir de
experiéncias feitas no processo. Como por exemplo, coeficientes de velocidade na

farmacocinética e coeficientes de transferéncia de calor em processos industriais.

O problema de identificacdo muitas vezes é formulado da seguinte forma: Definem-
se uma classe de modelos, as medidas dos sinais de entrada e saida e um critério. H4 uma
grande variedade de métodos para resolver o problema de identificacdo. Os métodos
diferem na escolha de modelos e critérios, bem como nas técnicas matematicas. Algumas
questdes surgem naturalmente ao se utilizar os resultados da identificacdo para resolver
um problema de controle: E possivel escolher racionalmente estruturas de modelos e
critérios? Importa o fato do resultado da identificagdo ndo ser exato? O que € “precisdo”
de um problema de identificacdo? Qual é a precisdo necessaria num caso particular?

Nesse trabalho essas questdes sdo discutidas.

1.1. Objetivo

Pretende-se discutir as questdes levantadas acima ao analisar um caso simples, a
saber, um sistema linear com uma entrada e uma saida com a ado¢do de um critério
quadratico. O principal objetivo € o de resolver um problema de controle 6timo em que o
sistema possui parametros constantes, mas incégnitos. Verificou-se, no entanto, que o

mecanismo matematico permite lidar com o caso em que 0s parametros Sao processos
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estocéasticos. Enfim, discute-se o0 problema adaptativo, isto €, uma situacdo em que a

identificacdo e o controle sdo realizados simultaneamente, e responder as questfes

levantas acima.

1.2. Conteudo do trabalho

Segue a descricdo de cada um dos capitulos:

a)

b)

d)

Capitulo 2 — Apresentacdo do modelo matematico do sistema, sendo um sistema

linear simples.

Capitulo 3 — Apresentacdo da solucdo para o problema de controle no caso de

parametros conhecidos.

Capitulo 4 — Demonstracdo da identificagdo dos parametros, onde é mostrado
como é feita a identificagdo para o controle de um sistema com parametros

constantes, porém incognitos. Verificando que a estratégia que minimiza Ey?(t)

em regime é muito diferente da estratégia que minimiza E %zyﬂ y2(t).

Capitulo 5 — Relacdo entre controle e identificacdo, onde séo discutidas
separadamente. ApoOs a identificacdo dos parametros, os resultados séo

utilizados para resolver o problema de controle.

Capitulo 6 — Concluséo: os resultados obtidos serdo analisados e, por fim, sera
dada uma conclusdo satisfatéria do que foi feito no projeto. Desta forma,
verifica-se 0 contetdo inicial do projeto, equiparando-o aos resultados

encontrados.



2. UM PROBLEMA DE CONTROLE

Nesta secdo formula-se um problema de controle simples para um sistema linear. O
problema é escolhido, de tal modo que a solucdo do problema de controle é quase trivial
se 0s parametros sdo conhecidos.

2.1. Um Modelo Matematico do Sistema

Considere um sistema dindmico linear, discreto no tempo, com uma entrada e uma

saida, caracterizado pela relacdo entrada-saida dada por:

y(@) +a;(O)y(t—1) + -+ a,(Oy(t —n)
=b,(Hu(t —1) + -+ b,()u(t — n). (2.1)
A Equacdo (2.1) representa a dinamica de um sistema linear de n-ésima ordem.

Uma vez que o objetivo é formular um problema de controle, € necessario introduzir

alguns distarbios. Uma forma simples de o fazer é:

y(®) +a; Oyt —1) + -+ a,(Oy(t —n)
=b,(Hu(t —1) + -+ b,()u(t —n) + e(t), (2.2)

em que {e(t), t =..-1, 0, 1,...} é uma sequéncia de variadveis aleatérias independentes,
normalmente distribuidas, com média nula e desvio padrdo o. Também considera-se que

e(t) é independente de y(t — 1), y(t — 2), ..., ut = 1), u(t — 2), ...

Em tal caso, 0 modelo (2.2) representa um processo auto-regressivo se u(t) =0 e
uma dindmica linear geral se e = 0. Desta forma, qualquer sistema linear com uma
perturbacao — que € um processo estocastico estacionario — pode ser aproximado por um
modelo do tipo (2.2) se a ordem n é suficientemente grande. Assim, mesmo que 0 modelo
(2.2) seja simples, pode frequentemente ser usado como uma aproximagdo para uma

grande classe de problemas reais.

2.2. O Critério

Considera-se que o proposito do controle é manter a saida do sistema tdo proxima

guanto possivel de 1. O desvio € especificado pelos critérios:



El, = E[y(®) — 1]? (2.3)

ou
El, = E~ 24 [y(0) — 112 (2.4)
em que E denota o valor esperado.

Refere-se ao critério (2.3) como controle em 1 estégio e (2.4) como controle em
N estagios. Se o processo {y(t)} é ergddigo, os critérios (2.3) e (2.4) aparentam ser

idénticos quando N — oo,

2.3. Estratégias de Controle Admissiveis

Para especificar o problema de controle completamente € necessessario definir
estratégias de controle admissiveis. Uma estratégia de controle é admissivel se o valor do
sinal de controle, no instante de tempo t, u(t), é funcéo de todas as saidas observadas até
o instante t: y(t), y(t— 1), y(t— 2), ..., de todos os sinais de controle previamente aplicados:
u(t—1), u(t—2),... e dos dados obtidos posteriormente, ou seja, os valores dos coeficientes

ou as estimativas dos coeficientes e as precisfes das estimativas.



3. SOLUCAO NO CASO DE PARAMETROS COMO CONSTANTES
CONHECIDAS

Supde-se agora que os parametros do modelo (2.2) sdo constantes conhecidas. Os
dados sdo os parametros n, a, ..., an, b, ..., bn € o. Para resolver o problema de controle
determina-se primeiro a estratégia de controle de tal forma que o critério (2.3) seja
minimo e, entdo, mostra-se que esta estratégia minimiza também o critério (2.4).
Substituindo (2.2) em (2.3), tem-se:

E[y(t) = 1]* = E[-a;y(t = 1) — -+ — apy(t = n) + byu(t — 1) + -
+b,u(t —n) — 12 + 2E{e(t)[—a,y(t — 1) — - (3.1)
—a,y(t —n) + byju(t — 1) + - + byu(t — n) — 1]} + Ee?(t).

Uma vez que e(t) tem média zero e é independente de y(t — 1), y(t — 2), ..., u(t —
), u(t —2), ... o segundo termo do lado direito de (3.1) desaparece e, tem-se:
Ely(t)—1]? =E[-ay(t—1) — - —a,y(t —n) + byu(t — 1) + -« +bu(t — n) —
112 + &* = &2, (3.2)

em que a igualdade € obtida para a seguinte estratégia de controle:

u(t) = bil[l +a,y(t) +a,y(t—1)+-+a,y(t—n+1)

—bu(t —1) — - — byu(t —n+ 1)]. (3.3)
Esta estratégia é admissivel quando u(t) é funcdo de y(t), y(t—1), ..., u(t=1), ... e
dos dados poteriores.

O problema é resolvido para o critério (2.3) e serd considerado agora o critério

(2.4). A questdo € encontrar uma estratégia de controle que minimiza.
Laly(@® - 117 (3.4)

Considerando a situagéo no instante de tempo N — 1. As saidas y(N — 1), y(N — 2),
... foram observadas e o problema e determinar o sinal de controle u(N — 1). Uma vez que

u(N — 1) s6 influencia o ultimo termo da funcéo de perda, isto &,

[y(N) —1]?
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onde é evidente que a estratégia (3.3) € 6tima parat=N — 1.
min[y(N) — 1]? = &. (3.5)
Agora, considerando a situacao no instante de tempo N — 2. Os sinais de saida y(N
—2), y(N - 3), ... foram observadas e o problema é determinar u(N — 2). Uma vez que u(N

— 2) influencia apenas os dois ultimos termos da funcéo de perda, esta deve ser escolhida

de modo a minimizar.
E{ly(N) — 11>+ [y(N - 1) —1]*}.
Se usada uma estratégia 6tima no ultimo estagio, tem-se:
E{ly() — 1P+ [y(N -1 -1} = & + E[y(N — 1) — 1], (3.6)

Uma vez que o € uma constante, a estratégia (3.3) é 6tima para todo t. Também

sabe-se que:
min XL, [y(t) — 1]> =N (3.7)

TEOREMA 1. Considerando que os parametros do modelo (2.2) sdo constantes
conhecidas, entdo a estratégia de controle admissivel (3.3) é 6tima em relacéo tanto ao
critério (2.3) quanto o critério (2.4). O valor minimo da perda esperada é o> em ambos

0S Casos.

Observacdo 1. Observa-se que o0 Teorema 1 ainda é valido se os parametros do sistema

sdo variaveis no tempo, mas conhecidos.

Observacéo 2. Sabe-se que estratégias 6timas podem ser muito sensiveis as variacdes de

parametros.



4. IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS DO MODELO

Se os parametros do modelo (2.2) ndo sdo conhecidos, 0 método dos minimos
quadrados é uma das técnicas mais simples disponiveis para determina-los. No método
dos minimos quadrados os parametros a; e bi do modelo (2.2) sdo determinados de tal

maneira que o critério

V(ay, )y by, oy by) = Z [y(0) + ayy(t — 1) + -
+a,y(t —n) —bju(t — 1) — -« — byu(t — n)]? 4.1)

tenha um valor minimo. Em (4.1) u denota os valores reais do sinal de controle usados na

experiéncia e y denota as saidas observadas. Portanto, u e y sdo conhecidos.

Uma vez que o critério (4.1) é quadratico em a; e b; é possivel minimizar V
analiticamente. Sejam a e b vetores cujos componentes sdo a; e bi. Introduz-se o vetor

coluna x de 2n componentes, definido por
x2[a; a; = ag by by - by|T 4.2)
e o vetor linha 6(t) de 2n componentes, definido por:

H(t)é[—y(t—l) —y(t-2) - —y(t-n) u(t-1) ult-2) - u(t—n)].

4.3)
A funcdo de perda V pode ser escrita por:
Ve = ) (O - 0O = Y y3(6) -2 [Z y(t)ea)] x
+xT [N 9T (1) (t)]x. (4.4)

O valor de x, %, que fornece o valor minimo de V é obtido derivando (4.4) em

relacdo a x e igualando a zero, as 2n expressdes obtidas, resultando:

g2 [EET 0T ZE 0Ty @), (4.5)

Substituindo (4.5) em (4.4), obtém-se o valor minimo valor de V, que é dado por:



minV = ¥V y?(6) — XN y@OOO[ZIEN 07 () (0] 7 TV 67 (1) y(1) =
R MORRIONE (40)

Varias questGes surgem naturalmente. A estimativa é tendenciosa? Qual é a
variancia da estimativa? Que condigdes sdo requeridas para que a matriz Y. 87(t) (t) néo

seja singular. As respostas dessas perguntas sao dadas por:
TEOREMA 2. Se todas as raizes da equacao
"+ai"t+.. +a,=0 (4.7)

tém mddulos inferiores a 1 e considerando que os limites
llm Z _ou(t) e hm Z _u@®u(t+1) =Ry (1)
existem e que a matriz A, cujos elementos séo definidos por
aij = Ru(i — j), i,j=1,2,..,n, (4.8)

é definida positiva; entdo, as estimativas dos minimos quadrados X convergem para o
valor verdadeiro dos parédmetros x quando o nimero de observacfes N — co. Para N
grande a estimativa X tende assintoticamente para a distribuicdo normal com valor
médio x e matriz de covariancia P = RY/N em que R é uma matriz definida positiva

definida por:
R = hm Z”*" 0T (t)6(t). 4.9

Este teorema é uma extensdo do teorema de Mann e Wald sobre a consisténcia da

estimativa dos minimos quadrados para um processo auto-regressivo.

TEOREMA 3. Seja a matriz

N+n
PRUGLG
t=n
definida. Entdo, a distribui¢cdo condicional dos parametros a; e bi de (2.2) dado
U =[y(N+n),y(N+n-1),..,y(0),uN+n-1), Xu(N+n-2),..,u(0)]

€ normal com o valor médio



X = [XSr 0"(0 ] XiET 0Ty (©). (4.5)

e a matriz covariancia P definida por

P2 st o) o (4.10)



5. IDENTIFICACAO E CONTROLE SEPARADOS

Na secdo 3 resolveu-se o problema de controle no caso de parametros conhecidos e
na secao 4 mostrou-se como os parametros do modelo podem ser identificados usando o
método dos minimos quadrados. Discute-se agora a interacdo entre identificacdo e
controle em conexdo com o problema de controle de um sistema com coeficientes
constantes, mas incognitos. Assim, considera-se um sistema governado por (2.2) em que
0s parametros a; e bi sdo constantes, mas cujos valores numéricos ndo sdo conhecidos.

Supde-se também que o objetivo do controle € minimizar o critério (2.3) ou (2.4).

Ao longo da secdo supde-se que primeiramente é realizado um experimento sobre o
sistema e que o resultado é usado para identificar os parametros e, para projetar uma lei
de controle. Esta lei de controle é, entdo, usada para controlar o sistema durante o periodo
de operacdo. Os dados obtidos durante a fase em que o sistema é controlado ndo sdo
usados para melhorar as estimativas dos parametros. Neste contexto muitas questoes

surgem, por exemplo:

- Existe um teorema de separacdo no sentido em que a lei de controle étimo pode
ser obtida utilizando a estratégia usada no caso de parametros conhecidos e substituindo
os verdadeiros parametros por suas estimativas? (Esta suposicao € frequentemente usada

em aplicacdes préaticas).
- Se existe um teorema de separacdo, quais estimativas devem ser usadas?

- Qual serd o aumento da perda esperada devido ao fato de que o parametros ndo sdo

conhecidos com preciséo?

- Seré que os critérios (2.3) e (2.4) levam ao mesmo resultado, como foi o caso quando

os coeficientes sdo conhecidos?

Aborda-se o problema obtendo a estratégia de controle 6timo e, em seguida,
analisando as propriedades. Considerando primeiramente o critério (2.3), determina-se
uma estratégia de controle que minimiza E[y(t) — 1]°. Para obter tal estratégia considera-
se a situacdo no instante de tempo t — 1. As saidas y(t — 1), y(t — 2), ... s@o observadas e 0s
sinais de entrada anteriores u(t — 2), u(t — 3), ... sdo conhecidos. SejaZ4-1 um vetor que
contém os dados conhecidos, isto é,

10



Yr=[yt-1),yt-2),..,ut-2),ut-3),..].

O problema é determinar u(t — 1) em funcéo de 241, de tal forma que E[y(t) — 1]?

é minimo. Usando o lema fundamental da teoria do controle estocéstico, tem-se que:
min E[y(t) - 1]* = E min, E{[y(t) — 12| #4}.
wlt—
Tem-se:

y(t) = 6(t)x +e(t) = 2"4(t)xi + bu(t — 1) + e(t), (5.1)
em que 2" denota o somatorio dos termos para i variando de 1 até 2n, com o termo de
indice i =n + 1 excluido. Em (5.1) os elementos 6i(t), ..., éh(t), Gh+2(t), ..., n(t) S&0 iguais
a-yt-1),-yt-2),.., =ylt-n),ult-2), .. ult—n), respectivamente, 0s quais séo
todos conhecidos; u(t — 1) esta a disposicdo. Os componentes X; do vetor X sdo 0s
parametros do sistema, os quais ndo sdo conhecidos. Comparando com (4.2), o
experimento de identificacdo e o calculo da estimativa dos minimos quadrados fornecem,

no entanto, a distribuicdo condicional de x dado os resultados da experimento de

identificacéo.

Resulta do Teorema 3 que a distribui¢do condicional dada 4-1 é normal com o
valor médio X dado por (4.5) e a matriz de covariancia P dado por (4.10). Assim,
E{ly(®) = 11> %} = [X'6;(®)%i + byu(t-1) —1]% + X' pi;0:(£)6; () + u?(t —
Dt ner +2u(t — 1) X ppyq i0:(t) + 02
em que 0, (1), p;;(t)e X; ndo depende u(t — 1). Encontramos que a estratégia:

by — X[ l’)\l')?l + Dnr1.i10: ()]

u(t—1) = =
bl2 + pn+1,n+1

minimizara (5.2). O valor minimo da funcéo de perda é dada pela:

min E[y(0) = 117 =0? + Y ', py0i(00;(6) + (1 = 1 0,(0)x)?

by — %' [B\L")/C\l + Pnt1.410; (0]

2
b + Pn+1 n+1

11



6. CONCLUSAO

A pesquisa esta em fase incial, foi divida supondo parametros conhecidos, como é
feita a identificacdo dos parametros e e controle usando os parametros idetificados, mas
de forma separada. Para pardmetros do modelo constantes conhecidas, a estratégia de
controle é 6tima em relacdo aos critérios determinados — sendo o critério (2.3) como
controle em 1 estagio e (2.4) como controle em N estagios. Verificado que o valor minimo

da perda esperada é o* em ambos 0s casos.

A identificacdo dos pardmetros mostra que a matriz € definida positiva, por esse
motivo as estimativas dos minimos quadrados X convergem para o valor verdadeiro dos
parametros X quando o numero de observacBes N — oo, a estimativa X tende
assintoticamente para a distribuicdo normal com valor médio x e matriz de covariancia P.
Usando o método dos minimos quadrados e a estimativa dos minimos quadrados
identificamos diversas propriedades desejaveis, como ndo tendenciosidade assintotica e
assintotica eficiéncia

Considerando a identificacdo dos pardmetros e o controle realizado posteriorimente,
descobrimos que néo é suficiente apenas calcular o minimo mdaltiplo quadrado para obter
o controle 6timo, sendo necessarios conhecimentos da distribuicdo de probabilidade
condicional dos parametros, para chegar ao resultado final. Com os valores de parametros

identificamos, o funcdo de perda teve um aumento consideravel,

Comparando os resultados obtidos que simulam o controle, verificamos que a
estratégia 6tima para o problema combinado é diferente para os parametros verdadeiros
e valores estimados pelo metédo dos minimos quadrados. Para proximo momento serao
realizadas as verificagdes com sentido de um controle adaptativo, com a identificacdo e

controle combinados.
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