
sid.inpe.br/mtc-m21c/2020/06.30.23.17-TDI

TRANSFORMADAS WAVELET NA ANÁLISE DE
SINAIS COM FALHAS E NA DETECÇÃO DA

SINCRONIZAÇÃO DAS DINÂMICAS LENTA E
RÁPIDA EM SISTEMAS DINÂMICOS CAÓTICOS COM

MÚLTIPLAS ESCALAS DE TEMPO

Luciano Aparecido Magrini

Tese de Doutorado do Curso de
Pós-Graduação em Computação
Aplicada, orientada pelos Drs.
Margarete Oliveira Domingues e
Elbert Einstein Nehrer Macau,
aprovada em 24 de junho de 2020.

URL do documento original:
<http://urlib.net/8JMKD3MGP3W34R/42PJCFE>

INPE
São José dos Campos

2020

http://urlib.net/xx/yy


PUBLICADO POR:

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE
Gabinete do Diretor (GBDIR)
Serviço de Informação e Documentação (SESID)
CEP 12.227-010
São José dos Campos - SP - Brasil
Tel.:(012) 3208-6923/7348
E-mail: pubtc@inpe.br

CONSELHO DE EDITORAÇÃO E PRESERVAÇÃO DA PRODUÇÃO
INTELECTUAL DO INPE - CEPPII (PORTARIA No 176/2018/SEI-
INPE):
Presidente:
Dra. Marley Cavalcante de Lima Moscati - Centro de Previsão de Tempo e Estudos
Climáticos (CGCPT)
Membros:
Dra. Carina Barros Mello - Coordenação de Laboratórios Associados (COCTE)
Dr. Alisson Dal Lago - Coordenação-Geral de Ciências Espaciais e Atmosféricas
(CGCEA)
Dr. Evandro Albiach Branco - Centro de Ciência do Sistema Terrestre (COCST)
Dr. Evandro Marconi Rocco - Coordenação-Geral de Engenharia e Tecnologia
Espacial (CGETE)
Dr. Hermann Johann Heinrich Kux - Coordenação-Geral de Observação da Terra
(CGOBT)
Dra. Ieda Del Arco Sanches - Conselho de Pós-Graduação - (CPG)
Silvia Castro Marcelino - Serviço de Informação e Documentação (SESID)
BIBLIOTECA DIGITAL:
Dr. Gerald Jean Francis Banon
Clayton Martins Pereira - Serviço de Informação e Documentação (SESID)
REVISÃO E NORMALIZAÇÃO DOCUMENTÁRIA:
Simone Angélica Del Ducca Barbedo - Serviço de Informação e Documentação
(SESID)
André Luis Dias Fernandes - Serviço de Informação e Documentação (SESID)
EDITORAÇÃO ELETRÔNICA:
Ivone Martins - Serviço de Informação e Documentação (SESID)
Cauê Silva Fróes - Serviço de Informação e Documentação (SESID)

pubtc@sid.inpe.br


sid.inpe.br/mtc-m21c/2020/06.30.23.17-TDI

TRANSFORMADAS WAVELET NA ANÁLISE DE
SINAIS COM FALHAS E NA DETECÇÃO DA

SINCRONIZAÇÃO DAS DINÂMICAS LENTA E
RÁPIDA EM SISTEMAS DINÂMICOS CAÓTICOS COM

MÚLTIPLAS ESCALAS DE TEMPO

Luciano Aparecido Magrini

Tese de Doutorado do Curso de
Pós-Graduação em Computação
Aplicada, orientada pelos Drs.
Margarete Oliveira Domingues e
Elbert Einstein Nehrer Macau,
aprovada em 24 de junho de 2020.

URL do documento original:
<http://urlib.net/8JMKD3MGP3W34R/42PJCFE>

INPE
São José dos Campos

2020

http://urlib.net/xx/yy


Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP)

Magrini, Luciano Aparecido.
M276t Transformadas wavelet na análise de sinais com falhas e

na detecção da sincronização das dinâmicas lenta e rápida
em sistemas dinâmicos caóticos com múltiplas escalas de
tempo / Luciano Aparecido Magrini. – São José dos Campos :
INPE, 2020.

xxviii + 240 p. ; (sid.inpe.br/mtc-m21c/2020/06.30.23.17-TDI)

Tese (Doutorado em Computação Aplicada) – Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais, São José dos Campos, 2020.

Orientadores : Drs. Margarete Oliveira Domingues e Elbert
Einstein Nehrer Macau.

1. Dados com falha. 2. Transformadas wavelet. 3. Wavelet
adaptativa. 4. Dinâmicas lenta e rápida. 5. Sincronização total
e parcial. I.Título.

CDU 517.44

Esta obra foi licenciada sob uma Licença Creative Commons Atribuição-NãoComercial 3.0 Não
Adaptada.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported
License.

ii

http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/






“Não sou esperançoso por pura teimosia, mas por imperativo existencial e
histórico. [...] Minha esperança é necessária mas não é suficiente. Ela, só, não
ganha a luta, mas sem ela a luta fraqueja e titubeia. Precisamos da esperança

crítica, como o peixe necessita da água despoluída.”

Paulo Freire
em “Pedagogia da Esperança”, 1992

v





AGRADECIMENTOS

Agradeço...

... ao INPE pela infraestrutura oferecida e apoio para a realização deste trabalho de
pesquisa.

... ao IFSP pelo processo de afastamento remunerado para qualificação que
beneficiou-me.

... à CAPES pelo suporte financeiro no Brasil (processos 1474680 e 1756262) e pelo
apoio ao período de estágio sanduíche nos Estados Unidos via concessão de bolsa
específica durante o segundo semestre de 2017 (processo 88881.134020/2016-01).

... aos meus orientadores, Dra. Margarete Oliveira Domingues e Dr. Elbert E. E. Ma-
cau, pelos conhecimentos e experiências partilhados, pela paciência diante de cada
tropeço cometido, pelas conversas informais, pelos conselhos, pela disponibilidade e
orientação.

... ao Dr. István Z. Kiss pela orientação recebida durante o período em que estive
em seu laboratório e sob sua supervisão na St. Louis University.

... ao Dr. Odim Mendes com quem pude trabalhar e aprender sobre a Física Solar
e a quem sou grato também pelo auxílio na obtenção de parte dos resultados deste
trabalho.

... ao corpo docente da CAP com quem pude aprender e conviver durante estes anos.
Particularmente sou grato aos Profs. Drs. Haroldo Campos Velho e Solon Venâncio
de Carvalho com quem pude aprender muito durante os cafés em que falamos sobre
ciência e aos quais, inúmeras vezes consultei, sendo prontamente atendido e ao Prof.
Dr. Rafael Santos, coordenador do programa, pela constante disponibilidade.

... à Dra. Marta Cilene Gadotti com quem tive o prazer de aprender durante o mes-
trado e que prontamente aceitou participar da banca de avaliação do meu trabalho
de doutorado. Se é verdade que nos tornamos bons professores com os bons exemplos
contigo eu tive um dos melhores possíveis.

... a todos os membros da banca de avaliação que dedicaram tempo à leitura do meu
trabalho e contribuíram para sua melhoria. Gratidão pela disponibilidade e presença
nesta etapa tão importante de minha trajetória pessoal e profissional.

vii



... aos funcionários da Biblioteca e Setor de Documentação do INPE e, em particular,
à Simone A. Del-Ducca Barbedo pela pronta ajuda com suas respostas rápidas e
precisas em todos os momentos de necessidade.

... a todos os funcionários da Seção de Pós Graduação, em especial à Jéssica Cris-
tina Barbosa, secretária da CAP, que com sua organização ímpar e conhecimento
regimental prontamente ajudou em cada dúvida, procedimento, prazo ou questão
burocrática.

... às minhas queridas amigas Ivana Yoshie, Sabrina Sambatti, Érica Gouvêa, Juli-
ana Lacerda, Juliana Marino e Jéssica Cristina pelos almoços, risadas, conselhos e
experiências acadêmicas e de vida partilhadas.

... à minha amiga Mariana Baroni pela amizade e conselhos durante estes anos.
Obrigado por ouvir-me nos momentos de desespero, por auxiliar-me sempre que
possível e pelas sugestões e leituras realizadas em conjunto comigo.

... aos meus alunos, em especial ao Augusto Almeida, Pedro Marcos, Victor Seibel,
Hillary Oliveira, Douglas Augusto, Lucas Façanha, Luiz Fernando Sena, João Paulo e
Danielle Moreira por entenderem minhas ausências quando necessárias mesmo que
estivessem precisando de mim. Perdoem-me os não citados, mas seria impossível
nominar aqui um a um de vocês.

viii



RESUMO

Esta tese apresenta aplicações das Transformadas Wavelet Contínua e Discreta na
análise de dados típicos de Geofísica Espacial com falhas e a Sistemas Dinâmicos
Caóticos com Múltiplas Escalas de Tempo. No caso dos dados de Geofísica Espacial
definem-se diferentes padrões de falha em relação ao comprimento e à localização
temporal em um conjunto de eventos HILDCAA (High-intensity, Long-Duration,
Continuous AE Activity) utilizados como estudo de caso. Analisam-se as relações
existentes entre os padrões de falha, o conjunto de frequências espúrias introduzido
nos resultados via análise tempo-escala padrão, em que são realizados tratamen-
tos via métodos numéricos de interpolação na eliminação das falhas. Os resultados
são comparados aos resultados via técnica wavelet adaptativa em que não há a
aplicação de pré-processamentos numéricos. Sobre os Sistemas Dinâmicos Caóticos
com Múltiplas Escalas de Tempo propõe-se duas metodologias inéditas: uma para
a construção de aproximações das dinâmicas lenta e rápida e outra para a detec-
ção da sincronização, via travamento de fase entre as respectivas dinâmicas lenta e
rápida presentes em redes de osciladores cujas dinâmicas exibem diferentes escalas
de tempo. Adicionalmente, estas metodologias são aplicadas em dados sintéticos e
experimentais como validação. Os dados sintéticos relacionam-se com osciladores do
tipo Hindmarsh-Rose e os experimentais com osciladores eletroquímicos. Em ambos
os casos a dinâmica lenta é caótica e a rápida é caracterizada por burstings ao longo
do tempo e o acoplamento considerado nas redes estudadas é global. Os resultados
da pesquisa indicam que o tratamento de falhas pequenas e/ou médias em relação
ao comprimento da série temporal com interpolações lineares ou polinômios cúbicos
de Hermite apresenta resultados equivalentes ao uso da técnica wavelet adaptativa
e que o uso de splines cúbicos não é recomendado para o tratamento de falhas em
nenhum caso. Com relação aos sistemas com múltiplas escalas de tempo as metodo-
logias baseadas em wavelets tanto para a separação das diferentes dinâmicas quanto
para a investigação da sincronização se mostram eficazes e úteis particularmente no
caso experimental.

Palavras-chave: Dados com Falha. Transformadas Wavelet. Wavelet Adaptativa. Di-
nâmicas Lenta e Rápida. Sincronização Total e Parcial.
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WAVELET TRANSFORMS IN SIGNAL ANALYSIS WITH GAPS
AND IN SYNCHRONIZATION DETECTION OF SLOW AND FAST

DYNAMICS TO CHAOTIC MULTIPLE-TIME SCALES
DYNAMICAL SYSTEMS

ABSTRACT

This thesis presents applications of Wavelet Transforms in the analysis of typical
data set of Space Geophysics with gaps and in Chaotic Multiple Time-Scale Dy-
namical Systems. In the case of Space Geophysics, we define different gap patterns
related to your relative length and time localization and we consider a large data set
about HILDCAA (High-intensity, Long-Duration, Continuous AE Activity) events
as a case study. We analyze the relations among the gap patterns, the spurious
frequency set introduced in results with standard wavelet analysis, and the numer-
ical pre-processing with interpolations in the gap regions. Besides, we compared
these results with the adaptive wavelet technique which there is not any numerical
pre-processing. Regarding the Chaotic Multiple Time-Scale Dynamical Systems, we
propose two new methodologies. The first one is used to build approximations to
slow and fast dynamics, and the second one is used to make the synchronization
detection in the phase block sense between the correspondents fast and slow dy-
namics in oscillator networks whose dynamics shows these two different dynamics.
Additionally, these methodologies are applied in synthetic and experimental data
sets as a validation method; the first one related to Hindmarsh-Rose oscillators and
the second one related to electrochemistry oscillators. In both cases the slow dy-
namic is chaotic, the fast dynamic is characterized by burstings over time, and the
coupling network is global in all considered cases. The results indicates that the for
gaps will small lengths in relation to length of analyzed time-series to use linear or
cubic polynomial Hermite interpolations are equivalent to use of gapped wavelet and
that the use of cubic splines in interpolation process is not recomended in any case
of gap in time-series. In relation of multiple-time scale systems the methodologies
based in wavelet tecniques are useful to separation of the different dynamics and to
of investigation of synchronization and, particularly usefull in experimental cases.

Keywords: Gaps in Data Sets. Wavelet Transform. Gapped Wavelets. Slow and Fast
Dynamics. Partial and Complete Synchronization.
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{V j, φ} – Análise multirresolução.
J – Nível de decomposição no contexto da análise multirresolução.
arg(g0(ω)) – Argumento do número complexo g0(ω).
φjk(t) – Função escala no nível j de resolução.
cj – Coeficientes escala no nível j de resolução.
djk – Coeficientes wavelet no nível j de resolução.
djr – Parte real do coeficiente wavelet complexo discreto no nível j.
dji – Parte imaginária do coeficiente wavelet complexo discreto no nível j.
h(k) – Filtro passa-baixa de análise associado à função escala φjk(t).
g(k) – Filtro passa-alta de análise associado à função wavelet ψjk(t).
↑ 2 – Superamostragem por um fator de ordem 2 .
↓ 2 – Subamostragem por um fator de ordem 2 .
f(t)∗ g(t) – Convolução discreta entre as funções f(t) e g(t).
h∗(k) – Filtro passa-baixa de síntese associado à função escala φjk(t).
g∗(k) – Filtro passa-alta de síntese associado à função wavelet.
E(J) – Espectro Wavelet no nível J de decomposição.
ξ(f(t) – Transformada de Hilbert da função f(t).
Rn – Espaço euclidiano de com n dimensões.
γ(t) – Fluxo associado a um sistema dinâmico.
γs(t) – Fluxo associado à dinâmica lenta de um sistema dinâmico.
γf (t) – Fluxo associado à dinâmica rápida de um sistema dinâmico.
Bε(t) – Bola fechada no espaço n−dimensional de raio ε > 0.
C – Constante de Lipschitz.
A – Atrator caótico.
L – Espectro de Lyappunov associado a um sistema dinâmico.
∇(S) – Divergente do sistema dinâmico S.
Φ(t) – Variável de fase associada a um sistema dinâmico.
Sp – Seção de Poincaré.
ΦP (t) – Fase via seção de Poincaré.
Φproj(t) – Fase via função arco-tangente em projeções bidimensionais.
ΦH(t) – Fase via transformada de Hilbert.
ΦW (t) – Fase via transformada wavelet contínua.
ΦDW (t) – Fase via transformada wavelet complexa discreta dual-tree.
(m,n)− rápida-lenta – Sistema com dinâmicas rápida e lenta em m e n dimensões.
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C0 – Variedade crítica para o sistema (m,n)− rápido-lento.
Sε – Variedade localmente invariante para (m,n)− rápido-lento.
M0 – Subconjunto normalmente hiperbólico de uma variedade crítica.
(Dxf)(p) – Jacobiano da função f(x) ∈ Rk no ponto x = p.
C0,s – Subconjunto dos pontos singulares de uma variedade crítica.
C0,r – Subconjunto dos pontos regulares de uma variedade crítica.
dH(A,B) – Distância de Hausdorff entre os subconjuntos A e B de Rm+n.
inf(A) – Ínfimo do conjunto A.
sup(A) – Supremo do conjunto A.
ωmax
lenta – Pico de energia em baixas frequências.
ωmax
rápida – Pico de energia em altas frequências.
ωmax
inflexão – Ponto de inflexão com máxima energia no espectro global wavelet.
mlenta – Primeiro máximo local em baixas frequências maior que ωmax

lenta.
mrápida – Primeiro máximo local em altas frequências menor que ωmax

rápida.
Ωlenta – Conjunto de baixas frequências associado à dinâmica lenta.
Ωrápida – Conjunto de altas frequências associado à dinâmica rápida.
flenta(t) – Aproximação para a dinâmica lenta presente em f(t).
frápida(t) – Aproximação para a dinâmica rápida presente em f(t).
E(t) – Energia de um sinal f(t) ao longo do tempo.
ε – Força de acoplamento entre dois sistemas dinâmicos.
I(t) – Corrente elétrica, em miliampères.
δ – Constante considerada na limiarização via hard threshold.
R{osc1,osc2} – Parâmetro de sincronização parcial.
Rlenta – Parâmetro de sincronização parcial para a dinâmica lenta.
Rrápida – Parâmetro de sincronização parcial para a dinâmica rápida.
ΦJ
lenta(t) – Fase para a dinâmica lenta.

∆ΦJ
lenta(t) – Diferença de fase para a dinâmica lenta.

Bover – Conjunto de overlaps entre duas aproximações de dinâmica rápida.
Rrápida – Parâmetro de sincronização parcial para a dinâmica rápida.
#A – Cardinalidade do conjunto A.
< R > – Média aritmética simples dos elementos do conjunto R.
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1 INTRODUÇÃO

A área de processamento de sinais tem ganhado relevância nos últimos anos nas
áreas acadêmica, científica, industrial e financeira, para citar apenas algumas, em
que faz-se necessário tratar um volume cada vez maior de dados extraindo destes
as informações relevantes e/ou de interesse através de ferramentas computacionais
de alta capacidade e acurácia de análises e cujas implementações baseiam-se em
métodos matemáticos que permitem o processamento, muitas vezes, em tempo real.

Até o início da década de 1980 os métodos de análise e tratamento de sinais de-
senvolvidos e utilizados fundamentavam-se matematicamente, em grande parte, na
Transformada de Fourier introduzida pelo matemático francês Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768 - 1830) em uma pesquisa sobre a condução de calor (KÖRNER, 1989).

Em uma perspectiva teórica, esta Transformada tem a capacidade de decompor a
informação contida em um sinal qualquer fazendo uso de uma base exponencial
complexa e, deste modo, detectar o conjunto de frequências presente.

Para sinais estacionários e periódicos, cujo conteúdo frequencial permanece cons-
tante ao longo do tempo, a Transformada de Fourier é, por excelência, o instrumento
adequado para a análise, tratamento e extração de informações relevantes. Contudo,
como sua base exponencial complexa não possui localização no domínio do tempo
seu uso impõe limitações em seu uso para a análise de sinais não estacionários, caso
em que o conjunto de frequências varia ao longo do tempo.

Em parte, tais limitações são minimizadas pelo uso da Transformada Janelada de
Fourier (GRAFAKOS, 2008; BLOOMFIELD, 2004) em que escolhe-se uma função real
suportada em um intervalo de comprimento finito da reta, denominada função janela,
e então com seu uso ganha-se localização temporal para a base exponencial complexa
de Fourier.

Este ainda não é o caso ideal para a análise no caso de sinais não estacionários
principalmente por que, uma vez escolhida a função janela, não existe a possibilidade
de sua alteração durante toda a análise ou, em outras palavras, de alterar a resolução
em tempo e em frequência definida via função janela.

No início dos anos 1980 ao estudar-se sinais não estacionários relativos a fenômenos
geo-sísmicos utiliza-se, pela primeira vez, não se considera uma função base para
a análise que não a base exponencial complexa também ondulatória mas bem lo-
calizada no tempo, isto é, não nula apenas em um intervalo compacto da reta real
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(MORLET et al., 1982a; MORLET et al., 1982b), momento em que o geofísico Jean
Morlet (1931 - 2007) unifica ideias já existentes em diversos campos e lança as bases
do que hoje a comunidade científica conhece como análise de wavelets ou análise
tempo-escala.

Posteriormente, em trabalho conjunto com o matemático Alex Grossmann (1930 -
2019), a representação de sinais nestas novas bases é estabelecida de modo rigo-
roso dentro de uma perspectiva matemática para o espaço das funções quadrado
integráveis (GROSSMANN; MORLET, 1984).

Estas novas funções base para a análise de um sinal, denominadas funções wavelet,
correspondem geometricamente a oscilações de média nula definidas em um suporte
compacto da reta real e que, através de sucessivas dilatações/contrações emulam
diferentes frequências, permitindo assim, a análise de sinais não estacionários, em
diferentes níveis de resolução frequencial e, intuitivamente, funcionando como mi-
croscópios matemáticos ao revelar estruturas de energia, no sentido físico, nos instan-
tes de tempo em que elas surgem ou desaparecem (KUMAR; FOUFOULA-GEORGIOU,
1997).

A partir daí, desenvolve-se rapidamente a noção da Transformada Wavelet Contínua
inspirada na definição da Transformada de Fourier e novas ferramentas para a análise
e processamento de sinais são desenvolvidas como, por exemplo, o escalograma e o
espectro global wavelet, baseados nos conceitos de periodograma e de espectro de
potência desenvolvidos e utilizados em conjunto com a Transformada de Fourier,
mas com diferenças significativas; por exemplo, o espectro global wavelet, apesar
de tratar-se de uma versão suavizada do espectro de Fourier apresenta vantagens
ao permitir, por exemplo, a leitura das rajadas existentes em altas frequências de
maneira mais clara (DAUBECHIES, 1992).

Simultaneamente ao reconhecimento das wavelets por suas aplicações, o desenvolvi-
mento da teoria da Análise Multirresolução implica em uma importante mudança de
paradigmas tanto para a teoria quanto para as aplicações das wavelets; com esta nova
abordagem, torna-se possível construir funções wavelet com propriedades desejadas e
previamente construídas para o processamento de um sinal específico (DAUBECHIES,
1992), permitindo tratar a análise de wavelet como um problema de filtragem em
que tais funções como filtros passa-banda (MALLAT, 1989). Fundamentalmente es-
tes conceitos estabelecem as bases teóricas para a versão discreta da Transformada
Wavelet.
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Desde os trabalhos originais de Jean Morlet até o início dos anos 1990 a análise de
wavelets via respectivas Transformadas Contínuas e Discretas, desenvolve-se baseada
principalmente no sucesso de sua aplicação em áreas distintas como filtragem de
imagens (ANTONINI et al., 1992) e reconhecimento de padrões (MALLAT, 1991), para
citar apenas duas.

Em trabalho seminal publicado em 1992, a física e matemática belga Ingrid Dau-
bechies (1954 - ) estabelece a análise de wavelets em bases matemáticas formais
tornando, desta maneira, o estudo das wavelets em uma subárea também da Mate-
mática, em particular das Análises Harmônica e Funcional (DAUBECHIES, 1992). A
publicação de um algoritmo computacionalmente eficaz, rápido e estável, no sentido
de permitir a reconstrução do sinal a partir da análise feita para a Transformada
Wavelet Discreta implica no completo estabelecimento desta área (MALLAT, 1989).

Uma vez desenvolvida a fundamentação matemática, uma profusão de métodos e
técnicas baseadas nas wavelets passa a ser desenvolvida de modo considerável em
que cada área do conhecimento, dada a versatilidade destas funções e da análise
multirresolução, desenvolve e adapta as técnicas conforme suas necessidades.

Um clássico exemplo disto é a versão adaptativa da TransformadaWavelet Contínua,
desenvolvida para a análise de sinais com falhas, muito comuns na área de Geofísica
Espacial e Astronomia, publicada inicialmente em periódicos destinados a geofísicos
e astrônomos (FRICK et al., 1997; FRICK et al., 1998).

Dado o interesse crescente dos físicos e engenheiros no comportamento caótico, des-
coberto inicialmente pelo meteorologista Edward Norton Lorenz (1917 - 2008) em
1967, menos de 30 anos antes do desenvolvimento formal da teoria de wavelets, tra-
balhos relacionando os dois conceitos rapidamente emergem na Física (PERMANN;

HAMILTON, 1992; DING et al., 1999; TEICH et al., 1995) e podem ser, mais recente-
mente, encontrados em áreas diversas em que o caos também se manifesta como a
biomedicina e análise de imagens (LIU et al., 2018; AN; LIU, 2019) além do mercado
financeiro (LAHMIRI; BEKIROS, 2020).

Na recente área da complexidade, em que o conceito e o problema de investigação
centrais são o de sincronização e o de sua detecção (PIKOVSKY et al., 2003) entre os-
ciladores de dinâmicas não lineares nos casos de maior interesse, a teoria de wavelets
também tem se mostrado rica em aplicações.
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Considerando que, no contexto da teoria da complexidade é comum fazer-se a aná-
lise de redes de osciladores acoplados e buscar entender como estes se comportam
quando vistos como um elemento único e como as interações entre estes ocorrem,
a análise de wavelet tem sido aplicada com sucesso (KISS et al., 2006; FERREIRA et

al., 2015; FERREIRA et al., 2017; LUO et al., 2019; GUPTA et al., 2019; EVSTIFEEV;

MOSKALENKO, 2020).

Os osciladores, a que se faz referência no parágrafo anterior, podem ser modelados
teoricamente por sistemas de equações diferenciais, (no caso deste trabalho, ordiná-
rias) sendo a respectiva rede construída considerando um acoplamento ou interação
entre as variáveis dos diferentes sistemas que representam os osciladores utilizados
durante o processo de integração numérica.

No caso real, osciladores são compreendidos como qualquer fenômeno que admite
algum ritmo como relógios de pêndulo, circuitos elétricos, vaga-lumes em bando,
pássaros em revoada, batimentos cardíacos, aplausos, comunicação entre neurônios e
entre redes de computadores só para citar alguns exemplos (PIKOVSKY et al., 2003).
Trata-se, portanto, de um conceito amplo e presente nas mais diversas áreas da
ciência.

Dentro deste panorama altamente interdisciplinar propõe-se este trabalho, desen-
volvido na interseção da teoria de wavelets, dos sistemas dinâmicos caóticos, da
complexidade e do processamento de sinais.

Investiga-se o processamento de sinais na presença de falhas via técnicas wavelet
buscando analisar as relações que podem ser estabelecidas entre os resultados da
análise de wavelets quando aplica-se uma etapa de pré-processamento destes sinais
com métodos numéricos de interpolação para a eliminação do conjunto de falhas
existentes e quanto faz-se uso da técnica wavelet adaptativa, em que não há o pré-
processamento numérico.

Também são apresentadas aplicações das Transformadas Wavelet Contínuas e Dis-
cretas na determinação de aproximações de diferentes dinâmicas presentes em sis-
temas com múltiplas escalas temporais cujas análises, também por técnicas wavelet
simplificam a compreensão do sistema/fenômeno completo que são particularmente
úteis na análise de dados experimentais uma vez que o uso de tais aplicações exige
apenas o conhecimento de uma série temporal unidimensional relacionada com o
sistema/fenômeno que se deseja investigar.
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Contribuições Originais desta Tese

a) Analisar as relações entre falhas existentes em séries temporais e os re-
sultados da análise tempo-escala, estabelecendo, via estudo de caso, uma
separação entre situações em que o pré-processamento numérico das falhas
não altera os resultados da análise daquelas em que os resultados dei-
xam de ser confiáveis devido a introdução de efeitos espúrios no conteúdo
frequencial detectado de modo que o uso da técnica wavelet adaptativa
apresenta-se como a ferramenta de análise.

b) Propor uma metodologia, via Transformada Wavelet Contínua, para apro-
ximar diferentes dinâmicas presentes em sistemas com múltiplas escalas
de tempo, isolando-as e tornando possível, deste modo, a decomposição
do sistema completo em sub-dinâmicas que são subjacentes à ele com o
objetivo de simplificar a compreensão da dinâmica complexa apresentada
pelo sistema.

c) Apresentar uma metodologia, via combinação das Transformadas Wavelet
Contínua e Discreta, para a detecção da sincronização entre as diferentes
dinâmicas presentes em sistemas caóticos com múltiplas escalas de tempo
uma vez que a sincronização de um comportamento dinâmico não implica
obrigatoriamente na sincronização do outro.

Termina-se esta Introdução com a descrição da organização e estruturação desta
tese em que se apresenta resumidamente o conteúdo presente em cada Capítulo e
Apêndice presentes.

Organização do Trabalho

O trabalho encontra-se estruturado em duas partes. A primeira, constituída pelos
Capítulos 2 , 3 e 4, apresenta-se toda a fundamentação teórica deste trabalho que
é complementada pelos Apêndices A , B , C , D e F. A segunda parte apresenta os
resultados do trabalho nos Capítulos 5 e 6 e é complementada pelo Apêndice E.

Uma breve descrição do conteúdo de cada Capítulo e Apêndice encontra-se listada
a seguir.

• O Capítulo 2 apresenta formalmente as funções wavelet e a Transformada
Wavelet Contínua em que se dá ênfase às wavelets de Morlet e de Morse,
utilizadas neste trabalho e portanto, abordadas com maiores detalhes. Por
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completude, o Apêndice A apresenta uma breve introdução aos domínios
do tempo e da frequência cuja leitura é indicada como um pré-requisito ao
apresentado no Capítulo.

• O Capítulo 3 apresenta a Transformada Wavelet Discreta e a análise mul-
tirresolução com ênfase na Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree
utilizada como parte da fundamentação das aplicações apresentadas. Nos
Apêndices B e D apresentam-se complementos teóricos a este Capítulo em
que faz-se uma introdução ao conceito de convolução discreta e um breve
estudo dos filtros e funções wavelet utilizadas na aplicação da Transfor-
mada Wavelet Complexa Dual-Tree, respectivamente.

• O Capítulo 4 dedica-se aos conceitos fundamentais da área de sistemas
dinâmicos, caos, sincronização e sua detecção no sentido de travamento de
fase. Faz-se também uma abordagem matemática dos sistemas dinâmicos
com múltiplas escalas de tempo, explicitamente fazendo-se uso de elemen-
tos da Teoria das Perturbações Singulares tornando possível compreender
como duas ou mais dinâmicas distintas podem manifestar-se simultanea-
mente em um mesmo sistema.

• O Capítulo 5 apresenta os resultados do estudo sobre a categorização das
falhas e a adequação ou não do uso de métodos numéricos interpolatórios no
tratamento destas com suas implicações nos resultados da análise tempo-
escala considerando particularmente dados relacionados com a Geofísica
Espacial

• O Capítulo 6 apresenta as metodologias propostas para a separação das
dinâmicas em sistemas com múltiplas escalas e para a detecção da sin-
cronização entre as diferentes dinâmicas seguida das aplicações destas em
dados sintéticos e experimentais descritos no início do Capítulo. Os resul-
tados obtidos indicam que os métodos são capazes de gerar aproximações
para cada diferente comportamento dinâmico presente preservando a com-
plexidade do sistema analisado e tornando, deste modo, possível a correta
detecção ou não da sincronização via travamento de fase.

• O Capítulo 7 descreve as conclusões deste trabalho.

O Apêndice C descreve o método de construção dos filtros associados às funções
wavelet, de acordo com Daubechies (1992) e apresenta o código open source para
a geração de funções wavelet via design de filtros com propriedades desejadas e
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utilizado também para a visualização das funções wavelet e escala associadas aos
filtros criados. Seu uso é exemplificado de modo a demonstrar que se trata de um
código de utilização altamente intuitiva, exigindo do usuário apenas um argumento
de entrada.

O Apêndice E lista os eventos científicos e congressos dos quais o autor desta tese
participou durante o doutorado e apresenta as publicações realizadas. O Apêndice F
contém as demonstrações dos principais fundamentos teóricos descritos nos Capítu-
los 2 e 3.

No Anexo A encontram-se as autorizações expressas de reprodução nesta tese dos
dois artigos completos publicados em periódicos internacionais editoriados respecti-
vamente pelo American Institute of Physics e pela Springer além do trabalho com-
pleto e resumos publicados em alguns volumes da coleção Proceeding Series of the
Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics editoriado pela Socie-
dade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional (SBMAC).
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Parte I

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA





2 TRANSFORMADAS WAVELET CONTÍNUAS

Este capítulo apresenta, dentro de uma perspectiva matemática, teórica e aplicada
a transformada wavelet contínua (CWT, do inglês Continuous Wavelet Transform).
As funções wavelet são definidas formalmente na Seção 2.1. As funções wavelet de
Morlet e de Morse, utilizadas na obtenção dos resultados descritos no Capítulo 5, são
definidas e apresentadas detalhadamente na Seção 2.2. Considerando as duas pri-
meiras seções como uma breve introdução às wavelets, a Seção 2.3 apresenta a CWT
e algumas de suas principais propriedades. A forma adaptativa desta transformada,
desenvolvida especialmente para lidar com dados experimentais que apresentam fa-
lhas sendo também útil na análise de sinais não periódicos é apresentada na Seção
2.4.

Parte da notação usada ao longo deste trabalho é fixada neste capítulo e no Apên-
dice A em que se apresenta uma breve introdução aos domínios do tempo e da
frequência, cujas definições são importantes para a compreensão deste trabalho. Os
termos função, sinal ou série temporal são usados como equivalentes havendo prefe-
rência pelo uso do primeiro nos casos em que aspectos formais da teoria matemática
são abordados e pelos demais quando há referência aos métodos e/ou técnicas uti-
lizados em dados experimentais e nos resultados obtidos.

2.1 Funções wavelet

Nesta seção apresenta-se uma classe especial de funções f dentro do espaço das fun-
ções quadrado integráveis L2(Ω) em que Ω = R ou Ω = C; trata-se das denominadas
funções wavelet.

Em uma perspectiva geométrica as wavelets são caracterizadas por serem funções que
exibem comportamento oscilatório em um subconjunto fechado e limitadoK contido
em seu domínioD anulando-se em qualquer ponto não pertencente aK. Deste modo,
são funções bem localizadas no domínio do tempo e, consequentemente, também
no domínio da frequência ainda que limitações existam e sejam consequências do
Princípio da Incerteza de Heisenberg (FARGE, 1992) sendo o equivalente físico da
pesquisa de Fourier que relaciona

A boa localização das wavelets no tempo as difere da base exponencial complexa
da Transformada de Fourier e é exatamente esta diferença que as tornam úteis na
análise de sinais de naturezas diversas (estacionários, não-estacionários, com ruídos,
caóticos, etc.) sendo bastante ricas em aplicações.
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O desenvolvimento teórico das funções wavelet é relativamente recente, tendo sido
explorado principalmente a partir do início dos anos 1980 conectando ideias e con-
ceitos já existentes de modo esparso na matemática pura, na matemática aplicada,
na física, na engenharia e na computação científica (DAUBECHIES, 1996).

Definição 2.1. Considere ψ(t) ∈ L2(Ω) em que Ω = R ou Ω = C não nula apenas
em um compacto K ⊂ Ω. Define-se ψ(t) como uma função wavelet se as duas
condições a seguir são simultaneamente satisfeitas:

(I)
∫ ∞
−∞

ψ(t) dt = 0.

(II)
∫ ∞
−∞
|ψ(t)|2 dt = 1.

A condição (I) estabelece que ψ(t) tem média nula, propriedade conhecida como
condição de admissibilidade.

Ela assegura a existência de comportamento oscilatório sobre o compacto K em que
ela está definida e implica que ψ̂(0) = 0, conforme o item (a) do Lema 2.1 abaixo.

Lema 2.1. Seja ψ(t) ∈ L2(Ω) uma função wavelet. Então, a condição (I) da Defi-
nição 2.1 é equivalente às duas seguintes condições:

(a) ψ̂(0) = 0.

(b) Cψ = 2π
∫ ∞
−∞

|ψ̂(ω)|2
|ω|

dω <∞.

O item (b) do Lema 2.1 tem relevância teórica uma vez que na Seção 2.3, quando
apresentar-se a Transformada Wavelet Contínua, ver-se-á que a possibilidade de in-
versão para esta Transformada está diretamente relacionada com o conhecimento
do valor numérico da constante de admissibilidade Cψ, próprio para cada ψ(t) con-
siderada. Na prática, por simplicidade, basta verificar se a condição de média nula
é satisfeita ao invés de considerar-se as duas condições dadas pelo Lema 2.1.

A condição (II), geralmente denominada condição de energia unitária, assegura que
o comportamento oscilatório da função ψ(t) tem localização temporal, decaindo e
tendendo rapidamente a zero em KC .
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A Figura 2.1 apresenta uma das funções wavelet mais conhecidas. Trata-se de uma
possível expressão para a wavelet complexa de Morlet ψM(t):

ψM(t) = 1
π0,25 exp (ı ω0t) exp

(
−t2

2

)
, (2.1)

em que ω0 é um parâmetro adimensional e considerado, na Figura 2.1, igual a 2π.

Figura 2.1 - Wavelet complexa de Morlet e seu envelope gaussiano.

Fonte: Produção do autor.

Outras expressões para esta mesma função wavelet encontram-se compiladas na
Tabela 2.2. A função ψM(t) dada pela Equação 2.1 está plotada na Figura 2.1 em
que suas partes real e imaginárias estão representadas, respectivamente, em azul e
vermelho. Observe a existência de um deslocamento de fase angular igual a π/2 entre
elas e que esta função é suportada no compacto K = [−4, 4], aproximadamente.

Definição 2.2. Seja ψ(t) uma função wavelet definida em L2(Ω). A frequência
central ωc de ψ(t) é definida como sendo a frequência de sua ondulação mais pre-
ponderante e corresponde à frequência para a qual o espectro de Fourier, denotado
|ψ̂(ω)|2, apresenta máximo global.

O cômputo da frequência central de ψ(t) é feito aplicando-se a Transformada de
Fourier e em seguida identificando a frequência para a qual o espectro de potência
apresenta valor máximo. Como ilustração, considere a wavelet de Morlet como defi-
nida em 2.1 cujo espectro de potência |S(ω)|2 foi calculado usando a Transformada
de Fourier. A Figura 2.2 ilustra a frequência central ωc para ψM(t) definida por 2.1.
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Figura 2.2 - Frequência central ωc para ψM (t) definida por 2.1.

Fonte: Produção do autor.

Cada ψ(t) define uma família de funções wavelet caracterizada por dois parâme-
tros reais. O primeiro deles é positivo e geralmente representado pela letra a sendo
denominado parâmetro de escala e o segundo, representado pela letra τ é um parâ-
metro real de translação no tempo. O parâmetro de escala controla o comprimento
do suporte compacto K em que a função ψ(t) está definida e deste modo controla,
geometricamente, dilatações e compressões da função ψ(t) sobre a reta real.

Escreve-se ψa,τ (t) para se fazer referência à função ψ(t) comprimida ou dilatada
conforme se considera 0 < a < 1 ou a > 1 respectivamente e transladada τ unidades
no tempo para a esquerda ou direita conforme o sinal do parâmetro seja respectiva-
mente negativo ou positivo.

Explicitamente, dados a > 0 e τ números reais, tem-se:

ψa,τ (t) = ψ
(
t− τ
a

)
(2.2)

A variação contínua da dupla de parâmetros reais a e τ é suficiente para que ψa,τ (t)
cubra a reta real com diferentes comprimentos para o suporte K. Na Figura 2.3 é
possível visualizar geometricamente os efeitos do parâmetro a.

Na mesma proporção em que se varia o parâmetro de escala também ocorre a vari-
ação do comprimento do suporte K da função wavelet. Note que na Figura 2.3 os
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parâmetros a = 0, 5 e a = 3, 0 são utilizados; isto implica que o comprimento do
suporte K comprime-se pela metade no primeiro caso e triplica seu comprimento
respectivamente.

Figura 2.3 - Efeitos da variação do parâmetro de escala em uma função wavelet. Deslocadas
verticalmente para melhor visualização.

Fonte: Produção do autor.

O parâmetro de escala a é responsável pela emulação de pseudo-frequências ωa que
relacionam-se com a frequência central da wavelet ψ(t) original pela equação (ABRY,
1997):

ωa = ωc
a∆t , (2.3)

em que ∆(t) é o período de amostragem considerado.

A Figura 2.4 ilustra a ação da variação do parâmetro τ . Observa-se que ele apenas
afeta a localização em tempo da função ψM(t) deslocando-a à direita ou à esquerda
conforme o sinal do parâmetro τ : sendo τ > 0 (τ < 0) ocorre uma translação de τ
unidades à direita (esquerda).

Particularmente escolheu-se τ = 10 (τ = −7) e isto provocou a translação da função
ψM(t) em dez (sete) unidades à direita (esquerda).
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Figura 2.4 - Efeitos da variação do parâmetro de translação em uma função wavelet, con-
siderando a wavelet de Morlet.

Fonte: Produção do autor.

As funções wavelet também podem ser definidas diretamente no domínio da frequên-
cia. Como exemplo, podem ser citadas as de Meyer apresentadas no trabalho original
(MEYER, 1987) além das wavelets de Morse (LILLY; OLHEDE, 2012; LILLY; OLHEDE,
2010; LILLY; OLHEDE, 2009; OLHEDE; WALDEN, 2002).

Na Seção 2.2 as wavelets de Morlet e Morse são apresentadas em detalhes pela
relevância para este trabalho.

2.2 Wavelets de Morlet e Morse

Esta Seção apresenta, em detalhes, as wavelets de Morlet e de Morse devido a rele-
vância delas nos resultados obtidos nesta pesquisa.

Enquanto ψM(t) é definida no domínio do tempo, a wavelet de Morse se define direta-
mente em frequência com dependência de dois parâmetros reais γ e β que controlam
seu comportamento oscilatório e sua localização frequencial respectivamente; para
tornar explícita esta dependência a notação ψ(ω; γ, β) é utilizada.

A função wavelet de Morlet não é, estritamente falando, uma função wavelet pois
ela não satisfaz a condição (I) da Definição 2.1; contudo, numericamente é possível
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fazer com que ela satisfaça aproximadamente a condição de média nula escolhendo-se
apropriadamente o valor do parâmetro adimensional ω0.

Tabela 2.1 - Admissibilidade numérica da wavelet de Morlet definida pela Equação 2.1.

Parâmetro Adimensional
ω0

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

Re(ψM(t)) dt
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
Imag(ψM(t)) dt

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

ψM(t) dt
∣∣∣∣ Numericamente

Admissível

1, 0 1, 14 · 101 0, 00 1, 14 · 101 Não

2, 0 2, 55 · 10−1 0, 00 2, 55 · 10−1 Não

3, 0 2, 08 · 10−2 0, 00 2, 08 · 10−2 Não

π 1, 35 · 10−2 0, 00 1, 35 · 10−2 Não

4, 0 6, 76 · 10−4 0, 00 6, 76 · 10−4 Não

5, 0 4, 19 · 10−5 0, 00 4, 19 · 10−5 Sim

6, 0 3, 93 · 10−5 0, 00 3, 93 · 10−5 Sim

2π 3, 75 · 10−5 0, 00 3, 75 · 10−5 Sim

7, 0 3, 54 · 10−5 0, 00 3, 54 · 10−5 Sim

8, 0 6, 23 · 10−6 0, 00 6, 23 · 10−6 Sim

Fonte: Produção do Autor.

A Tabela 2.1 apresenta, utilizando arredondamento com duas casas decimais, os
resultados da integração numérica da wavelet de Morlet para diferentes parâmetros
adimensionais ω0. Escolheu-se integrar numericamente utilizando a regra do trapézio
(BURDEN; FAIRES, 2008) uma vez que a integração algébrica de 2.1 não pode ser feita
analiticamente em termos das funções elementares pela presença de uma função
gaussiana em sua expressão.

Nota-se que a partir de ω0 ≥ 5 já se é possível considerar, numericamente, a ad-
missibilidade da Equação 2.1 como uma função wavelet. Vê-se ainda, com respeito à
Tabela 2.1, que a parte imaginária de ψM(t) satisfaz numericamente a condição de
média nula para qualquer parâmetro ω0; isto pode ser visualizado geometricamente
na Figura 2.2 em que se pode observar que a parte imaginária é quase simétrica pelo
eixo x, o que não ocorre com sua parte real.

A Equação 2.1 não é a única possível para esta função wavelet existindo outras
difundidas pela literatura da área. Algumas destas expressões explicitam a frequência
central ωc, em Hertz, enquanto outras usam parâmetros adimensionais relacionados
com ela; outras, são complexas enquanto algumas vezes se encontram referências
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sobre uma wavelet de Morlet real; algumas apresentam constantes de normalização
e ainda, outras introduzem termos adicionais para forçar a função ψM(t) a satisfazer
numericamente a condição (I) da Definição 2.1.

A Tabela 2.2 apresenta algumas destas expressões em que fez-se uso de um índice
i = {1, 2, 3, 4, 5} na notação das diversas wavelets de Morlet de modo a diferenciá-las
e também fazer referência sobre qual linha da Tabela 2.2 se está fazendo referência.
A linha 1 indica a wavelet de Morlet definida em termos da frequência central ωc = f0

com a presença de um parâmetro de correção (ADDISON, 2017).

A linha 2 indica outra expressão para Morlet em termos de um parâmetro adi-
mensional ω0 que satisfaz numericamente a definição de função wavelet desde que
considerado maior ou igual a 5. Esta é a expressão dada na Equação 2.1 e considerada
na Tabela 2.1 em que não há a presença de qualquer constante de normalização.

Tabela 2.2 - Diferentes expressões para a wavelet de Morlet.

Eq. Expressão Natureza Parâmetros ωc
(Hertz) Referência

ψM1(t) 1
π0,25

(
exp(2π ı f0t)− exp

(
−2π f0

2

))
exp

(
−t2

2

)
Complexa f0 f0 (ADDISON, 2017)

ψM2(t) exp(ı ω0t) exp
(
−t2

2

)
Complexa ω0

ω0

2π (FRICK et al., 1998)

ψM3(t) C exp
(
−t2

σ2

)(
exp(ı πt)− exp

(
−π2σ2

4

))
Complexa C ; σ 2 (DAUBECHIES, 1992)

ψM4(t) exp

(− t2
Tj

)2

ln 2
 exp

(
2π ıt
T j

)
Complexa Tj 1 (MORLET, 1983)

ψM5(t) 1
π0,25 cos(αt) exp

(
−t2

2

)
Real α

2π
α

(TANG et al., 2010)

Fonte: Produção do Autor.

A terceira das linhas apresenta uma versão de Morlet dependendo de dois parâme-
tros; o primeiro deles, C, é uma constante de normalização e o segundo, σ está rela-
cionado com a reprodução do comportamento de uma curva gaussiana em frequência
(DAUBECHIES, 1992). A quarta das linhas apresenta a forma original da wavelet de
Morlet (MORLET, 1983) em que não há nenhuma constante de normalização e Tj é
um parâmetro relacionado com o período médio da função ψM4(t).
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Diferente de todas as possíveis expressões para Morlet citadas acima, ainda pode-se
considerá-la como uma wavelet real, como mostrado na quinta linha (TANG et al.,
2010).

Ainda em referência à Tabela 2.2, definir-se-á a função ψM2(t) como a wavelet de
Morlet considerada neste trabalho.

Definição 2.3. Seja ω0 > 5 uma constante real adimensional. A wavelet de Morlet
ψM(t) é definida pela expressão

ψM(t) = exp(ı ω0t) exp
(
−t2

2

)
. (2.4)

Nestas condições, por exemplo, considerando ω0 = 6 a frequência central de ψM(t)
será dada por

ωc = 6
2π ≈ 0, 9549 Hz.

Figura 2.5 - Wavelets de Morlet para diferentes parâmetros ω0.

Fonte: Produção do autor.

A Figura 2.5 ilustra a importância de se escolher ω0 ≥ 5. Usando-se a Equação 2.4
considerou-se quatro possíveis valores para ω0 (2, 4, 5 e 6) seguida da construção
das respectivas wavelets para cada escolha de ω0.
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Os resultados do cálculo da área sob as partes real e imaginária indicam que: (a)
as partes imaginárias, plotadas em vermelho, possuem área cuja grandeza está na
ordem de 10−16, sendo portanto, numericamente nulas e (b) as partes reais, plotadas
em azul, possuem áreas cujas grandezas são significativas com exceção dos casos em
que ω0 = 5 e ω0 = 6 já possuem ordem de grandeza iguais a 10−5, resultados bastante
próximos de zero como exigido em (I) da Definição 2.1 e em concordância com o
apresentado na Tabela 2.1.

Definição 2.4. Seja f ∈ L2(C) uma função quadrado integrável e contínua. Define-
se f como uma função analítica se e somente se seu conteúdo frequencial é nulo, ou
seja, f̂(ω) = 0 para ω < 0.

Vê-se da Definição 2.4 que apenas funções complexas podem ser analíticas. A wa-
velet de Morlet é aproximadamente analítica de modo que seu espectro de potência
|S(ω)|2 apresenta pequenas magnitudes em frequências negativas e que na prática
são desconsideradas.

As wavelets de Morse, diferentemente das de Morlet, não se definem no tempo e são
analíticas. São funções definidas diretamente no domínio da frequência. No restante
desta seção elas são apresentadas.

Definição 2.5. Sejam γ e β parâmetros reais positivos e ω uma variável em frequên-
cia. A wavelet de Morse ψ(ω; β, γ) é definida por

ψ(ω; β, γ) = κU(ω)ωβ exp(−ωγ), (2.5)

em que U(ω) é a função generalizada degrau de Heaviside e κ = 2(γ β)β γ é uma
constante de normalização.

O parâmetro real γ controla o número de oscilações da onda no domínio do tempo e o
parâmetro β é responsável pela localização em frequência, de modo que quanto maior
seu valor numérico, mais bem localizada em frequência é a correspondente ψ(ω; β, γ),
ou seja, maior é o suporte compacto da onda no tempo (LILLY; OLHEDE, 2012). A
Figura 2.6 apresenta a resposta em frequência para algumas possíveis escolhas dos
parâmetros β e γ.

Para β suficiente grande, a escolha de γ = 3 implica em ser a correspondente wavelet
de Morse um filtro passa-banda cujas simetria e concentração em tempo-frequência
são as melhores possíveis, além de possuir todas as boas propriedades de uma função
gaussiana como, por exemplo, a simetria em frequência.
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Figura 2.6 - Wavelets de Morse para γ ∈ {1, 3, 10} e β ∈ {1, 10, 20} deslocadas e redimen-
sionadas para que as respectivas frequências centrais ωc sejam alinhadas por
coluna. Figura gerada com o toolbox (LILLY, 2019).

Fonte: Produção do autor.

A aparente assimetria para γ = 3 quando se considera β = 20 na Figura 2.6 é
efeito do reescalonamento dos picos de frequência para que os mesmos apresentem
alinhamento vertical. Este é, exatamente, a combinação de parâmetros γ e β que
garante a perfeita simetria da função wavelet de Morse (LILLY; OLHEDE, 2009).

A frequência central para as wavelets de Morse é em cada caso, função dos parâme-
tros não-dimensionais γ e β. O Teorema 2.1 enuncia este fato.

Teorema 2.1. Seja ψ(ω; β, γ) a wavelet de Morse com parâmetros reais positivos γ e
β. A frequência central ωβ,γ de ψ(ω; β, γ) depende explicitamente destes parâmetros
e

ωβ,γ =
(
β

γ

)1/γ

. (2.6)

A Figura 2.7 apresenta as wavelets de Morse da Figura 2.6 em tempo em que partes
real e imaginária são plotadas em azul e vermelho. As wavelets estão reescalonadas
de modo que, fixados os parâmetros adimensionais β e γ, é possível ver a relação
entre eles e o suporte Pβ,γ =

√
βγ da respectiva onda; fixado γ, se o parâmetro β

aumenta, o mesmo ocorre com Pβ,γ (LILLY; OLHEDE, 2012; LILLY; OLHEDE, 2010).
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Figura 2.7 - Wavelets de Morse para γ ∈ {1, 3, 10} e β ∈ {1, 10, 20} no domínio do tempo
centradas em t = 0. Figura gerada com o toolbox (LILLY, 2019).

Fonte: Produção do autor.

A família das wavelets de Morse constitui uma classe de funções perfeitamente ana-
líticas (OLHEDE; WALDEN, 2002; LILLY; OLHEDE, 2009) no sentido de que seu uso
para a análise tempo-escala, a ser definida e apresentada na Seção 2.1 deste capítulo,
torna nula o resultado da respectiva análise para o conjunto de frequências negati-
vas. Esta propriedade é importante porque evita a detecção espúria de frequências
negativas que podem influenciar os resultados da análise realizada.

Dada a relevância da wavelet de Morse com γ = 3 e β = 20 na obtenção de re-
sultados descritos no Capítulo 6, apresenta-se para finalizar esta Seção, uma breve
comparação entre ela e a wavelet de Morlet no caso em que apresentam o mesmo
pico de frequência: ω20,3 = 1, 88 Hz, conforme a Equação 2.6.

A Figura 2.8 exibe estas duas wavelets no domínio do tempo em I e II. Eas estão
normalizadas quanto às amplitudes para melhor comparação entre elas no tempo.
Em III é possível ver os respectivos espectros de Fourier, também normalizados.
Ainda que as frequências centrais sejam as mesmas, a wavelet de Morse apresenta,
uma largura de banda em frequência mais estreita e esta característica a torna
mais eficaz na análise de sinais altamente oscilatórios com a desejável analiticidade
conforme discutido previamente.
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Figura 2.8 - Wavelets de Morse com γ = 3 e β = 20 (I) e de Morlet com frequência central
1, 88 Hz (II) no domínio do tempo e os respectivos espectros de potência (III).

Fonte: Produção do autor.

2.3 Transformada wavelet contínua

Nesta seção apresenta-se a transformada wavelet contínua. Trata-se de uma transfor-
mada capaz de revelar o conteúdo frequencial presente em um sinal f e os instantes
de tempo em que mudanças neste conteúdo ocorrem, o que a difere substancialmente
da transformada de Fourier apresentada no Apêndice A sendo, portanto, uma fer-
ramenta útil na análise de sinais não-estacionários.

Definição 2.6. Considere fixada uma família de funções wavelet ψa,τ (t) qualquer
e seja f uma função real ou complexa, ambas em L2(Ω). A transformada wavelet
contínua de f com relação à ψa,τ e normalização em L2(Ω) é definida por

Wψ
f (a, τ) = 1√

a

∫ ∞
−∞

fψa,τ (t) dt, (2.7)

em que ψa,τ (t) indica o complexo conjugado da função ψa,τ (t) e 1/
√
a é uma cons-

tante de normalização.

Caso se considere a CWT em L1(Ω) deve-se normalizar a Equação 2.7 com o fator
1/a ao invés de utilizar-se o fator 1/

√
a. Tais normalizações garantem a isometria

entre as diferentes representações de uma função. Os números Wψ
f (a, τ) são de-

nominados coeficientes wavelet e revelam as similaridades e/ou diferenças entre as
funções ψa,τ (t) e f sendo, portanto, capazes de revelar as variações em frequência e
as estruturas locais no domínio do tempo presentes em f (MALLAT, 1999).
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Quanto maiores (menores) em magnitude os númerosWψ
f (a, τ), maior (menor) será a

similaridade entre ψa,τ (t) e f de modo que nas vizinhanças dos instantes de tempo em
que ocorrem mudanças bruscas de comportamento temporal como descontinuidades
em f maiores serão os números Wψ

f (a, τ), por exemplo.

Como discutido na Seção 2.1, a notação ψa,τ (t) indica que a função ψ(t) está dilata-
da/contraída e translada pela variação contínua dos parâmetros de escala a e τ de
modo que os valores Wψ

f (a, τ) são normalmente alocados em uma matriz a×n onde
a indica o número de escalas utilizadas e n o comprimento de f . É comum designar
essa matriz pela mesma notação que a usada na definição da CWT, de modo que,
Wψ

f (a, τ) representa a matriz dos coeficientes resultantes da aplicação da CWT ao
sinal f usando a função ψ(t) como função analisadora.

Ainda que a variação seja contínua, o parâmetro de escala não pode ser escolhido tão
grande quanto se queira uma vez que, como este parâmetro controla o comprimento
do suporte compacto K da função ψ(t), o comportamento oscilatório responsável
por emular as pseudo-frequências pode ser perdido.

Em Torrence e Compo (1998) apresenta-se uma metodologia para se encontrar o
maior elemento para o conjunto A dos parâmetros de escala a ser considerado sem
que se destrua o comportamento oscilatório de ψ(t) e que depende, essencialmente
do comprimento n e do período de amostragem ∆t do sinal f analisado.

De maneira mais detalhada, seja δj um número suficientemente pequeno (no citado
trabalho os autores consideram δj = 0, 125) e seja a0 = 2 ∆t o menor valor para o
parâmetro de escala a ser utilizado na análise. Nestas condições, a maior escala a
ser utilizada, denotada por max(A) é dada por

max(A) = 1
δj

log2

(
n∆t
a0

)
, (2.8)

sendo aj = s0 2j δj para j = 0, 1, 2, 3, ..., j é a discretização a ser utilizada.

Proposição 2.1. Considere f e g funções de L2(Ω) contínuas por partes, cujas
CWT sejam respectivamente Wψ

f (a, τ) e Wψ
g (a, τ) em que ψ(t) ∈ L2(Ω) é uma função

wavelet e sejam α e β constantes quaisquer. Então:

a) (Linearidade) Wψ
αf+βg(a, τ) = αWψ

f (a, τ) + βWψ
g (a, τ).

b) (Redundância) A CWT é redundante, o que é desejável para a realização
de uma análise exploratória do conteúdo frequencial de uma função f .
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c) (Produto Interno) A CWT de uma função f qualquer com uma wavelet
analisadora ψ(t) é o produto interno usual em L2(Ω) entre elas, ou seja,
Wψ
f (a, τ) = < f, ψa,τ (t) >.

d) (Convolução) A CWT de uma função f qualquer com uma wavelet ana-
lisadora dilatada/contraída e transladada no tempo ψa,τ (t) é a convolução
entre f e ψa,τ (t), conforme Definição A.3.

O item d) da Proposição 2.1 merece atenção pois, via Teorema A.1, permite definir
a CWT diretamente no domínio da frequência (SADOWSKY, 1994):

Wψ
f (a, τ) =

√
a
∫ ∞
−∞

f̂(ω)ψ̂(aω) exp(−ı ωτ) dω, (2.9)

em que, conforme notação adotada neste texto, f̂(ω) e ψ̂(ω) indicam a transformada
de Fourier da função f e o conjugado da transformada de Fourier da wavelet ψ(t),
respectivamente. A CWT, quando implementada de acordo com a Equação 2.9 tem
complexidade n log n enquanto a implementação por 2.7 apresenta complexidade da
ordem de n2 operações em que n é o comprimento de f (YI et al., 2018).

A CWT também possui inversa tal qual a transformada de Fourier. No Teorema 2.2
provar-se-á tal fato; para tanto, o Lema 2.2 será necessário e como Corolário dele
obter-se-á a fórmula da inversa da CWT.

Lema 2.2. Sejam f e g elementos de L2(Ω) contínuas e 〈f, g〉 o produto interno
usual em L2(Ω). Considere ainda a função ψ(t) cuja constante de admissibilidade é
Cψ e as respectivas transformadas wavelet contínuas Wψ

f (a, τ) e Wψ
g (a, τ) das funções

f e g. Então ∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wψ
f (a, τ)Wψ

g (a, τ) da
a2 dτ = Cψ〈f, g〉, (2.10)

em que Wψ
g (a, τ) indica o complexo conjugado de Wψ

g (a, τ).

Observação: Ao final da demonstração do Lema 2.2 argumenta-se que

Cψ = 2π
∫
R

|ψ(ωa)|2
a

da, (2.11)

representa a condição de admissibilidade da função wavelet ψ(t) em uma aparente
contradição com o enunciado no Lema 2.1.
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Para ver que se tratam de formas equivalentes, considere uma mudança de variáveis:
seja ξ = ωa e portanto ω da = dξ. Fazendo estas substituições em 2.11 nota-se que

Cξ = 2π
∫
R

|ψ(ξ)|2
|ξ|

dξ. (2.12)

Com o resultado estabelecido pelo Lema 2.2 demonstra-se facilmente que a CWT
tem inversa ICWT (do inglês, inverse continuous wavelet transform). A equação que
a define é denominada identidade de resolução.

Teorema 2.2. Seja f ∈ L2(Ω) contínua por partes cuja transformada wavelet con-
tínua Wψ

f (a, τ) é feita usando-se a wavelet ψ(t) cuja constante de admissibilidade é
Cψ. Então, é possível realizar a inversa da transformada aplicando-se a identidade
de resolução definida por

f = 1
Cψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wψ
f (a, τ)ψa,τ (t) dτ

da

a2 . (2.13)

A aplicação da CWT performa o que se denomina análise tempo-escala da função
f uma vez que Wψ

f (a, τ) é uma representação de f em função dos parâmetros de
escala e de translação no tempo. Define-se, como uma ferramenta importante para
a análise de f neste contexto, o escalograma de energia E(a, τ), no sentido físico,
conforme discutido previamente no Apêndice A.

Definição 2.7. Seja Wψ
f (a, τ) os coeficientes wavelet resultantes da aplicação da

transformada wavelet contínua na função f com a wavelet ψ(t). Define-se o es-
calograma E(a, τ) de energia da função f como o valor absoluto do quadrado dos
coeficientes wavelet:

E(a, τ) = |Wψ
f (a, τ)|2. (2.14)

O escalograma apresenta uma medida local da energia presente em f nas diferentes
escalas consideradas durante a aplicação da CWT. O Lema 2.1 tem ainda uma
consequência importante relativa à conservação da energia no mesmo sentido do
Corolário A.1 que estabelece a isometria entre os domínios do tempo e da frequência.

Novamente a constante de admissibilidade Cψ mostra-se teoricamente relevante ao
aparecer como uma constante de proporcionalidade no contexto da preservação de
energia entre a informação no domínio do tempo e sua representação no plano tempo-
escala (MALLAT, 1999).
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Teorema 2.3. Seja f ∈ L2(Ω) contínua por partes e seja E(a, τ) seu correspondente
escalograma de energia obtido pela aplicação da CWT com uma função wavelet ψ(t).
Então, ∫ ∞

−∞
|f |2 dt = 1

Cψ

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

E(a, τ) dτ da
a2 . (2.15)

Além do escalograma de energia E(a, τ) também se define, como importante fer-
ramenta de interpretação da análise tempo-escala, o espectro global wavelet G(a)
que indica as escalas cujas contribuições em energia ou em amplitude, conforme se
considera respectivamente as normalizações em L2(Ω) ou L1(Ω), são as mais signifi-
cativas. Dada a relação direta entre o conjunto de escalas e o conteúdo frequencial de
f , vê-se, portanto, que o espectro global indica as frequências fundamentais presentes
no sinal, tal qual realizado pela transformada de Fourier.

Definição 2.8. Seja f ∈ L2(Ω) uma função contínua por partes cujo escalograma
de energia E(a, τ) é obtido pela aplicação da CWT em f usando uma fixada função
ψ(t). O espectro global wavelet define-se por

G(a) =
∫ ∞
−∞
|Eψf (a, τ)| dτ, (2.16)

cuja análise revela as escalas cuja contribuição, em energia ou em amplitude, são
as mais significativas para a f analisada.

A vantagem do uso da CWT na análise de uma função f não estacionária é que
ela é capaz de revelar os instantes de tempo em que o conjunto de frequências
fundamental de f aparecem, desaparecem, alternam-se ou existem simultaneamente.
A título de ilustração desta afirmação, os resultados da análise tempo-escala para
os dois exemplos analisados no Apêndice A onde mostra-se que as funções

f = 5 sen(300πt) + 3 sen(800πt)

e

g =

5 sen(300πt), 0 ≤ t < π

3 sen(800πt), π ≤ t ≤ 2π,

apesar de distintas no domínio do tempo possuem a mesma representação no domínio
da frequência são apresentados nas Figuras 2.9 e 2.10. Utiliza-se a wavelet de Morlet
com ω0 = 6.0 no cômputo da CWT.
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Figura 2.9 - Análise tempo-escala para f usando a wavelet de Morlet com ω0 = 6.

Fonte: Produção do autor.

Observe que para a função f , cujo conteúdo frequencial é estacionário, é possível
ler no escalograma de energia duas sub-bandas de frequência constantes ao longo
do tempo sendo que a centrada na mais alta escala e portanto, em mais baixa
frequência apresenta energia (contribuição) maior, conforme leitura da respectiva
palheta de cores (neste exemplo, a palheta hot foi usada); isto está de acordo com a
natureza da função f cuja frequência mais baixa, 150 Hz, é de maior contribuição
em sua constituição. O espectro global wavelet G(a) indica que as duas sub-bandas
de frequência estão centradas nas escalas a1 = 72 e a2 = 202.

Neste exemplo específico, uma vez que usou-se como wavelet analisadora a Morlet
com ω0 = 6 e portanto de frequência central ωc = 0, 9549 Hz com 600 octaves
(subdivisões) no conjunto de escalas ]0, 300] os picos no espectro global em a1 e a2

correspondem às pseudo-frequências de 149, 7 Hz e 423, 1 Hz calculadas por Abry
(1997)

ωa = ωc
a∆t , (2.17)

em que ∆t representa o período de amostragem do conjunto de escalas.

Não se deve ler os resultados acima como falta de capacidade da CWT em se de-
tectar precisamente as frequências fundamentais de uma função f . Isso se deve à
discretização grosseira utilizada para o conjunto de escalas selecionadas de modo
que, quanto mais octaves para o conjunto de escalas se utilizam, mais precisa é a
detecção das frequências fundamentais além de efeito da redundância da CWT que
detecta sub-bandas de frequência cuja energia é significativa.
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A Figura 2.10 exibe a análise tempo-escala realizada para g não-estacionária em
termos de conteúdo frequencial, do mesmo modo como feito para a função f .

Figura 2.10 - Análise tempo-escala para g usando a wavelet de Morlet com ω0 = 6.

Fonte: Produção do autor.

O escalograma indica exatamente o instante t = π em que ocorre a alternância das
frequências fundamentais e as mesmas observações feitas acerca do espectro global
wavelet para f aqui se aplicam.

É esta capacidade de localizar temporalmente as frequências e estruturas funda-
mentais que tornam a CWT extremamente útil na análise exploratória de dados
experimentais para os quais pouca ou nenhuma informação em termos de frequên-
cias fundamentais é conhecida.

A CWT depende fundamentalmente da função wavelet analisadora atuando como
um microscópio matemático cuja resolução de visualização é ajustada pela função
ψ(t) usada (KUMAR; FOUFOULA-GEORGIOU, 1997) e a escolha de uma específica para
se realizar a análise tempo-escala está diretamente relacionada com o que se busca
detectar na função analisada: possíveis descontinuidades, conjunto de frequências
fundamentais ou detecção de estruturas no escalograma de energia, por exemplo.
Uma discussão acerca da escolha da função ψ(t) analisadora é feita em Domingues
et al. (2016).

Conclui-se esta Seção com algumas observações sobre a construção dos escalogramas:
primeiro, a escolha da palheta de cores usada deve ser feita considerando o que se
pretende destacar e possíveis distorções na percepção de cores pelo olho humano;

29



segundo, os escalogramas podem ser normalizados e visualizados em eixos cuja escala
pode ser logarítmica, por exemplo. Pode-se ainda, identificar nos escalogramas as
correspondentes pseudo-frequências ao invés das escalas, como feito em grande parte
deste trabalho.

Assim, tanto a construção de um escalograma quanto sua leitura exige atenção pois
enquanto sua construção deve ser feita de modo cuidadoso visando facilitar sua
leitura e destacar o que se deseja, todas as demais diversas características citadas
anteriormente devem ser facilmente identificadas e consideradas no processo de lei-
tura e interpretação dos resultados.

2.4 Transformada wavelet contínua adaptativa

Esta seção tem por objetivo apresentar a CWT em sua forma adaptativa, desen-
volvida especialmente para o tratamento de sinais f que apresentam falhas em seu
registros.

A Transformada Wavelet Contínua apresentada na Seção 2.3 e a correspondente
análise tempo-escala de uma função f pressupõe que esta não apresente irregula-
ridade em sua distribuição temporal, ou seja, que f não apresente qualquer tipo
de falha uma vez que a irregularidade temporal implica na perda da condição de
admissibilidade para a função wavelet ψ(t) analisadora (FRICK et al., 1997; FRICK et

al., 1998).

Em situações experimentais, contudo, esta não é uma premissa sempre verdadeira:
sinais f reais e/ou experimentais podem ter seus registros comprometidos por condi-
ções de naturezas bem diversas; por exemplo, falhas podem ser causadas por proble-
mas técnicos nos equipamentos utilizados na captação dos dados ou por limitações
causadas momentaneamente ao longo de uma observação por fatores naturais.

Um possível caminho diante de dados experimentais com falha é o tratamento numé-
rico destes com métodos interpolatórios nas regiões de falha de modo a eliminá-las
mas cuja aplicação podem implicar na introdução de frequências espúrias na análise
tempo-escala comprometendo sua confiabilidade.

Algoritmos, conhecidos como Lomb-Scargle periodogramas, baseados na correção da
base periódica exponencial complexa da transformada de Fourier existem (SCARGLE,
1982; LOMB, 1976) para a correta detecção e caracterização de periodicidades em
dados irregularmente amostrados (VANDERPLAS, 2018).
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Em VanderPlas (2018) são apresentados estes algoritmos e os explica em detalhes,
mostrando como a correção numérica na base exponencial complexa combinada com
(a) a propriedade da invariância da Transformada de Fourier por deslocamentos em
tempo e em frequência e (b) a média do sinal f são aplicadas. Tais algoritmos não
fazem usou de interpolações ou a aplicação de métodos numéricos para o tratamento
dos sinais com falhas evitando, deste modo, a introdução de frequências espúrias.

Contudo, estes algoritmos não são a ferramenta adequada para a análise da exis-
tência de processos multiescala em f e nem suprimem a presença de ruídos e/ou
vazamentos de conteúdo espectral (FRICK et al., 1997).

Baseado na ideia de correção numérica na base exponencial complexa da transfor-
mada de Fourier propõem-se uma forma adaptativa da transformada wavelet con-
tínua, pela primeira vez em 1997, desenvolvida para a análise de sinais relativos a
variações cromosféricas em estrelas (FRICK et al., 1997) cuja ideia principal é a de,
ao introduzir uma correção numérica na função wavelet analisadora usada, restaurar
numericamente a condição de admissibilidade perdida nos intervalos de tempo em
que as falhas estão presentes.

Em trabalho posterior a fundamentação matemática para as wavelets adaptativas,
usadas como funções base analisadoras para a transformada wavelet contínua adap-
tativa é apresentada (FRICK et al., 1998).

No restante desta Seção, descreve-se do ponto de vista matemático esta transformada
baseando-se nos dois trabalhos de Peter Frick e seus colaboradores citados nos dois
últimos parágrafos.

Para tanto, considera-se um sinal f com falhas e uma função auxiliar a(t) definida
da seguinte forma:

a(t) =

 1, se f não apresenta falha na posição t,
0, se f apresenta falha na posição t,

(2.18)

responsável por transferir a falha existente no sinal f no instante de tempo t = τ

para a wavelet ψ(t) no mesmo instante de tempo t = τ através do produto da função
auxiliar a(t) com ψ(t).
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Definição 2.9. Seja f um sinal de comprimento n com falhas nos instantes de
tempo t = τi, para i = 1, 2, 3, ...j, j < n, e seja a(t) a função auxiliar definida pela
Equação 2.18. Define-se a gapped wavelet ψ̃(τ, t, a) pelo produto

ψ̃a,τ (t) = a(t)ψa,τ (t). (2.19)

Formalmente, a Equação 2.19 não define uma função wavelet porque ela não satis-
faz à condição de admissibilidade uma vez que seu comportamento oscilatório e de
média nula deixa de existir devido ao produto com a função de transferência a(t).
Entretanto, introduz-se, para efeitos de análise tempo-escala um parâmetro de cor-
reção numérico C(a, τ) calculado para cada escala a e cada instante de tempo τ que
restaura numericamente a condição de média nula.

Para o cômputo de C(a, τ) é necessária a decomposição da função wavelet ψ(t) de
modo a isolar a função responsável por sua parte oscilatória onde deseja-se fazer a
correção numérica. Em termos matemáticos, para cada escala a e translação τ no
tempo, deve-se ter

ψa,τ (t) = ζa,τ (t)ha,τ (t), (2.20)

em que ζa,τ (t) > 0 é uma função envoltória (envelope) de ψa,τ (t), isto é,
|ψa,τ (t)| ≤ ζa,τ (t) para todo t no suporte K e ha,τ (t) é uma função responsável
pela parte oscilatória da wavelet ψa,τ (t).

A decomposição de acordo com a Equação 2.20, para a wavelet de Morlet definida
pela Equação 2.4, é imediata. Basta considerar

ζa,τ (t) = exp

−
(
t−τ
a

)2

2

 (2.21)

e
ha,τ (t) = exp

(
ı ω0

(
t− τ
a

))
, (2.22)

respectivamente.

Deste modo, no restante desta seção ela será considerada em conjunto com as funções
ζ e g no cômputo do parâmetro de correção C(a, τ) de acordo com o exposto na
Proposição 2.2.

32



Proposição 2.2. Seja ψ̃a,τ (t) a wavelet adaptativa de Morlet cuja condição de ad-
missibilidade não é satisfeita e considere φa,τ (t) e ζa,τ (t) seu envelope e sua parte
oscilatória conforme definidas pelas Equações 2.21 e 2.22. O parâmetro de correção
C(a, τ) para cada escala a e instante de tempo τ é definido por

C(a, τ) =

∫ ∞
−∞

ψ̃a,τ (t) dt∫ ∞
−∞

ζa,τ (t) dt
. (2.23)

Como |ψa,τ (t)| ≤ ζa,τ (t) para todo t, decorre da Equação F.18 que |C(a, τ)| ≤ 1.
Além disto, se o suporte compacto K sobre o qual a wavelet se define for completa-
mente composto por falhas, a gapped wavelet ψ̃a,τ (t) será nula em K de modo que
o denominador na Equação 2.23 será nulo, o que não faz sentido. Para este caso,
define-se C(a, τ) = 0 para todo τ ∈ K.

Convém observar que a função ψ̃a,τ (t) reduz-se à função wavelet de Morlet se não há
falhas nos dados. Para ver isto basta considerar C(a, τ) = 0 nos casos em que não
existem falhas.

Adicionalmente, o uso da CWT com a gapped wavelet apresenta a vantagem de
corrigir numericamente os denominados problemas de borda na análise tempo-escala,
situações em que os coeficientes wavelet são erroneamente computados para o sinal f
principalmente para valores relativamente grandes do parâmetro de escala a gerando
distorções na detecção, principalmente, do conteúdo de baixa frequência em f .

Isto acontece porque próximo às regiões limite de f , isto é, próximo aos instantes
de tempo inicial e final em que o sinal se define pode haver perda da condição da
admissibilidade durante a aplicação da CWT devido às dilatações feitas na wavelet
utilizada que, por exemplo, podem ser responsável pelo não ajuste desta aos dados
nestas regiões. Trata-se de, no contexto da CWT adaptativa, compreender as regiões
de fronteira de f como regiões de falha semi-infinitas.

Na Figura 2.11 vê-se a wavelet de Morlet adaptativa ψ̃a,τ (t) centrada em τ = 0 e na
escala a = 1 em quatro casos possíveis casos de acordo com a localização do intervalo
de falhas nos intervalos [1,3], [-1,3], [0,1] e [1,4] em A, B, C e D, respectivamente.
Os eixos coordenados x e y correspondem aos intervalos [-5,5] e [-1,1]. O envelope ζ,
a parte real e a parte imaginária estão plotados em verde, azul e vermelho, respec-
tivamente e o intervalo de falhas é destacado pela região sombreada entre as linhas
verticais pontilhadas.
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Figura 2.11 - Wavelets adaptativas de Morlet ψ̃1,0(t) com intervalos de falha em diferentes
localizações e extensões.

Fonte: Adaptado de Frick et al. (1998).

Ainda com relação à Figura 2.11, nota-se que a deformação presente na wavelet de-
pende da localização e extensão da região de falha e portanto, em cada um dos casos
o parâmetro de correção é diferente. Os valores de C(1, 0) computados via integração
numérica são iguais à 0, 02 − 0, 03i, 0, 10 − 0, 13i, 0, 02 − 0, 07i e −0, 02 − 0, 03i
para os casos A, B, C e D, respectivamente.
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3 TRANSFORMADAS WAVELET DISCRETAS

Neste capítulo apresenta-se a Transformada Wavelet Discreta (DWT, do inglês, Dis-
crete Wavelet Transform) e o conceito de Análise Multirresolução na Seção 3.1.1. Na
Seção 3.2 discute-se a Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (DT-CWT, do
inglês, Dual-Tree Complex Wavelet Transform) utilizada neste trabalho. A exposição
limita-se ao espaço das funções reais quadrado-integráveis.

3.1 Transformadas wavelet discretas e multirresolução

A Transformada Wavelet Contínua introduzida no Capítulo 2 é redundante e de
alto custo computacional uma vez que os parâmetros de escala e de translação no
tempo variam continuamente no conjunto dos reais. Nesta seção apresenta-se uma
discretização para estes parâmetros que remove a redundância da CWT e admite
um algoritmo computacional altamente eficiente.

A exposição feita está organizada em duas subseções. Na primeira, discute-se a
discretização dos parâmetros de escala e deslocamento no tempo, define-se a Trans-
formada Wavelet Discreta e se define a Análise Multirresolução e na segunda, se
apresenta o algoritmo de Mallat que permite eficiente implementação numérico-
computacional da DWT via Multirresolução.

3.1.1 Transformada wavelet discreta e análise multirresolução

Na Seção 2.1 do Capítulo 2 define-se as funções wavelet ψ(t) e sua respectiva família
de funções ψa,τ em que os parâmetros a > 0 e τ possuem variação contínua. Para
discretizá-los, consideram-se dois números reais fixados, a0 e τ0, tais que a0 > 0,
a 6= 1 e τ0 > 0 e em sequência para j e k inteiros quaisquer, define-se a = aj0 e
τ = k τ0 a

j
0 de modo que

ψa,τ (t) = 1√
aj0

ψj,k(t) = 1√
aj0

ψ

(
t− k τ0 a

j
0

aj0

)
= aj0ψ(aj0t− k τ0). (3.1)

Para ser possível uma representação diádica no plano tempo-escala e que o con-
junto {ψjk(t)}j,k∈Z seja uma base de Riesz ortonormal para o espaço vetorial L2(R)
considera-se a0 = 2 e τ0 = 1 (DAUBECHIES, 1992). Deste modo, da Equação 3.1
tem-se

ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k), (3.2)

em que os valores discretos para j são chamados de níveis de decomposição.
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A Figura 3.1 apresenta uma visualização gráfica da discretização realizada com as es-
colhas de a0 = 2 e τ0 = 1. Observe que estes valores implicam em uma representação
em escala logarítmica em tempo e em escala.

Figura 3.1 - Representação gráfica do plano tempo-escala para a transformada wavelet
discreta.

Fonte: Adaptado de Rao (2002).

A definição da DWT é análoga à Definição 2.7 apresentada no Capítulo 2 com ψjk(t)
dada pela Equação 3.2. Formalmente:

Definição 3.1. Seja f uma função real quadrado integrável, ou seja, f ∈ L2(R).
A Transformada Wavelet Discreta de f é definida por

Tψf (j, k) =
∫ ∞
−∞

fψ(2jt− k) dt = 〈f, ψjk(t)〉, (3.3)

em que os valores Tψf (j, k) denominados coeficientes wavelet ou de detalhe.

Os coeficientes dados pela Equação 3.3 caracterizam de modo único a função f mas a
demonstração deste fato não é imediata como é para o caso contínuo cuja identidade
de resolução (Teorema 2.2) estabelece a equivalência entre f e seus coeficientes
wavelet indicando a maneira de se realizar a reconstrução, no tempo, da informação
representada no plano tempo-escala.
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No caso discreto, a existência de um algoritmo de reconstrução e a consequente
caracterização de uma função f pelos respectivos coeficientes Tψf (k, j) equivale à
existência de reais A e B, com 0 < A ≤ B < ∞ independentes da função f e tais
que

A||f ||2 ≤
∑
j

∑
k

|Tψf (j, k)|2 ≤ B||f ||2, (3.4)

em que ||.|| representa a norma induzida pelo produto interno usual em L2(R). Para
a demonstração, consulte (DAUBECHIES, 1992).

Fazendo uso de uma analogia com o conceito físico de energia, a Equação 3.4 implica
que a reconstrução é possível se a energia calculada via coeficientes Tψf (j, k) é limi-
tada e contida no compacto [A||f ||2, B||f ||2] com A e B constantes e independentes
de qualquer f quadrado-integrável. Neste contexto, se A = B tem-se o análogo do
Teorema de Parseval (CorolárioA.1) para o caso discreto:

∑
j

∑
k

|Tψf (j, k)|2 = ||f ||2. (3.5)

No caso em que a Equação 3.5 é válida tem-se que a reconstrução de f a partir dos
coeficientes |Tψf (j, k)| é dada pela soma (ADDISON, 2017):

f = 1
A

∑
j

∑
k

Tψf (j, k)ψj,k(t). (3.6)

Se A = B > 1 existe certa redundância contida nos coeficientes Tψf (j, k) pois a
medida da energia contida neles é maior que a presente em f mas ainda assim é
possível fazer a reconstrução:

f = 2
A+B

∑
j

∑
k

Tψf (j, k)ψj,k(t). (3.7)

Caso A ≈ B então o processo de reconstrução via Equação 3.7 é realizado com
algum erro sendo ele mínimo quando o quociente de A por B tende a 1.

Os valores de A e B constantes para os quais a reconstrução de f à partir dos
respectivos coeficientes wavelet calculados via Equação 3.3 é possível e dependem, em
geral, da função ψ(t) e dos reais a0 e τ0 fixados (DAUBECHIES, 1992). Neste contexto,
a análise multirresolução, apresentada a seguir, é de fundamental importância por
permitir que wavelets sejam construídas via bancos de filtros passa-banda para os
quais 3.4 é satisfeita e a reconstrução de f realizada via Equações 3.6 e 3.7 com
adicionais convoluções.
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Definição 3.2. Uma análise multirresolução, designada MR (do inglês, multireso-
lution analysis), {V j, φ} é uma sequência de subespaços vetoriais de L2(R) e uma
função φ(t) ∈ V 0 tais que as seguintes condições são satisfeitas:

a) ... ⊂ V −2 ⊂ V −1 ⊂ V 0 ⊂ V 1 ⊂ V 2 ⊂ ...

b)
⋂
j∈Z

V j = {0}.

c)
⋃
j∈Z

V j = L2(R).

d) ∀f ∈ V j ⇐⇒ f(2t) ∈ V j+1.

e) ∀f ∈ V 0 ⇐⇒ f(t− k) ∈ V 0, ∀ k ∈ Z.

f) {φ(t− k)k∈Z} é uma base de Riesz para V 0,

em que V j indica o fecho do conjunto V j.

Cada subespaço V j é denominado nível da multirresolução {V j, φ} sendo dito mais
grosseiro (ou mais refinado) com relação à outro sempre que o índice deste for menor
(maior) que o de V j.

Nesta perspectiva, as propriedades de uma MR permitem interpretá-la como uma
sequência de aproximações de uma dada função f ∈ L2(R) com diferentes níveis de
resolução. A aproximação de f com uma resolução 2j é definida como a projeção
ortogonal de f no subespaço vetorial V j.

A função φ(t) ∈ L2(R) presente na Definição 3.2, designada função escala, apresenta
uma forma bem definida e a Proposição 3.1 a caracteriza em um nível j ∈ Z qualquer
da correspondente MR {V j, φ}.

Proposição 3.1. Considere uma MR {V j, φ} de L2(R). A função escala φ(t) no
nível de resolução j ∈ Z é dada por

φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k), (3.8)

em que k ∈ Z é um parâmetro de translação no tempo.

No contexto da análise multirresolução as funções wavelet ψjk(t) definidas pela Equa-
ção 3.2 são elementos do complemento ortogonal W j de cada subespaço V j.
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Como consequência direta da definição de MR tem-se que o nível de resolução 2j+1,
correspondente ao subespaço vetorial V j+1, é a soma direta do nível de resolução
imediatamente anterior V j e de seu complemento ortogonal W j. Assim,

V j+1 = V j ⊕W j, (3.9)

para o qual a diferença {djk} = f j+1(t) − f j(t) de aproximação de f nos espaços
V j+1 e V j pertence a W j para todo k ∈ Z.

Definição 3.3. Seja f ∈ L2(R) e seja {V j, φ} uma análise multirresolução. O con-
junto de coeficientes wavelet {djk} é a diferença entre as aproximações de f calculadas
com resolução 2j+1 e 2j, respectivamente.

A Definição 3.3 mostra que os coeficientes {djk} representa os detalhes presentes em
f quando se compara a aproximação calculada para um nível mais refinado com
relação à aproximação calculada para o nível imediatamente anterior.

O Teorema 3.1 afirma ser f igual à soma entre uma de suas aproximações mais
grosseiras e todos os detalhes para as aproximações seguintes calculadas em níveis
de multirresolução mais refinados. A demonstração pode ser consultada em Teolis
(1998).

Teorema 3.1. Seja f ∈ L2(R) e {V j, φ} uma MR. Então,

f = c φ(t) +
∑
j,k

djkψ
j
k(t), (3.10)

em que
c =< f, φ(t) >=

∫ ∞
−∞

fφ(t) dt

e
djk =< f, ψjk(t) >=

∫ ∞
−∞

fψjk(t) dt.

A Proposição 3.1 em conjunto com a Definição 3.2 implicam que o conjunto
B1 = {φjk(t)} em que φjk(t) = 2j/2φ(2jt−k) é uma base de Riesz para o espaço V j.

Em particular, a função escala φ(t) ∈ V 1 uma vez que V 0 está contido em V 1. Logo,
φ(t) pode ser escrita como combinação linear da base B1, ou seja,

φ(t) =
√

2
∑
k

h(k)φ(2t− k), (3.11)
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em que {h(k)}k∈Z é um conjunto de escalares. A Equação 3.11 é denominada equa-
ção de refinamento uma vez que ela relaciona a função escala entre dois níveis de
resolução consecutivos de uma MR {V j, φ}.

De modo equivalente, a função wavelet ψ(t) é um elemento de V 1 pois V 1 = V 0⊕W 0

e, por definição, ψ(t) é um elemento de W 0. Deste modo, ψ(t) também se escreve
como uma combinação linear dos elementos de B1, ou seja,

ψ(t) =
√

2
∑
k

g(k)φ(2t− k), (3.12)

em que {g(k)}k∈Z também é um conjunto de escalares.

No domínio da frequência as Equações 3.11 e 3.12 são, como consequência do Teo-
rema A.3, dadas por

φ̂(ω) =
∑
k

h(k) exp(−iω k)φ̂
(
ω

2

)
(3.13)

e
ψ̂(ω) =

∑
k

g(k) exp(−iω k)φ̂
(
ω

2

)
(3.14)

A Figura 3.2 apresenta um exemplo de função wavelet com a correspondente função
escala e seu espectro de potência |S(ω)|2, normalizados.

Figura 3.2 - Wavelet ψ(t) de Daubechies 10 (Db10) e respectiva função escala φ(t) (es-
querda) e respostas em frequência (direita).

Fonte: Adaptado de Addison (2017).
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A wavelet representada na Figura 3.2 é denominada wavelet de Daubechies 10
(Db10)O número 10 refere-se à cardinalidade dos conjuntos {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z
e também à suavidade da função wavelet que, neste caso, tem a capacidade de re-
produzir perfeitamente polinômios de até quinto grau. Tal propriedade é conhecida
na literatura como propriedade dos momentos nulos de uma função wavelet. Para
detalhes, consulte Daubechies (1992).

As funções ψ(t) e φ(t) estão bem localizadas em frequência e privilegiando conteúdos
em alta e baixa frequências, respectivamente. Diz-se, então, que ψ(t) e φ(t) são
funções passa banda, por destacarem altas (baixas) frequências e atenuarem baixas
(altas) frequências presentes em um sinal f .

Os conjuntos {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z combinados com uma condição de normalização
e a condição de admissibilidade caracterizam completamente as funções escala e
wavelet da correspondente MR {V j, φ} como indicado pela Proposição 3.2.

Proposição 3.2. As funções φ(t) e ψ(t) associadas a uma MR {V j, φ} caracterizam-
se pelo respectivo conjunto de escalares {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z com as adicionais
condições:

a)
∫ ∞
−∞

φ(t) = 1 e

b)
∫ ∞
−∞

ψ(t) = 0.

Os conjuntos de escalares para φ(t) e ψ(t) possuem soma sempre constante inde-
pendendo da MR {V j, φ} considerada. Esta propriedade, portanto, implica em mais
uma forma de caracterizar estas funções via Equações 3.11 e 3.12.

Proposição 3.3. Os conjuntos {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z definidos pelas Equa-
ções 3.11 e 3.12 são tais que:

a)
∑
k

h(k) =
√

2,

b)
∑
k

g(k) = 0.

Em termos de aplicação, costuma-se normalizar os escalares em {h(k)}k∈Z de modo a
soma dos elementos deste conjunto seja igual a 1. Isto não altera a caracterização da
função escala e nem a correspondente MR. Nesse contexto, como esses filtros são do

41



tipo passa banda costuma-se denominá-los filtro passa-baixa no caso de {h(k)}k∈Z
e passa-alta no caso de {g(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z

A Figura 3.3 apresenta os filtros associados à wavelet de Daubechies 10 representada
na Figura 3.2 com sua respectiva função escala. Note que cada filtro possui 10
elementos.

Figura 3.3 - Filtros passa-baixa e passa-alta para Db10.

Fonte: Produção do autor.

Note que, uma vez sendo ψ(t) construída via combinações lineares da função escala
φ(t) conforme Equação 3.12, o correspondente filtro passa-alta {g(k)}k∈Z está relaci-
onado com o filtro passa-baixa {h(k)}k∈Z conforme apresentado na Subseção (3.1.2)

Os filtros {h(k)} e {g(k)} bem como as visualizações das correspondentes funções
φ(t) e ψ(t) para o tempo contínuo podem ser computados via código computacional
apresentado no Apêndice C, implementado em Python com uma exposição sucinta
sobre sua implementação para determiná-los de acordo com Daubechies (1992).

Na subseção seguinte esta relação é apresentada em conjunto com um algoritmo para
o cálculo de uma multirresolução {V j, φ} via aplicação simultânea de processos de
filtragem realizada no Domínio do Tempo via filtros {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z.
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3.1.2 Algoritmo de Mallat

Esta subseção apresenta o algoritmo utilizado para se calcular os coeficientes wave-
let via MR {V j, φ} pela aplicação de filtragens simultâneas realizadas no domínio
do tempo; trata-se do algoritmo de Mallat (MALLAT, 1989). O conceito de convolu-
ção discreta é aqui aplicado e uma breve introdução a ele pode ser encontrada no
Apêndice B.

No que segue, a notação ↓ 2 indica a operação de downsampling: o processo de
subamostragem de um sinal f em que se mantém apenas as amostras de índice par
eliminando as demais. De modo análogo, a notação ↑ 2 corresponde à operação de
upsampling: processo de superamostragem de um sinal f com a introdução de zeros
entre duas de suas amostras consecutivas.

Por simplicidade na exposição, os filtros {h(k)}k∈Z e {g(k)}k∈Z são denotados no
restante do texto simplesmente por h(n) e g(n) com n ∈ N.

Considere f um sinal qualquer e uma MR {V j, φ} cujas funções escala e wavelet
correspondem aos filtros h(n) e g(n). Então, o algoritmo de Mallat corresponde à
aplicação dos seguintes passos:

a) Faz-se a convolução discreta de f com h(n) e g(n).

b) Aplica-se a operação de downsampling nas convoluções f ∗h(n) e f ∗ g(n)
obtendo-se os conjuntos c1 e d1, respectivamente.

c) Aplica-se os passos a) e b) novamente em c1 e obtém-se os conjuntos c2 e
d2.

d) De modo recursivo, aplica-se os passos a) e b) no conjunto cn enquanto for
possível calcular as convoluções cn∗h(n) e cn∗g(n) obtendo-se cn+1 e dn+1.

e) Ao último conjunto cn calculado dá-se o nome de conjunto de coeficientes
escala.

f) A sequência d1, d2, ..., dn representa o conjunto dos coeficientes wavelet
para os níveis j = 1, j = 2,..., j = n de decomposição, respectivamente.

O algoritmo de Mallat é iterativo e finito; or exemplo, que para um sinal f de
comprimento 2n ele é calculado, no máximo, em n níveis cujos coeficientes wavelet
são simplesmente o resultado da aplicação de um filtro passa-alta.
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Os filtros h(n) e g(n), construídos como indicado na Seção 3.1.1, estão relacionados
entre si pela igualdade (FRAZIER, 2006):

g(n) = (−1)nh(k − n+ 1), (3.15)

para n = 1, 2, ..., k em que k indica o comprimento do filtro h(n).

O conjunto {h(n), g(n)} é denominado banco de filtros de análise. Da Equação 3.15
vê-se que o filtro wavelet é simplesmente o reverso do filtro de escala cujos elementos
de índice ímpar são multiplicados por (−1). A Figura 3.4 descreve de modo gráfico
o algoritmo de Mallat ilustrando a aplicação com dois níveis de decomposição. Os
quadriláteros indicam a operação de convolução com os filtros h e g em cada nível
e ↓ 2 o downsampling utilizado.

Figura 3.4 - MR via algoritmo de Mallat com J = 2 níveis de decomposição.

Fonte: Produção do autor.

O algoritmo de Mallat é inversível e permite a reconstrução perfeita de f via con-
junto dos coeficientes de escala cj e sequência de conjuntos de coeficientes wavelet
d1, d2, ..., dj desde que sejam utilizados o conjunto de filtros {h∗(n), g∗(n)} denomi-
nado banco de filtros de síntese definidos também em termos do filtro h(n) (FRAZIER,
2006):

h∗(n) = h(k − n+ 1) (3.16)

e
g∗(n) = (−1)n+1h(n), (3.17)

para n = 1, 2, ..., k em que k indica o comprimento do filtro h(n).

Portanto, uma vez conhecido o filtro h(n) correspondente à função escala φ(t) da
MR {V j, φ} considerada ficam completamente caracterizados os demais filtros g(n),
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h∗(n) e g∗(n) usados no processo de análise e reconstrução de um sinal f via Equa-
ções 3.15, 3.16 e 3.17.

As Equações 3.15 , 3.16 e 3.17 expressam no domínio do tempo como os filtros
devem ser construídos para que se tenha a reconstrução perfeita de f a partir dos
coeficientes escala e wavelet. Em termos do domínio da frequência, tem-se o seguinte
resultado cuja demonstração pode ser encontrada em Smith e Barnwell (1986).

Proposição 3.4. Sejam {h(n), g(n)} e {h∗(n), g∗(n)} os bancos de filtros de análise
e síntese em uma MR {V j, φ} cujas respostas em frequência são ĥ(ω), ĝ(ω), ĥ∗(ω) e
ĝ∗(ω), respectivamente. Então a reconstrução perfeita de f a partir dos coeficientes
escala e wavelet {cj, dj, dj−1, ..., d1} é possível se

ĥ(ω)ĥ∗(ω) + ĝ(ω)ĝ∗(ω) = 2. (3.18)

Para a reconstrução de f à partir de {cj, dj, dj−1, ..., d1} obtidos recursivamente como
ilustrado na Figura 3.4, aplica-se o algoritmo descrito a seguir:

a) Aplica-se a operação de superamostragem em cj e dj e faz-se a convolução
destes conjuntos com os filtros h∗(n) e g∗(n), respectivamente.

b) Determina-se cj−1 via soma pontual das duas convoluções resultantes do
passo a).

c) Considerando cj−1 e o conjunto dj−1 aplicam-se os passos a) e b) de modo
a obter-se o conjunto cj−2.

d) Recursivamente obtém-se os conjuntos cj−3, cj−4,...,até que o conjunto c1

seja reconstruído de modo a obter-se f = c1 + d1.

A Figura 3.5 ilustra o processo de reconstrução sendo considerando os dois níveis de
decomposição ilustrados na Figura 3.4. Nela, os quadriláteros indicam convolução
com os filtros h∗ e g∗, os círculos indicam a soma pontual e ↑ 2 a operação de
superamostragem aplicada.

Na Seção seguinte apresenta-se um tipo de Transformada Wavelet Discreta imple-
mentada via aplicação de dois algoritmos simultâneos de Mallat em esquema de
árvore dupla e cujos coeficientes wavelet resultantes são interpretados como núme-
ros complexos. A redundância introduzida é compensada pelas boas propriedades
que ela apresenta.
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Figura 3.5 - Reconstrução de f via algoritmo de Mallat para J = 2 níveis de decomposição.

Fonte: Produção do autor.

3.2 Transformada wavelet complexa dual-tree

A Transformada Wavelet Discreta introduzida nas Seções 3.1.1 e 3.1.2 possui limita-
ções como a variância por deslocamentos, oscilações em torno de pontos singulares
presentes em uma série temporal, aliasing no sentido de que qualquer processamento
aplicado nos coeficientes wavelet calculados pode implicar em perda da reconstrução
perfeita via algoritmo de Mallat e falta de direcionalidade em dimensões superiores
a 1 que não estão presentes na Transformada de Fourier (SELESNICK et al., 2005).

A base exponencial complexa de Fourier exp(ı ωt) = cos(ωt) + ı sen(ωt) é composta
por um par de funções que apresenta algumas propriedades que implicam em ser a
Transformada de Fourier livre das limitações apresentadas pela DWT. Estas propri-
edades encontram-se listadas na Proposição 3.5, em que ξ{f} indica a Transformada
de Hilbert1 de f.

Proposição 3.5. A função exponencial complexa exp(ı ωt) possui as seguintes pro-
priedades:

a) exp(ı ωt) é uma função analítica, ou seja, suportada para ω > 0.

b) exp(ı ωt) é formada por um par de Hilbert, isto é: ξ{cos(ω t)} = sen(ω t).

Uma função wavelet, caracterizada na análise multirresolução por filtros de com-
primento finito, não pode ser analítica no sentido da Proposição 3.5 e assim uma
generalização da DWT que contorne as limitações descritas no início desta seção
pode ser construída buscando-se por filtros que apenas aproximem as proprieda-

1A definição de Transformada de Hilbert encontra-se apresentada na Subseção 4.2.2 do Capí-
tulo 4.
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des da base de Fourier ainda que isto implique, necessariamente, na introdução de
redundância na análise (KINGSBURY, 1998).

Neste contexto, introduz-se a Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (DT-
CWT) onde se faz uso da aplicação dupla do algoritmo de Mallat na decomposição
de um mesmo sinal f em que os filtros são construídos de maneira que as duas
correspondentes funções wavelet analisadoras sejam, aproximadamente, um par de
Hilbert.

O Teorema 3.2 indica uma condição necessária e suficiente, em termos dos filtros
escala utilizado em cada uma das duas árvores, para que as respectivas funções
wavelet sejam aproximadamente um par de Hilbert. Na literatura tal condição é co-
nhecida como atraso de meia amostra. A equivalência entre as afirmações é provada
em Selesnick (2001), Ozkaramanli e Yu (2003).

Teorema 3.2. Dois filtros passa-baixa h0 e h1 caracterizam suas respectivas funções
wavelet ψh0(t) e ψh1(t) como um par aproximado de funções de Hilbert se e somente
se

h1(n) = h0(n− 0.5). (3.19)

Note que não é possível construir filtros que satisfaçam exatamente a Equação 3.19
uma vez que o atraso é um número não inteiro. Contudo, reescrevendo a condição
de atraso de meia amostra em termos de magnitude e fase tem-se (SELESNICK et al.,
2005),

|ĥ1(ω)| = |ĥ0(ω)| (3.20)

e
∠h1(ω) = ∠h0(ω)− 0.5ω, (3.21)

e a construção dos filtros deve garantir a validade de ao menos uma destas igualdades
para que a condição de atraso de meia amostra seja aproximadamente satisfeita.

A Figura 3.6 ilustra o algoritmo de análise com três níveis de decomposição em que os
quadriláteros indicam a convolução com os respectivos filtros e ↓ 2 a subamostragem.

Os filtros para J = 1 não são iguais aos usados nos demais níveis e isto é indicado
na Figura 3.6 pelo uso do 1 sobrescrito aos filtros neste nível. Se os filtros forem os
mesmos para todos os níveis então se perde a aproximação da condição de atraso de
meia amostra (SELESNICK, 2002; SELESNICK et al., 2005).
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Figura 3.6 - Decomposição de um sinal f via DT-CWT para J = 3 níveis de decomposição.

Fonte: Produção do autor.

Para o primeiro nível de decomposição pode-se usar qualquer conjunto de filtros orto-
gonais não havendo restrições adicionais. Para os demais níveis, existem basicamente
três algoritmos para a construção dos filtros escala h0 sumarizados pela Tabela 3.1.
A segunda coluna indica qual das duas condições, dadas pelas Equações 3.20 e 3.21,
é satisfeita e a terceira indica a referência para o algoritmo completo de construção
destes filtros.

Tabela 3.1 - Métodos de construção dos filtros de análise para DT-CWT.

Construção dos Filtros h0 e h1 para J > 1 com DT-CWT

Método Condição de Meia Amostra Referência

h0 simétrico e comprimento ímpar
h1 simétrico e comprimento par

Não satisfaz a Equação 3.20
Satisfaz a Equação 3.21 (KINGSBURY, 1998)

h1(n) = h0(N − n− 1)
N : comprimento de h0

Satisfaz a Equação 3.20
Não satisfaz a Equação 3.21 (KINGSBURY, 2000)

h0(n) = f(n) ∗ d(n)
h1(n) = f(n) ∗ d(L− n)
L: comprimento de d(n)

Satisfaz a Equação 3.20
Não satisfaz a Equação 3.21 (SELESNICK, 2002)

Fonte: Produção do autor.
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Em termos de implementação numérica sugere-se ainda que aconteça a alternância
entre os filtros passa-baixa h0 e h1 nos sucessivos níveis de decomposição de modo
a garantir uma transformada mais simétrica (SELESNICK et al., 2005). Por clareza, a
Figura 3.7 ilustra o esquema numérico de decomposição considerando a alternância
sucessiva dos filtros passa-baixa entre as duas árvores.

Figura 3.7 - Decomposição de um sinal f via DT-CWT com J = 3 níveis com alternância
dos filtros passa-baixa para J > 1.

Fonte: Produção do autor.

Seja com alternância sucessiva de filtros passa-baixa entre as árvores ou não, em cada
estágio J de decomposição são calculados dois conjuntos de coeficientes: o obtido
pela árvore superior, que define a parte real do coeficiente wavelet e o conjunto
da árvore inferior que define a respectiva parte imaginária, destacadas em azul e
vermelho, respectivamente nas Figuras 3.6 e 3.7.

Os coeficientes dj complexos são dados pela soma das partes real e imaginária em
cada nível; explicitamente, tem-se

dj = djr + ı dji , (3.22)

em que os índices inferior e superior indicam o nível de decomposição e a natu-
reza (real ou complexa) das partes componentes dos valores dj. Definem-se ainda a
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magnitude e a fase dos coeficientes wavelet dj pelas igualdades

|dj|2 =
√
|djr|2 + |dji |2, (3.23)

e
∠dj = arctan

(
dji
djr

)
. (3.24)

O processo de reconstrução é realizado utilizando-se filtros de síntese construídos
de modo análogo ao apresentado na Subseção 3.1.2 havendo contudo, a necessidade
de, após o último estágio de reconstrução multiplicar o sinal por 0, 5 uma vez que a
DT-CWT é duas vezes redundante.

A Figura 3.8 ilustra o processo considerando a decomposição feita na Figura 3.6.
Nela, os quadriláteros indicam convolução, ↑ 2 a operação de superamostragem e
os círculos indicam adições ou multiplicação conforme indiquem sinais de soma ou
multiplicação em seu interior. O asterisco denota os correspondentes filtros de síntese
para os de análise considerados nas Figuras 3.6 e 3.7.

Os filtros h0 e h1 utilizados nas aplicações da DT-CWT realizadas neste trabalho
encontram-se detalhados no Apêndice D.

Figura 3.8 - Reconstrução de um sinal f a partir dos coeficientes complexos para a DT-
CWT com J = 3 níveis.

Fonte: Produção do autor.
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4 SISTEMAS DINÂMICOS COM MÚLTIPLAS ESCALAS DE
TEMPO, FASE E SINCRONIZAÇÃO

Este capítulo apresenta uma introdução matemática aos sistemas dinâmicos caóticos
com alguns exemplos ilustrativos clássicos da literatura científica na Seção 4.1. Na
Seção 4.3 a sincronização entre sistemas dinâmicos caóticos via bloqueio de fase é de-
finida e alguns métodos de sua detecção são discutidos. De particular interesse para
este trabalho, na Seção 4.2 apresentam-se os sistemas dinâmicos com múltiplas esca-
las em que a evolução temporal é caracterizada por escalas temporais diversas e na
Seção 4.4 faz-se uma revisão acerca da sincronização para os sistemas com múltiplas
escalas e dos diferentes modos pelos quais define-se a fase para estes sistemas.

4.1 Sistemas dinâmicos e caos

De modo intuitivo, um sistema dinâmico é um modo de descrever-se a evolução
temporal de todos os pontos de um determinado espaço S. Por exemplo, em uma
perspectiva aplicada, S pode ser um espaço de estados para algum sistema físico, em
que deseja-se descrever a evolução temporal de alguma grandeza ou mecânico cuja
descrição da posição ou da velocidade em função da variável tempo são de maior
interesse.

De modo geral, considerar-se-á o espaço S como o espaço euclidiano Rn com n

dimensões de modo que um sistema dinâmico constitui um conjunto de estados
iniciais que são completamente caracterizados por sua evolução temporal em Rn.

Particularmente são de interesse os sistemas dinâmicos cujo tempo seja considerado
contínuo e estes são os de objeto de estudo neste trabalho.

Neste caso, a evolução temporal de um conjunto de estados iniciais pode ser carac-
terizada como uma trajetória γ(t) ∈ Rn, algumas vezes também chamada de fluxo e
que, de modo informal, possui toda a informação sobre como o conjunto de estados
iniciais evolui ao longo do tempo.

Sobre a notação, por simplicidade, prefere-se escrever o vetor (x1, x2, ..., xn) simples-
mente por x enquanto alguns autores usam X ou até mesmo X; aqui não haverá
confusão com a notação uma vez que as funções consideradas estão definidas sem-
pre em Rn+1. Considerações informais como as feitas até aqui motivam a seguinte
definição para sistema dinâmico de tempo contínuo (HIRSCH et al., 2012):
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Definição 4.1. Um sistema dinâmico contínuo em Rn é uma função continuamente
diferenciável F : R× Rn −→ Rn tal que as seguintes condições são satisfeitas:

a) F (t0, x0) : Rn+1 −→ Rn é a função identidade, isto é, F (t0, x0) = x0 em
que t0 é o tempo inicial de observação do sistema e x0 ∈ Rn é um conjunto
de estados iniciais.

b) F (F (s, t), x) = F (t+ s, x), para todo s, t ∈ R e x ∈ Rn.

Na Definição 4.1 note que o domínio de F (t, x) apresenta n+1 dimensões para tornar
explícita a dependência da variável temporal responsável pela evolução do conjunto
de estados iniciais e que x é um vetor n−dimensional. A condição a) indica que
x0 é o conjunto de estados iniciais à qual fez-se referência de modo informal nos
parágrafos anteriores.

Considerando F (t, x) uma função de uma única variável independente t cuja de-
pendência seja contínua, um sistema dinâmico em Rn pode ser descrito como uma
equação diferencial ordinária de ordem n ou então interpretado como um sistema
constituído por n equações diferenciais de primeira ordem.

Dado o interesse na aplicação da Teoria dos Sistemas Dinâmicos em áreas diversas
como a Física, a Química, a Biologia, as Engenharias, Medicina e outras possíveis, a
primeira questão relevante a ser respondida é se um sistema dinâmico F (t, x) visto
como uma equação diferencial da forma x′ = F (t, x) tem solução única para todo
estado (condição) inicial e sob quais hipóteses isto acontece.

O Teorema 4.1 responde a questão do parágrafo anterior ao afirmar a existência e
a unicidade de soluções para um sistema dinâmico sujeito a uma condição inicial.
A demonstração é omitida mas pode ser consultada em todos os seus detalhes em
Hirsch et al. (2006).

Teorema 4.1. Seja F : R × U −→ Rn em que U é um aberto de Rn contínua,
derivável e localmente lipschitziana com respeito à variável x ∈ U . Então:

a) Para todo (t0, x0) ∈ U , existe γ : I =]t0− ε, t0 + ε[−→ Rd que é solução da
equação x′ = F (t, x) com γ(t0) = x0.

b) Se γ1 : I1 −→ Rd e γ2 : I2 −→ Rd são soluções de x′ = F (t, x) e existe
t0 ∈ I1∩I2 tal que γ1(t0) = γ2(t0), então γ1(t) = γ2(t), para todo t ∈ I1∩I2.
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A existência e unicidade de soluções para a equação x′ = F (t, x) em que F (t, x)
é uma função diferenciável de Rn+1 em Rn sujeita a uma condição inicial (t0, x0)
fornece o alicerce teórico fundamental para que a Teoria dos Sistemas Dinâmicos
Contínuos seja utilizada como abordagem natural de fenômenos quaisquer em que
se costuma interpretar a variável independente t como o tempo.

A solução, ou fluxo, da equação x′ = F (t, x) fornece toda a informação acerca
da evolução do estado inicial do sistema ao longo do tempo, inclusive descrevendo
suas propriedades geométricas, uma das quais decorre diretamente da unicidade de
soluções: fluxos γ(t) associados a condições iniciais diferentes evoluem no tempo sem
qualquer interseção com outros fluxos associados a outras condições iniciais. Dito
de outro modo, soluções distintas da equação x′ = F (t, x) não possuem pontos de
interseção.

Definição 4.2. Seja x′ = F (t, x) uma equação diferencial em que F (t, x) é dife-
renciável e definida em um aberto U ⊂ Rn+1. O espaço de fases das variáveis x1,
x2,..., xn é o espaço n−dimensional em que se contém a evolução deste conjunto de
variáveis ao longo do tempo.

Exemplo 4.1. O modelo de Lotka-Volterra (LOTKA, 1926) representa um sistema
dinâmico não-linear que descreve a competição entre duas espécies: uma espécie
presa x1 e outra espécie predadora x2 segundo as Equações 4.1:

 x′1 = x1 (α− βx2)
x′2 = x2 (δx1 − ξ)

(4.1)

O modelo baseia-se em duas hipóteses principais. A primeira é a de que na ausência
de predadores x2 a população x1 de presas cresce a uma taxa α > 0 sem qualquer
fator de inibição; se houverem predadores x2, apesar de a população de presas crescer
à mesma taxa α introduz-se um fator de inibição proporcional ao encontro entre
predadores x2 e presas x1 com constante de proporcionalidade β.

A segunda das hipóteses para este modelo implica que, na ausência de presas x1 a
população de predadores está fadada à extinção apresentando taxa de decrescimento
igual a ξ mas que é inibido se houverem presas pela presença de um fator proporcional
ao número de encontro entre as duas espécies com constante δ > 0.

53



Figura 4.1 - Retrato de fase e séries temporais: sistema presa-predador.

Fonte: Produção do autor.

No painel à esquerda da Figura 4.1 vê-se alguns fluxos no espaço de fases para o
Sistema 4.1 com constantes α = β = δ = ξ = 1 associados a diferentes condições
iniciais. O comportamento é periódico em cada caso e apesar de x1 e x2 tornarem-
se próximos de zero, o que biologicamente significa a extinção das espécies, isto não
acontece de acordo com o modelo. O painel à direita mostra, com maior clareza,
o comportamento periódico das variáveis x1 e x2 em que as séries temporais para
presas e predadores estão plotadas.

Voltando ao caso geral em discussão, note que não há qualquer restrição além da
necessidade da diferenciabilidade da função F (t, x) para que o sistema x′ = F (t, x)
tenha solução única de acordo com o Teorema 4.1 e deste modo caracterize perfeita-
mente um sistema dinâmico contínuo. É particularmente útil considerar o caso em
que F (t, x) é não-linear pois a natureza e seus variados fenômenos manifestam-se
principalmente via não-linearidade e caoticidade. Deste modo, no restante desta se-
ção e deste capítulo admitir-se-á apenas o caso de sistemas dinâmicos não lineares
e eventualmente caóticos. Neste trabalho, considerar-se-á a definição de caos dada
por Hirsch et al. (2012) uma vez que não há uma definição aceita universalmente no
meio científico.

Definição 4.3. Caos é um comportamento aperiódico de longa duração em um
sistema determinístico que apresenta sensibilidade às condições iniciais.

A Definição 4.3 merece alguns comentários sobre os termos e expressões que nela
aparecem. Por comportamento aperiódico de longa duração entende-se que o fluxo
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γ(t) que descreve a evolução temporal do sistema não se aproxima de pontos fixos ou
ciclos limites e não é caracterizado por órbitas periódicas ou quase-periódicas quando
t→∞. O termo determinístico é usado para enfatizar que, o comportamento caótico
decorre exclusivamente da não-linearidade do sistema sendo este livre de ruído ou
forçantes externas que podem interferir no comportamento do fluxo γ(t) e por fim,
a sensibilidade às condições iniciais refere-se à propriedade de que, em sistemas
cujo comportamento é caótico, fluxos sujeitos à condições iniciais suficientemente
próximas afastam-se exponencialmente à medida que t→∞.

Um resultado central no estudo de dinâmicas não-lineares é o chamado Teorema de
Poincaré-Bendixson que, em termos gerais, estabelece que o comportamento caótico
só pode manifestar-se em três ou mais dimensões; isto é, qualquer sistema dinâmico
em duas dimensões, como o modelo presa-predador apresentado no Exemplo 4.1,
mesmo na presença da não-linearidade, não pode ser caótico (STROGATZ, 2018). A
demonstração é omitida mas pode ser encontrada em Barreira e Valls (2012).

Teorema 4.2. (Poincaré-Bendixson) Considere x′ = F (t, x) um sistema dinâ-
mico planar, isto é, F (t, x) : U ⊂ R2 −→ R2 é uma função continuamente diferen-
ciável no plano em que U é um domínio fechado e limitado. Então, se:

a) Se A ⊂ R2 é um aberto que contém U e não contém nenhum ponto fixo de
F (t, x) e,

b) Existe ao menos uma trajetória γ(t) confinada em A, no sentido de que
quando t→ ∞, γ(t) ainda está contida em A, então:

ou γ(t) é uma curva (órbita) fechada em A ou uma espiral que tende a uma curva
(órbita) fechada contida em A. Em ambos os casos, existe uma trajetória fechada
γ(t) inteiramente contida em A.

A detecção do comportamento caótico é um problema de alta dificuldade em teoria
mas em aspectos numéricos relacionados ao expoente de Lyapunov, que define-se à
seguir, obtém-se uma relativa simplificação na detecção do caos.

Seja x′ = F (t, x) um sistema dinâmico caótico em n dimensões e considere γ(t0)
uma trajetória qualquer deste sistema. Perturbando-a por um δ > 0 nas condições
iniciais, obtém-se outra trajetória γ(t) com t = t0 + δ cuja evolução é caracterizada
inicialmente por γ(t0) mas sobre a qual nada se pode afirmar conforme t→∞ dada
a sensibilidade do sistema às condições iniciais.
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Considere δ(x) = γ(t) − γ(t0) uma medida instantânea da separação destas duas
trajetórias que depende fundamentalmente da perturbação δ > 0 considerada e
suponha que esta separação cresça exponencialmente entre dois instantes de tempo
quaisquer de maneira que, em norma,

||δ(x)|| ≈ exp(λ t)||t− t0||. (4.2)

O expoente λ é denominado expoente de Lyapunov e caracteriza a taxa exponencial
com que duas trajetórias arbitrariamente próximas se distanciam ao longo do tempo
(MONTEIRO, 2002; PIKOVSKY; POLITI, 2016). Um sistema dinâmico contínuo em n

dimensões possui exatamente n expoentes de Lyapunov e ao conjunto de todos estes
expoentes dá-se o nome de espectro de Lyapunov.

Seja L o espectro de Lyapunov associado a um sistema dinâmico x′ = F (t, x). A
taxa exponencial de divergência de trajetórias cujas condições iniciais são infinite-
simalmente próximas é medida pelo elemento máximo de L e, quando max(L) > 0
há indicativo numérico da presença de caos no sistema (HIRSCH et al., 2012).

Na Subseção 4.1.1, à seguir, são apresentados dois sistemas que sob determinadas
condições exibem comportamento caótico e o conceito de atrator também é apre-
sentado. Os espectros de Lyapunov apresentados para estes sistemas são calculados
via algoritmo descrito em Wolf et al. (1985).

4.1.1 As equações de Lorenz e de Rössler

Em 1963, o meteorologista e matemático Edward Lorenz (1917 - 2008) ao estudar
o fenômeno da convecção atmosférica utilizando um modelo simplificado observou
que o comportamento das soluções numéricas encontradas se distanciavam de modo
exponencial mesmo para condições iniciais bastante próximas; em linguagem atual
e de acordo com a Definição 4.3 de caos, ele se deparou com a sensibilidade às
condições iniciais. O Sistema de Lorenz é um sistema dinâmico em três dimensões e
descrito pelas equações 

x′ = σ (y − x)
y′ = x (r − z)− y
z′ = xy − bz

(4.3)

em que σ, r e b são constantes. Em seu trabalho original, Lorenz usou os valo-
res σ = 10, r = 28 e b = 8/3 (LORENZ, 1963) também usados nas simulações
apresentadas a seguir.
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Figura 4.2 - Evolução temporal do sistema de Lorenz com diferentes condições iniciais.

Fonte: Produção do autor.

A Figura 4.2 indica que, geometricamente, o Sistema 4.3 está confinado em um certo
subespaço A do espaço tridimensional não importando a condição inicial utilizada.
Note que após transcorrido um tempo que não depende do ponto tomado como
condição inicial as trajetórias tanto em (I) quanto em (II) convergem para uma
região A ⊂ R3 não saindo mais dela. De modo a mostrar a evolução da trajetória
para o subespaço A não houve descarte de transiente. Por transiente, entende-se o
comportamento do fluxo γ(t) de um sistema dinâmico para o subconjunto inicial da
variável independente.

Define-se a região A do espaço tridimensional como o conjunto atrator caótico para
o Sistema de Lorenz. Não existe condição inicial que possa ser usada de modo que
as trajetórias não se confinem, quando t→∞, na região A.

Além disso, as trajetórias, dada a unicidade de soluções provada anteriormente, não
se auto interceptam apesar de seus pontos tornarem-se arbitrariamente próximos
durante a evolução temporal.

A dimensão do atrator de Lorenz não pode ser um número inteiro: se fosse igual a 2
o atrator estaria contido em um plano, o que não é verdade por simples inspeção na
Figura 4.2 e se fosse igual a 3 então ele preencheria toda a região A que o contém.
A dimensão para o atrator de Lorenz é estimada em 2, 06 (MCGUINNESS, 1983).
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Além disso, o sistema é dissipativo, isto é, qualquer que seja o volume inicial consi-
derado, definido pelas três coordenadas da condição inicial, certamente ele contrair-
se-á ao longo do tempo, o que pode ser verificado calculando-se o divergente para o
Sistema de Equações 4.3 e verificando que ele assume um valor negativo qualquer
que seja a condição inicial dada. De fato, considerando f1, f2 e f3 como a primeira,
segunda e terceira das equações de 4.3, tem-se:

∇S = ∂f1

∂x
+ ∂f2

∂y
+ ∂f3

∂z
= −σ − 1− b < 0,

uma vez que σ = 10 e b = 28/3 e tal valor por ser independente das variáveis x, y e
z também independe da condição inicial considerada.

Uma vez sendo conhecida a propriedade de que o Sistema de Lorenz possui tra-
jetórias que confinam-se em um atrator mostra-se na Figura 4.3 a propriedade de
sensibilidade às condições iniciais. Para tanto, na simulação numérica, tomou-se
duas condições iniciais arbitrariamente próximas e fez-se o descarte de transiente de
modo a observar apenas o comportamento das trajetórias já confinadas no atrator.

Figura 4.3 - Sensibilidade às condições iniciais para o sistema de Lorenz. Em vermelho
e azul vê-se o respectivo atrator para as condições iniciais C1 = (−5, 2, 3) e
C1 = (−5, 01, 2, 3, 1).

Fonte: Produção do autor.
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Ressalta-se que, para o conjunto de parâmetros escolhidos (σ = 10, r = 28 e b = 8/3)
o comportamento do Sistema de Lorenz é caótico pois seu espectro de Lyapunov dado
por L = {−14, 57, 0, 0, 90} apresenta elemento máximo positivo.

Nota-se com mais clareza a dependência do comportamento caótico com relação ao
conjunto de parâmetros escolhidos no sistema que apresentar-se-á na sequência.

Trata-se do Sistema de Rössler definido pelo sistema de Equações
x′ = −y − z
y′ = x+ ay

z′ = b+ z (x− c)
(4.4)

em que os parâmetros a, b e c regulam o comportamento dinâmico do sistema. No
trabalho original (RÖSSLER, 1976) as constantes utilizadas foram a = b = 0, 2 e
c = 5, 7 e Rössler chama a atenção para a maior simplicidade deste sistema quando
comparado com o de Lorenz: enquanto o primeiro apresenta apenas uma equação
não-linear, o segundo apresenta duas equações não-lineares.

Assim como no caso de Lorenz, observa-se que todas as trajetórias convergem para
uma mesma região do espaço tridimensional que, também não possui dimensão in-
teira. Além disso, este sistema também é dissipativo pois:

∇S = ∂f1

∂x
+ ∂f2

∂y
+ ∂f3

∂z
= a− c,

negativo sempre que c > a, como no trabalho original (RÖSSLER, 1976).

Considerar-se-á o Sistema 4.4 com os parâmetros a = 0, 15, b = 0, 20 e c = 10.
Dadas condições iniciais C1 = (20, 5, 10) e C2 = (10, 10, 5) vê-se, tal qual para o
Sistema de Lorenz, que as respectivas trajetórias são atraídas para uma região A do
espaço tridimensional e de lá não saem mais. Veja a Figura 4.4: no painel superior os
atratores tridimensionais com as condições iniciais destacadas; no painel inferior, vê-
se a projeção do atrator no plano x−y de modo a tornar de mais fácil visualização o
caminho percorrido pela trajetória desde o ponto inicial até sua entrada (e portanto,
permanência) no atrator.

A sensibilidade às condições iniciais também estão presentes. A Figura 4.5 mostra a
simulação do Sistema de Rössler para duas condições iniciais suficientemente próxi-
mas: tomou-se C1 = (10, 10, 20) e C2 = (9, 98, 10, 01, 20) ou seja, deu-se incrementos
iguais a ∆1 = −0, 02 e ∆2 = 0, 01 para as variáveis x e y do sistema.
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Figura 4.4 - Simulações do sistema de Rössler com condições iniciais C1 e C2 para os
gráficos à esquerda e à direita, respectivamente.

Fonte: Produção do autor.

Finalmente, o comportamento caótico das variáveis x, y e z para o sistema de Rössler
também se evidencia quando se observa seu espectro de Lyapunov, neste caso, dado
por L = {−14, 1, 0, 0, 13}.

É possível forçar o Sistema de Rössler a exibir comportamento periódico com a
escolha adequada do conjunto de parâmetros a, b e c que aparecem na Equação 4.4.
Utilizando a = b = 0, 1 e variando c é possível simular comportamentos periódicos
onde se observam apenas uma órbita, duas, três, seis e comportamentos caóticos.
Para detalhes e parâmetros, consulte Strogatz (2018).

4.2 Sincronização entre sistemas dinâmicos caóticos

Esta Seção define o conceito de sincronização e discute, particularmente, sua ma-
nifestação em sistemas dinâmicos caóticos quando acoplados, interagindo entre si.
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Figura 4.5 - Ilustração da sensibilidade às condições iniciais para o sistema de Rössler.
Em vermelho e azul vê-se o respectivo atrator para as condições iniciais C1 =
(10, 10, 20) e C1 = (9, 98, 10, 01, 20).

Fonte: Produção do autor.

Faz-se também, uma revisão da literatura sobre a detecção da sincronização no caso
de sistemas caóticos e também no caso de sistemas com múltiplas escalas de tempo.

É provável que o primeiro cientista a observar o fenômeno da sincronização tenha sido
o holandês Christiaan Huygens (1629 - 1695) ao observar dois relógios de pêndulo
fixados em uma mesma viga. Ele percebeu que o movimento dos dois pêndulos em
mesmo ritmo devia-se às imperceptíveis forças que os dois relógios imprimiam à viga
devido aos movimentos que realizavam (PIKOVSKY et al., 2003).

Em linguagem moderna diz-se que os relógios observados por Huygens estavam
acoplados e efetuavam um processo de sincronização, ou seja, o ritmo de seus movi-
mentos estavam ajustados devido à fraca interação entre eles. Esta é exatamente a
definição do fenômeno da sincronização: o ajustamento de ritmos entre dois ou mais
sistemas acoplados devido a uma fraca força de interação entre eles.

Sabe-se hoje que este fenômeno é universal e está presente em diversas áreas. Na
Biologia, por exemplo, pode ser observado em grupos de vaga-lumes que ajustam o
ritmo cuja comunicação é caracterizada pela emissão de luz (TYRRELL et al., 2006;
OTTE, 1980) ou em pássaros em caça (IMS; ANDREASSEN, 2000). Nas Ciências So-
ciais, por exemplo, observa-se também que uma plateia tende a ajustar o ritmo dos
aplausos ao final de um espetáculo (NÉDA et al., 2000).

Sistemas caóticos podem, quando acoplados, apresentar comportamento sincroni-
zado. Em trabalhos pioneiros na área de dinâmica não-linear nota-se o interesse na
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sincronização completa em que, as trajetórias dos sistemas caóticos acoplados con-
vergem para uma trajetória comum ao longo do tempo (FUJISAKA; YAMADA, 1983).
Entretanto, atualmente, o interesse maior está na chamada sincronização de fase em
que as trajetórias evoluem com amplitudes diferentes ainda que os sistemas exibam
ritmos semelhantes.

De modo a tornar clara a exposição, explica-se na sequência como se faz a mo-
delagem matemática do acoplamento utilizando dois sistemas dinâmicos caóticos
S1 : Rn → Rn e S2 : Rn → Rn definidos respectivamente pelos sistemas de
equações diferenciais ordinárias x′

1 = F (t, x1) e x′
2 = F (t, x2) mas cuja modelagem

é análoga para k sistemas quaisquer.

O acoplamento é definido por uma matrizMn×n(x1, x2) cujas componentes são com-
binações quaisquer entre as variáveis de estado x1 e x2 de S1 e S2, respectivamente,
que estão acoplados. A intensidade de acoplamento, ε > 0, considerada sempre pe-
quena o suficiente para que a modelagem indique fraca interação entre os sistemas,
é introduzida como uma constante multiplicativa da matriz M .

No caso em que se faz a introdução da matriz M em apenas um dos sistemas, diz-se
que o acoplamento é unidirecional, sendo o sistema mantido inalterado chamado de
sistema condutor (ou mestre) e o outro, de sistema resposta (ou escravo). Formal-
mente tem-se o Modelo  x′1 = F (t, x1)

x′2 = F (t, x2) + εM(x1, x2)
(4.5)

para o acoplamento unidirecional sendo S1 condutor e S2 resposta e, x′1 = F (t, x1) + εM(x2, x1)
x′2 = F (t, x2) + εM(x1, x2)

(4.6)

para o acoplamento bidirecional.

Acoplamentos que consideram k sistemas acoplados todos entre si são geralmente
chamados de acoplamentos globais. O Modelo 4.6 define, portanto, um acoplamento
que é bidirecional e também global entre S1 e S2. É bastante comum considerar o
acoplamento linear, de maneira que a dependência entre as variáveis de estado x1 e
x2 na matriz M(x1, x2) é apenas uma combinação linear entre ambas.
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O exemplo a seguir, apresentado em Ferreira et al. (2013), ilustra a manifestação
da sincronização entre dois sistemas S1 e S2 caóticos de Lorenz quando acoplados
bidirecionalmente via variável x considerando uma intensidade de acoplamento ε = 6
e a ausência deste fenômeno para um acoplamento fraco, com ε = 0, 4.

Exemplo 4.2. Considere dois sistemas de Lorenz em típico regime caótico conforme
discutido na Subseção 4.1.1:

S1 =


x′1 = 10 (y1 − x1) + ε (x2 − x1)
y′1 = x1 (28− z1)− y1

z′1 = 0, 9831 (x1y1 −
8
3 z1)

(4.7)

e

S2 =


x′2 = 10 (y2 − x2) + ε (x1 − x2)
y′2 = x2 (28− z2)− y2

z′2 = 1, 018 (x2y2 −
8
3 z2),

(4.8)

em que as constantes c1 = 0, 9831 e c2 = 1, 018 são introduzidas na variável z de
modo a tornar S1 ligeiramente diferente de S2.

Figura 4.6 - Variáveis de estado para os Sistemas 4.7 e 4.8 em regime caótico bidirecional-
mente acoplados com ε = 0, 4.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 4.7 - Variáveis de estado para os Sistemas 4.7 e 4.8 em regime caótico bidirecional-
mente acoplados com ε = 6.

Fonte: Produção do autor.

Para ε = 0, 4, considerada uma intensidade de acoplamento fraca, os sistemas não
manifestam o fenômeno da sincronização. Com o uso de uma intensidade de aco-
plamento ε = 6, a sincronização completa acontece. Compare as Figuras 4.6 e 4.7

4.2.1 Fase em sistemas caóticos

A Seção 4.2 faz referência a duas típicas situações envolvendo o fenômeno da sincro-
nização: a primeira, envolvendo o ajuste de ritmos entre as variáveis de estados de
sistemas acoplados com a adicional propriedade de apresentarem amplitudes iguais
e a segunda, mais sutil, em que as variáveis de estado permanecem evoluindo no
tempo com amplitudes livres mas encontram-se sincronizadas.

Como na definição de sincronização exige-se que a interação entre os sistemas seja
fraca e na prática aplica-se uma intensidade de acoplamento pequena, a segunda das
situações é a de grande interesse para as aplicações. Trata-se da sincronização em
fase, conceito que é descrito nesta Subseção.

No caso periódico, ilustrado na Figura 4.8, caso em que um sistema dinâmico S

apresenta solução periódica de modo que no espaço de fase as soluções tendem a um
ciclo-limite, define-se a fase como a coordenada angular Φ(t) ao longo deste ciclo
limite que se incrementa em 2π à cada rotação completa (PIKOVSKY et al., 2003).

64



Figura 4.8 - Definição de fase para o caso de trajetórias periódicas.

Fonte: Adaptado de Pikovsky et al. (2003).

Note que ao longo do tempo a fase Φ(t) é crescente e incrementa-se em 2π a cada
período percorrido pela trajetória, ou seja, a cada evolução completa em torno do
ciclo limite correspondente a essa trajetória no espaço de fases.

A generalização do conceito de fase para o caso não periódico (considerando espe-
cialmente o caso caótico) não é imediata e é construída teoricamente via expoentes
de Lyapunov. No que segue, a discussão será restrita ao caso de sistemas dinâmicos
caóticos em que a a propriedade de sensibilidade às condições iniciais está presente
e de maior interesse neste trabalho.

Todo sistema dinâmico x′ = F (t, x) contínuo e autônomo em relação ao tempo possui
ao menos um expoente de Lyapunov nulo (MONTEIRO, 2002; FIEDLER-FERRARA;

PRADO, 1994), ou seja, existe uma direção no espaço de fases em que as trajetórias
são estáveis às perturbações.

Este resultado permite que o conceito de fase, definido inicialmente nesta Seção
para o caso periódico, seja generalizado para o caso caótico conforme descrito em
Pikovsky et al. (2003).

Definição 4.4. Seja x′ = F (t, x) um sistema dinâmico contínuo n-dimensional e
caótico. A fase instantânea deste sistema é definida como a variável angular Φ(t)
associada ao expoente de Lyapunov nulo existente.
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A noção de fase permite permite definir a sincronização entre dois sistemas nos
quais os ritmos são ajustados mas as amplitudes não. Este tipo de sincronização é
conhecido como sincronização via travamento de fase.

Definição 4.5. Sejam Φ1(t) e Φ2(t) as fases instantâneas de duas variáveis x1(t)
e x2(t) relativas a sistemas S1 e S2, respectivamente. Os sistemas S1 e S2 estão
sincronizados via travamento de fase se

|Φ1(t)− Φ2(t)| ≤ 2π.

Existem diversos métodos para a atribuição da variável fase Φ(t) para sistemas
caóticos. A Subseção 4.2.2 apresenta alguns dos mais conhecidos.

4.2.2 Métodos de atribuição de fase para sistemas caóticos

Nesta Subseção apresentam-se cinco métodos para a atribuição de fase em siste-
mas caóticos. O primeiro utiliza seções de Poincaré introduzidas convenientemente
no espaço de fases; o segundo baseia-se em projeções no espaço de fase; o terceiro
fundamenta-se na Transformada de Hilbert e os dois últimos são obtidos via Trans-
formadas Wavelet.

4.2.2.1 Fase via seções de Poincaré

O comportamento caótico manifesta-se em sistemas dinâmicos contínuos desde que
estes estejam, pelo menos, imersos em um espaço com três dimensões. Conforme
discutido na Seção 4.1 isto é uma consequência direta do Teorema de Poincaré-
Bendixson. Neste contexto uma das ferramentas mais utilizadas para a análise das
trajetórias caóticas é denominada Seção de Poincaré. Trata-se simplesmente de in-
troduzir um plano Sp e analisar as interseções das trajetórias com este plano. Deste
modo, o problema reduz-se a uma análise em apenas duas dimensões.

Observe na Figura 4.9 um atrator de Rössler caótico com parâmetros a = b = 0, 2
e c = 5, 7 e em regime coerente, ou seja, com um centro de rotação bem definido e
para o qual fez-se o descarte do transiente e uma possível escolha para a introdução
de uma Seção Sp de Poincaré.

Nestes casos, define-se a fase ΦP (t) pelo incremento linear de 2π entre dois instantes
tn e tn+1 sucessivos em que as órbitas interseccionam a Seção de Poincaré (MOON;

HOLMES, 1985; PIKOVSKY et al., 1997; ROSENBLUM et al., 1997; TIAN et al., 2013).
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Figura 4.9 - Seção Sp de Poincaré para o atrator de Rössler.

Fonte: Produção do autor.

Em termos matemáticos, tem-se:

ΦP (t) = 2π t− tn
tn+1 − tn

+ 2π n, tn ≤ t ≤ tn+1. (4.9)

É importante notar que dado o comportamento caótico do fluxo, as sucessivas inter-
seções do atrator com o plano Sp são todas distintas entre si e o tempo de retorno,
isto é, o tempo decorrido entre duas interseções sucessivas, necessariamente não é
constante. A fase ΦP (t) depende fundamentalmente da Seção de Poincaré Sp intro-
duzida no espaço de fases de maneira que esta fase pode ser ambígua (ROSENBLUM

et al., 1997).

4.2.2.2 Fase via projeção no espaço de fases

Se é possível obter órbitas fechadas com centro de rotação bem definido via projeção
do atrator caótico em um plano no espaço de fases então a fase pode ser definida
via função arco-tangente. Neste caso, define-se a fase via função arco-tangente (RO-

SENBLUM et al., 1997; PIKOVSKY et al., 1996; GORYACHEV; KAPRAL, 1996):

Φproj(t) = arctan
(
y

x

)
, (4.10)
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em que x e y representam as duas variáveis componentes do plano em que o atrator
é projetado. Note que na Figura 4.9 uma possível projeção para que a fase seja
definida para o atrator de Rössler em regime de coerência como na Equação 4.10 é
a projeção no plano xy.

No caso de regime não coerente, em que não se está bem definido um centro de
rotação para o atrator, a Definição 4.10 é adaptada considerando-se a projeção das
derivadas das variáveis de estado x e y. Explicitamente, para este caso (CHEN et al.,
2001),

Φproj(t) = arctan
(
y′

x′

)
. (4.11)

4.2.2.3 Fase via transformada de Hilbert

Dada uma função real f : R→ R a sua Transformada de Hilbert é definida por

ξ(t) = 1
π
P.V.

∫ ∞
−∞

f(u)
t− u

du, (4.12)

em que P.V. indica o valor principal de Cauchy da integral da função f(u)
t− u

. Note a
singularidade isolada existente em t = u.

A partir da função real f(t) e de sua respectiva ξ(t) define-se uma função complexa
analítica

s(t) = f(t) + ξ(t) = a(t) + ı exp(ıΦH(t)),

em que identifica-se imediatamente a fase ΦH(t) atribuída via Transformada de
Hilbert.

Diferente dos métodos de atribuição de fase via Seção de Poincaré e/ou projeções
no espaço de fases este método é não ambíguo e aplica-se particularmente a dados
experimentais de modo imediato sem a necessidade de processamentos adicionais
nos dados (PIKOVSKY et al., 1997).

4.2.2.4 Fase via transformada wavelet contínua

A Transformada Wavelet Contínua apresentada em detalhes na Seção 2.3 do Capí-
tulo 2 é outro meio de atribuição de fase para sistemas caóticos quando escolhe-se
uma wavelet complexa como função analisadora.
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Neste caso, aplica-se a CWT e identifica-se na sequência a escala amax em seu espec-
tro global G(a), calculado de acordo com a Equação 2.16, apresenta energia máxima.
Fixando-se esta escala define-se a fase instantânea φW (t) como o argumento dos
coeficientes wavelet complexos Wψ

f (amax, t) (CHANDRE et al., 2003; KORONOVSKII;

HRAMOV, 2004; HRAMOV; KORONOVSKII, 2005). Explicitamente, tem-se:

ΦW (t) = arg(Wψ
f (amax, t)). (4.13)

É claro que neste caso a atribuição de fase volta a ser ambígua pois passa a depen-
der da wavelet analisadora complexa escolhida. Nos trabalhos citados no parágrafo
anterior os autores consideram a wavelet de Morlet com frequência central ωc = 1 Hz
correspondente ao parâmetro adimensional ω0 = 2π.

4.2.2.5 Fase via transformada wavelet discreta complexa dual-tree

A Transformada Wavelet Discreta Complexa Dual-Tree descrita na Seção 3.2 do
Capítulo 3 também é utilizada para a atribuição de fase em sistemas caóticos sejam
provenientes de modelos teóricos, como os sistemas de Rössler e de Lorenz, ou de
dados experimentais (FERREIRA et al., 2015; FERREIRA et al., 2017) uma vez que
para seu uso basta o conhecimento de uma série temporal unidimensional.

Para isto, aplica-se inicialmente na série temporal f(t), a DT−CWT utilizando -se
todos os níveis de decomposição para o quais os coeficientes wavelet obtidos repre-
sentam de modo significativo a série temporal f(t) conforme discutido previamente
no Capítulo 3. No que segue, seja N o número de níveis utilizados no processo de
decimação.

Feito isto identifica-se o nível J, 1 ≤ J ≤ N , em que o espectro global wavelet
E(J) seja máximo. Então, os coeficientes wavelet dj do nível J de decomposição são
utilizados para a atribuição de fase via função arco-tangente:

ΦDT (t) = arctan
(
Imag(dj)
Re(dj)

)
, (4.14)

em que a variável tempo t deve ser discretizada considerando um fator igual a
2J proveniente do processo de decimação e da identificação do nível J de energia
máxima.
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4.3 Sistemas dinâmicos com múltiplas escalas de tempo

Nesta Seção apresentam-se os Sistemas Dinâmicos com Múltiplas Escalas de Tempo
(do inglês, Multiple-Time-Scale Dynamical Systems) dentro de uma perspectiva ma-
temática. Isso implica em analisar alguns resultados centrais da Teoria Geométrica
das Perturbações Singulares para Equações Diferenciais Ordinárias onde define-se
formalmente as oscilações de relaxação, a estrutura geométrica intrínseca aos siste-
mas com mais de uma escala de tempo.

Os conceitos e resultados apresentados não são triviais de modo que estes são ilus-
trados sempre que possível analisando-se o oscilador de Van der Pol (POL, 1934),
que basicamente representa um oscilador com amortecimento não linear. Ao final
da Seção, se caracteriza geometricamente a geometria típica das oscilações de re-
laxação: a manifestação de “pulsos” isolados ou sequências de pulsos denominados,
respectivamente na literatura de spikes e burstings, respectivamente.

Apesar da escolha por este importante exemplo específico para as dinâmicas que
apresentam escalas temporais distintas, estas estão presentes em variados fenôme-
nos como lasers (GIACOMELLI; POLITI, 1998; ROY et al., 1992), ondas de Faraday
(CHEN; NALS, 1999), reações químicas homogêneas (HJERTAGER et al., 2002), fenô-
menos eletroquímicos (KISS et al., 2006), modelos diversos para a atividade neuronal
(IZHIKEVICH, 2000a; IZHIKEVICH, 2003), células cardíacas (NAQVI et al., 2014) e
β−pancreáticas (RORSMAN; ASHCROFT, 2017) além de outros outros (CHEN et al.,
2012; WANG; BOYD, 2009; SON; LIM, 2008).

Considerar-se-á nesta Seção o caso mais simples: a presença simultânea de apenas
duas escalas temporais distintas cujas respectivas dinâmicas são denominadas dinâ-
micas lenta e rápida, respectivamente. Formalmente, tem-se a seguinte definição:

Definição 4.6. Um sistema dinâmico é denominado (m,n)-rápido-lento se pode ser
formulado por um sistema de equações diferenciais da forma


ε
dx

dt
= ε x′ = f(x, y, ε)

dy

dt
= y′ = g(x, y, ε),

(4.15)

em que f(x, y, ε) e g(x, y, ε) são funções definidas de Rm+n+1 → Rm e 0 � ε < 1 é
um parâmetro real muito menor que 1. A variável x ∈ Rm+n+1 é a variável rápida e
a variável y ∈ Rm+n+1 é denominada variável lenta.
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Observa-se que fazendo-se a mudança de variável τ = ε t o Sistema 4.15 pode ser
reescrito como 

dx

dτ
= x′ = f(x, y, ε)

1
ε

dy

dτ
= y′ = ε g(x, y, ε).

(4.16)

De fato, decorre da mudança de variável e de 4.15 que

τ = ε t⇐⇒ dτ = ε dt⇐⇒


ε
dx

dt
= ε

1
ε

dx

dτ
= dx

dτ
= ẋ = f(x, y, ε)

dy

dt
= 1
ε

dy

dτ
= dy

dτ
= ẏ = ε g(x, y, ε),

em que ẋ e ẏ são usados para denotar as derivadas de x e y em relação à nova escala
de tempo τ .

Uma possível abordagem para a análise do comportamento dinâmico, seja do Sis-
tema 4.15 ou 4.16 é considerar o caso limite em que ε = 0. Isto transforma qualquer
uma das formas do sistema dinâmico (m,n)−rápido-lento em uma equação algébrico-
diferencial por envolver uma equação algébrica e uma diferencial. Este caso limite
motiva as duas definições à seguir:

Definição 4.7. A equação algébrico-diferencial
f(x, y, 0) = 0
dy

dt
= y′ = g(x, y, 0)

(4.17)

é denominada subsistema lento e o fluxo γs(t) por ela gerado é denominado fluxo
lento.

Definição 4.8. A equação algébrico-diferencial


dx

dt
= x′ = f(f, y, 0)

dy

dt
= 0,

(4.18)

é denominada subsistema rápido e o fluxo γf (t) por ela gerado é denominado fluxo
rápido.
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Para se distinguir o caso em que se faz referência aos subsistemas definidos por
4.17 e 4.18 é comum referir-se à Equação 4.15 como sistema completo. Dadas as
Definições destes dois subsistemas a ideia central é que, no espaço de fases é possível
analisar o comportamento do sistema completo ora considerando um subsistema,
ora considerando outro.

Decorre da Definição 4.7 que em uma vizinhança suficientemente pequena da solu-
ção da equação algébrica f(x, y, 0) o fluxo γ(t) do sistema completo seja dominado
pelo subsistema lento de modo que f(x, y, 0) desempenha papel central na análise;
assumir-se-á que a curva f(x, y, 0) = 0 seja topologicamente homeomorfa ao espaço
euclidiano Rm+n de modo que ela seja uma variedade, ou seja, um espaço topológico
X cujos pontos (x, y) possuem uma vizinhança na qual o comportamento quanto
às propriedades geométricas é idêntico ao existente no espaço euclidiano Rm+n no
sentido de que existe uma função ϕ : X → Rm+n bijetiva, diferenciável e com in-
versa também diferenciável. Geometricamente, isto implica que a variedade X é
localmente suave e regular como o espaço euclidiano de dimensão m+ n.

Definição 4.9. O subconjunto C0 ⊂ Rm × Rn definido por

C0 = {(x, y) ∈ Rm × Rn tal que f(x, y, 0) = 0}, (4.19)

é denominado variedade crítica para o Sistema 4.15.

A Proposição 4.1 a seguir relaciona os pontos de equilíbrio do fluxo rápido com os
pontos de C0.

Proposição 4.1. Seja S um sistema dinâmico (m,n)-rápido-lento cujo fluxo rápido
seja γf (t). Os pontos de equilíbrio de γf (t) correspondem-se biunivocamente com os
pontos da variedade crítica C0.

Demonstração. Considere y0 ∈ Rn fixo. Se x0 é um ponto de equilíbrio para γf (t)
então f(x0, y0, 0) = 0, ou seja, (x0, y0) ∈ C0. Por outro lado, seja (x0, y0) ∈ C0.
Pela Definição 4.9 tem-se que f(x0, y0, 0) = 0 para y0 in Rn que pertence a γf (t) de
acordo com a Definição 4.8.

O oscilador de Van der Pol (POL, 1926; POL, 1934) sem forçante é definido pela
equação diferencial

d2x

dt2
+ µ(x2 − 1)dx

dt
+ x = 0, (4.20)
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e representa a posição x(t) de um oscilador sujeito a uma força µ aplicada a um
amortecimento não linear.

Tal sistema pode ser visto como um sistema dinâmico (1, 1)-rápido-lento. Mostra-
se-á isto no Exemplo 4.3 onde são ilustradas os conceitos apresentados nesta Seção
até este ponto.

Exemplo 4.3. Considere a mudança de variável t = µτ . Decorre dela que as deri-
vadas presentes na Equação 4.20 podem ser reescritas como

t = µ τ ⇔ dt = µ dτ ⇔



dx

dt
= 1
µ

dx

dτ
⇔ dx

dt
= 1
µ

dx

dτ
= ẋ

d2x

dt2
= d

dt

(
1
µ

dx

dt

)
⇔ d2x

dt2
= 1
µ2
d2x

dτ 2 = 1
µ2 ẍ,

(4.21)

e substituindo 4.21 em 4.20, tem-se:

d2x

dt2
+ µ(x2 − 1)dx

dt
+ x = 0⇐⇒ 1

µ2
d2x

dτ 2 + (x2 − 1)dx
dτ

+ x = 0. (4.22)

Fazendo-se uma transformação de Liènard, isto é, definindo

y = 1
µ2
dx

dτ
+ x3

3 − x (4.23)

e derivando em relação a y(τ), tem-se:

dy

dτ
= 1
µ2
d2x

dτ 2 + (x2 − 1)dx
dτ

= −x, (4.24)

de acordo com 4.22. Assim, dy
dτ

= −x (I). Da transformação de Liénard definida

por 4.23 segue-se que 1
µ2
dx

dτ
= y − x3

3 + x (II).

Fazendo ε = µ−2, de (I) e (II) obtém-se um sistema (1, 1)-rápido-lento para a
Equação de Van de Pol 4.20 dado por

dx

dτ
= 1
ε

(
y − x3

3 + x

)

dy

dτ
= −x.

(4.25)
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Ao considerar-se outras forçantes sejam lineares, não lineares, periódicas ou quase-
periódicas para a Equação de Van der Pol ainda assim é possível convertê-lo em um
sistema como 4.25. Far-se-á agora a análise de 4.25 com as ideias introduzidas nesta
Seção.

Para tanto, comece observando que há apenas um ponto de equilíbrio: P = (0, 0)
para o sistema completo. A variedade crítica, de acordo com a Definição 4.9 é

C0 =
{

(x, y) ∈ R2 tal que y = x3

3 − x
}
, (4.26)

ou seja, uma cúbica passando por P e representada na Figura 4.10.

Figura 4.10 - Oscilador de Van der Pol como um sistema (1, 1)-rápido-lento com µ = 0, 02.
Figura (A): retrato de fase e campo de direções. Figura (B): comportamento
dos fluxos lento e rápido.

Fonte: Produção do autor.

Na Figura (4.10) (A) vê-se o espaço de fases para o oscilador de Van der Pol com
condição inicial C = (2, 2). Observe que o espaço de fases é composto por uma única
trajetória fechada. A Figura (B) apresenta a variedade crítica C0 para 4.25 sobre a
qual se move o fluxo lento γs(t), representado pelas flechas em azul e cuja direção
é determinada pela segunda das equações do sistema 4.25 sendo P um ponto de
equilíbrio repulsor. Para o fluxo rápido γf (t) vê-se que acima da variedade crítica
seu movimento se dá para a direita e abaixo, para a esquerda. Isto também pode ser
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visto na Figura (A) onde o campo de direções indica esta tendência. Ao longo desta
Seção, particularmente o comportamento dinâmico mostrado em (B) será analisado
e explicado de modo detalhado e gradual.

Não há, infelizmente, uma uniformidade de nomenclaturas e termos com relação
aos sistemas (m,n)-rápido-lento. Contudo, enfatiza-se que a exposição teórica feita
a seguir está baseada nos termos usualmente encontrados nas referências Berglund
(2001), Guckenheimer (2002), Kaper (1999) e Kuehn (2015). A última destas refe-
rências chama a atenção para este fato, sendo considerada, inclusive, na construção
dos seguidos exemplos desta Seção usando o oscilador de Van der Pol.

Um conjunto C ∈ Rk, k ∈ N é dito compacto se ele for fechado e limitado (LIMA,
2004). Esta definição de compacidade para conjuntos só aplica-se à subconjuntos do
espaço euclidiano n-dimensional.

Definição 4.10. Um subconjunto compactoM0 ⊂ C0 é dito normalmente hiperbólico
se para todo ponto p ∈M0 a matriz (Dxf)(p) de dimensão m×m e composta pelas
derivadas primeiras da Equação f(x, y, 0) de 4.7 em relação à variável lenta x não
possui autovalores com parte real nula.

Exemplo 4.4. Toda a variedade crítica C0 do oscilador de Van der Pol é normal-
mente hiperbólica. Basta notar que neste caso f(x, y, 0) = y−x3/3 +x de modo que
qualquer que seja p ∈ C0 tem-se

(Dxf)(p) = ∂f

∂x
(p) = −x2 + 1|(x=p) = −p2 + 1 6= 0.

Existe uma intrínseca relação entre os pontos de equilíbrio do subsistema rápido que
de acordo com a Proposição 4.1 são também pontos da variedade crítica e a hiper-
bolicidade de um subconjunto M0 ⊂ C0. Esta relação é apresentada na Proposição
a seguir:

Proposição 4.2. Um subconjuntoM0 ⊂ C0 é normalmente hiperbólico se e somente
se para cada p = (x∗, y∗) tem-se que x∗ é um ponto de equilíbrio hiperbólico da
equação diferencial x′ = f(x, y, 0).

Convém notar, com relação ao enunciado da Proposição 4.2 que, de maneira genérica,
define-se x∗ ∈ Rm como um ponto de equilíbrio hiperbólico para a equação diferencial
x′ = f(x, y, 0) se (a) f(x∗, y, 0) = x∗ e (b) se o autovalor da matriz A associada a
esta equação diferencial tem parte real não nula em x∗.
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Subconjuntos M0 normalmente hiperbólicos de uma variedade crítica S0 podem ser
atratores, repulsores ou do tipo sela. Trata-se de uma generalização da teoria clássica
das equações diferenciais ordinárias onde pontos (e não subconjuntos) podem ser
dotados destas propriedades.

Definição 4.11. Seja M0 ⊂ C0 um subconjunto normalmente hiperbólico de uma
variedade crítica S0. Então,

a) M0 é atrator se todo autovalor de (Dxf)(p) tem parte real negativa.

b) M0 é repulsor se todo autovalor de (Dxf)(p) tem parte real positiva.

c) M0 é do tipo sela se não for nem atrator e nem repulsor,

para todo p ∈M0.

Exemplo 4.5. A variedade crítica C0 do oscilador de Van der Pol é dada por
f(x, y, 0) = y − x3/3 + x de modo que qualquer que seja p ∈ C0 tem-se

(Dxf)(p) = ∂f

∂x
(p) = −x2 + 1.

Como a variável x é unidimensional os autovalores λ de (Dxf)(p) são as raízes da
equação

−x2 + 1− λ = 0,

de onde λ = −p2 + 1. Analisando o sinal deste autovalor em função da variável p,
segue que:

• λ < 0 se 1− p2 < 0, ou seja, se p < −1 ou p > 1.

• λ > 0 se 1− p2 > 0, ou seja, se −1 < p < 1,

de modo que a variedade crítica C0 divide-se em três subconjuntos S0, S1 e S2 dis-
juntos definidos por

• S0 = {(x, y) ∈ C0 tais que x < −1},

• S1 = {(x, y) ∈ C0 tais que − 1 < x < 1}. e

• S2 = {(x, y) ∈ C0 tais que x > 1}.
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Portanto, S0 e S2 são subconjuntos da variedade crítica que são atratores para o
sistema rápido e S1 é um subconjunto repulsor da dinâmica rápida. Compare estes
resultados com o visto na Figura 4.10.

O Teorema 4.3 estabelece resultados centrais sobre o comportamento da dinâmica
lenta em sistemas com múltiplas escalas de tempo. Contudo, a compreensão de
seu enunciado depende de conceitos matemáticos que, por completude deste texto,
apresentam-se a seguir como uma sequência de definições fundamentadas em Kelley
(2017), Willard (2004), Lima (1983) e Royden e Fitzpatrick (1988).

Definição 4.12. (Ínfimo de um Conjunto) Seja A ⊂ R um subconjunto não
vazio de números reais limitado inferiormente. Define-se o ínfimo de A e escreve-se
inf(A) para indicar o maior de todos os reais que são minorantes do conjunto A.

Definição 4.13. (Supremo de um Conjunto) Seja A ⊂ R um subconjunto
não vazio de números reais e limitado superiormente. Define-se o supremo de A
e escreve-se sup(A) para indicar o menor de todos os números reais que são majo-
rantes do conjunto A.

Definição 4.14. (Distância de Hausdorff) Sejam A e B subconjuntos do Rm+n

não vazios. Define-se a distância de Hausdorff entre A e B pelo número real

dH(A,B) = max
{

sup
A

(
inf
B
|x− y|

)
, sup
B

(
inf
A
|x− y|

)}
,

para quaisquer x ∈ A e y ∈ B.

Definição 4.15. (Difeomorfismo) Sejam A e B variedades em Rm+n. Diz-se que
A e B são difeomórficas, ou que existe um difeomorfismo entre eles, se existe uma
função ϕ : A → B bijetora, diferenciável em todos os pontos de A e com inversa
diferenciável em todos os pontos de B.

Do ponto de vista da Topologia, dois conjuntos difeomórficos são indistinguíveis, isto
é, apresentam as mesmas propriedades geométricas. Dadas estas Definições, segue
o importante Teorema 4.3. A demonstração foge à breve e elementar construção
teórica aqui feita mas, na íntegra, pode ser consultada em Fenichel (1979) e Jones
(1995).

Teorema 4.3. Fenichel-Tikhonov Seja C0 a variedade crítica de um sistema
(m,n)-rápido-lento supondo-a normalmente hiperbólica. Sejam ainda S0 ⊂ C0 uma
subvariedade normalmente hiperbólica e compacta e as funções f(x, y), g(x, y) ∈
Rm × Rn de classe Cr <∞, isto é, r vezes diferenciáveis com derivadas contínuas
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em Rm × Rn. Então, dado 0 < ε� 1 tem-se que:

a) Existe uma variedade localmente invariante Sε que é difeomórfica a S0.

b) A variedade Sε tem distância de Hausdorff de S0, isto é, Sε → S0 se ε→ 0.

c) O fluxo γ(t) determinado por Sε converge para o fluxo da dinâmica lenta
sobre S0 se ε→ 0.

d) Sε é de classe Cr <∞.

e) Sε é normalmente hiperbólica e possui as mesmas propriedades quanto à
estabilidade que S0.

O Teorema 4.3 estabelece a existência da variedade localmente invariante Sε que de-
pende do 0 < ε� 1 considerado. Contudo, dado que todas as variedades Sε obtidas
pela variação do ε são difeomórficas, possuindo assim as mesmas propriedades geo-
métricas, é comum referir-se a todas elas como variedade lenta Sε, como a notação
estabelecida no enunciado do Teorema 4.3.

A determinação da variedade lenta Sε é, via de regra, um problema difícil do ponto
de vista teórico e também numérico mesmo que sejam conhecidas as equações dife-
renciais que regular o sistema de múltiplas escalas em consideração.

Contudo, Kuehn (2015) apresenta um exemplo que encontra-se reproduzido abaixo
com todos os cálculos omitidos na referência original.

Exemplo 4.6. Considere o sistema rápido-lento definido por x′ = −x+ y2

y′ = −εy, 0 < ε� 1
(4.27)

cujo único ponto de equilíbrio é a origem e cuja variedade crítica é dada por

C0 = {(x, y) ∈ R2 tais que y2 = x}. (4.28)

Explicitamente ilustrar-se-á o Teorema 4.3 calculando sua variedade lenta. Para
tanto, considere (x0, y0) é a condição inicial para 4.27 e note que ele tem solução
dada por 

x(t) =
(
x0 −

y2
0

1− 2ε

)
exp(−t) + y2

0
1− 2ε exp(−2εt)

y(t) = y0 exp(−εt),
(4.29)
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De fato, dado que não se é possível linearizar o sistema nas vizinhanças da origem
uma vez que a matriz jacobiana para 4.27 é mal condicionada, considere inicialmente
4.27 sem o termo quadrático na primeira equação uma vez que para qualquer ponto
(x, y) próximo da origem seu valor pode ser considerado pequeno o suficiente para
ser desprezado. Decorre então que 4.27 escreve-se como x′ = −x

y′ = −εy, 0 < ε� 1
(4.30)

cuja segunda equação, y′ = −εy é linear tendo solução dada por y(t) = y0 exp(−εt).
Substituindo esta solução na primeira equação do sistema 4.27, obtém-se a equa-
ção x′ = −x + y2

0 exp(−2εt) para a qual busca-se uma solução particular da forma
xp(t) = c exp(−2εt). Logo,

−2ε c exp(−2εt) = c exp(−2εt) + y2
0 exp(−2εt)

e, sendo a exponencial uma função não nula,

−2ε c = c+ y2
0,

de onde c = y2
0

1− 2ε e portanto xp(t) = y2
0

1− 2ε exp(−2εt) é a solução particular
procurada.

Pela presença do termo linear no segundo membro da equação x′ = −x + y2 a sua
solução geral, considerando a particular xp(t) encontrada, é

x(t) = α exp(−t) + y2
0

1− 2ε exp(−2εt)

em que α é uma constante real. Impondo a condição inicial x(0) = x0, tem-se
finalmente

x(t) =
(
x0 −

y2
0

1− 2ε

)
exp(−t) + y2

0
1− 2ε exp(−2εt),

e portanto, a solução do Sistema 4.27 é dada pelas Equações 4.29.

A solução geral encontrada pode ser simplificada deixando-a em uma mesma escala
de tempo; note que fazendo x0 = y2

0
1− 2ε , as Equações 4.29 reduzem-se a
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 x(t) = y2
0

1− 2ε exp(−2εt)

y(t) = y2
0 exp(−εt),

em que
(
x0,

y2
0

1− 2ε

)
é a nova condição inicial para a qual o Sistema 4.27 apresenta

solução em uma mesma escala de tempo τ = εt. Desta solução é possível encontrar
uma relação explícita entre as variáveis x(t) e y(t), substituindo a expressão da
segunda Equação na primeira:

x(t) = y(t)2

1− 2ε, t ≥ 0,

que de acordo com o Teorema 4.3 representa a variedade lenta em sua forma explí-
cita:

Cε =
{

(x, y) ∈ R2, tais que x = y2

1− 2ε

}
. (4.31)

Note que Cε → C0 quando ε → 0 em 4.31. Isto está de acordo com o item c) do
Teorema 4.3. A Figura 4.11 ilustra a variedade lenta Cε para alguns valores de ε
além de exibir a variedade crítica C0.

Figura 4.11 - Ilustração do teorema de Fenichel: variedades lenta Cε (linhas azuis traceja-
das) tendendo à variedade crítica C0 (linha azul contínua).

Fonte: Adaptado de Kuehn (2015).
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Até este ponto da exposição consideramos o caso em que a variedade crítica não
perde sua hiperbolicidade. Contudo, na maioria dos sistemas rápido-lento esta pro-
priedade se perde em alguns ou em todos os pontos de C0. Deste modo, passar-se-á a
considerar esta situação a partir deste ponto para que se possam derivar mais alguns
resultados acerca das dinâmicas com múltiplas escalas de tempo.

Definição 4.16. Seja C0 a variedade crítica de um sistema rápido-lento. Denomina-
se ponto singular a todo ponto p0 ∈ C0 para os quais a matriz (Dxf)(p0, 0) é singular,
ou seja, não possui inversa. Formalmente,

C0,s = {p0 ∈ C0 tais que @ (Dxf)−1(p0, 0)},

define o conjunto dos pontos singulares da variedade crítica C0. Seu complementar
C0,r em relação à C0 é definido como o conjunto dos pontos regulares do sistema, de
modo que

C0 = C0,s ∪ C0,r.

Observe que se p0 ∈ C0,s então C0 é não hiperbólica em p0 pois uma vez que não
existe inversa para (Dxf)(p0, 0) então λ = 0 é um de seus autovalores. Como habi-
tual, analisa-se o caso do oscilador de Van der Pol quanto aos pontos singulares e
regulares de sua variedade crítica no Exemplo 4.7 a seguir.

Exemplo 4.7. No caso limite, a variedade crítica C0 para o oscilador de Van der Pol
define-se a partir do Sistema 4.7 considerando f(x, y) = y−x3/3 +x = 0, conforme
Equação 4.26. Diferenciando f(x, y) em relação à variável lenta τ , tem-se:

∂f

∂x
ẋ+ ∂f

∂y
ẏ = (1− x2)ẋ+ ẏ = 0,

e como ẏ = −x, tem-se
ẋ = x

1− x2 , (4.32)

de modo que o fluxo da variável lenta é definido explicitamente por esta equação.
Contudo, vê-se que o fluxo associado à variável x não se define para x = ±1 e isto
implica na divisão da variedade crítica C0 nas três partes disjuntas, nomeadas S0,
S1 e S2 de acordo com o Exemplo 4.5.

Em termos de comportamento geométrico a variedade crítica pode apresentar pontos
de dobra p ∈ Rn, em que o fluxo lento tende a colapsar uma vez que pela direita e
pela esquerda de p o fluxo vem em sentidos opostos. Veja na Figura 4.10 (B) que
de fato existem dois pontos sobre C0 em que isto tende a ocorrer: as setas em azul,
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representando o fluxo lento sobre C0 parece que vão colidir nestes pontos, o que não
ocorre, uma vez que o fluxo deve ser único para cada condição inicial. Mais adiante,
ver-se-à que nas vizinhanças destes pontos o fluxo do sistema completo apresenta
um comportamento bastante peculiar; geometricamente este é o comportamento dos
denominados pontos de dobra cuja definição formal é dada à seguir.

Definição 4.17. Seja p = (x0, y0) ∈ C0 em que C0 é a variedade crítica de um
sistema rápido-lento. Define-se p ∈ Rm × Rn como um ponto de dobra (do inglês,
fold point) se as três condições a seguir são simultaneamente satisfeitas:

a) fx(x0, y0) = 0,

b) fxx(x0, y0) 6= 0 e,

c) fy(x0, y0) 6= 0.

Não é difícil ver que os pontos (x, y) tais que x = ±1 (e, consequentemente,
y = ∓2/3) em que o fluxo lento, de acordo com o Exemplo 4.7, não está defi-
nido são pontos de dobra. Por inspeção, considerando f(x, y) = y − x3/3 + x vê-se
que as condições a), b) e c) da Definição 4.17 estão satisfeitas.

O ponto chave para se entender o que ocorre com o fluxo lento próximo dos pontos
de dobra é a definição de órbitas singulares que são geradas pela concatenação de
partes das dinâmicas rápida e lenta. Formalmente,

Definição 4.18. Uma trajetória é singular se ela for a imagem homeomórfica γ0(t)
de um intervalo real I = (a, b) aberto em que:

a) I está particionado de modo que a = t0 < t1 < ... < tj−1 < tj = b, para
j ∈ N.

b) A imagem de cada subintervalo γ0([tk − 1, tk]) para k = 1, 2, ... j é uma
trajetória do sistema rápido para o sistema lento, ou vice-versa.

c) A imagem γ0(a, b) possui uma orientação coerente com a orientação em
cada subintervalo γ0([tk − 1, tk]) para k = 1, 2, ... j induzida pelos fluxos
rápido e lento.

Em geral, quando se há hiperbolicidade em uma variedade crítica C0 as suas imagens
Cε difeomórficas dadas pelo Teorema 4.3 são boas aproximações para a dinâmica do
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sistema completo e os pontos singulares de C0 são os pontos de dobra por onde as
aproximações da dinâmica do sistema complexo deve passar para algum instante de
tempo. Este tipo de comportamento dinâmico é definido como oscilações de relaxa-
ção (GUCKENHEIMER, 2004; MISHCHENKO, 2013). Finalmente, é possível entender
completamente a dinâmica mostrada na Figura 4.10 (B), como o Exemplo 4.8 mos-
tra.

Exemplo 4.8. Desde o início desta Seção tem-se explorado pouco a pouco a di-
nâmica do oscilador de Van der Pol. De modo sucinto o que fez-se, gradualmente,
foi: (a) mostrar que o oscilador de Van der Pol pode ser analisado como um sis-
tema (1, 1)-rápido-lento; (b) que sua variedade crítica C0, normalmente hiperbólica,
corresponde aos pontos sobre a cúbica y − x3/3 + x; (c) que sua variedade crítica
divide-se de modo disjunto em três subvariedades também normalmente hiperbólica
S0, S1 e S2 sendo que S1 é repulsora e as demais atratoras para o fluxo rápido; (d)
que os pontos P1 = (1,−2/3) e P2 = (−1, 2/3) são pontos de dobra, em que o fluxo
lento tende a colapsar e que portanto, (e) são pontos pertencentes à vizinhança da
dinâmica do sistema completo para algum instante de tempo t.

Para que não aconteça o colapso do fluxo lento nos pontos de dobra, a trajetória do
fluxo se revela singular se alternando de modo concatenado entre as dinâmicas rápida
e lenta de acordo com a Definição 4.18. Diante desta construção gradual feita pode-
se entender que o oscilador de Van de Pol apresenta oscilações do tipo relaxação. Na
sequência explora-se o significado da existência de oscilações de relaxação no espaço
de fases para este oscilador e as implicações para a série temporal x(t) que descreve
a posição ao longo do tempo deste oscilador.

Note em (A) que partindo-se de uma condição inicial qualquer o fluxo rápido (indi-
cado pelas setas vermelhas) é atraído para a subvariedade lenta S2 que é subconjunto
da variedade crítica C0 (cúbica tracejada em cinza). O fluxo do sistema completo
permanece sobre C0 (indicado pelas setas azuis) no subintervalo I1 = [1, 2, 02] cuja
orientação é horária até se aproximar perto do ponto de dobra com coordenada x = 1
onde o fluxo lento não se define e tende a colapsar mas então, novamente o fluxo
rápido assume o controle do sistema atraindo-o, ainda em sentido horário, pelo su-
bintervalo I2 = [−1, 1] até à subvariedade lenta S0 por onde passa a percorrer, agora,
sobre a variedade crítica C0 no subintervalo I3 = [−2, 02,−1] quando novamente,
dado o ponto de dobra, o sistema rápido assume o controle atraindo o fluxo em
direção à S2 no intervalo I4 = [−1, 2, 02] reiniciando assim o ciclo-limite.
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Figura 4.12 - Oscilador de Van der Pol sem forçante: (A) retrato de fase com órbita sin-
gular e periódica; (B) série-temporal com manifestação de oscilação de rela-
xação.

Fonte: Produção do autor.

O Exemplo 4.8 esta de acordo com a Definição 4.18 em que, neste caso específico, a
órbita γ0(t) é uma imagem homeomórfica do intervalo real I = [−2, 02, 2, 02]. Note
na Figura 4.8 item (B) que o comportamento do oscilador de Van der Pol no tempo
onde destaca-se os saltos, formalmente chamado de spikes, provocados exatamente
pela rápida atração da dinâmica rápida para uma subvariedade lenta; dois destes
spikes estão destacados em vermelho: o primeiro, sobre o eixo y indica em (A) o
segmento formado pela condição inicial até seu encontro com a subvariedade S2 e o
segundo correspondendo à primeira passagem da dinâmica rápida pelo subintervalo
I2 = [−1, 1] em direção à S0 atratora.

Esta rápida atração do fluxo rápido para subvariedades atratoras da dinâmica lenta
é conhecida como canard explosion, fenômeno assim nomeado e descoberto pelo
matemático francês Èric Benoît e pela primeira vez reportada em trabalho de sua
autoria em 1981 (BENOÎT et al., 1981), seguidas de outras publicações envolvendo
inclusive este fenômeno na presença de caos (BENOÎT; LOBRY, 1982; BENOÎT, 1990).

Este mesmo fenômeno tem sido descrito e observado em vários sistemas biológicos
(BÖRGERS, 2017) e em sistemas químicos (SHCHEPAKINA; KOROTKOVA, 2013); in-
felizmente sua detecção numérica e observação é um problema em geral difícil dado
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que a ocorrência de canard explosions acontecem em vizinhanças muito pequenas de
pontos de bifurcação do espaço de fases (KUEHN, 2015).

Geometricamente as oscilações de relaxação são caracterizadas por estas rápidas
transições entre dinâmicas rápida e lenta que geram os “pulsos unitários” (spikes)
ou um conjunto de pulsos seguidos (burstings) por um período de aquiescência em
que a dinâmica lenta está dominando o sistema completo. Ainda há a possibili-
dade da manifestação de caos nestes sistemas, o que torna sua descrição dinâmica e
geométrica ainda mais interessante.

No contexto deste trabalho são de particular interesse as manifestações da dinâmica
rápida caracterizadas pela ocorrência de burstings e livre de spikes.

4.4 Sincronização em sistemas com múltiplas escalas de tempo

Nesta Seção faz-se uma revisão da literatura científica existente sobre o fenômeno da
sincronização e de sua detecção em redes de osciladores cujas dinâmicas apresentam
múltiplas escalas de tempo e para as quais é um desafio a atribuição de fase.

Diversos trabalhos, principalmente na área de Neurociência, têm investigado a sin-
cronização para sistemas com múltiplas escalas de tempo (IZHIKEVICH, 2001; XIA;

QI-SHAO, 2005; KLIMESCH et al., 2008; WANG et al., 2011) mas não limitado a ela; há
trabalhos que investigam o mesmo fenômeno em redes de osciladores eletroquímicos
caóticos (KISS et al., 2006) ou ainda usando modelos teóricos como osciladores de
Hindmarsh-Rose acoplados (WANG, 1993; INNOCENTI et al., 2007; OMELCHENKO et

al., 2010).

A última destas referências indica a necessidade de se definir o conceito de sincro-
nização para cada uma das diferentes dinâmicas presentes; para a lenta define-se
a sincronização do mesmo modo como feito para sistemas periódicos ou caóticos
sendo possível usar qualquer um dos métodos apresentados na Subseção 4.2.2 e para
a dinâmica rápida define-se a sincronização analisando-se localmente os burstings e
ainda os spikes que os constituem.

De maneira mais específica em relação à dinâmica rápida define-se a sincronização
de burstings quando há igualdade entre o número de spikes presentes. Esta definição
não assegura que os spikes exibam comportamento síncrono e portanto, define-se
ainda a sincronização de spikes como a de burstings com a adicional exigência de
que os spikes também ocorram de modo síncrono.
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Quando as duas diferentes dinâmicas encontram-se sincronizadas diz-se que o sis-
tema exibe sincronização completa. Se apenas uma das dinâmicas exibe sincronici-
dade diz-se que a sincronização é parcial.

A detecção da sincronização em redes de sistemas com múltiplas escalas de tempo
apresenta desafios adicionais. Ainda que para a dinâmica lenta isto possa ser feito
atribuindo-se a fase via qualquer um dos métodos aplicáveis a dados de comporta-
mento periódico ou caótico, para a dinâmica rápida a fase não é de fácil atribuição
pois neste caso ela não é uma variável instantânea.

Neste contexto, a revisão da literatura científica pertinente feita permite identificar
os meios pelos quais a sincronização em redes de osciladores cujas dinâmicas possuem
diferentes escalas temporais tem sido investigada e detectada.

Uma das abordagens mais comuns é admitir que a fase para o sistema rápida perma-
nece constante nos instantes de tempo em que a respectiva dinâmica não se manifesta
sofrendo um incremento linear igual a 2π entre os instantes de tempo inicial e final
de cada bursting (BOARETTO et al., 2018).

Outra abordagem para a detecção da sincronização nestes sistemas é considerar que
entre dois instantes tk e tk+1 de tempo nos quais se iniciam dois burstings sucessivos
a fase sofre um incremento linear de 2π (BATISTA et al., 2009).

Métodos de detecção da sincronização entre dinâmicas rápida baseados na simples
observação da ocorrência de burstings em um mesmo intervalo de tempo e com o
mesmo número de spikes também se encontram na literatura (KARANTONIS et al.,
2009)

Métodos baseados em filtragens no domínio da frequência também são utilizados.
Filtros passa alta e passa baixa são usados para caracterizar as dinâmicas rápida e
lenta como conteúdos de alta e baixa frequências sendo a sincronização detectada
pela análise das estruturas presentes ao longo da diagonal das chamadas curvas de
Lissajous em que uma variável é plotada em função da outra (WU et al., 2006).

Esta mesma abordagem de se associar o conjunto de baixas e altas frequências
às manifestações das dinâmicas lenta e rápida é utilizada em (KISS et al., 2006) na
investigação da sincronização entre osciladores eletroquímicos na presença de regime
caótico para a dinâmica lenta.
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No caso de dinâmicas caóticas também se encontram trabalhos em que a sincro-
nização é investigada baseando-se na classificação das bifurcações presentes sendo
medida pela taxa de convergência de diferentes trajetórias para atratores reconstruí-
dos via Teorema de Taken’s (IZHIKEVICH, 2000b; IZHIKEVICH, 2001).

Vê-se que todas estas abordagens possuem desafios em suas aplicações. No caso das
três primeiras há o incômodo de dependerem fundamentalmente do que se entende
pelo início e término de cada bursting o que não é simples uma vez que estes conceitos
não estão bem definidos no caso geral.

Os métodos baseados em filtragem dependem fortemente dos filtros utilizados sendo
mais ou menos efetivos conforme as características do filtro utilizado. A abordagem
via curva de Lissajous é bastante imprecisa uma vez que não há clareza sobre o que
se entende, de modo não ambíguo, por estruturas ao longo da diagonal na represen-
tação gráfica e por fim, a abordagem via classificação de bifurcações e reconstruções
de atratores pressupõe um conhecimento muito maior do que aquele que se pode
extrair de uma série temporal experimental e isto dificulta seu uso em dados ex-
perimentais sobre o qual se tem pouco conhecimento teórico. Além disto nenhuma
destas abordagens permite que se investigue a sincronização parcial.

No Capítulo 6 propõe-se um novo método para a separação entre os diferentes com-
portamentos dinâmicos e uma abordagem, também inédita, para a investigação da
sincronização entre as dinâmicas lenta e rápida, ambas fundamentadas na análise de
wavelets e que particularmente são úteis no tratamento de dados experimentais uma
vez que suas aplicações exigem apenas o conhecimento de uma série temporal rela-
cionada com o fenômeno em investigação. Particularmente no caso da abordagem
para investigar-se a sincronização consideram-se meios de atribuir fase instantânea
para dinâmicas lenta e de se construir representantes locais de fase para a dinâmica
rápida.
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Parte II

ESTRATÉGIAS
DESENVOLVIDAS NAS

APLICAÇÕES E RESULTADOS





5 ANÁLISE DE FALHAS EM DADOS TÍPICOS DE GEOFÍSICA ES-
PACIAL

Neste capítulo apresentam-se os resultados relativos ao estudo do uso de tratamen-
tos numéricos de falhas em sinais experimentais, típicos da Geofísica Espacial e seus
possíveis efeitos quando comparados com a aplicação da análise tempo-escala, con-
forme apresentada na Seção 2.3 e com o uso das gapped wavelets introduzidas na
Seção 2.4 do Capítulo 2.

5.1 Dados e metodologia

Os dados considerados são de eventos HILDCAA (do inglês, High-Intensity, Long-
Duration, Continuous Auroral Eletroject Activities) relacionados com a presença de
ondas de Alfvén no meio interplanetário e correspondem à medida da componente
norte-sul do campo magnético interplanetário definida por um sistema de referências
baseado na direção Sol-Terra. Considera-se, para o estudo de caso, a componente
Bz deste sistema de referências, medida em nanoteslas (nT). Os dados são alta-
mente oscilatórios; na Figura 5.1 vê-se o típico comportamento no tempo das séries
temporais consideradas.

Figura 5.1 - Comportamento típico em tempo do dado relativo à componente Bz do campo
magnético interplanetário.

Fonte: Produção do autor.

Estes dados, obtidos via National Aeronautics and Space Administration (NASA)1

com cadência de 1 minuto, compreendem o período entre os anos de 1981 até 2012, de

1https://omniweb.gsfc.nasa.gov/
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modo considerou-se 120 séries temporais. Após a seleção, apenas 53 séries-temporais
foram de fato consideradas por não possuírem falhas nos instantes de tempo inicial
e final cuja lista pode ser encontrada em Magrini et al. (2017).

A seleção desta forma é importante porque métodos interpolatórios são usados e cuja
aplicação pressupõe o conhecimento dos extremos dos intervalos nos quais deseja-se
fazer a interpolação.

As falhas existentes nas 53 séries temporais consideradas são, para este estudo, cate-
gorizadas em quatro classes relacionadas com o comprimento que possuem: padrão
A para a presença de falhas cujo comprimento é igual ou inferior à 1% do compri-
mento total da série e padrões B, C e D para a presença de falhas cujo comprimentos
estão nos intervalos ]1%, 5%], ]5%, 10%] e maiores ou igual a 10%, respectivamente,
em relação ao comprimento de cada série temporal analisada.

Esta análise preliminar quanto ao comprimento das falhas revelou que 39 das séries-
temporais possuem exclusivamente falhas do padrão A enquanto o número de séries
para os padrões B, C e D são 02, 09 e 03, respectivamente. Portanto, o conjunto de
dados analisados pode ser considerado um conjunto no qual existe a predominância
de falhas relativamente pequenas.

O objetivo do estudo realizado é o de comparar (a) a influência da posição das
falhas no sinal f analisado e (b) os artefatos que tais falhas, de acordo com o com-
primento que possuem e sua localização temporal introduzem no escalograma e
consequentemente no espectro global wavelet quando interpretado como medida de
energia em baixas e altas frequência mediante a aplicação da CWT standard em
conjunto com algum método numérico de tratamento das falhas em uma etapa de
pré-processamento e da CWT adaptativa para a qual não se exige a necessidade de
qualquer pré-processamento numérico. Em ambos os casos a função analisadora foi
a wavelet de Morlet.

Considera-se como métodos numéricos de tratamento das falhas as splines cúbicas,
os polinômios cúbicos de Hermite e a interpolação linear. Registra-se que outros
métodos numéricos podem ser considerados mas a escolha destes deve-se ao fato de
serem métodos numéricos bastante difundidos no meio acadêmico e particularmente
nas áreas em que as técnicas da Análise Numérica são utilizadas.

A descrição dos métodos interpolatórios utilizados neste trabalho podem ser encon-
trados em livros de Análise Numérica como nas obras clássicas de Fröberg (1965) e
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Schatzman e Schatzman (2002). Ainda, destaca-se que o uso de métodos multi-escala
na análise nas ciências espaciais e atmosféricas é bastante consolidado na literatura
científica (DOMINGUES et al., 2005).

Para que o objetivo da pesquisa conduzida pudesse ser atingido, utilizando uma série
temporal previamente selecionada dentre o conjunto de dados de eventos HILDCAA
considerados considera-se um sinal benchmark e a partir dele os testes são realizados.

Os escalogramas foram analisados quanto às diferentes estruturas presentes e fez-
se a comparação entre os diferentes espectros globais wavelet obtidos, considerado
como medida local de energia por escala. Resumidamente, a metodologia aplicada
pode ser descrita pelos seguintes passos:

a) Um sinal benchmark, para efeitos de comparação, foi gerado e sua aná-
lise tempo-escala foi performada de modo a ser possível analisar as reais
estruturas presentes no escalograma e o espectro global wavelet.

b) Neste sinal benchmark foi feita a introdução de falhas de modo aleatório e
de acordo com os padrões A, B, C e D, definidos anteriormente.

c) Cada série obtida no item anterior foi analisada usando a CWT e a CWT
adaptativa e os respectivos escalogramas e espectros globais foram compu-
tados.

d) A comparação entre o escalograma e o espectro global original com os
gerados no passo anterior foi usada como base para comparação quanto
a preservação de estruturas locais e superestimação ou subestimação da
energia detectada em baixas e altas frequências.

A geração de um sinal f benchmark permite a comparação dos efeitos em termos da
análise tempo-escala. Em sua construção considerou-se o evento 80 de acordo com
a numeração utilizada em Magrini et al. (2017) e que possui 14 falhas mas todas
menores do que 1% do seu comprimento original. Em termos globais, estas 14 falhas
correspondem a apenas (aproximadamente) 0, 35% dos registros. Isto justifica nossa
escolha em torná-lo um sinal benchmark para as análise desenvolvidas, suprimindo-
as e tornando-as igual à média aritmética simples dos registros conhecidos. Neste
caso, dadas as 4057 entradas do sinal com 14 falhas a média usada para preenchê-las
é igual a vm = −1, 39.
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Figura 5.2 - Painel superior: sinal f relativo ao evento 80 com regiões de falha destacadas
em cinza. Painel inferior: sinal f cujas falhas foram substituídas pelo valor
médio vm = −1, 39.

Fonte: Produção do autor.

Note que a introdução do valor vm = −1, 39 não é capaz de provocar mudanças
bruscas no sinal usado como benchmark, agora sem qualquer falha. Compare com a
Figura 5.2, onde se vê claramente a supressão das falhas conforme descrito e realizada
de modo a não descaracterizar o comportamento do sinal experimental relativo ao
evento 80 no domínio do tempo.

Aplicou-se a análise tempo-escala no sinal fbench(t) com a wavelet de Morlet usando
ω0 = 2π considerando 800 escalas conforme visualizado na Figura 5.3. A leitura do
espectro global wavelet indica que existe alguma parcela de energia após as escalas
maiores que 800 mas estas foram desconsideradas porque a deformação provocada
pelo parâmetro de dilatação descaracteriza a auto simetria da função wavelet ψM(t).

Note que existe uma contribuição em energia bastante significativa próxima à escala
a = 250, além de outras estruturas de energia principalmente em baixas e médias
escalas o que, em outras palavras, indica contribuições significativas das frequências
mais altas que das mais baixas. Isto está plenamente de acordo com o sinal fbench(t)
no domínio do tempo onde vê-se que as mudanças e/ou rajadas são abruptas e
ocorrem rapidamente não apresentando temporalmente qualquer suavidade.
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Figura 5.3 - Análise tempo-escala do sinal benchmark com respectivo escalograma e espec-
tro global wavelet.

Fonte: Produção do autor.

Para a geração dos sinais com falha de acordo com os padrões A, B, C e D optou-se
por: (a) não introduzir falhas na bordas dos sinais porque isto implicaria em não ser
possível o pré-processamento numérico com os métodos interpolatórios escolhidos e
(b) introduzir um total de 10, 10, 5 e 4 regiões de falhas, respectivamente para cada
um dos padrões A, B, C e D.Tanto os comprimentos a serem utilizados quanto os
pontos iniciais de sua introdução no sinal bechmarck foram obtidos de modo pseudo-
aleatório em um computador para tornar o processo de análise o menos enviesado
possível.

Tabela 5.1 - Resumo dos intervalos de falha introduzidos no sinal benchmark.

Padrão Comprimento (%)
dos Intervalos de Falhas

Comprimento (min)
dos Intervalos de Falhas Número de Intervalos de Falhas

A 0,75 31 10

B 2,00 82 5
4,50 183 5

C 7,0 284 2
9,0 366 3

D 10,00 406 2
16,00 650 2

Fonte: Produção do autor.
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Os padrões A, B, C e D pré-processados com splines cúbicos estão apresentados na
Figura 5.4, em que o eixo-x varia no intervalo I = [0, 4057] e foi omitido por melhor
visualização. Estão plotados separados dos demais casos interpolatórios porque seu
uso altera de modo significativo a amplitude do sinal fbench(t), o que não ocorre no
tratamento com Hermite cúbico e interpolação linear.

Figura 5.4 - Sinais pré-processados com splines cúbicos. Painel superior: padrões A e B.
Painel inferior: padrões C e D, respectivamente.

Fonte: Produção do autor.

A amplitude do sinal após o uso dos splines torna-se até 20 vezes maior que a
amplitude do sinal benchmark. Isto se reflete na Figura 5.4 onde o eixo das ordenadas
possui a mesma amplitude a fim de que se pudesse estabelecer a relação entre o
comprimento da falha interpolada e a magnitude introduzida erroneamente por este
método de interpolação.

Para os polinômios cúbicos de Hermite e a interpolação linear tal fenômeno não
acontece. Os sinais com falha tratados numericamente com eles apresentam a mesma
amplitude que o sinal benchmark, o que se espera pois, enquanto existem restrições
que se aplicam à derivada do sinal interpolado quando se usam polinômios de Her-
mite, a interpolação linear preserva naturalmente a amplitude por considerar uma
taxa de crescimento constante entre dois pontos quaisquer que representam o início
e o final das falhas. É possível ver as séries interpoladas na Figura 5.5. Neste caso
os dois eixos foram omitidos, por melhor visualização, mas possuem amplitudes e
interpretações idênticas aos eixos da Figura 5.1.
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Figura 5.5 - Sinais pré-processados com polinômios cúbicos de Hermite e com a interpo-
lação linear para os padrões A, B, C e D respectivamente.

Fonte: Produção do autor.

5.2 Discussões e conclusões parciais

Apresenta-se nesta Seção os resultados e discussões sobre o tratamento numérico de
dados experimentais como uma etapa anterior à análise tempo-escala bem como a
comparação deste tratamento com a aplicação da CWT adaptativa.

A análise baseia-se nas diferenças entre a energia detectada em cada série-temporal
derivada de cada um dos padrões introduzidos considerando a supressão das falhas
de acordo com cada um dos métodos numéricos utilizados. Esta análise fundamenta-
se fortemente na observação espectro global wavelet uma vez que esta ferramenta
nos fornece a distribuição de energia por escalas.

Também faz-se a análise das estruturas locais de energia presentes no escalograma
em cada um dos casos comparando-as com as realmente existentes conforme vistas
na Figura 5.3 para fazer uma análise que considerasse a introdução de estruturas
de energia espúrias e também a possível supressão das verdadeiras estruturas de
energia presentes.
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Figura 5.6 - Escalogramas das séries temporais obtidos pela CWT após pré-processamento
via splines. Painel superior: padrões A e B. Painel inferior: padrões C e D,
respectivamente.

Fonte: Produção do autor.

Fez-se a opção de apresentar os escalogramas para as séries interpoladas com splines
cúbicas na Figura 5.6 separadamente dos demais uma vez que as leituras de energia
para cada um dos quatro padrões de falha estudados são distintas entre si e sempre
superestimadas chegando a ser 160 vezes (padrão D) superior quando comparadas
com a energia do sinal fbench(t), conforme Figura 5.3. O eixo das abscissas foi omitido
para melhor visualização e representa o tempo como na Figura 5.1.

A primeira constatação é o fato de que o uso de splines cúbicas não é um bom
método para pré-processamento de falhas em sinais. Observe que, mesmo no caso
de falhas pequenas (padrão A) já ocorrem introduções de artefatos no escalograma
e que a energia presente na estrutura verdadeira, detectada pela análise do sinal
benchmark, já deforma-se pelo tratamento numérico feito.

Nos casos dos padrões B, C e D valem as mesmas constatações com a adicional
observação de que no caso de falhas maiores (padrões C e D) as reais estruturas
existentes no sinal são perdidas e em contrapartida várias outras, todas em altas
escalas e, portanto em baixas frequências, são introduzidas de modo espúrio.

Isto se explica observando a Figura 5.4; em contraste com o comportamento natural
do sinal em possuir conteúdo de alta frequência, em cada região de falha o tratamento
numérico por splines introduziu uma curva suave (e, portanto lida como de baixa
frequência/alto escala) com registros muito acima da média do sinal o que altera
significativamente a magnitude do espectro global.
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Figura 5.7 - Escalogramas das séries temporais obtidos pela CWT após pré-
processamentos numéricos e via CWT adaptativa. As três primeiras colunas
possuem leituras de palheta de cor como a do escalograma original (linha
superior).

Fonte: Produção do autor.

Quanto ao uso dos polinômios cúbicos de Hermite e da interpolação linear, cujos
escalogramas estão plotados na Figura 5.7 percebe-se que existe a preservação da
principal estrutura de energia existente no sinal benchmark ainda que, como espe-
rado, essa preservação se mostra superior quando se trata das menores falhas (padrão
A). Destaca-se também que estes dois métodos de tratamento introduzem energia
espúria em altas escalas para os padrões de falha C e D, perdendo completamente a
capacidade de identificação das corretas estruturas de energia. Além disso, destaca-
se que os dois métodos apresentam escalogramas bastante equivalentes; compare a
primeira com a segunda coluna da Figura 5.7; este fato é curioso porque enquanto a
interpolação linear não impõe condição alguma sobre os pontos a serem interpolados
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sendo a interpolação mais simples, seus resultados são praticamente idênticos aos
obtidos com os polinômios cúbicos de Hermite cujo grau é maior e para o qual se
impõe algumas condições sobre as derivadas nos pontos interpolados.

Por fim, a terceira coluna da Figura 5.7 apresenta os resultados com a aplicação
da wavelet adaptativa. Para falhas dos padrões A e B as estruturas de energia são
corretamente identificadas ainda que com uma pequena deformação no segundo caso.
O padrão C merece um comentário especial: a falha foi introduzida exatamente sobre
a região de maior energia no sinal benchmark: compare com a Figura 5.3; isto explica
a pouca energia detectada no escalograma pela técnica adaptativa e revela que as
regiões de falha não contribuem para a energia detectada no sinal e é exatamente por
isso que seu uso evita a introdução de estruturas erradas e energia espúrias no sinal
analisado sendo, portanto, uma boa alternativa para sinais com falhas relativamente
grandes. Para efeitos de comparação com os demais métodos, na quarta coluna os
resultados com o uso de splines são novamente apresentados.

Figura 5.8 - Comparação entre os espectros globais wavelet.

Fonte: Produção do autor.
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Por sua vez, a análise dos espectros globais wavelet para cada um dos quatro padrões
estudados confirma a discussão apresentada nos parágrafos anteriores. Na Figura 5.8,
com eixos em escala logarítmica, o espectro global wavelet do sinal fbench(t) está
representado por uma linha contínua preta. É evidente que o uso das splines, gera
um espectro global wavelet que superestima a energia tanto em baixas quanto em
altas escalas (linha pontilhada cinza);

Em todos os casos apresentados, os espectros globais relativos aos polinômios cúbi-
cos de Hermite e à interpolação linear, linhas vermelhas e roxas contínuas, respec-
tivamente, praticamente não apresentam variações, sendo assim do ponto de vista
prático, indiferente o uso de um ou outro método interpolatório como uma etapa
anterior ao pré-processamento para a aplicação da CWT.

Com exceção do padrão A em que as falhas pequenas são representadas frequen-
cialmente de modo satisfatório, desconsiderando aqui as splines cúbicas na análise,
em todos os casos o uso da CWT adaptativa subestima a energia presente nas esca-
las; isto ocorre porque, ao invés de introduzir informação espúria acerca da energia
presente em um sinal qualquer esta técnica simplesmente desconsidera as regiões
em que não se há informação uma vez que estas regiões continuam sem informa-
ção introduzida de modo artificial via tratamentos interpolatórios ou numéricos, por
exemplo.

Quanto à correta identificação do pico central de energia no espectro global, com
exceção do caso C, mais delicado cuja falha se localiza exatamente sobre a região em
o sinal f apresenta sua principal estrutura de energia, em todos os demais casos a
CWT adaptativa o detectou corretamente, diferentemente dos demais métodos que
por mais que aproximassem o espectro global só foram capaz de fazer esta correta
identificação no caso de pequenas falhas (padrão A).

Resumindo a discussão feita tem-se que: (a) os splines causam superestimação do
espectro global calculado tanto em altas quanto em baixas frequências não o tor-
nando confiável para o tratamento de falhas existentes em sinais quaisquer; (b) o
tratamento numérico via polinômios cúbicos de Hermite ou via interpolação linear
apresentam praticamente os mesmos resultados independentes do padrão de falha
considerado; (c) para pequenas falhas, padrão A considerado, os métodos apresenta-
ram resultados coerentes quanto ao comportamento do espectro global e (d) apesar
de haver pequena perda de energia no espectro global no uso da CWT adaptativa seu
uso apresenta melhores resultados pois além de aproximar o espectro original ainda
identifica os verdadeiros picos de energia existentes e isto a torna particularmente
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interessante para os casos em que se deseja detectar periodicidades nos dados, como
é o caso da Geofísica Espacial, por exemplo.

Os resultados desta pesquisa encontram-sem publicados e apresentam além da aná-
lise aqui feita um estudo sobre a relação entre a localização da falha ao longo da série
temporal em que está presente e as análises tempo-escala (MAGRINI et al., 2017).
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6 APROXIMAÇÕES DAS DINÂMICAS LENTA E RÁPIDA E DE-
TECÇÃO DA SINCRONIZAÇÃO EM SISTEMAS COM MÚLTIPLAS
ESCALAS DE TEMPO

Este Capítulo dedica-se a apresentar dois métodos inéditos que, em conjunto, per-
mitem a investigação da sincronização em sistemas com múltiplas escalas de tempo,
considerando separadamente as dinâmicas lenta e rápida presentes. No que segue,
admite-se particularmente o caso em que a dinâmica lenta é caótica e a dinâmica
rápida é caracterizada pela manifestação de burstings irregulares ao longo do tempo
sendo, a sincronização estudada no sentido de travamento de fase.

O primeiro dos métodos apresentados refere-se ao cálculo de aproximações para as
dinâmicas rápida e lenta de modo que elas poder ser separadas a partir do conhe-
cimento de apenas uma série temporal unidimensional relacionada com o sistema
completo em que se manifestam.

O segundo, permite que seja gerado um representante para a fase da dinâmica rápida
que é capaz de indicar ou não a presença da sincronização entre essa dinâmica via
análise das regiões de overlaps em que os burstings ocorrem.

Os dois métodos fundamentam-se em técnicas de análise wavelets, introduzidas nos
Capítulos 2 e 3.

A Seção 6.1 apresenta a metodologia de separação das dinâmicas e exemplifica seu
uso no caso de dados sintéticos relativos a sistemas do tipo Hindmarsh-Rose aco-
plados e também no caso de dados experimentais relacionados com osciladores ele-
troquímicos.

A Seção 6.2 apresenta a metodologia de geração dos representantes para a fase da
dinâmica rápida e como a sincronização pode ser detectada usando-se a informa-
ção contida neles. Também se propõe uma modificação para o parâmetro de ordem,
clássica medida de quantificação da sincronização, adequada para o caso da dinâ-
mica rápida em estudo. O método também é exemplificado considerando os mesmos
conjuntos de dados que são discutidos na Seção 6.1.

6.1 Aproximação das dinâmicas rápida e lenta via CWT

Nesta Seção descreve-se como as técnicas e métodos wavelets são capazes de aproxi-
mar os comportamentos dinâmicos rápido e lento presentes em uma série temporal
unidimensional proveniente de um sistema onde estas duas dinâmicas estão presente.
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A possibilidade de aproximar as diferentes dinâmicas, separando-as em série tempo-
rais em que apenas uma delas está presente permite que o sistema completo original
seja decomposto em seus subsistemas rápido e lento, cujas análises permitem com-
preender em maiores detalhes a dinâmica de múltiplas escalas temporais. Essa com-
preensão permite analisar a existência da sincronização entre as diferentes escalas
temporais (OMELCHENKO et al., 2010), predizer comportamentos climáticos (HELD

et al., 2010), estudar o comportamento neuronal (MAZZINO et al., 2005) dentro outras
aplicações em variadas áreas como controle de sistemas (FUJIMOTO; KANEKO, 2003;
HOVAKIMYAN et al., 2006).

Em teoria, conforme Seção 4.3 a separação das dinâmicas é possível partindo-se do
conjunto de equações diferenciais que regule o sistema completo e revela-se impor-
tante para o entendimento global das dinâmicas. Contudo, a análise de sistemas
experimentais não pode ser feita dessa maneira, pois as equações que regem o sis-
tema completo ou são desconhecidas ou provém de um modelo simplificado que
apenas aproximam a informação contida no dado experimental.

A separação das dinâmicas rápida e lenta tem sido objeto de pesquisa em diversas
áreas e reportadas mas as técnicas desenvolvidas exigem mais conhecimento sobre o
sistema completo do que o método baseado em wavelets aqui proposto; alguns des-
tes trabalhos reportam a necessidade do conhecimento dos autovalores e autovetores
do sistema completo (CHOW; KOKOTOVIC, 1976), outros, usam algoritmos iterati-
vos que pressupõe o conhecimento das trajetórias do sistema em baixas dimensões
(GOUSSI; VALORANI, 2006) ou ainda propõe a separação das dinâmicas pela recons-
trução da variedade lenta, o que não é um problema simples (CHIAVAZZO, 2012).

Essas considerações destacam a relevância do método proposto uma vez que o único
pressuposto para sua aplicação é o de se dispor de uma série temporal unidimensional
que descreva a evolução da dinâmica completa ao longo do tempo.

Particularmente esta Seção organiza-se em quatro Subseções. Na primeira, faz-se a
descrição do método de separação das dinâmicas; na segunda e terceira, descrevem-se
os conjuntos de dados teóricos e experimentais utilizados e na quarta, apresenta-se a
aplicação do método nos conjuntos de dados descritos além de uma discussão acerca
dos resultados obtidos.
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6.1.1 Método de aproximação das dinâmicas lenta e rápida

A Seção 4.3 descreve, do ponto de vista matemático, um dos principais mecanismos
pelos quais os sistemas com múltiplas escalas de tempo apresentam, no domínio do
tempo, spikes e/ou burstings interrompidos por períodos de aquiescência: trata-se da
existência de órbitas singulares nas quais os fluxos relativos às dinâmicas rápida e
lenta alternam-se no controle do comportamento dinâmico completo de um sistema.

Do ponto de vista do domínio da frequência, os spikes/burstings manifestam-se nas
altas frequências e os períodos de aquiescência manifestam-se nas baixas por serem
típicas ondas de maior comprimento e suavidade. Como a CWT é capaz de detectar
as sub-bandas de frequência que estão presentes ao longo do tempo a sua aplicação
é capaz de caracterizar as típicas manifestações das dinâmicas rápida e lenta.

Partindo destes pressupostos, a análise do espectro wavelet global, em conjunto com
a análise do escalograma de energia de uma série temporal em que as diferentes dinâ-
micas se manifestam, oferece a ferramenta adequada para a seleção das sub-bandas
de frequência em que cada dinâmica se manifesta e, via inversão da transformada
wavelet usando apenas estas sub-bandas, cada dinâmica pode ser reconstruída sepa-
radamente no domínio do tempo.

Estas considerações fundamentadas pelo Apêndice A e Capítulo 2 são a base da
metodologia para a separação dos dois comportamento dinâmicos de forma a isolá-
los (MAGRINI et al., 2020). Para tanto, considere que f(t) é uma série temporal
unidimensional relacionada com um sistema de múltiplas escalas.

Inicialmente aplica-se a CWT ao sinal f(t) usando a wavelet de Morse ψ(ω; 3, 20),
descrita no Capítulo 2, Seção 2.2 computada diretamente no domínio da frequência
via Equação 2.9 com normalização L1(R).

A escolha por esta wavelet se deve à sua analiticidade, que, conforme apresentado
anteriormente, evita completamente a detecção de frequências negativas espúrias,
ainda que, de baixas amplitudes. A escolha dos parâmetros leva em consideração a
necessidade de que a wavelet analisadora deve possuir uma largura de banda estreita
de modo a favorecer a detecção de altas frequências típicas da dinâmica rápida. Tanto
em tempo quanto em frequência ψ(ω; 3, 20) pode ser visualizada na Figura 2.8.

A partir dos coeficiente Wψ
f (ωa, τ) calcula-se o espectro global wavelet G(ωa) em que

os parâmetros de escala são substituídos por suas respectivas pseudo-frequências de
acordo com a Equação 2.3.
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Apesar de ser G(ωa) uma versão suavizada do espectro de potências de Fourier, não
se pode substituir o primeiro pelo último, pois Fourier não identifica com clareza as
rajadas em altas frequências, característica temporal dos burstings (DAUBECHIES,
1996). Portanto, o uso de métodos wavelet é indispensável.

Busca-se identificar em G(ωa) dois picos de frequência principais: um em baixa
frequência, denotado por ωmax

lenta, em torno do qual está o conjunto de frequências
responsável pela dinâmica lenta e outro em altas frequências que, de modo análogo,
indica a região do espectro responsável pela dinâmica rápida, ωmax

rápida.

No caso em que estes dois picos podem ser lidos e identificados com clareza no
espectro wavelet, então também é possível identificar dois outros máximos locais em
G(ωa): mlenta identificado como o primeiro máximo local maior que ωmax

lenta e mrápida

identificado como o primeiro máximo local menor que ωmax
rápida.

Neste caso ideal, denotando por ωmax a frequência máxima utilizada na análise cujo
valor depende da escala máxima ideal utilizada como na Equação 2.8, são considera-
dos os conjuntos Ωlenta =]0,mlenta] e Ωrápida = [mrápida, ωmax] para a reconstrução de
cada comportamento dinâmico via ICWT contendo apenas as frequências em cada
conjunto e tornando nulas todas as demais. O resultado da aplicação da ICWT é
a aproximação procurada para cada uma das duas dinâmicas, nomeadas flenta(t) e
frápida(t).

Recomenda-se, ainda, que seja feita uma limiarização em frápida(t) com o objetivo
de mitigar possíveis problemas de borda em cada um dos burstings aproximados; ao
final desta Seção faz-se uma descrição completa deste processo de limiarização.

Se os picos ωmax
lenta e/ou ωmax

rápida não estão bem definidos ou se não é possível a identi-
ficação dos pontos mlenta e/ou mrápida em G(ωa), então aplica-se a estratégia abaixo
que permite determinar completamente as sub-bandas de frequência Ωlenta e Ωrápida.

Se mlenta não está bem definido então considera-se o valor mlenta = 2ωmax
lenta, estimado

de modo empírico, via análise dos resultados para as aproximações da dinâmica
rápida calculadas, considerando o conjunto de dados experimentais com a hipótese
inicial de ser este valor dependente de ωmax

lenta.

Se não é possível identificar ωmax
rápida por ele não estar bem definido no espectro wavelet,

então perde-se a capacidade de se definir mrápida como proposto no caso ideal e então
o extremo inferior do intervalo Ωrápida é escolhido como sendo a frequência mais alta
cujo comportamento é igual ou próximo ao de um ponto de inflexão, por ser uma
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região do espectro em que se identifica geometricamente mudança de comportamento
da energia presente nas altas frequências. O extremo inferior para o conjunto Ωlenta

e o extremo superior para Ωrápida são considerados, em qualquer caso, como a menor
e a maior das frequências utilizadas na análise, respectivamente.

Uma vez determinado os conjuntos Ωlenta e Ωrápida, aplica-se a ICWT, considerando
não nulos apenas os coeficientes wavelet correspondentes a cada um, zerando os
demais. Isso permite reconstruir no domínio do tempo as aproximações para as
dinâmicas lenta e rápida.

Neste trabalho, considera-se a dinâmica rápida restrita à manifestação de burstings
no tempo e, portanto, faz-se necessário considerar a estrutura topológica que eles
possuem para que a aproximação frápida(t) seja de erro mínimo. Em uma perspec-
tiva teórica, a geometria dos burstings é classificada de acordo com as bifurcações
existentes nos sistemas com múltiplas escalas de tempo responsáveis pela frequência
de ocorrência do conjunto de spikes, conforme descrito em (RINZEL, 1987).

Assim, dependendo do comportamento dos burstings presentes na dinâmica rápida,
pode ser necessário aplicar uma correção numérica na aproximação calculada, cujos
objetivos são o de eliminar problemas de borda presentes em frápida(t) e descartar
falsas manifestações da dinâmica rápida.

Os problemas de borda ocorrem quando f(t) não se inicia e/ou não termina em burs-
tings e são caracterizados por oscilações de pequena amplitude que são confundidas
com manifestações da dinâmica rápida e surgem quando f(t) apresenta variações
bruscas no tempo sendo comuns na aproximação das dinâmicas aplicada para os
dados experimentais analisados.

A correção numérica da aproximação frápida(t) proposta neste trabalho é caracte-
rizada pela aplicação de uma limiarização com hard threshold, cujo limiar δ > 0 a
ser aplicado depende da análise simultânea da série temporal f(t), da aproxima-
ção frápida(t) obtida e da energia local E(t), cuja medida é obtida pela integração
do escalograma, correspondente à aproximação da dinâmica rápida, em relação ao
tempo:

E(t) =
∫ ∞

0
|Wfrápida

ψ (ω, t)|2 dω. (6.1)

A energia E(t) é quase nula durante a manifestação da dinâmica lenta, de modo que
os intervalos de tempo em que ela apresenta leituras altas são os mesmos em que os
burstings estão presentes e portanto pode ser usada para caracterizá-los localmente.
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A Figura 6.1 resume a metodologia proposta. Nela, ωmax
inflexão indica a frequência mais

alta cujo comportamento é igual ou próximo ao de um ponto de inflexão e cuja esti-
mativa depende da análise do espectro global wavelet e a possível correção numérica
é indica pelos termos limiarização e tratamento dos burstings.

Figura 6.1 - Descrição gráfica da metodologia para a obtenção das aproximações das di-
nâmicas lenta e rápida.

Fonte: Produção do autor.

6.1.2 Dados sintéticos: sistemas Hindmarsh-Rose caóticos acoplados

Esta Subseção descreve os dados sintéticos utilizados para ilustrar a metodologia
proposta na Subseção 6.1.1 de aproximação das dinâmicas rápida e lenta, cujos
resultados estão apresentados e discutidos na Subseção 6.1.4.
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Este modelo teórico é o mesmo utilizado e descrito em Omelchenko et al. (2010)
sendo constituído de dois sistemas tipo Hindmarsh-Rose com comportamento caó-
tico acoplados bidirecionalmente. O sistema considerado é descrito pelo conjunto de
equações1



x′1,2 = 0, 375x1,2 + y1,2 + 0, 4 (z1,2 + 1, 7) + ε (x2,1 − x1,2)
y′1,2 = −x1,2 + ε (y2,1 − y1,2)
z′1,2 = µ−1

1,2

(
w1,2 − z3

1,2 + 3x2
1,2 − x1,2 − 0.15

)
w′1,2 = µ−1

1,2

(
1− 5 z2

1,2 − w1,2
)
,

(6.2)

em que µ1 = 0, 001 e µ2 = 0, 002 e ε > 0 é a força de acoplamento aplicada de
maneira bidirecional nas variáveis x1,2 e y1,2, respectivamente.

Seja o sistema Hindmarsh-Rose (HR) em que tem-se uma dinâmica lenta caótica e
uma dinâmica rápida caracterizada por burstings, de acordo com Omelchenko et al.
(2010).

A geometria dos burstings presentes é do tipo onda quadrada. Em termos topológicos
isto significa que eles se iniciam em uma bifurcação do tipo sela-nó e terminam em
uma homoclínica presentes no Sistema 6.2 sendo caracterizados, no tempo, por um
conjunto de spikes cuja frequência de ocorrência é monotônica com início e término
de modo abrupto (RINZEL, 1987).

A integração numérica do Sistema 6.2 faz-se via método Runge-Kutta de
quarta ordem com passo fixo h = 5 · 10−5 sujeito às condições iniciais
C1 = (0, 2, 0, 2, 0, 2, −1, 66) e C2 = (−0, 1, −0, 1, −0, 1, −1, 46) com descarte
de regime transiente. O uso de um passo de integração maior que o utilizado não
é capaz de fazer a integração numérica corretamente, conforme testado durante a
geração das séries temporais sintéticas consideradas.

A Figura 6.2 exibe o comportamento da variável w1, similar ao da variável w2, em
que a dinâmica lenta é caótica sendo interrompida por burstings.

No detalhe vê-se a manifestação da dinâmica rápida com o bursting típico presente no
Sistema 6.2 destacado pela região pontilhada.. Como descrito, nota-se que os spikes
possuem uma frequência de ocorrência monotonicamente decrescente no tempo.

1Em contato com os autores de Omelchenko et al. (2010) verificou-se a existência de um erro
de impressão nos conjuntos de equações descritos no trabalho citado em que, as equações de y1,2
aparecem impressas sem o sinal de negativo .
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Figura 6.2 - Comportamento das dinâmicas rápida e lenta presentes na variável w1 do
Sistema 6.2.

Fonte: Produção do autor.

6.1.3 Dados experimentais: osciladores eletroquímicos

Nesta Seção descreve-se o experimento e os dados experimentais com relação à di-
nâmica intrínseca a eles e nos quais a metodologia proposta na Subseção 6.1.1 é
aplicada.

O setup experimental e o conjunto de dados analisados provém de experimentos
realizados pelo Dr. Istvàn Z. Kiss e seus colaboradores, no Departamento de Química
da Universidade de St. Louis (Missouri, Estados Unidos) que via colaboração mútua
na pesquisa desenvolvida fez o compartilhamento dos mesmos para a aplicação e a
validação da metodologia proposta para a separação das dinâmicas.
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O experimento eletroquímico realizado consiste, basicamente, na eletrodissolução de
eletrodos de ferro (Fe), em ácido sulfúrico (H2SO4) na concentração de 1 mol/L e
saturado de sulfato de potássio (K2SO4).

O eletrodo de referência usado no experimento é composto por mercúrio (Hg) e sul-
fato de mercúrio (Hg2SO4); o contra eletrodo é composto de platina (Pt), usada no
setup por não reagir quimicamente com o ácido sulfúrico e tornar nula a corrente
elétrica no eletrodo de referência. Seu uso garante a não introdução de medidas espú-
rias de corrente elétrica durante a coleta de dados do experimento que é controlada,
ainda, por um potenciostato.

Uma descrição detalhada do experimento e dos dados aqui apresentados encontram-
se publicados em Kiss et al. (2006). Cada eletrodo de ferro envolvido no experimento
é o que, em todo o restante deste Capítulo, será denominado de oscilador eletroquí-
mico.

Os dados analisados referem-se à corrente elétrica I(t) medida nos osciladores du-
rante a eletrodissolução, cuja medida é dada em miliampères (mA), sendo esses
osciladores configurados em redes com acoplamento global via introdução de uma
resistência externa.

São considerados 08 conjuntos de dados referentes a redes com dois osciladores
amostrados a 1000 Hz e 03 conjuntos de dados referentes a redes com vinte e cinco
osciladores amostrados a 2000 Hz. A diferença entre os conjuntos de dados em cada
caso são as intensidadades de acoplamento ε utilizadas nos experimentos que variam
no intervalo [0, 1]. Explicitamente, no caso de dois osciladores, tem-se intensidades
de acoplamento iguais a ε = 0 (caso desacoplado), ε = 0, 2, 0, 4, 0, 6, 0, 7, 0, 8, 0, 9
e ε = 1, 0 (caso fortemente acoplado) e no caso das redes com vinte e cinco osciladores
os conjuntos de dados referem-se a ε = 0, 0 e ε = 0, 2 (neste caso, para ε > 0, 2 a
dinâmica rápida desaparece) sendo quatro conjuntos, ao todo.

A Tabela 6.1 sumariza os dados relativos às redes com dois osciladores.

Conforme descrito em Kiss et al. (2006), as oscilações de maior comprimento e
suaves, são devidas à dinâmica lenta, que é caótica e interrompida por burstings
devido à dinâmica rápida que se manifesta irregularmente ao longo do tempo

Com relação aos burstings presentes nestes dados, não é possível classificá-los uma
vez que eles não são caracterizados por um conjunto de spikes e nem há informações
sobre as bifurcações do sistema dinâmico que os geram.
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Tabela 6.1 - Redes experimentais com dois osciladores eletroquímicos.

Rede Oscilador Duração (s) Acoplamento Rede Oscilador Duração (s) Acoplamento

I A 64 0,0 V I 84 0,7B J

II C 230 0,2 VI K 120 0,8D L

III E 155 0,4 VII M 100 0,9F N

IV G 60 0,6 VIII O 82 1,0H P

Fonte: Produção do autor.

Figura 6.3 - Comportamento típico das dinâmicas rápida e lenta no conjunto de dados
experimentais analisados relativos a osciladores eletroquímicos.

Fonte: Produção do autor.
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Neste caso, os burstings são constituídos por oscilações rápidas sem frequência bem
definida, sendo denominados apenas de irregulares. A Figura 6.3 ilustra o típico com-
portamento dos osciladores considerados, onde pode-se ver em detalhe a dinâmica
rápida destacada pela região pontilhada: típico bursting para os dados experimentais
considerados.

6.1.4 Aproximação das dinâmicas

Esta Subseção exemplifica a aplicação da metodologia proposta na Subseção 6.1.1
nos dados teórico e experimental descritos nas Subseções 6.1.2 e 6.1.3, respectiva-
mente. Apresenta-se também uma discussão dos resultados obtidos.

6.1.4.1 Aproximações para os dados sintéticos

Considera-se nesta Subseção as variáveis w1,2 do Sistema 6.2 em que a dinâmica lenta
caótica é interrompida pela dinâmica rápida, caracterizada pelos burstings tipo onda
quadrada conforme Figura 6.2. As séries temporais w1,2(t) estão amostradas a uma
taxa de 20000 Hz e cada uma delas possui comprimento igual a 100 segundos. Na
discussão que se segue as ilustrações são feitas considerando w1(t).

A Figura 6.4 apresenta o escalograma para a série w1(t) no intervalo de tempo
I =]0, 50] segundos usando a CWT via wavelet de Morse com parâmetros β = 20 e
γ = 3 e norma usual como descrito na Subseção 6.1.1.

A opção em restringir a visualização a apenas metade da série w1(t) foi considerada
para maior clareza de visualização das estruturas presentes principalmente nas altas
frequências.

A frequência máxima, em Hertz, usada na análise foi definida de acordo com o
Teorema de Nyquist sobre amostragens de sinais. Em termos gerais, ele estabelece
que um sinal f(t) amostrado a x Hz é capaz de reproduzir, corretamente em seu
conteúdo, frequências de até x/2 Hz.

Uma análise inicial do escalograma indica que a CWT é hábil em identificar as re-
giões em que cada dinâmica se manifesta e que a dinâmica rápida está bem localizada
em tempo e em frequência, correspondendo aos picos observados no escalograma.

Para a determinação das sub-bandas de frequência usadas na reconstrução das apro-
ximações para cada uma das dinâmicas considerou-se, conforme a metodologia pro-
posta na Subseção 6.1.1, o espectro global wavelet, mostrado na Figura 6.5.
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Figura 6.4 - Escalograma para a variável w1 do Sistema 6.2 com t ∈]0, 50] segundos.

Fonte: Produção do autor.

Os picos em baixas e altas frequências ocorrem em ωmax
lenta = 0, 33 Hz e ωmax

rápida = 156, 3
Hz, respectivamente. Define-se a menor e maior frequências utilizadas na análise via
CWT como os limites inferior e superior para as sub-bandas de frequência Ωlenta e
Ωrápida. Considerando que no espectro global estão bem definidos os mínimos locais
mlenta = 0, 53 Hz e mrápida = 36, 45 Hz vê-se que este é o caso ideal de aplicação
da metodologia de modo que Ωlenta = [0, 06, 0, 53] Hz e Ωrápida = [36, 45, 10000] Hz
são as sub-bandas em que cada dinâmica se manifesta.

Note que a sub-banda de frequência ]0, 06, 36, 45[ Hz, região em cinza na Figura 6.5,
apesar de ter energia significativa não é considerada na reconstrução de nenhuma
das duas dinâmicas. Considerando as sub-bandas Ωlenta e Ωrápida e aplicando a ICWT
anulando-se todo conteúdo frequencial não contido em cada uma delas as aproxima-
ções w1lenta(t) e w1rápida(t) podem ser reconstruídas. Veja na Figura 6.6.
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Figura 6.5 - Determinação das sub-bandas de frequência Ωlenta e Ωrápida pela análise do
espectro global wavelet de w1.

Fonte: Produção do autor.

Figura 6.6 - Aproximações w1lenta(t) e w1rápida(t), sem tratamento numérico, para w1(t).

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.7 - Comparação da aproximação w1lenta(t) (linha azul) e a série original w1(t)
transladada (linha preta).

Fonte: Produção do autor.

A aproximação da dinâmica rápida deve ser analisada com maior cuidado e as re-
giões A, B e C mostradas na Figura 6.6 indicam regiões em que deve-se aplicar a
correção numérica descrita na metodologia. Estas regiões são mostradas em detalhes
na Figura 6.8.

Enquanto as duas primeiras regiões (A e B) indicam problemas de borda na aproxi-
mação calculada, a terceira (C) indica que os burstings são corretamente capturados
com relação aos instantes em que acontecem e as rápidas oscilações são reproduzidas
pela respectiva aproximação com exceção das regiões extremas deles, caracterizadas
por serem de transição entre os dois comportamentos dinâmicos distintos presentes
que, para os burstings tipo onda quadrada devem ser regiões de mudança abrupta
de comportamento.

Note que w1(t) não possui manifestação da dinâmica rápida em seus extremos de ma-
neira que a aproximação w1rápida(t) deve ser nula nestas regiões, o que não acontece.
Trata-se de um problema de borda decorrente da seleção da sub-banda de frequên-
cia Ωrápida usada para calcular a aproximação e que é numericamente corrigido via
limiarização proposta.
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Figura 6.8 - Problemas de borda na aproximação da dinâmica rápida.

Fonte: Produção do autor.

Após a análise da variação da energia ao longo do tempo E(t), da aproximação
w1rápida(t) e dos quatro burstings presentes em w1(t) fixou-se δ = 0, 5 para o limiar a
ser aplicado. A Figura 6.9 apresenta uma visualização geométrica da aplicação deste
threshold para o primeiro bursting de w1rápida(t).

Figura 6.9 - Correção numérica para os burstings de w1rápida(t) via hard threshold.

Fonte: Produção do autor.
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A visualização é restrita somente ao primeiro bursting pois os demais apresentam
o mesmo comportamento variando apenas o número de spikes presentes. Os pontos
A e B indicam os instantes de tempo para os quais a medida da energia ao longo
do tempo, normalizada para tornar possível a comparação com a respectiva apro-
ximação da dinâmica rápida (linhas verde e vermelha, respectivamente), intersecta
o limiar δ (linha pontilhada) sendo, portanto, os instantes de tempo considerados
para o descarte das bordas (regiões sombreadas).

Na Figura 6.10 vê-se uma comparação entre o primeiro bursting presente em
w1rápida(t) e seu correspondente em w1(t) transladado. Observa-se que a frequência
monotônica de ocorrência dos spikes é corretamente reproduzida ainda que aconte-
çam pequenos desvios nas amplitudes principalmente nos extremos.

Figura 6.10 - Comparação das dinâmicas rápida aproximada e original em w1(t).

Fonte: Produção do autor.

Termina-se esta Subseção com a observação de que o mais importante em cada apro-
ximação calculada é que as respectivas dinâmicas são corretamente reproduzidas. As
pequenas diferenças em termos de amplitude são esperadas uma vez que a seleção
das apropriadas sub-bandas ocasiona um descarte de conteúdo frequencial cuja ener-
gia é significativa para a reprodução dessas amplitudes mas não para a reprodução
do comportamento dinâmico de interesse.
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6.1.4.2 Aproximações para os dados experimentais

Nesta Subseção apresenta-se as aproximações calculadas para as dinâmicas lenta e
rápida presentes nos dados experimentais apresentados na Subseção 6.1.3 via meto-
dologia descrita na Subseção 6.1.1. Os burstings existentes nos osciladores eletroquí-
micos possuem uma estrutura topológica diferente dos burstings tipo onda quadrada
discutidos na Subseção anterior, não possuindo uma classificação bem definida.

O típico comportamento temporal dos dados relativos aos osciladores eletroquímicos
pode ser visto na Figura 6.11 em que encontra-se plotado o oscilador A considerando
apenas os dez segundos iniciais e para o qual fez-se uma análise exploratória, usando
a CWT como descrito na Subseção 6.1.1.

Adicionalmente, apresenta-se o respectivo escalograma e espectro global wavelet
além do espectro de Fourier (em cinza) para efeitos de comparação. Nota-se que
apesar do comportamento similar, a leitura dos picos é mais fácil de ser feita via
espectro global wavelet, particularmente nas baixas frequências.

Figura 6.11 - Escalograma para os 10 segundos iniciais do oscilador A (Tabela 6.1).

Fonte: Produção do autor.
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Vê-se que a dinâmica lenta manifesta-se em torno de 5 Hz e a rápida acima de 20 Hz.
Em todas as séries temporais experimentais analisadas, este é o padrão observado.
Além disto, os burstings são completamente identificados no tempo pela magnitude
dos coeficientes wavelet. A Figura 6.12 apresenta o escalograma para as quinze séries
adicionais relativas às redes com dois osciladores. Os eixos e a escala de cor são
idênticos aos apresentados na Figura 6.11.

Figura 6.12 - Escalogramas para os osciladores indicados na Tabela 6.1.

Fonte: Produção do autor.

A análise dos Espectros Globais Wavelet para cada uma das dezesseis séries tempo-
rais descritas na Tabela 6.1 indica que as duas diferentes dinâmicas manifestam-se
em bandas de frequência bem definidas. As sub-bandas de frequências utilizadas no
cômputo de cada um das dinâmicas encontra-se sumarizada na Tabela 6.2.

Os extremos de cada intervalo foram aproximados para o inteiro mais próximos para
melhor clareza na apresentação dos resultados e também fez-se o acréscimo de zeros
à esquerda de modo que os intervalos com as sub-bandas de frequência ficassem
completamente alinhados verticalmente.

Nesta exposição, apresentar-se-á o processo de obtenção das aproximações para os
osciladores A e C dadas suas características bastante distintas quanto a aplicação
da metodologia proposta.
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Tabela 6.2 - Sub-bandas de frequências (em Hz) para a reconstrução das aproximações
das dinâmicas rápida e lenta considerando os dados descritos na Tabela 6.1.

Oscilador Ωlenta (Hz) Ωrápida (Hz) Oscilador Ωlenta (Hz) Ωrápida (Hz)

A ] 00, 07 ] [ 033, 434 ] I ] 0, 5 ] [ 82, 434 ]
B ] 00, 14 ] [ 036, 434 ] J ] 0, 5 ] [ 82, 434 ]
C ] 00, 10 ] [ 090, 434 ] K ] 0, 5 ] [ 82, 434 ]
D ] 00, 08 ] [ 050, 434 ] L ] 0, 5 ] [ 82, 434 ]
E ] 00, 08 ] [ 047, 434 ] M ] 0, 8 ] [ 44, 434 ]
F ] 00, 10 ] [ 066, 434 ] N ] 0, 8 ] [ 41, 434 ]
G ] 00, 10 ] [ 143, 434 ] O ] 0, 8 ] [ 36, 434 ]
H ] 00, 05 ] [ 082, 434 ] P ] 0, 8 ] [ 36, 434 ]

Fonte: Produção do autor.

Enquanto o oscilador A é o típico caso em que os picos nos espectro global estão
bem definidos, o oscilador C apresenta picos não bem definidos em altas frequências
como vê-se na Figura 6.13.

Figura 6.13 - Sub-bandas de frequência utilizadas no cômputo das aproximações para as
dinâmicas rápida e lenta dos osciladores A e C conforme Tabela 6.2.

Fonte: Produção do autor.
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As regiões sombreadas correspondem a sub-bandas de frequência que são descartadas
no processo de construção de aproximação para cada uma das diferentes dinâmicas.

Os dados experimentais encontram-se amostrados a 1000 Hz e a aplicação da CWT
com a wavelet de Morse de acordo com a metodologia utilizada indica como frequên-
cia máxima confiável presente nos dados o valor de 434, 5 Hz, que no restante desta
Seção aparece sem sua parte decimal.

Para o oscilador A faz-se a reconstrução das aproximações rápida e lenta conside-
rando as sub-bandas de frequência registradas na Tabela 6.2 cujo resultado por ser
visto na Figura 6.14.

Figura 6.14 - Oscilador A e as respectivas aproximações para as dinâmicas rápida e lenta.
Apenas os 10 segundos iniciais.

Fonte: Produção do autor.

A dinâmica lenta está bem aproximada haja visto que preserva o número de oscila-
ções de maior comprimento de onda. Veja a Figura 6.15 em que o dado experimental
A encontra-se transladado para melhor comparação com a aproximação calculada.

A aproximação para a dinâmica rápida chama a atenção inicialmente pelos proble-
mas de borda, quase como ruídos, também presentes no caso da aproximação dos
dados sintéticos e, adicionalmente, também por regiões de pequenos comprimento e
amplitude que podem ser confundidos com manifestações da dinâmica rápida.
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Figura 6.15 - Oscilador A e a aproximação para a dinâmica lenta calculada. Apenas os 10
segundos iniciais.

Fonte: Produção do autor.

Uma vez que neste trabalho se considera a manifestação da dinâmica rápida via
ocorrência de burstings e que os pontos destacados A, B e C na Figura 6.14 ilus-
tram regiões cujo comportamento no tempo é bastante similar a spikes, as pequenas
oscilações na aproximação calculada devem ser eliminadas.

Esta eliminação é feita pela aplicação de uma limiarização via hard threshold con-
siderando a energia presente na aproximação da dinâmica rápida calculada. Esta
medida de energia é dada pela Equação (6.1) e representa, em função do tempo, a
soma das contribuições de cada uma das frequências em Ωrápida para o oscilador A.
Veja Tabela 6.2.

A determinação do limiar a ser aplicado considera também a necessidade de tra-
tamento para as bordas de cada bursting presente na dinâmica rápida de modo a
mitigar diferenças significativas entre a aproximação calculada e o dado original.
Como se trata de regiões de transição entre as dinâmicas o erro na aproximação
calculada tende a ser significativo para elas.

Por um lado, se o limiar considerado for relativamente grande todas as oscilações
espúrias são eliminadas mas perde-se também parte das verdadeiras detecções. Por
outro, se for relativamente pequeno não haverá eliminação alguma. Tem-se, portanto,
a necessidade de analisar conjuntamente o dado original, a aproximação da dinâmica
rápida calculada e a energia ao longo do tempo para sua determinação.
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Figura 6.16 - Oscilador experimental A: problemas de borda (A e B) e regiões espúrias na
aproximação para a dinâmica rápida (C). Apenas os 10 segundos iniciais.

Fonte: Produção do autor.

Para o oscilador A, após as análises, tem-se δ = 0, 2 escolhido como limiar.
Considera-se a energia normalizada no intervalo [0, 1] pois seus picos originais são,
neste caso, aproximadamente cinco vezes superior ao máximo do dado original, o
que dificulta a análise conjunta com as demais variáveis para o estabelecimento do
limiar. Veja a Figura 6.16, painel inferior (C).

Figura 6.17 - Problemas de bordas na aproximação rápida para oscilador A.

Fonte: Produção do autor.
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Note na Figura 6.16 a existência de uma região, destacada pelo retângulo pontilhado,
que escapa do limiar aplicado mas que não corresponde a uma região de bursting.
Note ainda que em relação aos reais burstings ela se manifesta na aproximação rápida
calculada com duração muito inferior. Deste modo, faz-se ainda a necessidade de se
considerar um descarte adicional após a limiarização.

Este descarte é feito considerando apenas aqueles burstings cujo comprimento é
maior ou igual ao valor médio dos comprimentos dos detectados. Isto não é difícil de
ser feito pois a limiarização aplicada permite identificar os instantes de tempo que
são considerados como de início e término para cada bursting.

Ainda que eventualmente algum bursting verdadeiro seja eliminado, este segundo
descarte faz-se necessário para garantir que a aproximação da dinâmica rápida cal-
culada esteja livre de detecções espúrias.

A Figura 6.17 ilustra os problemas de borda presentes em cada um dos burstings
detectados na aproximação da dinâmica rápida calculada. As regiões indicadas em
A, B, C e D são as regiões de borda cuja limiarização corrige.

A Figura 6.18 ilustra o processo de limiarização para a dinâmica rápida mostrada
na Figura 6.17. O número de oscilações em cada bursting está preservado apesar
das pequenas deformações em amplitude. O importante a ser considerado é que a
frequência de ocorrência das oscilações é corretamente reproduzido pela aproxima-
ção.

Figura 6.18 - Correção numérica das bordas na aproximação rápida para o oscilador A.

Fonte: Produção do autor.
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Ainda em relação à Figura 6.18, a linha verde indica a energia E(t) usada na limia-
rização e em sombreado vê-se as regiões em que a limiarização com δ = 0, 2 age para
as quais as oscilações exibidas em linha cinza pontilhada são eliminadas. Por A, B,
C e D indica-se agora os instantes de tempo considerados como de início e término
de cada um dos burstings correspondendo às interseções entre a energia normalizada
E(t) e o limiar δ.

Para o oscilador eletroquímico C a determinação da sub-banda Ωlenta não apresenta
problemas uma vez que há um pico de energia bem definido em baixas frequências
no espectro global wavelet como mostrado na Figura 6.13 mas a determinação do
conjunto Ωrápida faz-se de acordo com a metodologia proposta na Subseção 6.1.1,
considerando um ponto no espectro cujo comportamento é similar a um ponto de
inflexão por não se ter bem definidos um pico de energia e nem um mínimo local
anterior a ele em altas frequências.

Como mostrado na Tabela 6.2, considerou-se neste caso o valor de 90 Hz cujo com-
portamento é similar a de um ponto de inflexão no espectro global wavelet.

A dinâmica lenta é corretamente aproximada. Veja a Figura 6.19. O número de osci-
lações cujos comprimentos de onda são maiores está preservado apesar de pequenas
deformações, como nos demais casos apresentados.

Figura 6.19 - Aproximação da dinâmica lenta para o oscilador experimental C. Apenas os
oito segundos iniciais estão plotados.

Fonte: Produção do autor.
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O mesmo tratamento, baseado na limiarização e na análise da energia ao longo do
tempo também diminui consideravelmente os erros nas aproximações dos burstings.
A Figura 6.20 ilustra o processo para um bursting presente no oscilador C. Nova-
mente a interseção do limiar δ = 0, 4, determinado de modo análogo ao explicado
para o caso do oscilador A, com a energia é utilizada para se determinar o início
e o término de cada manifestação da dinâmica rápida. Note que, para este caso, o
limiar admite outro valor, sendo de fato um valor dependente da análise do dado, da
aproximação da dinâmica rápida calculada, do dado original e também da energia
calculada ao longo do tempo.

Figura 6.20 - Limiarização da dinâmica rápida para o oscilador experimental C. Limiar
δ = 0, 4 considerado.

Fonte: Produção do autor.

A escolha do limiar é, particularmente no caso experimental, um desafio. Novamente
destaca-se que as análises realizadas nos dados sintéticos e nos dados experimentais
indicam que o limiar deve ser escolhido caso a caso considerando-se sempre a apro-
ximação calculada para a dinâmica rápida, a série temporal original e a energia
ao longo do tempo. A análise conjunto destas três variáveis permite que se escolha
um limiar que, ainda que elimine alguns dos burstings reais, mantenha a dinâmica
que se deseja aproximar e enfatiza-se que, neste caso, o mais importante é a pre-
servação da frequência de ocorrência das oscilações presentes em cada bursting. A
Figura 6.21 ilustra a limiarização para a aproximação da dinâmica rápida calculada
para o oscilador C cuja interpretação é a mesma da análoga exibida para o oscilador
A.
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Figura 6.21 - Visualização ampliada da limiarização da dinâmica lenta para o oscilador
experimental C. Limiar δ = 0, 4 considerado.

Fonte: Produção do autor.

Na Seção 6.2 as aproximações para as dinâmicas lenta e rápida como são utilizadas
para se investigar a sincronização entre sistemas com múltiplas escalas de tempo,
inclusive no caso da sincronização parcial, em que apenas uma das duas dinâmicas
sincroniza-se enquanto a outra permanece dessincronizada ao longo do tempo.

6.2 Aplicação: detecção da sincronização entre dinâmicas rápida e lenta

Esta Seção descreve como as aproximações calculadas de acordo com a metodologia
descrita na Seção 6.1 pode ser utilizada na detecção da sincronização entre as dife-
rentes dinâmicas em um sistema caótico com múltiplas escalas de tempo. Trata-se
de uma abordagem nova e diferente das descritas na Seção 4.4.

Por clareza, uma vez que dados sintéticos e experimentais com as dinâmicas deseja-
das estão apresentados e explorados na Seção 6.1, utilizar-se-á aqui os mesmo dados
para exemplificar a investigação da sincronização.

Organiza-se esta Seção em quatro Subseções. Na primeira e na segunda, apresentam-
se as metodologias para a investigação das dinâmicas lenta e rápida presentes em
um sistema qualquer usando-se as aproximações computadas como já descrito neste
trabalho.

Nas duas últimas, faz-se a aplicação das metodologias nos dados sintéticos relativos
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aos sistemas Hindmarsh-Rose acoplados (veja 6.1.2) e nos dados experimentais re-
lativos aos osciladores eletroquímicos, descritos na Subseção 6.1.3. Em cada Seção
encontram-se também discussões parciais acerca dos resultados encontrados.

Como medida da sincronização, utiliza-se neste texto, o índice de sincronização
parcial, designado R, cuja medida varia no intervalo real [0, 1] sendo os extremos
os casos em que não há qualquer nível de sincronização e em que a sincronização é
completa, no sentido de fase e amplitude, respectivamente.

Sendo osc1(t) e osc2(t) dois osciladores cujas respectivas séries temporais possuem
comprimento T e para os quais as fases instantâneas são Φ1(t) e Φ2(t), respectiva-
mente, define-se R por (MORMANN et al., 2000):

Rosc1,osc2 =
∣∣∣∣∣ 1T

T∑
t=1

exp(∆Φ(osc1,osc2)(t)
∣∣∣∣∣ . (6.3)

Para a análise da sincronização dos burstings, ou seja, da dinâmica rápida, propõe-se
neste trabalho uma modificação deste índice de modo que ele seja uma medida mais
precisa no caso específico desta dinâmica. Descrever-se-á a modificação proposta na
Seção 6.4

6.3 Detecção da sincronização entre dinâmicas lentas

Uma vez que a dinâmica lenta considerada neste trabalho é caótica, tanto no caso
experimental quanto no caso sintético, a detecção da sincronização entre duas di-
nâmicas lentas far-se-á via DCWA (do inglês, Discrete Complex Wavelet Approach
(FERREIRA et al., 2017; FERREIRA et al., 2015).

Dadas as aproximações f 1
lenta(t) e f 2

lenta(t) aplica-se a Transformada Wavelet Com-
plexa Dual-Tree identificando os níveis de decomposição J1,2 em que a energia é
máxima. Caso J1 e J2 sejam distintos, toma-se J = min{J1, J2} e, fazendo uso
dos coeficientes wavelet complexos {dj} no nível J e faz-se a extração das fases
Φ1,2(slow)(t) associadas respectivamente às dinâmicas lentas f 1

lenta(t) e f 2
lenta(t) como

descrito na Subseção 4.2.2.5.

De acordo com a construção teórica apresentada no Capítulo 3, os filtros do primeiro
nível de decomposição devem ser diferentes dos filtros utilizados nos demais níveis.
Para este trabalho, utilizou-se os filtros detalhados no Apêndice D.

O índice de sincronização parcial R definido pela Equação 6.3 é usado como medida
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de sincronização entre as dinâmicas lenta analisadas.

6.4 Detecção da sincronização entre dinâmicas rápidas

A detecção da sincronização entre as dinâmicas rápidas é feita considerando-se os
overlaps entre as aproximações f 1

rápida(t) e f 2
rápida(t) calculadas e limiarizadas con-

forme metodologia proposta na Seção 6.1.1.

Sejam B1 e B2 os conjuntos com p e q burstings extraídos das aproximações f 1
rápida(t)

e f 2
rápida(t), respectivamente e seja Bover o conjunto dos n overlaps existentes entre

B1 e B2 tais que

bi ∈ Bover ⇔ bi = bp ∩ bq e #bi ≥ 0, 5 ·min{#bp,#bq}, (6.4)

para i = 1, 2, 3, ..., n, em que #A indica o comprimento do conjunto A e
0 ≤ i ≤ min{p, q}, são tais que i, p, q ∈ N.

De acordo com a Equação 6.4 estão no conjunto Bover apenas os overlaps cujo
comprimento seja pelo menos igual à metade do menor comprimento entre os dois
burstings que os constituem.

Faz-se esta restrição uma vez que podem ocorrer overlaps de tamanho insignificante;
por exemplo, nas análises realizadas para os dados experimentais encontram-se over-
laps com apenas 10 registros ou até menos e dos quais não se extrai informação
alguma.

Em sequência, constroem-se séries temporais f 1
rápida (Bover)(t) e f

2
rápida (Bover)(t) não nu-

las somente nos overlaps bn ∈ Bover, intervalos nos quais elas assumem os mesmos va-
lores que os das aproximações f 1

rápida(t) e f 2
rápida(t). Portanto, as séries f 1

rápida (Bover)(t)
e f 2

rápida (Bover)(t) assim construídas contém apenas as regiões de overlaps existentes
entre as aproximações das dinâmicas rápida.

Aplica-se, então, a CWT nas séries f 1
rápida (Bover)(t) e f 2

rápida (Bover)(t) com qualquer
ψ(t) analisadora complexa de modo que seja possível extrair uma medida de fase.

Neste trabalho, considera-se a wavelet de Morse com parâmetros β = 20 e γ = 3
escolhidos conforme discussão apresentada na Seção 2.2 do Capítulo 2: com estes
parâmetros a largura de banda da resposta em frequência da wavelet é estreita o
suficiente para privilegiar a análise de sinais altamente oscilatórios, como é o caso.

Considerando os coeficientes wavelet complexos correspondentes às frequências
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ωmax1,2 cujo espectro global wavelet apresenta valor máximo se calcula uma me-
dida de fase Φ1,2

rápida(t) a ser considerada somente em cada região bn ∈ Bover, em que
ela tem tem significado. Assim, se existem n elementos em Bover também existem n

medidas de fase: uma para cada overlap considerado.

Tal abordagem para a atribuição de fase segue o exposto na Subseção 4.2.2.4 do
Capítulo 4 e não é inédita, sendo reportada na literatura para o cômputo de fases
instantâneas (CHANDRE et al., 2003; KORONOVSKII; HRAMOV, 2004; HRAMOV; KO-

RONOVSKII, 2005); aqui, o ineditismo está em seu uso para se obter medidas de fase
para dinâmicas cuja manifestação não se define para todo tempo.

Enfatizando: a abordagem proposta não implica em uma medida de fase instantânea
para a dinâmica rápida, uma vez que considerar-se-á apenas a restrição das fases
Φ1,2
rápida(t) às regiões de sobreposição dos burstings, ou seja, aos elementos de Bover.

Considerando Φ1,2
rápida(t) em cada bi ∈ Bover, i = 1, 2, 3, ..., n, calcula-se o conjunto

{Ri} cujos elementos são dados pela Equação 6.3, ou seja, cada elementos de {Ri}
é a medida do índice de sincronização parcial associada a cada um dos elementos
de Bover . A sincronização da dinâmica rápida é, então, medida pelo índice Rrápida

definido pela média < R > dos elementos de {Ri} com a aplicação de um fator de
ponderação:

Rrápida = #Bover

min{#B1,#B2}
.〈R〉. (6.5)

A introdução de uma medida de ponderação na Equação 6.5 é feita considerando o
caso ideal em que a dinâmica rápida apresenta sincronização de burstings, conforme
definido em Omelchenko et al. (2010).

Neste caso todos os burstings apresentam o mesmo número de oscilações e os ins-
tantes de tempo em que se iniciam e terminam são iguais e portanto, corresponde a
um fator de ponderação igual a 1 pois #Bover = min{#B1,#B2}.

Por outro lado, se as dinâmicas rápidas estão completamente dessincronizadas não
há qualquer overlap a ser considerado. Neste caso, Bover = {} e então Rrápida = 0,
como esperado.

A Figura 6.22 apresenta uma descrição gráfica do método proposto para a detec-
ção da sincronização entre dinâmicas rápida via medição do índice R definido pela
Equação 6.5.

131



Figura 6.22 - Detecção da sincronização entre dinâmicas rápida.

Fonte: Produção do autor.

6.5 Aplicação nos dados sintéticos

Apresenta-se nesta Seção os resultados obtidos pela aplicação das metodologias pro-
postas para a detecção da sincronização entre as dinâmicas rápida e lenta no caso
sintético, descrito na Subseção 6.1.2 como dois osciladores do tipo Hindmarsh-Rose
acoplados bidirecionalmente e cujas variáveis w1,2 exibiam, no tempo, a manifesta-
ção de uma dinâmica lenta caótica sendo a rápida caracterizada por burstings do
tipo onda quadrada. A separação das dinâmicas está descrita na Subseção 6.1.4.

Considera-se, na sequência, o caso mais interessante, descrito em Omelchenko et al.
(2010): para uma intensidade de acoplamento ε = 0, 06 a sincronização do sistema
é parcial: a dinâmica lenta exibe forte sincronização mas a rápida não.

Mostra-se-á que os resultados obtidos com as novas metodologias propostas estão
de acordo com o resultado reportado no trabalho citado.

Para a dinâmica lenta, o resultado encontra-se ilustrado na Figura 6.23.
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Figura 6.23 - Sincronização entre dinâmicas lenta nos dados sintéticos.

Fonte: Produção do autor.
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O painel A ilustra o comportamento temporal das aproximações calculadas para as
dinâmicas lenta presentes nas variáveis w1,2. O painel B ilustra o espectro de energia
via aplicação da DT-CWT com 19 níveis e que as séries temporais w1 e w2 apresen-
tam medida máxima de energia nos níveis 15 e 16 de decomposição, respectivamente.
Portanto, considerando-se J = 15, a fase calculada para as dinâmicas lentas estão
apresentadas no painel C.

Finalmente, o painel D exibe a diferença de fase em que se nota um deslizamento
de fase em torno de t = 12 s, aproximadamente; a região do deslizamento de fase
está destacada pelo pequeno quadrado no painel C. Como resultado, o índice de
sincronização parcial calculado éR = 0, 99, com aproximação de duas casas decimais.

Para a dinâmica rápida, o primeiro dos elementos de Bover está destacado na Fi-
gura 6.24, em que a região sombreada corresponde à região descartada pelo tra-
tamento das bordas; nota-se o comportamento assíncrono. Note que o número de
spikes e frequência de ocorrência não coincidem (regiões B e C) e existe um atraso
na manifestação da dinâmica rápida em w2 (região A).

Figura 6.24 - Primeiro elemento do conjunto Bover para os dados sintéticos.

Fonte: Produção do autor.

A dinâmica rápida presente nos dados sintéticos é representada por um conjunto de
4 burstings do tipo onda quadrada, conforme destacado na Figura 6.10; além disto,
por simples inspeção da Figura 6.6 que existem 4 regiões de overlaps. Portanto,
#Bover = 4.
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Aplicando-se a metodologia conforme descrita na Seção 6.4 encontra-se
Rfast = 0, 12, ou seja, não há sincronização entre as dinâmicas rápida. Deste
modo, conclui-se que a metodologia apresentada tanto para a separação das dinâ-
micas quanto para a detecção da sincronização entre as diferentes dinâmicas

As análises do parágrafo anterior implicam, portanto, que as dinâmicas lenta
w1lenta(t) e w2lenta(t) encontram-se em regime de sincronização mas w1rápida(t) e
w2rápida(t) permanecem assíncronas como esperado e relatado por Omelchenko et
al. (2010). Portanto, além de corroborar os métodos aqui propostos pode-se afirmar
que eles, inclusive, são capazes de detectar a sincronização parcial.

6.6 Aplicação nos dados experimentais

Nesta Seção apresenta-se os resultados dos métodos propostos de detecção da sincro-
nização considerando os dados experimentais dos osciladores eletroquímicos em rede
descritos na Subseção 6.1.3 e sumarizados na Tabela 6.2. A separação das dinâmicas,
para o caso experimental, está apresentada na Seção 6.1.4.2.

A análise das aproximações para as dinâmicas lentas, considerando inicialmente as
oito redes com dois osciladores, está apresentada na Figura 6.25.

Para intensidades de de acoplamento ε = 0, 6 e ε = 0, 7 o nível de decomposição
considerado para o cômputo da fase é J = 7. Em todos os demais casos o nível
considerado é o J = 8.

A linha superior apresenta as fases seguida da diferença de fase para ε = 0, 0 e
ε = 0, 2, respectivamente. O mesmo se repete para as demais linhas considerando-se
as demais intensidades de acoplamento.

De acordo com o setup experimental para estes dados, a sincronização manifesta-se
para uma intensidade de acoplamento maior que ε > 0, 7. O cálculo do índice de
sincronização parcial R para cada caso indica que, para ε > 0, 7, a sincronização
está presente e seus valores em cada caso podem ser visualizados na Tabela 6.3.
Os resultados para os valores de R estão arredondados, considerando-se duas casas
decimais.

A metodologia proposta para a aproximação da dinâmica lenta é capaz de preservar
a complexidade do sistema completo, de tal modo que a sincronização entre as
dinâmicas lentas é corretamente detectada.
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Tabela 6.3 - Índice de sincronização parcial entre as dinâmicas lentas para as redes com
dois osciladores eletroquímicos experimentais.

Rede I (ε = 0, 0) II (ε = 0, 2) III (ε = 0, 4) IV (ε = 0, 6) V (ε = 0, 7) VI (ε = 0, 8) VII (ε = 0, 9) VIII (ε = 1, 0)
Rslow 0,11 0,10 0,19 0,26 0,26 0,64 0,76 0,96

Fonte: Produção do autor.

Figura 6.25 - Fase e diferença de fase para a dinâmica lenta nas redes com dois osciladores.

Fonte: Produção do autor.

Com relação à detecção da sincronização entre as dinâmicas rápida I1rápida(t) e
I2rápida(t) das redes com dois osciladores, inicialmente apresenta-se o resultado da
análise dos burstings, na Tabela 6.4, via aplicação da metodologia descrita na Se-
ção 6.1.4.
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Os termos “detectados” e “considerados” são utilizados como referência ao número de
burstings após a aplicação da limiarização da energia e após o descarte, sequencial à
etapa de limiarização, em relação ao comprimento, respectivamente. A última coluna
indica o número de overlaps existentes.

Tabela 6.4 - Burstings e overlaps nas aproximações calculadas para a dinâmica rápida.

Rede Oscilador Limiar
E(t)

# Burstings #OverlapsDetectados Considerados

I A 0,5 30 16 1B 0,8 106 62

II C 0,4 32 15 2D 0,5 230 121

III E 0,4 51 25 3F 0,4 24 09

IV G 0,3 16 09 8H 0,3 31 15

V I 0,4 07 03 3J 0,4 20 09

VI K 0,4 75 39 27L 0,4 61 30

VII M 0,4 54 29 28N 0,4 57 30

VIII O 0,4 77 43 42P 0,4 83 45
Fonte: Produção do autor.

Figura 6.26 - Burstings e overlaps em função da intensidade de acoplamento ε ≥ 0 para a
aproximação da dinâmica rápida.

Fonte: Produção do autor.
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Os dados da Tabela 6.4 indicam que, à medida que a intensidade de acoplamento
ε ≥ 0 aumenta, o número de burstings tanto detectados quanto considerados
tende a convergir para um valor comum. Além disso, o número de overlaps a serem
considerados também aumenta consideravelmente.

Deste modo, para os dados experimentais analisados é razoável considerar o número
de burstings e o número de overlaps como funções da intensidade de acoplamento
ε ≥ 0 como ilustrado na Figura 6.26. O limiar baseado na energia E(t) utilizado em
cada aproximação calculada também tende a tornar-se o mesmo para as duas séries
temporais em rede à medida que ε ≥ 0 aumenta.

Quanto à sincronização da dinâmica rápida apresenta-se dois casos em detalhes: as
redes correspondentes às intensidades de acoplamento ε = 0, 4 e ε = 1, 0.

Figura 6.27 - Overlaps para a rede de osciladores eletroquímicos experimentais com dois
osciladores para ε = 0, 4.

Fonte: Produção do autor.

Para ε = 0, 4 existem apenas 3 overlaps conforme a Tabela 6.4. A Figura 6.27,
em que as linhas contínua e pontilhada representam respectivamente os osciladores
E e F, conforme nomenclatura da Tabela 6.2 exibe os três e mostra que eles não
correspondem à perfeita sobreposição dos burstings presentes nas aproximações da
dinâmica rápida calculada para E e F.

Tem-se R = {0, 62, 0, 51 , 0, 53} considerando as regiões b1, b2 e b3, respectivamente.
Uma vez que existem 3 overlaps e min{25, 9} = 9 em que 25 e 9 correspondem ao
número de burstings considerados nos osciladores E e F, respectivamente, de acordo
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com a Equação 6.5, tem-se para esta rede em particular:

Rfast = 1, 66
3 · 3

9 = 0, 19, (6.6)

fazendo um arredondamento com duas casas decimais. Este valor para o índice
de sincronização indica, claramente, que a rede com intensidade de acoplamento
ε = 0, 4 não apresenta dinâmica rápida sincronizada; nota-se que sequer a dinâmica
lenta encontra-se sincronizada, de acordo com a Tabela 6.3.

Figura 6.28 - Overlaps iniciais para a rede de osciladores eletroquímicos experimentais com
dois osciladores para ε = 1, 0.

Fonte: Produção do autor.

A rede constituída pelos osciladores O e P cuja intensidade de acoplamento é ε = 1, 0
apresenta 42 overlaps de acordo com a Tabela 6.4; os três primeiros estão ilustrados
na Figura 6.28.

Os osciladores O e P estão indicados, respectivamente, pelas linhas contínua e pon-
tilhada. Note que os overlaps correspondem exatamente aos burstings que os cons-
tituem. Para b1, b2 e b3 tem-se R1 = 1, 00, R2 = 1, 00 e R3 = 0, 98, sempre conside-
rando um arredondamento para duas casas decimais.

A média do conjunto {Ri}i=1,2,...,42 é igual a 1, 00 e, considerando que
min{45, 43} = 43 em que 45 e 43 correspondem ao número de burstings consi-
derados nos osciladores O e P, tem-se como índice de sincronização para a dinâmica

139



rápida:
Rfast = 1, 00 · 42

43 = 0, 98, (6.7)

com o arredondamento realizado com duas casas decimais. Esta medida indica a
sincronização da dinâmica rápida reproduzidas nas aproximações calculada. A Ta-
bela 6.5 sumariza os índices obtidos considerando as dinâmicas rápidas.

Tabela 6.5 - Índice R para a dinâmica rápida nas redes com 02 osciladores experimentais.

Rede I (ε = 0, 0) II (ε = 0, 2) III (ε = 0, 4) IV (ε = 0, 6) V (ε = 0, 7) VI (ε = 0, 8) VII (ε = 0, 9) VIII (ε = 1, 0)
Rslow 0,01 0,12 0,18 0,13 0,89 0,89 0,95 0,98

Fonte: Produção do autor.

Comparando-se as Tabelas 6.5 e 6.3 os índices para as dinâmicas lenta e rápida no
caso em que ε = 0, 7 merecem uma melhor análise.

Neste caso, em particular, os índices apontam para um possível caso de sincronização
parcial em que a dinâmica rápida parece sincronizar-se, enquanto a outra permanece
assíncrona; contudo, esse caso deve ser analisado com alguma outra técnica, uma
vez que, de acordo com os resultados da Tabela 6.5, existem apenas 3 overlaps que
correspondem exatamente aos 3 burstings do oscilador I.

De todo modo, pode-se afirmar que para ε > 0, 7 as dinâmicas rápidas também
sincronizam-se. Portanto, para o caso das redes com dois osciladores experimentais
tem-se que: (a) as duas diferentes dinâmicas permanecem dessincronizadas para
ε ≤ 0, 6; (b) estão sincronizadas para ε ≥ 0, 8 e (c) o caso ε = 0, 7 suscita dúvida
quanto à presença ou não da sincronização parcial dado o baixo número de overlaps
que apresenta.

Quanto às redes experimentais com 25 osciladores eletroquímicos, conforme desta-
cado na Seção 6.1.3, para ε > 0, 2 a dinâmica rápida desaparece.

Portanto, neste trabalho pode-se analisar apenas o caso trivial da rede desacoplada
uma vez que não há qualquer nível de sincronização presente e o caso em que ε = 0, 2
em que a sincronização também não se faz presente como se vê na Figura 6.29.
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Figura 6.29 - Índice R para a dinâmica rápida nas redes experimentais com 25 osciladores.

Fonte: Produção do autor.

No painel superior da Figura 6.29 tem-se a análise realizada em duas redes com 25
osciladores desacoplados e no inferior para duas redes considerando uma intensidade
de acoplamento ε = 0, 2.

Cada um dos quatro quadros é uma matriz M 25× 25 e o valor do índice Rfast para
a análise dos osciladores i e j, com 0 ≤ i, j ≤ 25 encontra-se em Mij. É natural
que para ε = 0, 2 os índices apresentem maiores valores; contudo, ainda são muito
menores de 1.0, o que indica a não existência da sincronização.

Além disso, como observado na Seção 6.1.3, nem todos os osciladores quando dispos-
tos em rede apresentam comportamento oscilatório. No caso das redes apresentadas
na Figura 6.29 o oscilador 6 e os osciladores 1, 6, 14 e 23 não apresentam manifes-
tação de dinâmica rápida para as duas redes desacopladas mostradas no primeiro e
segundo quadros do painel superior, respectivamente.

Quanto às redes com ε = 0, 2, a ausência da dinâmica rápida e até mesmo do
comportamento oscilatório (ainda que, seja um movimento caótico e portanto, para
o qual a metodologia se aplica) acontece para os osciladores 9, 10, 11, 12, 13 e 23 e
para os osciladores 3, 6, 11, 14, 15, 20, 22, 23 e 25 para o primeiro e segundo quadros
do painel inferior, respectivamente.
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Fez-se também a análise das aproximações lenta computadas para as mesmas re-
des que as apresentadas na Figura 6.30 e, como esperado, a sincronização não está
presente. Os pontos com altos índices no último quadro do painel inferior correspon-
dem à falsos positivos, corresponde às séries temporais cujo comportamento anômalo
reportado está reportado no parágrafo anterior.

Figura 6.30 - Índice R para a dinâmica lenta nas redes experimentais com 25 osciladores.

Fonte: Produção do autor.

A comparação entre as Figuras 6.29 e 6.30 sugere que, em redes cujo comporta-
mento dinâmico pode ser separado em duas dinâmicas, uma lenta e outra rápida, a
sincronização das dinâmicas rápida ocorre com maior facilidade.

Observe que nas duas Figuras, no caso em que ε = 0, 2, o índice de sincronização
para a dinâmica rápida é maior que o índice de sincronização da dinâmica lenta.
Uma hipótese para este fato está na dificuldade de sincronização do comportamento
caótico exibido pelas dinâmicas lenta, mas certamente, a comprovação experimen-
tal/teórica deste fato requer pesquisas adicionais.
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho são apresentadas aplicações das Transformadas Wavelet Contínuas
e Discretas em diferentes áreas demonstrando novas aplicabilidades da teoria de
wavelets e da análise multirresolução em duas áreas distintas.

No contexto do processamento de sinais, são investigadas as relações existentes entre
conjuntos de falhas em dados e as possíveis diferenças nos resultados da aplicação
da análise tempo-escala quando se faz algum tratamento numérico via métodos
interpolatórios quando comparados com os resultados da aplicação da análise tempo-
escala adaptativa. Trata-se de estudo relevante para toda área experimental em que
existe a possibilidade da existência de falhas nos dados gerados experimentalmente
ou coletados eletronicamente, por exemplo.

A pesquisa sobre dados com falhas apresentada neste trabalho indica que o trata-
mento numérico interpolatório com polinômios cúbicos de Hermite ou interpolações
lineares não provoca alterações nos resultados da análise tempo-escala quando as fa-
lhas possuem comprimentos relativos não superiores a 1% mas tendem a apresentar
leituras superestimadas de energia e deformações das estruturas destas ao longo do
tempo.

Para falhas cujos comprimentos relativos estão entre 1% e 10% havendo perda de
confiabilidade dos resultados de análise nos casos em os comprimentos relativos das
falhas são superiores a 10%. O pré-processamento via splines cúbicos não se mostra
adequado para nenhuma das categorizações de falha propostas por superestimar a
energia existente, introduzir conteúdo frequencial espúrio e falsas estruturas tempo-
rais na análises.

Por sua vez, o uso da análise tempo-escala adaptativa em todos os casos estu-
dados elimina completamente as leituras errôneas ou superestimadas de energia,
mostrando-se capaz de revelar corretamente o conteúdo frequencial e sua energia
nas regiões sem falhas por eliminar qualquer interferência das falhas existentes na
análise realizada.

Observa-se que na presença de falhas pequenas, de comprimento relativo não su-
perior a 1%, o pré-processamento numérico via polinômios cúbicos de Hermite ou
interpolação linear é indiferente quanto aos resultados da análise tempo-escala. Para
as demais classes de falha, a técnica adaptativa apresenta superioridade de desem-
penho por não introduzir energia e conteúdo espúrio na análise, tornando a análise

143



realizada confiável e coerente com a informação disponível, ainda que corrompida.

No contexto dos sistemas dinâmicos caóticos com múltiplas escalas de tempo e da
sincronização, são apresentados dois métodos que (a) permite separar comporta-
mentos dinâmicos distintos, fazendo uso pela primeira vez de métodos wavelet e
(b) detectar a existência ou não da sincronização entre estas dinâmicas separadas,
também via aplicação inédita de uma combinação de técnicas wavelet. Parte da re-
levância dos novos métodos propostos está no fato de serem de fácil uso em dados
experimentais, uma vez que o único pressuposto para suas aplicações é o conheci-
mento de uma série unidimensional relacionada com o sistema/fenômeno completo.

Quanto à detecção dos diferentes comportamentos dinâmicos em sistemas caóti-
cos com múltiplas escalas de tempo, os resultados obtidos com o método proposto
mostram-se coerentes com os esperados, tanto por sua aplicação em casos sintéti-
cos considerados e cujo resultado encontra-se reportado na literatura, quanto em
casos experimentais cujo conhecimento do setup experimental utilizado permite ser
conhecido, de antemão, o comportamento síncrono ou assíncrono de cada dinâmica
presente

Estes resultados indicam que a aplicação da análise de wavelets é capaz de extrair a
informação completa de um sistema/fenômeno considerando aproximações para os
diferentes comportamentos dinâmicos presentes.
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APÊNDICE A - DOMÍNIOS DO TEMPO E DA FREQUÊNCIA

O objetivo deste Apêndice é o de apresentar uma introdução matemática aos do-
mínios do tempo e da frequência bem como as relações fundamentais entre eles que
constituem parte da fundamentação teórica desta tese. No que segue, os termos fun-
ção e sinal são usados como sinônimos. A Teoria da Medida, área da Matemática
cujo problema principal é o de se estender a noção intuitiva de medida definindo-a
de modo rigoroso em espaços genéricos e em particular no espaço das funções reais
ou complexas, desenvolveu-se fundamentalmente no início do século XX quando a
Teoria da Integração de Riemann usada até então como principal instrumento de
medida foi generalizada com a criação da Integração de Lebesgue (HÖNIG, 1996).
Considerando-se esta nova Teoria de Integração em conjunto com os avanços da
Análise Funcional, cujo objetivo é o de estender os resultados da Análise Matemá-
tica Clássica para espaços vetoriais de dimensão infinita, o conceito de espaço de
medida de funções estabeleceu-se como fundamental para a Matemática de modo
geral (JORDAN et al., 1993; CONNES, 1994). São de relevância teórica para este tra-
balho os espaços funcionais Lp(Ω) em que Ω = R ou Ω = C e 0 < p <∞ nos quais
tem-se a noção de medida de acordo com a Definição à seguir:

Definição A.1. Dada uma função f(t) ∈ Lp(Ω) define-se sua medida por
∫ ∞
−∞
|f(t)|p dt <∞. (A.1)

Particularmente, considerar-se-á os casos em que p = 1 ou p = 2, ou seja, os espaços
das funções integráveis e o das funções quadrado integráveis no sentido de Lebesgue
(KREYSZIG, 1978).

Da Equação A.1 decorre que L1(Ω) e L2(Ω) são espaços caracterizados pelas funções
f(t) ∈ Ω cujas normas definidas, respectivamente, por

||f(t)||L1(Ω) =
∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞ (A.2)

e
||f(t)||L2(Ω) =

∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt <∞, (A.3)

existem e são finitas. Quando o contexto deixar implícito qual dos dois espaços
é considerado escrever-se-á apenas ||f(t)|| deixando subentendido a referência às
equações A.2 e A.3.
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Em L2(Ω) define-se usualmente o produto interno entre duas funções f(t) e g(t)
quaisquer por (KREYSZIG, 1978)

〈f(t), g(t)〉 =
(∫ ∞
−∞

f(t)g(t) dt
)1/2

, (A.4)

em que g(t) indica o complexo conjugado da função g(t).

As funções f(t) estão definidas no domínio do tempo uma vez que a variável in-
dependente t pode ser interpretada como o tempo no sentido físico da palavra;
entretanto, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) mostrou que qualquer função
f(t) ∈ L2(R) pode ser suficientemente aproximada de modo único como uma soma
de senos (ou cossenos) cujas frequências são bem definidas.

Tal resultado permite considerar f(t) não mais em função da variável t mas em
termos da variável frequencial ω ∈ [0, 2π[ medida em Hertz (Hz). Neste caso, diz-
se que f(t) está representada no domínio da frequência, sendo a Transformada de
Fourier (FT, do inglês Fourier Transform) a ferramenta matemática adequada para
se revelar qual o conteúdo frequencial presente em f(t).

Definição A.2. Seja f(t) ∈ L2(Ω). A Transformada de Fourier de f(t) é definida
por

f̂(ω) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t) exp(−ı ωt) dt. (A.5)

A Transformada de Fourier apresenta variadas propriedades que a tornam manejável
do ponto de vista teórico e numérico: a linearidade, os deslocamentos em tempo e
frequência, a conjugação, a convolução, a diferenciação e a integração em tempo e em
frequência são algumas delas. Estas e outras propriedades podem ser encontradas em
conjunto com suas demonstrações em Butzer e Nessel (1971), Triebel e Schmeisser
(1987), Phillips et al. (2003) e Beerends et al. (2003). Dentre estas propriedades
destacam-se três pela relevância teórica que apresentam para este trabalho sendo
apresentadas como teoremas a seguir.

A primeira delas, apresentada no Teorema A.1, afirma que a convolução no domínio
do tempo conforme Definição A.3 é equivalente ao produto pontual no domínio da
frequência. Intuitivamente a convolução entre duas funções f(t) e g(t) quadrado
integráveis pode ser compreendida como o resultado da soma do produto de uma
delas pela outra transladada u unidades de tempo sobre toda a reta real.
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A segunda destas propriedades implica na existência da Transformada Inversa de
Fourier (IFT, do inglês Inverse Fourier Transform) cuja demonstração é apresentada
no Teorema A.2 e para a qual os Lemas A.1 e A.2 são utilizados.

A terceira propriedade revela a relação existente entre as Transformadas de Fourier
de uma função f(t) e de sua versão escalada f(at) para a ∈ R∗ e é apresentada no
Teorema A.3.

Definição A.3. Sejam f(t) e g(t) funções de L2(Ω) contínuas por partes e limitadas
em Ω. A convolução das funções f(t) e g(t) é definida por

f(t)∗ g(t) =
∫ ∞
−∞

f(u)g(t− u) du =
∫ ∞
−∞

f(t− u)g(t) du (A.6)

Teorema A.1. Sejam f(t) e g(t) funções de L2(Ω) contínuas por partes e limitadas
cujas Transformadas de Fourier são, respectivamente, f̂(ω) e ĝ(ω). Então:

̂f(t)∗ g(t) =
√

2πf̂(ω)ĝ(ω).

Demonstração. Aplicando-se a Transformada de Fourier na convolução das funções
f(t) e g(t) tal como definida pela Equação A.6, tem-se

̂f(t)∗ g(t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

f(u)g(t− u) du
]

exp(−ı ωt) dt. (A.7)

Sendo, por hipótese, as funções f(t) e g(t) contínuas, pode-se permutar a ordem de
integração estabelecida na Equação A.7. Então,

̂f(t)∗ g(t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(u)g(t− u) exp(−ı ωt) dt du. (A.8)

Considera-se agora na Equação A.8 a substituição q = t − u de modo que dq = du

e t = q + u de modo que

̂f(t)∗ g(t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(u)g(q) exp(−ı ω(q + u)) du dq. (A.9)

Aplicando a propriedade distributiva na exponencial em A.9, vê-se que

̂f(t)∗ g(t) =
(

1√
2π

∫ ∞
−∞

f(u) exp(−ı ωu) du
)(∫ ∞

−∞
g(q) exp(−ı ωq) dq

)
=
√

2πf̂(ω)ĝ(ω),
(A.10)
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O Teorema A.1 tem implicações numérico-computacionais importantes pois a convo-
lução no tempo tem complexidade computacional da ordem N2 operações enquanto
que, em frequência, sua complexidade é da ordem de N logN (PAVEL; DAVID, 2013).

Os dois Lemas à seguir serão utilizados na demonstração do Teorema A.2.

Lema A.1. A função exponencial complexa f(t) = exp(ıωt) tem Transformada de
Fourier igual a f̂(t) = 2πδ(t) em que δ(t) representa a função generalizada Delta de
Dirac definida por

δ(t) =

 1, se t = 0
0, se t 6= 0.

Lema A.2. Seja δ(τ−t) a função generalizada Delta de Dirac transladada t unidades
no tempo e f(t) ∈ L2(Ω) uma função contínua em todos os pontos de seu domínio.
Então: ∫ ∞

−∞
f(t)δ(τ − t) dt = f(t).

Teorema A.2. Seja f(t) ∈ L2(Ω) real contínua por partes. A Transformada de
Fourier de f(t) definida pela Equação A.5 é inversível com inversa dada por

f(t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(ω) exp(ı ωt) dω. (A.11)

Demonstração. Note que A.11 pode ser reescrita como

E = 1√
2π

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

1√
2π
f(τ) exp(−ı ωτ) dτ

)
exp(ı ωt) dω, (A.12)

pela substituição direta de A.5 em A.11. Pela continuidade das funções f(t) e f̂(ω)
tem-se de A.12 que

E = 1
2π

∫ ∞
−∞

f(τ)
(∫ ∞
−∞

exp(−ı ω(τ − t)) dω
)
dτ. (A.13)

Pelo Lema A.1, a integral entre parênteses é exatamente a Transformada de Fourier
de f(t) = exp(ıωt) e pelo Lema A.2 tem-se de A.13 que

E = 1
2π

∫ ∞
−∞

f(τ)2πδ(τ − t) dτ =
∫ ∞
−∞

f(τ)δ(τ − t) dτ (A.14)

e então, E = f(t) pelo Lema A.2.
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As Equações A.5 e A.11 fornecem o instrumental matemático adequado para se fazer
a transposição entre os domínios do tempo e da frequência.

Teorema A.3. Seja f(t) uma função quadrado integrável em Ω com Transformada
de Fourier f̂(ω) e considere f(at) uma versão escalada da função f(t) com a ∈ R∗.
Então,

f̂{f(at)} = 1
|a|
f̂
(
ω

a

)
.

Demonstração. Por definição, tem-se

f̂{f(at)} = 1√
2

∫ ∞
−∞

f(at) exp(−iωt) dt. (A.15)

Fazendo a mudança de variável u = at, segue da Equação A.15 que

f̂{f(at)} = 1√
2

∫ ∞
−∞

f(u) exp
(
−iωu

a

)
du

a
. (A.16)

Considere agora os dois casos possíveis para o parâmetro real a quanto ao sinal.

Se a > 0, decorre da Equação A.16 que

f̂{f(at)} = 1
a

1√
2

∫ ∞
−∞

f(u) exp
(
−iωu

a

)
du = 1

a
f̂
(
ω

a

)
. (A.17)

Se a < 0 em A.16, então

f̂{f(at)} =
( 1
−a

) 1√
2

∫ ∞
−∞

f(u) exp
(
−iωu

a

)
du =

( 1
−a

)
f̂
(
ω

a

)
. (A.18)

As Equações A.17 e A.18 estabelecem o resultado.

O Teorema A.4 estabelece a preservação do produto interno nos dois domínios, ou
seja, não há perda de informação ao se fazer a transposição de um domínio para o
outro.

Como consequência, tem-se a isometria da norma ||f(t)||L2 =
√
< f(t), f(t) >

entre as representações de f(t) nos dois domínios.

Teorema A.4. (Plancherel) Sejam f(t) e g(t) funções quadrado integráveis e con-
tínuas em todos os pontos de seus domínios com Transformadas de Fourier f̂(ω)
ĝ(ω), respectivamente. Então, < f(t), g(t) >=< f̂(ω), ĝ(ω) > .
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Demonstração. Considere a Equação A.11 em que faz-se a substituição direta da
Equação A.5 de modo que uma função f(t) contínua em L2(Ω) se escreve como

f(t) = 1
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(τ) exp(ı ωτ) exp(−ı ωt) dτ dω

e o produto interno definido pela Equação A.4 entre g(t) ∈ L2(Ω) (também contínua)
e f(t) de modo que

< f(t), g(t) >=
∫ ∞
−∞

1
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(τ) exp(ı ωτ) exp(−ı ωt) dτ dωg(t) dt. (A.19)

Dada a continuidade das funções f(t) e g(t) pode-se rearranjar a ordem das inte-
grações na Equação A.19; decorre, portanto, que

< f(t), g(t) > =
∫ ∞
−∞

(
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(τ) exp(ı ωτ) dτ
)(∫ ∞

−∞

1√
2π
g(t)exp(ı ωt) dt

)
dω

=< f̂(ω), ĝ(ω) > .

(A.20)

O Corolário A.1 estabelece como consequência direta do Teorema de Plancherel a
preservação das normas nos domínios do tempo e da frequência.

Corolário A.1. Seja f(t) ∈ L2(Ω) uma função contínua em Ω com Transformada
de Fourier f̂(ω). Então, ||f(t)||L2 = ||f̂(ω)||L2.

Demonstração. Basta considerar g(t) = f(t) no Teorema A.4.

O Corolário A.1 é conhecido como Identidade de Parseval e é bastante comum
em áreas como a Física e/ou Engenharia onde costuma ser interpretado como a
preservação da energia de um sinal f(t) nos domínios do tempo e da frequência. O
termo energia é usado aqui em analogia com o conceito físico de energia cinética,
sendo comum definir-se a energia de um sinal como o espectro de potência de Fourier
definido por S(ω) = ||f̂(ω)||2L2 do sinal f(t).

A análise de S(ω) é útil no processamento de sinais por revelar quais são as frequên-
cias fundamentais, ou seja, aquelas que apresentam maior contribuição na repre-
sentação de f(t) no domínio da frequência. No caso do sinais reais, o espectro de
potência é simétrico em relação à frequência nula ω = 0.
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Em termos computacionais não há necessidade de se calcular explicitamente a in-
tegral presente na Equação A.5. Existem algoritmos altamente eficientes para o
cômputo da FT e da IFT: são os algoritmos da Transformada Rápida de Fourier
(FFT, do inglês Fast Fourier Transform) e da Inversa da Transformada Rápida de
Fourier cujas implementações encontram-se descritas no clássico trabalho Cooley e
Tukey (1965) e detalhadas em Cochran et al. (1967). Trabalhos relativamente re-
centes ainda buscam modificações nestes algoritmos de modo a torná-los ainda mais
eficientes (JOHNSON; FRIGO, 2006).

Apesar da possibilidade de se transitar entre os domínios do tempo e da frequência
via FT e sua inversa IFT e de, com o avanço computacional, esta transição poder
ser feita de modo cada vez mais eficiente via algoritmos que as calculam, existem
aspectos teóricos que devem ser levados em consideração por tornarem impossível
visualizar tão bem quanto se queira uma função f(t) qualquer nos domínios do
tempo e da frequência simultaneamente.

O Princípio da Incerteza de Heisenberg (HEISENBERG, 1927) é uma descrição da
característica intrínseca dos sistemas mecânicos quânticos que implica na limitação
da observação destes sistemas sem perturbá-los e equivale ao fato de que uma função
não nula e sua Transformada de Fourier não podem ser nitidamente localizadas
(FOLLAND; SITARAM, 1997).

Tendo em vista o Princípio da Incerteza, portanto, uma função f(t) não pode ser
ao mesmo tempo bem visualizada nos domínios do tempo e da frequência: uma
excelente representação em um dos dois implica em uma pobre ou nenhuma repre-
sentação simultânea no outro. A representação simultânea implica em visualizações
que, num certo sentido, são inversamente proporcionais entre si: ao se visualizar bem
em um domínio se perde, em parte, a capacidade de visualização no outro conforme
enunciado na Proposição A.1 (MALLAT, 1999; MOHLENKAMP; PEREYRA, 2008).

Proposição A.1. Dada f(t) ∈ L2(Ω) tal que ||f(t)||L2(R) = 1 tem-se

σ2
t σ

2
ω ≥

π2

16 , (A.21)

em que σ2
t e σ2

ω representam, respectivamente, a resolução de visualização,em tempo
e em frequência, de f(t).

Geometricamente, é conveniente para compreender as considerações do parágrafo
anterior introduzir a definição de plano tempo-frequência onde no eixo das abscissas

167



encontra-se a representação da informação contida em f(t) no domínio do tempo
e no eixo das ordenadas a correspondente informação no domínio da frequência. A
proporcionalidade expressa por A.1 delimita regiões neste plano conhecidas como
caixas de Heisenberg.

A Figura A.1 ilustra duas destas caixas (retângulos em cinza). Nota-se que quanto
melhor for a localização da informação no domínio do tempo, pior será a localiza-
ção em frequência e vice-versa. Por um instante apenas, imagine que a informação
contida na linha azul estivesse cobrindo toda a reta, não havendo localização no
tempo; isto implicaria em uma caixa de Heisenberg cuja largura seria infinitesimal e
portanto, a informação estaria completamente localizada no domínio da frequência.

Figura A.1 - Caixas de Heisenberg no plano tempo-frequência.

Fonte: Adaptado de Mallat (1999).

Sendo conhecidos os conceitos de plano tempo-frequência e de caixa de Heisenberg
é possível explicar o porquê de a Transformada de Fourier fornecer perfeitamente
a visualização de uma função f(t) no domínio da frequência. Comparando a Equa-
ção A.5 com a Equação A.4 vê-se que a FT pode ser considerada do ponto de vista
teórico como o produto interno usual em L2(Ω) entre a função f(t) e uma base expo-
nencial complexa definida pelo termo e−2iπωt que não apresenta qualquer localização
em tempo.

Em outras palavras, a base usada na definição da FT é uma combinação linear de
senos e cossenos que estão definidos para todo t ∈ Ω tendo, portanto, as correspon-
dentes caixas de Heisenberg larguras infinitesimais. Como consequência, nota-se que
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a Transformada de Fourier é uma importante ferramenta matemática para a análise
global de funções quaisquer uma vez que ela revela perfeitamente todo seu conteúdo
frequencial.

De modo a exemplificar e tornar mais claras as ideias expostas anteriormente consi-
dere a função f(t) = f1(t)+f2(t) em que f1(t) = 5 sen(300πt) e f2(t) = 3 sen(800πt).
Vê-se que f(t) é, em termos de frequências fundamentais, a soma de 150 Hz com
amplitude 5 e 400 Hz com amplitude 3.

O cômputo da Transformada de Fourier revela as duas frequências fundamentais
e suas respectivas amplitudes de modo que, mesmo não se sabendo, à priori, que
f(t) = f1(t) + f2(t). Veja a Figura A.2 em que f(t) está simultaneamente repre-
sentada em tempo e em frequência. Observe que a Transformada de Fourier revela
através de seu espectro de potência que a função f(t) é a soma das funções f1(t) e
f2(t).

Figura A.2 - Representação de um sinal em tempo e em frequência.

Fonte: Produção do autor.

O sinal f(t) simulado na Figura A.2 é estacionário, ou seja, as frequências fun-
damentais que o compõe estão presentes para todo t real. Quando o sinal g(t) é
não-estacionário, no sentido de que certas frequências aparecem e/ou desaparecem
em determinados intervalos de tempo, ainda assim a Transformada de Fourier é
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capaz de revelá-las. Para exemplificar isto, considere o sinal g(t) tal que

g(t) =

5 sen(300πt), 0 ≤ t < π

3 sen(800πt), π ≤ t ≤ 2π,
(A.22)

amostrado no tempo do mesmo modo que f(t).

Figura A.3 - Transformada de Fourier de um sinal não-estacionário.

Fonte: Produção do autor.

Note que agora g(t) é constituído pelas mesmas frequências fundamentais que com-
põe f(t) exibida na Figura A.2 mas as frequências 150 Hz e 400 Hz estão definidas
respectivamente nos intervalos I1 = [0, π[ e I2 = [π, 2π[ havendo uma alternância
entre elas em t = π onde a frequência de 150 Hz desaparece dando lugar à frequên-
cia de 400 Hz. Veja na Figura A.3 que o Espectro de Potência de Fourier de g(t)
coincide com o de f(t) apesar de os comportamentos no domínio do tempo serem
diferentes.

Neste contexto, convém destacar que a Transformada de Fourier é a ferramenta
matemática apropriada para revelar frequências fundamentais em um sinal f(t) es-
tacionário para os quais não há necessidade alguma da informação temporal sobre
o conjunto de frequências fundamentais.
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A análise de sinais não-estacionários, no âmbito da Análise de Fourier é feita usando-
se, por exemplo, a Transformada Janelada de Fourier (WFT, do inglês, Windowed
Fourier Transform) mas a fixação da função janela usada para a análise não permite
alterações na resolução da visualização em tempo e em frequência. Para detalhes,
consulte, por exemplo, o Capítulo 2 de (KAISER, 2010) além de (WELCH, 1967;
ALLEN; RABINER, 1977; GRIFFIN; LIM, 1984).
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APÊNDICE B - CONVOLUÇÃO DISCRETA

O objetivo deste Apêndice é apresentar o conceito de convolução, fundamental para
a compreensão do algoritmo de Mallat descrito na Subseção 3.1.2 do Capítulo 3.
São apresentados, adicionalmente, algumas de suas principais propriedades e alguns
exemplos.

Definição B.1. Seja x e y dois sinais reais discretos, respectivamente. Define-se a
convolução de x e y, denotada por x ∗ y, pela soma

x ∗ y(n) =
∑
k

x(k)y(n− k), (B.1)

constituída por l1 + l2−1 amostras em que l1 e l2 indicam o comprimento dos sinais
x e y, respectivamente.

As propriedades básicas desta operação são apresentadas pela Proposição B.1.

Proposição B.1. Sejam x,y e z sinais discretos e seja ∗ a operação de convolução
conforme a Definição B.1. São válidas as seguintes propriedades para ∗:

a) (Comutativa) x ∗ y = y ∗ x;

b) (Associativa) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z;

c) (Distributividade pela Soma) x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z;

Demonstração. a) Por definição,

x ∗ y(n) =
∑
k

x(k)y(n− k) =
∑
k′
x(n− k′)y(k) =

∑
k′
y(k′)x(n− k′),

em que k′ = n− k.

b) De x ∗ (y ∗ z)(n) =
∑
k1

∑
k2

x(k1)y(k2)z((n− k1)− k2) decorre que

x ∗ (y ∗ z)(n) =
∑
k1

∑
k2

x(k1)y(k1 + k2 − k1)z(n− (k1 − k2)).

Fazendo a substituição k3 = k1 + k2,

x ∗ (y ∗ z)(n) =
∑
k3

∑
k1

x(k1)y(k3 − k1)
 z(n− k3) = (x ∗ y) ∗ z(n).
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c) Note que
x ∗ (y + z)(n) =

∑
k

x(k)(y(n− k) + z(n− k)).

Reescrevendo o segundo membro desta igualdade como dois somatórios, tem-se:

x ∗ (y + z)(n) =
∑
k

x(k)y(n− k) +
∑
k

x(k)z(n− k) = (x ∗ y + x ∗ z)(n).

Um método prático para o cômputo de x ∗ y é indicado na sequência. Para tanto,
considere explicitamente x = [x0, x1, x2, ..., xn] e y = [y0, y1, y2, ..., ym] e os passos
descritos abaixo:

a) Escreva o sinal y abaixo do sinal x alinhando seus primeiros elementos x0

e y0, respectivamente.

b) Efetue a multiplicação do sinal x pelo escalar y0 dispondo-a imediatamente
abaixo de x e y.

c) Repita a multiplicação do sinal x pelos elementos yi, 1 ≤ i ≤ m dispondo
cada uma abaixo da anterior deslocada em i posições com relação à posição
inicial de x0.

d) Some cada uma das n+m− 1 colunas resultantes da aplicação dos passos
b) e c). O sinal resultante é o resultado de x ∗ y.

Figura B.1 - Algoritmo para o cálculo da convolução de dois sinais discretos x e y.

Fonte: Produção do autor.
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A Figura B.1 apresenta uma descrição gráfica do algoritmo para o cômputo da
convolução entre dois sinais discretos x e y. À seguir apresenta-se um exemplo de
sua aplicação.

Exemplo B.1. Considere dois sinais discretos x e y tais que x = {2,−3, 0, 5, 7, }
e y = {0, 5,−1, 2, 3,−2} para os quais deseja-se calcular x ∗ y. Seguindo o método
representado na Figura B.1, tem-se:

Figura B.2 - Convolução de x = {2,−3, 0, 5, 7, } e y = {0, 5,−1, 2, 3,−2}.

Fonte: Produção do autor.

Os sinais x e y e a convolução x ∗ y encontram-se plotados na Figura B.3.

Figura B.3 - Representação gráfica da convolução do Exemplo B.1.

Fonte: Produção do autor.
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APÊNDICE C - FILTROS ASSOCIADOS À TEORIA WAVELET

Apresenta-se neste Apêndice o conjunto de funções implementadas1 em código livre
Python 3 que gera os filtros associados às funções escala e wavelet de Daubechies
dado como input apenas o comprimento n (número par) do filtro desejado ou, de
modo equivalente, o número de momentos nulos n/2 que a função wavelet a ser
construída deve possuir.

Adicionalmente, a implementação permite visualizar as funções escala e wavelet
usando como entrada apenas o filtro passa baixa associado e utilizando convoluções
calculadas no domínio da frequência.

A fundamentação teórica da implementação feita pode ser consultada em Daube-
chies (1992). Uma descrição algorítmica para a construção dos filtros e a geração das
visualizações das funções escala e wavelet associadas é feita na sequência. A imple-
mentação feita faz uso do módulo de matemática simbólica Sympy em Python uma
vez que o algoritmo baseia-se em operações algébricas com polinômios complexos.

No que segue, seja n = 2n′(n′ ∈ N) o comprimento do filtro a ser construído.

Passo I: construção de um polinômio complexo auxiliar Pn(z)

Fixado n = 2n′ faz-se a construção inicial do polinômio Pn(z) de variável complexa
z e grau n− 1 definido por

Pn(z) =
n−1∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
zk, (C.1)

em que
(
n+ k − 1

k

)
indica um número binomial para k ∈ {0, 1, 2, ..., (n− 1)}.

Passo II: cálculo das raízes do polinômio Pn(z) para n′ ∈ N e z′ ∈ C fixados
e definidos por n′ = n/2 e z′ = 0, 5− 0, 25 z−1 − 0, 25 z

Definidos n′ = n

2 e z′ = 1
2 −

1
4z −

z

4 calcula-se as raízes complexas de Pn′(z′), isto é,
determina-se numericamente as soluções de

Pn′(z′) =
n′−1∑
k=0

(
n′ + k − 1

k

)(1
2 −

1
4z −

z

4

)k
= 0, (C.2)

1https://github.com/magriniluciano1983/codes/blob/master/daubechies.py.
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construindo-se o conjunto R = {rj, 0 ≤ j ≤ n − 1} formado pelas soluções de C.2
contidas no disco complexo unitário, isto é, pelas soluções de C.2 cujo módulo é, no
máximo, igual a 1. Prova-se que R possui n′ − 1 elementos.

Passo III: computação de escalares via igualdade de polinômios complexos
dependentes do conjunto de raízes determinado no passo II.

Identificam-se os n escalares {ck, k = 0, 1, ..., (n− 1)} para os quais

(z + 1)n′
n′−1∏
j=1

(z − rj) =
n−1∑
k=0

ckz
n−k−1. (C.3)

Passo IV: determinação do filtro passa baixa via normalização do conjunto
de escalares do passo III

O conjunto {ck} normalizado corresponde ao filtro procurado para a função escala
φ(t), ou seja, tomando a norma

a =
√
c2

1 + c2
2 + ...+ c2

k

euclidiana para {ck} interpretado como elemento de Rk, constrói-se o filtro passa
baixa

h(k) = {ck}
a

. (C.4)

Passo V: determinação do filtro passa alta

Utilizando-se a Equação 3.15 determina-se o filtro passa alta associado à função
wavelet construída no contexto da MR, definindo conforme Equação 3.15 do Capí-
tulo 3,

g(k) = (−1)nh(k − n+ 1), (C.5)

para n = 1, 2, ..., k.

Passo VI: geração de visualizações das funções φ(t) e ψ(t)

A geração das visualizações das funções φ(t) e ψ(t) correspondentes aos filtros dese-
nhados nos Passos C e C é obtida pela aplicação da reconstrução da função delta de
Dirac, via algoritmo de Mallat, com a utilização de filtros de síntese h∗(k) e g∗(k)
construídos a partir de h(k) pela aplicação das Equações 3.16 e 3.17.
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Por default, são utilizadas de 15 iterações/convoluções no processo de reconstrução.
O número de iterações é estabelecido levando-se em conta a eficiência computacional
e a geração de boas visualizações para as funções escala e wavelet mas pode ser
alterado pelo usuário via modificação das funções auxiliares 10 e 11 contidas na
implementação feita e disponível no Github.

O código de visualização utiliza como input apenas o filtro passa baixas h(k) da
MR desejada, aceitando como entrada inclusive filtros não criados pelo algoritmo
completo.

Apresenta-se na sequência um exemplo de uso do código2 em que se considera a
construção de filtros passa baixa e passa alta de comprimento 4 para a MR, ou
seja, da denominada wavelet de Daubechies 4 (dB4) com a adicional geração das
visualizações das funções escala e wavelet. A saída do código de exemplo é o filtro
passa baixa

h = {−0, 1294095225, 0, 2241438680, 0, 8365163037, 0, 4829629131}, (C.6)

aqui exibido com dez casas decimais de precisão, seguido das visualizações das fun-
ções escala wavelet conforme montagem feita na Figura C.1.

Figura C.1 - Gráficos das funções φ(t) e ψ(t) para Db4

Fonte: Produção do autor.

2https://github.com/magriniluciano1983/codes/blob/master/exemplo_daubechies.py

179

https://github.com/magriniluciano1983/codes/blob/master/exemplo_daubechies.py




APÊNDICE D - FUNÇÕES ESCALA E WAVELET PARA DT-CWT

Apresenta-se neste Apêndice os filtros h0 e h1 em conjunto com as funções escala e
wavelet utilizadas neste trabalho para o cômputo das fases associadas às dinâmicas
rápida e lenta presentes nos sistemas discutidos nos Capítulos 4 e 6 deste trabalho.

Segue-se aqui a notação introduzida no Capítulo 3 em que φ(t) e ψ(t) são as funções
escalas e wavelet associadas aos filtros h0 e h1. Para o nível J = 1 de decomposição
estas funções são denotadas φ1(t) e ψ1(t). Para os demais níveis utiliza-se os índices s
e i para referir-se à árvore superior e inferior da decomposição dual-tree responsáveis
pelas partes real e imaginária dos coeficientes wavelet calculados, respectivamente.

Para o primeiro nível de decomposição os filtros são aproximadamente simétricos de
comprimentos 13 e 19 utilizados em conjunto com filtros q-shift de comprimento 14
para os demais níveis (SELESNICK, 2001).

Tabela D.1 - Filtros de análise para DT-CWT.

Banco de Filtros de Análise
Primeiro Nível de Decomposição

(J = 1) Demais Níveis (J > 1)

Parte Real Parte Imaginária Parte Real
(Árvore Superior)

Parte Imaginária
(Árvore Inferior)

φ1(t) ψ1(t) φs(t) ψs(t) φi(t) ψi(t)
-0,0017581 -0,0000706 0,0032531 -0,0045569 -0,0045569 -0,0032531
0,0000000 0,0000000 -0,0038832 0,0054394 -0,0054394 -0,0038832
0,0222656 0,0013419 0,0346603 0,0170252 0,0170252 -0,0346603
-0,0468750 -0,0018834 -0,0388728 -0,0238253 0,0238253 -0,0388728
-0,0482422 -0,0071568 -0,1172038 -0,1067118 -0,1067118 0,1172038
0,2968750 0,0238560 0,2752953 -0,0118660 0,0118660 0,2752953
0,5554688 0,0055643 0,7561456 0,5688104 0,5688104 -0,7561456
0,2968750 -0,0516881 0,5688104 -0,7561456 0,7561456 0,5688104
-0,0482422 -0,2997576 0,0118660 0,2752953 0,2752953 -0,0118660
-0,0468750 0,5594308 -0,1067118 0,1172038 -0,1172038 -0,1067118
0,0222656 -0,2997756 0,0238253 -0,0388728 -0,0388728 -0,0238253
0,0000000 -0,0516881 0,0170252 -0,0346603 0,0346603 0,0170252
-0,0017581 0,0055643 -0,0054394 -0,0038832 -0,0038832 0,0054394

0,0238650 -0,0045569 0,0032531 0,0032531 -0,0045569
-0,0071568
-0,0018834
0,0013419
0,0000000
-0,0000706

Fonte: Adaptado de Selesnick (2001).
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A Tabela D.1 apresenta o banco de filtros utilizado na análise com sete dígitos sendo
o respectivo banco de síntese obtido de acordo com as Equações 3.16 e 3.17. Note
as relações entre os filtros passa alta e passa baixa utilizados a partir do segundo
nível de decomposição: (a) o filtro escala da árvore inferior é o reverso do utilizado
na árvore superior; (b) o filtro wavelet da árvore inferior corresponde ao filtro escala
da árvore superior em que os coeficientes de posição ímpar são opostos e (c) o filtro
escala da árvore inferior corresponde ao filtro wavelet da árvore superior em que os
coeficientes de posição par são opostos.

A Figura D.1 mostra uma visualização destes filtros. Observe na linha pontilhada o
comportamento esperado para as respectivas funções escala e wavelet.

Figura D.1 - Filtros aproximadamente simétricos de comprimento 13 (A) e 19 (B) para
J = 1 e filtros q-shift de comprimento 14 (C) e (D) para J > 1.

Fonte: Produção do autor.
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As correspondentes funções φ(t) e ψ(t) estão representadas na Figura D.2 e foram
obtidas pelo uso das funções implementadas descritas no Apêndice C. No painel
superior vê-se estas funções para o primeiro nível e no painel superior as funções
para os demais níveis correspondentes às arvores superior (parte real dos coeficientes)
e inferior (parte imaginária dos coeficientes), respectivamente.

Figura D.2 - Funções escala e wavelet correspondentes aos filtros de análise da Tabela D.1
e visualizados na Figura D.1.

Fonte: Produção do autor.

Um estudo completo sobre a resposta em frequência das funções φ(t) e ψ(t) apre-
sentadas na Figura D.2 está realizado em trabalho anterior. Para detalhes, consulte
Ferreira (2014).
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APÊNDICE E - PARTICIPAÇÕES EM EVENTOS CIENTÍFICOS E
PUBLICAÇÕES

Neste Apêndice estão incluídas as publicações realizadas e participações em eventos
científicos durante o doutorado, em ordem cronológica.

Inclui-se aqui dois artigos publicados em periódicos com avaliação pelos pares, a
publicação de um trabalho completo apresentado no XXXVI Congresso Nacional de
Matemática Aplicada e Computacional (CNMAC 2016) promovido pela Sociedade
Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional (SBMAC) e publicado nos anais
do evento e de um resumo, apresentado na forma de pôster no XXXIX CNMAC
(2019) também publicado nos anais da respectiva edição do CNMAC.

Inclui-se também duas participações no Workshop de Computação Aplicada (Wor-
cap) promovido anualmente pelo Programa de Pós Graduação em Computação Apli-
cada (INPE) com apresentação de pôsteres e uma comunicação oral feita no IX
WWlet - Wavelets & Applications in Signal Processing, evento organizado pelo Co-
mitê Temático “Análise Multiescala e Wavelets – Teoria, Desenvolvimento e Aplica-
ções” (SBMAC), sobre parte das aplicações das técnicas wavelet apresentadas nesta
tese.

O artigo publicado no Brazilian Journal Physics e o trabalho completo publicado
nos anais do CNMAC 2016 apresentam a pesquisa desenvolvida sobre a análise de
séries temporais com falhas e apresentada no Capítulo 5 desta tese (MAGRINI et al.,
2017; MAGRINI et al., 2017) com um adicional estudo sobre a influência da localização
da falha ao longo da série temporal para os resultados da análise realizada.

O segundo artigo, publicado no periódico Chaos: An Interdisciplinary Journal of
Nonlinear Science, reporta a metodologia apresentada no Capítulo 6 para a sepa-
ração das dinâmicas lenta e rápida em sistemas dinâmicos caóticos com múltiplas
escalas de tempo via técnicas wavelet apresentando os resultados para os dados
experimentais descrito nesta tese.

Na edição do XXXIX CNMAC de 2019 fez-se a apresentação de um pôster, publi-
cado em forma de resumo nos anais do evento sobre estudo realizado acerca das
dificuldades na reprodução numérica do atrator de Rössler nos casos em que ele
exibe comportamento periódico (MAGRINI et al., 2020).

As participações em eventos com apresentação de trabalho estão descritas a seguir.
As publicações encontram-se anexadas na sequência, começando pelos artigos se-

185



guido do trabalho completo e resumos publicados.

• IX WWlet - Wavelets & Applications in Signal Processing

Comunicação Oral: Multi-scale Identification of Dynamics in Cha-
otic Electrochemical Oscillators

Abstract: Dynamical systems related to climate models, relaxation
oscillators (as Van der Pol, cardiac cells or neural activity, for example)
exhibits different timescales in your manifestations. The comprehension
of full dynamics in these dynamical systems whose behavior exhibits two
or more different time scales generally is complicated because each time
scale presents one specific behavior in the time domain and can manifest
together or in specifics time intervals. In this work using wavelet techni-
ques, we calculated approximations for each dynamics (namely slow and
fast dynamics, respectively) considering only the inverse wavelet transform
applied in specifics frequency bands presents in one-dimensional time-series
related to experimental data obtained from oscillators coupled in a network
where slow dynamics is chaotic and fast dynamics is characterized in time-
domain by irregular bursting’s. The applied methodology show that it is pos-
sible calculated good approximations for each different dynamics and that
particularly to slow dynamics the small frequency contributions cannot be
discarded without to introduce deformations in your manifestation in time-
domain. The principal advantage of our approach is that only is necessary
to know one-dimensional time-series about the full multiple time-scale dy-
namical system considered because all process is performed in the frequency
domain by wavelet analysis.

Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.

Gramado/RS.

• XVIII Workshop de Computação Aplicada (WORCAP 2018)

Pôster: Aproximação de Dinâmicas Fast e Slow em Sistemas Caóticos
com Múltiplas Escalas de Tempo.

Resumo: Sistemas dinâmicos caóticos com múltiplas escalas de tempo
constituem a adequada formulação matemática para diversos fenômenos
em áreas fundamentais como a Física, a Química, a Biologia e a Neuro-
ciência. Em todas estas áreas é relativamente comum encontrar modelos
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em que as diferentes variáveis presentes apresentam diferentes taxas de va-
riação em relação à variável indepente. Estas diferentes taxas de variação
permitem, no caso mais simples, identificar no sistema duas sub-dinâmicas,
chamadas de fast e slow, cujas caracterizações é relativamente simples em
modelos teóricos, uma vez que é possível neste caso analisar as equações
diferenciais envolvidas e seus parâmetros numéricos, mas se mostra desa-
fiadora no caso experimental em que geralmente só se dispõe de uma série
temporal na qual tais dinâmicas evoluem juntas ao longo do tempo. Neste
trabalho apresentamos uma metodologia, baseada na análise de wavelets,
para obter aproximações das dinâmicas fast e slow no caso em que as duas
evoluem conjuntamente em uma mesma série temporal e exemplificamos
seu uso em dados experimentais provenientes de osciladores eletroquímicos.

Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE.

São José dos Campos/SP.

• XVI Workshop de Computação Aplicada (WORCAP 2016)

Pôster: Reprodução do Comportamento Periódico do Atrator de Rös-
sler por Integração Numérica: Desafios e Propostas.

Resumo: A dinâmica determinada por sistemas de equações diferen-
ciais onde pelo menos uma das equações é não linear pode apresentar
comportamento caótico ou periódico. A alternância entre estes dois re-
gimes pode ser controlada pela variação de um conjunto de constantes
próprias de cada sistema. Bem conhecido na literatura, o sistema deRös-
sler constitui-se de um conjunto de três equações diferenciais e uma vez
fixadas duas das constantes que nele aparecem, a alternância entre os re-
gimes caótico e periódico é conseguida pela variação de uma terceira. A
reprodução numérica do regime periódico para o sistema de Rössler atra-
vés da integração numérica via métodos Runge-Kutta ou via integradores
disponíveis em bibliotecas para Python ou Octave apresenta dificuldades
significativas. Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a reprodução
numérica do comportamento periódico no sistema de Rössler e compara-
mos o desempenho dos métodos empregados na integração.

Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE.

São José dos Campos/SP.

187



Chaos ARTICLE scitation.org/journal/cha

Extraction of slow and fast dynamics of multiple
time scale systems using wavelet techniques

Cite as: Chaos 30, 063139 (2020); doi: 10.1063/5.0004719
Submitted: 13 February 2020 · Accepted: 1 June 2020 ·

Published Online: 17 June 2020 View Online Export Citation CrossMark

Luciano A. Magrini,1,2,a) Margarete Oliveira Domingues,3,4,b) Elbert E. N. Macau,4,5,c) and
István Z. Kiss6,d)

AFFILIATIONS
1Federal Institute of Education, Science and Technology of São Paulo (IFSP), São Paulo 01109-010, Brazil
2Graduation Program of Applied Computing (CAP/INPE), São José dos Campos 12227-010, Brazil
3National Institute for Space Research (INPE), São José dos Campos 12227-010, Brazil
4Associated Laboratory of Computation and Applied Mathematics (LabAC), São José dos Campos 12227-010, Brazil
5Federal University of São Paulo at São José dos Campos (UNIFESP), São José dos Campos 12231-280, Brazil
6Department of Chemistry, Saint Louis University, 3501 Laclede Ave., St. Louis, Missouri 63103, USA

a)Author to whom correspondence should be addressed: magrini@ifsp.edu.br
b)margarete.domingues@inpe.br
c)elbert.macau@unifesp.br
d)izkiss@slu.edu

ABSTRACT

A methodology is presented based on wavelet techniques to approximate fast and slow dynamics present in time-series whose behavior
is characterized by different local scales in time. These approximations are useful to understand the global dynamics of the original full
systems, especially in experimental situations where all information is contained in a one-dimensional time-series. Wavelet analysis is a
natural approach to handle these approximations because each dynamical behavior manifests its specific subset in frequency domain, for
example, with two time scales, the slow and fast dynamics, present in low and high frequencies, respectively. The proposed procedure is
illustrated by the analysis of a complex experimental time-series of iron electrodissolution where the slow chaotic dynamics is interrupted
by fast irregular spiking. The method can be used to first filter the time-series data and then separate the fast and slow dynamics even when
clear maxima and/or minima in the corresponding global wavelet spectrum are missing. The results could find applications in the analysis of
synchronization of complex systems through multi-scale analysis.

Published under license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/5.0004719

Complex behavior in natural systems is often generated by inter-

actions of periodic phenomena with largely different time scales.

For example, heart rate variations can be affected by neuronal

firings, breathing, or sleep–wake patterns. When the time scales

of such processes are well separated and the behavior is highly

periodic, the signals can be analyzed with simple low and high-

pass filters. In this work, we consider a very complex electro-

chemical behavior, the corrosion of iron in an acid. A wavelet-

based methodology is presented where the slow and fast time

scales can be separated even with chaotic slow and irregular fast

spiking.

I. INTRODUCTION
Systems with different processes taking place over separate time

scales are ubiquitous in a large range of phenomena in areas such as
physics (e.g., lasers,1,2 forced Van der Pol oscillators,3 and Faraday
waves4), chemistry (e.g., homogeneous reactions5 and electrochem-
ical phenomena6), biology (e.g., neural activity7,8 and cardiac9 and
β-pancreatic10 cells), and others.11–13 In the most common scenario,
there are fast and slow dynamics where the slow variable acts as a
slowly varying “parameter” in the fast subsystem. With oscillatory
dynamics, the time-series consist of fast repetitive bursting inter-
rupted by slow, acquiescent, dynamics where the oscillations are

Chaos 30, 063139 (2020); doi: 10.1063/5.0004719 30, 063139-1
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FIG. 1. Morse wavelet with β = 20 and γ = 3 in time domain (left) and in frequency domain (right).

smooth, and the wavelength is large in comparison with bursting.
The system description and technological applications require the
separation of the system time scales. This is the case, for exam-
ple, in neuronal and climate systems and the corresponding con-
trol applications. In particular, this separation is of importance to
characterize synchronization phenomena in nonlinear systems.14–18

Several studies have investigated approaches to separate the fast
and slow dynamics.19–21 For example, one can take advantage of the
known eigenvalues and eigenvectors of the full system19 or apply
computational methods based on identification of low dimensional
surface trajectories in phase space.20 Separation can help construc-
tion of slow invariant manifolds with fast relaxations21 to overcome
the numerical difficulties of integration of stiff systems.22 Therefore,
with the experimental data, it is essential to properly extract the
fast and slow dynamics so that accurate models can be formulated.

When the underlying dynamics are relatively simple (e.g., simple
periodic oscillations with a well-defined frequency), combination
of low-pass, high-pass, and bandpass FFT filters can be used to
process data.23 However, when the underlying dynamics are more
complex (e.g., chaotic or oscillations with largely varying frequen-
cies and amplitudes), automatic processing of a large amount of
data can be challenging. In this paper, a wavelet-based technique is
presented that allows the proper separation of slow and fast dynam-
ics from the experimental data, as well as de-noise the signal at the
same time. The method was developed aiming to analyze an elec-
trochemical process, iron dissolution in sulfuric acid, which exhibits
fast periodic spiking in a large frequency range with a highly com-
plex, chaotic slow dynamics. The data were collected from a coupled
pair of oscillators with different coupling strengths. The occurrence
of the irregular bursting activities affected by the coupling along the

FIG. 2. General scheme to find sets�slow and�fast in a typical case.

Chaos 30, 063139 (2020); doi: 10.1063/5.0004719 30, 063139-2
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TABLE I. Results summary of the dataset analyzed. Asterisks indicates values that cannot be obtained from the global wavelet spectrum. We notice that time-series with the

same coupling strength are not independents.

Peaks Local minima Approximation sets

Time-series Length (s) Coupling strength (ε) ωslow
max ω

fast
max mslow mfast �slow (Hz) �fast (Hz)

A 60 0.0 4 62 7 33 ]0, 7] [33, 434]
B 60 0.0 4 36 14 ∗ ]0, 14] [36, 434]
C 235 0.2 5 ∗ ∗ ∗ ]0, 10] [90, 434]
D 235 0.2 4 88 ∗ 50 ]0, 8] [50, 434]
E 150 0.4 4 66 ∗ 47 ]0, 8] [47, 434]
F 150 0.4 5 76 ∗ 66 ]0, 10] [66, 434]
G 55 0.6 5 176 ∗ 143 ]0, 10] [143, 434]
H 55 0.6 4 134 5 101 ]0, 5] [82, 434]
I 82 0.7 5 94 ∗ 82 ]0, 5] [82, 434]
J 82 0.7 5 101 ∗ 82 ]0, 5] [82, 434]
K 120 0.8 5 94 ∗ 82 ]0, 5] [82, 434]
L 120 0.8 5 101 ∗ 82 ]0.5] [82, 434]
M 100 0.9 4 88 8 44 ]0, 8] [44, 434]
N 100 0.9 4 88 ∗ 41 ]0, 8] [41,434]
O 80 1.0 4 67 ∗ 36 ]0, 8] [36, 434]
P 80 1.0 4 67 ∗ 36 ]0, 8] [36, 434]

chaotic trajectories demanded a versatile technique to separate noise
and fast and slow oscillations. The method is based on wavelet trans-
form, exploiting its remarkable characteristic that allows time scale
analysis for performing the identification of different behaviors in
time domain,24 associating them with different frequency subbands.
The article is organized as follows. Section II presents the proposed
approach to separate fast and slow dynamics. The data collection
details are described in Sec. III. Section IV illustrates the application
in detail and discusses the results. Finally, the conclusions are drawn
in Sec. V.

II. METHODOLOGY
This section describes the proposed methodology to unveil fast

and slow dynamics embedded in a time-series. Our approach is
based on a continuous wavelet transform (CWT) that is used to reli-
ably identify dynamics in the frequency of time-series I(t). In the
first step, noise is removed from the time-series using non-linear
filtering.25 In the sequence, the wavelet analysis is performed apply-
ing the continuous wavelet transform (CWT) with L1 norm in the
frequency domain according to Ref. 26,

W
ψ

I (a, τ) =
1

a

∫ ∞

−∞

F(I;ω)F∗(ψ ;ω, a, τ)(eiωτ ) dω, (1)

where τ is a translation parameter in time domain, F(I;ω) denotes
the Fourier transform of the signal I(t), F∗(ψ ;ω, a, τ)(aω) is the
conjugate of wavelet functionψ(t) defined in frequency domain and
calculated at aω for each real positive value, a, called a scale and

related to the central pseudo-frequency27 given by ω =
ωc

a1t
, where

1t is the sampling time for the measurement signal I(t) and ωc is the
central frequency of wavelet ψ(ω). The wavelet function considered

here is the Morse wavelet defined in the frequency domain28–31 by

ψ(β , γ ,ω) = 2(eγβ)(β/γ ) U(ω) ωβ e(−ω
γ ), (2)

where γ and β are real positives dimensionless parameters that
control the waveform, regulating the frequency-domain and time-
domain decay, respectively,31 U(ω) is the Heaviside step func-
tion. The Morse wavelet function is analytic, therefore, in a time-
frequency analysis of any real signal, all non-positive frequencies
are zero. This property is important because it avoids the detec-
tion of small spurious negative frequencies that could influence our
results. It is important to highlight that the real parameters γ and
β in Eq. (2) are similar to the parameters scale a and translation τ
used in the usual definition of the CWT given by Eq. (1). The cho-
sen parameters are γ = 3 and β = 20. The value γ = 3 is suggested
in the literature as standard value for analysis of oscillatory signals
as it is highly related with Gaussian with zero skewness.29–31 The
parameter β = 20 controls the wavelet length in time domain. Con-
sequently, usually large values are considered. This choice implies
that the wavelet function is highly oscillatory in time domain and,
therefore, the resolution in frequency domain is increased.31 More
details about the choice of parameters γ and β can be found in
Refs. 29–31. Figure 1 shows the Morse wavelet in time- and fre-
quency domains. Notice that the behavior in frequency domain is
related to the Gaussian distribution and in time domain exhibits an
oscillatory behavior. The magnitude scalogram defined by the abso-

lute value of measures W
ψ

I (a, τ) allows us to calculate the global
wavelet spectrum G(ω),

G(ω) =

∫ ∞

−∞

|W
ψ

I (ω, τ)|2 dτ . (3)

As it was previously noted,24 the high-frequency bursts could not be
easily extracted using the Fourier spectrum, but the global wavelet
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FIG. 3. Typical behavior in time domain to current in data A with ε = 0.0 and respective scalogram with the Fourier (gray) and global wavelet spectrum (black). Shifted for
better visualization.

spectrum provides a better approach. (Indeed, roughly speaking,
the global wavelet spectrum can be seen as a smooth version of the
Fourier spectrum.32–34) The central idea in our approach is that by
a careful analysis of G(ω), it is feasible to localize subbands �slow

and �fast, whose content corresponds to each time scale. These sub-
bands of the wavelet transform are used to reconstruct time domain
signals associated with the underlying time scales using the inverse
continuous wavelet transform (ICWT). For this purpose, it is neces-
sary to know the upper and lower extremes of the intervals�slow and
�fast (Hz). Ideally, the fast and the slow oscillations generate a global

wavelet spectrum with two dominant frequency peaks. Let ωslow
max and

ω
fast
max be the frequencies where global wavelet spectrum G(ω) exhibits

the largest peaks related to the slow and the high frequency contents.
If the amplitude of the these two peaks is sufficiently large, then there
will be a local minimum at a frequency mslow ≥ ωslow

max . Similarly, at the
peak corresponding to the fast time scale, there will be a minimum

just below the dominant peak mfast ≤ ω
fast
max. The slow dynamics thus

can be represented by the frequency components from zero up to
mslow:�slow =]0, mslow]. The fast dynamics contains frequencies from

mfast to the maximum frequencyωmax : �fast = [mfast,ωmax] (see gen-
eral scheme in Fig. 2). After a careful analysis of a large body of
collected experimental data, we found that in some examples mslow,

mfast, and/or the peaks ωslow
max and ω

fast
max cannot be well defined in the

global wavelet spectrum. In these cases, two alternative strategies can
be followed. If the value mslow cannot be determined by the analysis
of global wavelet spectrum G(ω), then 2ωslow

max was chosen as upper
extreme for interval �slow. The choice for 2ωslow

max was done empiri-
cally: we analyzed each case and possible choices for ωslow; the value
2ωslow

max presented better results for the slow dynamics approxima-
tion process. In this case, the lower extreme is equal to the smallest
frequency ωslow detected in time-frequency analysis.

If it is not possible to localize well-defined peak ω
fast
max in G(ω),

then the lower extreme for �fast must be chosen at an inflection
point in G(ω). In this case, the upper extreme is equal to the largest
frequency ωfast detected in the time-frequency analysis. After deter-
mining�slow and�fast, the approximations Islow(t) and Ifast(t) to slow
and fast dynamics present in the signal I(t) are obtained using the
ICWT, considering the frequency bands�slow and�fast, respectively.
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FIG. 4. Scalograms to time-series described in Table I. The frequency band, time, and colorbar ranges are the same as Fig. 3.

Then, we considered the computation in each case as a possible
approximation for each different dynamics. We note that for the
identification of repetitive fast spiking events, one has to set a thresh-
old amplitude at which the event is relevant (limiarization). Such
an additional step is unavoidable to discard isolated spike or other
behaviors close to discontinuities in the time domain.

III. DATA COLLECTION AND EXPERIMENTAL SETUP
The experimental time-series was collected during iron elec-

trodissolution in 1 mol/l sulfuric acid. The experiments were per-
formed in an electrochemical cell consisting of 0.5 mm diameter iron

working, Hg/Hg2SO4/ sat. K2SO4 reference, and Pt counter elec-
trodes. When the potentiostat applies constant circuit potential V
with respect to the reference electrode, the current I(t) can be mea-
sured with zero resistance ammeter at a sampling rate of 1000 Hz.
In a previous study,6 it was shown that bursting current oscilla-
tions can occur when 1 kOhm external resistance is attached to the
iron wire. The time-series data exhibited slow chaotic variations,
which were interrupted with high-frequency bursting. Here, we con-
sider an even more complex system, where two iron wires dissolve
simultaneously. The electrodes were connected to the potentio-
stat through two individual parallel resistors (Rind) and one series
collective resistor (Rcoll), in such a way that the total resistance

FIG. 5. Sets�fast and�slow to fast and slow approximations
to data A whose ε = 0.0: frequency range ]7.2, 34.7[ Hz is not
used to build approximations.
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FIG. 6. The experimental current (I) and
approximations to fast and slow dynamics
(II) and (III) reconstructed using �fast =

[34.7, 434.1] Hz and �slow =]0, 7.2] Hz.
For better visualization, only initial 10 s are
plotted, and the approximation time-series
are shifted. Representation using data A
with ε = 0.0.

FIG. 7. The largest peaks (bottom
panel) permits identify real burstings in
fast approximation to the original current
(top panel). Representation using data A
with ε = 0.0.

FIG. 8. Comparison between burstings
in original current (I) and fast approxima-
tions (II) in time intervals [0.64, 0.72] (s)
and [3.83, 3.90] (s) using data A with ε =

0.0.

Chaos 30, 063139 (2020); doi: 10.1063/5.0004719 30, 063139-6

Published under license by AIP Publishing.

193



Chaos ARTICLE scitation.org/journal/cha

FIG. 9. Sets�fast and�slow to fast and slow approximations
to data C with ε = 0.2.

FIG. 10. The experimental current (I)
and approximations to fast and slow
dynamics (II) and (III) reconstructed
using �fast = [90, 434.1] Hz and
�slow =]0, 10] Hz (degenerate case). For
better visualization, only initial 10 s are
plotted, and the approximation time-series
are shifted. Representation using data C
with ε = 0.2.

FIG. 11. Comparison between burstings
in original current (I) and fast approxima-
tions (II) in time intervals [32.9, 33.3] and
[38.04, 38.09]. Representation using data
C with ε = 0.2.
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FIG. 12. Deformation regions (R, S, and
T) in slow approximation (III) computed
with the maximum peak region in low fre-
quency ([2.4, 7.2] Hz) and (II) computed
with proposed methodology (]0, 7.2] Hz),
compared with experimental current
(I). Representation using data C with
ε = 0.2.

Rtot = Rind + 2Rcoll was kept constant, but the collective resistance
fraction ε = 2Rcoll/Rtot was changed. The collective resistance intro-
duces electrical coupling between the wires, whose strength can
be controlled with ε. Such coupling can greatly enhance the com-
plexity of the individual time-series of the chaotic system. As
shown in Table I, such experiments were performed, and two
time-series were collected for wires 1 and 2, respectively. The cou-
pling strength ε was varied between 0 (no coupling) and 1 (strong
coupling).

IV. RESULTS AND DISCUSSIONS
This section presents the results obtained with the application

of the proposed methodology in the computation of approximations
for fast and slow dynamics of the experimental dataset described in
Sec. III.

A. Scalograms with two well-defined peaks
The top panel in Fig. 3 shows the typical behavior of

time-series with chaotic slow dynamics and irregular burstings over
the fast dynamics (only the initial 10 s are shown for better visu-
alization). Visual inspection of the scalogram (bottom panel in
Fig. 3) reveals that the fast subsystem (the bursting intervals) cor-
responds to frequencies larger than approximately 30 Hz and the
slow subsystem corresponds to the frequencies between 3 Hz and
10 Hz, approximately. These frequency ranges can be better inferred
from the global wavelet spectrum (right plot in bottom panel);
the spectrum exhibits two different and well-defined peaks: One
around 4 Hz and the other around 60 Hz (the exact values are
3.91 Hz and 58.37 Hz, respectively). Note that the system exhibits
complex dynamics, whose behavior cannot be localized to narrow
frequency bands. Instead, some contribution to the slow and the fast
subsystems occur with frequencies above and below 100 Hz and

FIG. 13. Bursting regions in fast approx-
imation (III) computed with the maximum
peak region in fast frequency ([47, 88] Hz)
and (II) computed with proposed method-
ology (]47, 434.1] Hz). Comparing experi-
mental current (I) to data E with ε = 0.4
according to Table I. The approximations
are shifted to better visualization.
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3 Hz, respectively. In Fig. 4, the scalograms are shown for the first
10 s of the time-series listed in Table I. While the complexity of
the time-series is certainly different, the fast and slow dynamics
manifest, approximately, in the same frequency ranges. The sepa-
ration of the fast and slow dynamics using the wavelet transform,
in the most trivial case is explained with dataset A (see Fig. 3 for
the time-series). In this example, there are well-defined minima
below the fast (mfast = 34.7 Hz) and above the slow (mslow = 7.2 Hz)
peaks in the global wavelet spectrum G(ω) as can be seen in Fig. 5.
Therefore, the fast and slow dynamics correspond to frequency sets
�fast = [34.7, 434.1] Hz and �slow =]0, 7.2] Hz. In order to gener-
ate the approximations to dynamics, namely, Ifast(t) and Islow(t), the
ICWT was performed using the sets �fast = [34.7, 434.1] Hz and
�slow =]0, 7.2] Hz and considering zero all others frequency con-
tents. The results can be seen in Fig. 6. The slow approximation
Islow(t) captures very well the behavior of largest amplitude, slow
oscillations in time domain; for example, comparison of panels (I)
and (III) in Fig. 6 reveals that the number of oscillations and their
shapes are preserved. The analysis for fast dynamics is more subtle:
notice that the repetitive fast oscillations are correctly localized in
(II), although there are small amplitude burstings that are not easy
to recognize in the original current I(t). These spurious small burst-
ings correspond to regions in the original data whose time behavior
is very similar to a single isolated spike. As such, we do not consider
them as bursting regions. A possible way to eliminate such regions is
to limiarize Ifast(t): The CWT of Ifast(t) is performed, the scalogram
is integrated over frequency. Figure 7 shows that this procedure is
able to detect the seven bursting regions in the given time-series.
The time-series of two of these bursts are shown Fig. 8. The origi-
nal (top) and the reconstructed (bottom) burstings are similar in the
sense that they have the same number of cycles and the cycles have
similar waveforms.

B. Scalograms without two well-defined peaks
While one could expect that the above described procedure

can be routinely applied to datasets with fast and slow dynamics,
the difficulties of separating the two time scales are illustrated using
data C in Table I; the global wavelet spectrum is shown in Fig. 9.
In this case, the maximum of the slow peak is well defined with
ωslow

max = 5 Hz. However, there is no clear minimum above the slow
peak that could define mslow. In such examples, we found that very
good reconstruction of the slow dynamics can be achieved by setting
mslow = 2ωslow

max , i.e., in this example mslow = 10 Hz. The analysis of
the high-frequency region is even more complicated because there
is no clear maximum. However, notice that there is an inflection
point in the global wavelet spectrum at around F = [70, 110] Hz.
In such examples, we found that the fast dynamics can be recon-
structed assuming that mfast = 90 Hz (basically, we used the mean
between the 110 Hz and 90 Hz), and thus the reconstruction is
made with all the frequencies above this threshold. Using subsets
�slow =]0, 10] Hz and �fast = [90, 434.1] Hz, the approximations
were calculated (see Fig. 10); with these ranges, the largest oscil-
lations were preserved in slow approximation and the burstings
were correctly identified in fast approximation. Figure 11 shows
that the waveform and the number of spikes in burstings in fast
approximation are the same as that in the experimental current.

C. Pitfalls of finding frequency intervals
Finally, we must emphasize that the broad-range frequencies

are essential to properly characterize the complex dynamics of the
system. In other words, a simple pass-through filter can dramati-
cally change the waveform of oscillations, which can misrepresent
the corresponding dynamics. For example, the waveform deforma-
tion is illustrated with dataset A in Fig. 12. If the range [2.4, 7.2] Hz
is used instead of the proposed ]0, 7.2] Hz, the slow dynamics can
exhibit spurious oscillations close to bursting dynamics or during
a quite acquiescence period (e.g., see time domains I, II, and III). In
relation to fast approximation, similar effect can be observed if high-
frequency components are discarded. Figure 13 shows two bursting
regions in dataset E, where the proposed [47, 434.1] Hz range is
replaced with a narrower [47, 88] Hz range around the maximum.
Notice that the bursting regions in the narrow band approxima-
tion [Subfigure III] do not preserve waveform and the number of
spikes, that is, the approximation to fast dynamics is not correct.
Table I summarizes which approximations were applied to recon-
struct the slow and fast dynamics from the experimental data. (The
time and frequency values are rounded to the nearest integer.) Out
of the 16 datasets, only three exhibited a well-defined maximum
and surrounding minima in the global wavelet spectrum that could
be used for the approximations (datasets A, H, M). In one exam-
ple, (dataset B), only mfast was missing. In a typical dataset (11

examples), mslow was not used, and thus we used mslow = 2ωslow
max .

With the most difficult dataset C, only ωslow
max could be identified.

Nonetheless, as described above, with the proposed methodology
presented, we succeeded in reconstructing the fast and slow dynam-
ics with an automated range identification based on the global
wavelet spectrum.

V. CONCLUSION
The proposed analysis was found to be useful in locating fre-

quency intervals by which the slow and fast dynamics of the complex
multi-scale system can be separated. The method can be used to
first filter the time-series data and then separate the fast and slow
dynamics even when clear maxima and/or minima in the corre-
sponding global wavelet spectrum are missing. The method was
applied to the chaotic iron electrodissolution system where the
chaotic slow dynamics made the identification of the fast bursting
regions challenging. It was demonstrated that with such broad-
frequency dynamics, application of simple pass-through filters are
problematic. The methodology could facilitate the analysis of syn-
chronization of bursting oscillations, where separate analysis could
be performed for the synchronization of the slow and the fast
oscillations.
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Abstract The presence of gaps is quite common in sig-
nals related to space science phenomena. Usually, this
presence prevents the direct use of standard time-scale anal-
ysis because this analysis needs equally spaced data; it
is affected by the time series borders (boundaries), and
gaps can cause an increase of internal borders. Numer-
ical approximations can be used to estimate the records
whose entries are gaps. However, their use has limitations.
In many practical cases, these approximations cannot faith-
fully reproduce the original signal behaviour. Alternatively,
in this work, we compare an adapted wavelet technique
(gaped wavelet transform), based on the continuous wavelet
transform with Morlet wavelet analysing function, with
two other standard approximation methods, namely, spline
and Hermite cubic polynomials. This wavelet method does
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not require an approximation of the data on the gap posi-
tions, but it adapts the analysing wavelet function to deal
with the gaps. To perform our comparisons, we use 120
magnetic field time series from a well-known space geo-
physical phenomena and we select and classify their gaps.
Then, we analyse the influence of these methods in two
time-scale tools. As conclusions, we observe that when
the gaps are small (very few points sequentially missing),
all the methods work well. However, with large gaps, the
adapted wavelet method presents a better performance in the
time-scale representation. Nevertheless, the cubic Hermite
polynomial approximation is also an option when a recon-
struction of the data is also needed, with the price of having
a worse time-scale representation than the adapted wavelet
method.

Keywords Signals with gaps · Adaptive wavelet · Numeric
approximations · Data treatment · Space Geophysics

1 Introduction

Since the middle of the last century [9, 17, 18, 20, 27],
wavelet method has been an important tool for the analysis
of non-stationary signals [25, 28, 31], which nowadays are
easily accessible to different research areas. Among many
other applications or interests, the use of this tool can help to
extract significant information from data and to understand
their multiscale features [13]. To apply the standard wavelet
transform, one requirement is the need of equally spaced
signals. A non-regular data distribution can be interpreted as
an equivalent of the existence of regions of gap in the data
records. In this case, the standard time-scale analysis cannot
be used and adaptive wavelet analysing functions must be
used, as described and proposed in [14]. Unfortunately, gap
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in the data records is a recurrent situation for most data sets,
specially collected in the space environment.

In the Space Sciences, the selection of intervals of
signals is not always applicable directly to develop stud-
ies. Sometimes, some numerical manipulations of the data
are required by technical circumstances. These procedures
interfere in the signals and affect the way that one can
interpret them. Consequently, the understanding of com-
plex systems whose behaviours are represented in signals
requires great attention and consistent numerical treatments.
Naturally, imposed restrictions such as equipment problems,
space weather conditions, broadcasting failures and the stor-
age capacity can be translated into gaps in the records, the
case under study in this work.

Concerning this kind of challenge, interpolating meth-
ods are presented as a useful pre-processing tool. However,
some methods may have difficulty in replacing the expected
values and recomposing features of the studied phenomena,
specially when gaps are relatively large [22]. Some numer-
ical interpolations can lead to an overestimation of the data
set power spectrum, especially at low frequencies (related
to high scales), due to the introduction of artefacts in the
time-scale analysis [14]. The Russian researcher Frick and
his team developed an adaptive wavelet method by modi-
fying the Morlet wavelet, which restores the condition of
admissibility in the gap regions by introducing a correction
parameter [14, 15]. This procedure can recover some of the
local spectral features of the gaped data.

Focusing on a practical use, the goal of this work is to
investigate the effects of gaps of an important geophysi-
cal signal and the role of the more usual approximation
treatments on the time-scale signal analysis. We have devel-
oped a local spectral study applied to a real set of records
obtained from the space environment measured by satellites
at the Lagrangian location known as L1 (a region under
gravitational equilibrium between the Sun and the Earth).
Artificial gap patterns were introduced in an original non-
gaped signal provided in this work. These patterns were
chosen to match a selection of real gap patterns encountered
in these kinds of data sets. Basically, we have investigated
the effects of two approximation methods [3, 32] usually
used to deal with gap cases, namely the approximation func-
tion methods based on the cubic spline function [11, 26, 29]
— the most well known of them —, and the Hermite func-
tion — proposed here as an interesting alternative —, and
have compared them with the gap wavelet method — use-
ful for spectral reconstruction of signals —, proposed by
[14, 15]. These comparisons were based on the local energy
preservation [1, 12] to obtain the scalogram, with refined
details on the signal features and the global wavelet spec-
trum, with the common view of the ordinary users. This
procedure has helped us to reach conclusive interpretations
on the treatments of data sets.

This work has great importance because some inter-
planetary measurements are used to directly investigate the
energy transfer from the solar plasma to the magnetosphere-
ionosphere system [21, 24], and even to model the mag-
netohydrodynamical coupling [5, 16] between the inter-
planetary input (the space forcing) and the geomagnetic
disturbance output (the plasma fluctuation and electrical
current behaviours inside the magnetosphere).

Not only does this evaluation on the use of interpolated
signals help to avoid artefacts, but it also aids in better
understanding numerical artefacts present in a rebuild signal
or in a model-output signal.

The results of this work have very well characterised the
conditions for the use of those methods, the domains of
applications, and the importance of the control on interpo-
lating procedures for space geophysical purposes.

This paper is organised as follows. Section 2 describes
the data set, the identification of gap patterns, the mathemat-
ical methodology, and the analysis approach implemented.
Section 3 presents the results, the discussions done, and
the interpretations reached with the comparisons. Section 4
establishes the conclusions. Finally, in the Appendix, a com-
plete list of the geophysical events that define the intervals
used for the interplanetary measurements is shown.

2 Data Set and Methodology

The first part of this section describes the data set used and
what this kind of information represents in terms of Space
Geophysics. Following, the main gap patterns that exist in
these data sets are identified and some considerations are
made. Then, the mathematical methodology is described in
more details. Last, the scheme of the analysis is established.

2.1 Interplanetary Magnetic Field

Geomagnetic disturbances are manifestations of the influ-
ences of the solar wind plasmas and interplanetary magnetic
field incident upon the Earth’s atmosphere. The region sur-
rounding our planet is composed by ionised gas, composed
mostly by plasmas, involved by a geomagnetic field [21].
The behaviours of the interplanetary parameters, as space
forcing agents or inputs, have great importance concern-
ing to the outputs (e. g. electrical currents and plasma
fluctuations) inside the magnetosphere [24].

Taking into account the geomagnetic disturbance on
the ground as an effect of the solar plasma-magnetosphe-
re-ionosphere coupling, this work deals with periods of
High-Intensity, Long-Duration, Continuous Auroral Eletro-
ject Activities, connected with the presence of interplanetary
Alfvén wave trains in the interplanetary medium. The north-
south component of the interplanetary magnetic field, taken
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here in the Geocentric Solar Magnetosphere coordinate
frame (a system of references defined by the Sun-Earth
direction and the geomagnetic dipole direction [21]), is an
important aspect in this input-output electrodynamic perfor-
mance. Then, the Bz component is used for our purposes of
analysis. We arbitrarily selected a long experimental inter-
val, from 1981 to 2012, with data collected by interplanetary
satellites. These geophysical events were studied in [19]. A
set of 120 time data series (signals) was initially considered.
Data was obtained using a temporal resolution of one minute
provided by the OMNIweb service1 from NASA. For every
geophysical event, we considered an anticipation shift of 30
and 90 minutes with respect to the start and end times of
the effect on ground in order to take the interplanetary mea-
surement interval, respectively. That way, we considered
the propagation of the magnetic field signal from the loca-
tion of measurement by the satellite to the boundary of the
Earth’s magnetised atmosphere, i. e. at the magnetopause
[23]. The correspondence between the identification num-
bers used throughout this work and all the events studied
can be found in the Appendix, where complete information
on the dates of occurrences is given.

However, there is a great heterogeneity of the data when
taking into account the gap percentage in the time series.
The first 65 events have higher percentages of gaps. They
correspond to events that occurred before 1992. Later than
this, the records are more complete. In 48 % of the first 109
signals, it is detected some border problem, i.e some miss-
ing records related to the beginning or end of the physical
event. In events before 1993, those kinds of problems occur
more often. To simplify this study and ensure conditions for
the correct application of our methodology, we selected only
53 events whose signals do not have a gap in the edges (bor-
ders), as described in Appendix. Here, we deal with the gap
intervals in the signals. Considering the length of the gap
range (��) related with the total length of the data as pre-
sented in Table 1, we classify the signals related to the gaps
as classified in four patterns, namely A, B, C, and D. Table 2
shows the number of events in which the gap patterns are
observed, according to the higher gap lengths in the records.
One needs to recall that the kind of gap pattern affect the
local and global scale analysis done.

To apply the calculation of our method and plot exam-
ples, a benchmark signal, i.e. a data series without gap, is
created in this work. This series consists of 3,129 records
built based on the event 84, identified in the table at the
Appendix. The reason for this procedure is explained as fol-
lows. Among all the selected events, this event presented
the greatest integrity in the data records, in which only six
are failures. Then, these flawed records were replaced by

1http://omniweb.gsfc.nasa.gov/

Table 1 Gap pattern definition

Length of the gap range Pattern

0 � �� � 1 % A

1 < �� � 5 % B

5 < �� � 10 % C

�� > 10 % D

the average of the known records near the gap, giving rise
to the benchmark signal, shown in Fig. 1. The amplitude of
the signal is given in nanoteslas, or nT, because it is related
to the intensity of the interplanetary magnetic field. The
benchmark signal is modified with the introduction of gaps
obeying the Patterns A, B, C, and D to create the data series
to be examined in this work.

Using a real signal (without gap) as the benchmark sig-
nal, we establish an ideal signal and with a defined length
that allow us to investigate the local and global scale analy-
sis in some common basis (signal with the same number of
records). The choices of patterns allows us to examine the
worst condition for each gap pattern and compare them.

2.2 Mathematical Methodology and Analysis Approach

To use signals in analysis, one needs to pay attention to
the conditions of the signals. The ideal condition, when
the signal is sampled with a regular cadence in long peri-
ods without any gap interval, is a very improbable situation
in the geophysical area. Therefore, the treatment or the
analysis procedure of the data collected under the most dif-
ferent purposes is a crucial situation in many occasions. Two
immediate solutions can be applied: either the use of a more
restricted time series or the use of an interpolated time series
done by a proper method that treats the gap in time series.
Both have advantages and disadvantages. In our study case,
we have taken care of the needs of interpolation.

As a primary assumption, the interpolation method is
applied locally. In the remainder of this section consider a
signal s defined in the instants t0 < t1 < · · · < tn, assuming
the hypothesis of differentiability when necessary. Among
several techniques for interpolation in time data series, two

Table 2 Distribution of the gap patterns in selected events

Pattern Events

Number % of total

A 39 73.58

B 09 17.99

C 02 3.77

D 03 5.66

Total 53 100.00
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Fig. 1 This benchmark signal s(t) refers to Event 84 (identified in the
Table 4 at the Appendix)

of them are very popular because they adapt to the gen-
eral behaviour of the pre-existing records. Those techniques
are the cubic spline interpolation and the cubic Hermite
interpolation.

An interpolating cubic spline S(t) for s is a function of
third-degree that satisfies the conditions:

1. For j = 0, 1, ..., (n − 1) let Sj (tj ) = sj (tj );
2. For j = 0, 1, ..., (n − 2) let Sj (tj+1) = Sj+1(tj+1);
3. For j = 0, 1, ..., (n − 2) let S′

j (tj+1) = S′
j+1(tj+1);

4. For j = 0, 1, ..., (n − 2) let S′′
j (tj+1) = S′′

j+1(tj+1);
5. S′′(t0) = S′′(tn) = 0.

Condition 1 means that the spline S coincides with the
approximate signal at the known points. Conditions 2, 3,

and 4 imply the continuity of the spline up to the second
derivative, and the sixth condition is commonly called nat-
ural condition [6]. The last condition (called free or natural
boundary) stated allows to determine uniquely the splines
Sj that approximate the s signal in each of the sub-intervals
[tj , tj+1] where j = 0, 1, ..., n − 1. Figure 2 presents a
time series s(t) with a gap and its version reconstruction
using the cubic spline method. One can observe that the
cubic spline method increases the oscillations on the data,
this effect will be observed in the scale-time analysis as a
strong increase of energy locally in scalogram and globally
in the wavelet global spectrum.

The cubic polynomial H3(t) is a Hermite interpolating
polynomial for the signal s in the interval [tj , tj+1] for j =
0, 1, 2, ..., n − 1 if:

1. H3(tj ) = s(tj );
2. H ′

3(tj ) = s′(tj ).

Fig. 2 An example of the time series presented in Fig. 1 with the intro-
duction of sequential gaps with the Pattern B and then reconstructed
with cubic spline. (Gray intervals indicate the gap regions)

One needs to note that this form of approximation is more
restrictive than the one made via the cubic splines. Here,
equality of interpolating polynomial and the approximate
signal is required in the points in which it is known, and also
in the first derivative. Figure 3 presents a time series s(t)

with a gap and its version reconstructed using the cubic Her-
mite method. One can observe that with this method, smooth
flat connections on the data are introduced. This effect is
also observed in the scale-time analysis as a local increase
of energy in the high scales.

Let H3(t) = at3 + bt2 + ct − d be an explicit
form of the Hermite cubic interpolating polynomial for the
signal s in the interval [tj , tj+1] with j = 0, 1, ..., n.

Fig. 3 Idem Fig. 2 with cubic Hermite reconstruction. (Gray intervals
indicate the gap regions)
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Unequivocally, its coefficients can be determined by solving
the system:

⎛
⎜⎜⎝

t3 t2 t 1
t3 t2 t 1
3t2 2t 0 1
3t2 2t 0 1

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

a

b

c

d

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

s(tj )

s(tj+1)

s′(tj )
s′(tj+1)

⎞
⎟⎟⎠ .

In most practical cases, no information about the values
of the derivative of the signal s is held, making unfeasible
direct calculation of the coefficients a, b, c, and d using the
matrix system above; a way to handle this difficulty is to
build the polynomial through Newton’s divided differences
for the Lagrange polynomial, as done in [30]. In terms of
divided differences, the Hermite cubic polynomial in the
interval [tj , tj+1] for j = 0, 1, ..., n−1 is written as follows:

H3(t) = s(tj ) + s[tj , tj ](t − tj ) + s[tj , tj , tj+1](t − tj )
2

+s[tj , tj , tj+1, tj+1](t − tj )
2(t − tj+1),

where s[tj , tj ], s[tj , tj , tj+1] and s[tj , tj , tj+1, tj+1]
denotes the divided differences of first, second, and third
order, respectively.

In principle, those techniques allow to complete data in
time series following some properties. However, a complete
understanding of the effects of interpolations in the signal
representation is an important requirement for any utilisa-
tion of the rebuilt signal. To compare the local energy and
the contribution calculated in each of the derived signals
and in the original signals, the wavelet method for the signal
analysis can be applied.

Initially, this work presents a wavelet transform. Con-
sider a real nonzero scale parameter a, a real translation
parameter b, and an analysing wavelet function ψ . We
define the continuous wavelet transform of a signal s by the
equation:

Wψ
s (a, b) = 1√

a

∫ ∞

−∞
ψ

(
t − b

a

)
s(t) dt, (1)

where ψ is the conjugate of the wavelet function ψ [1]. On
this transform, the parameters a and b vary continuously
in closed intervals that are set. Practically, in the numerical
implementation, we choose appropriate ranges and varia-
tions of these parameters. Geometrically, the parameter a

can produce contraction or dilation of the analysing wavelet
function ψ (as 0 < a < 1 or a > 1, respectively) around the
translation parameter b. The variations of these parameters
provide multiscale aspects of the transform [1, 8, 10]. The
number 1√

a
is the normalisation constant used to ensure the

energy conservation between time domain and frequency
domain.

A function ψ is an analysing wavelet if the following
conditions are satisfied:

1.
∫ ∞

−∞
ψ(t) dt = 0;

2.
∫ ∞

−∞
|ψ(t)|2 dt = 1.

The first condition (known as admissibility condition) states
that the function ψ has mean equal zero and this ensures the
oscillatory nature of the function ψ . The second condition
(know as unitary energy) implies the existence of a com-
pact support, outside of which, there is a rapid fall in range
of ψ . It is equivalent to a localisation of the energy of the
frequency-domain.

The values Wψ
s (a, b) are called the wavelet coeffi-

cients and the square of their modules when arranged in a
two-dimensional array of size a × b (in the case of one-
dimensional signals) are interpreted as the energy present
in the time b and scale a. The term energy is used in the
mathematical sense of L2(R) (the space of square integrable
functions on R) in an analogy of energy sense in physics [4,
10, 12]. Therefore,

Eψ
s (a, b) = |Wψ

s (a, b)|2

is a local measure of the energy present in the signal s in the
time-frequency plane and is called scalogram.

Interpreting the scalogram by an appropriate colour
palette allows the detection of sudden changes in the signal
behaviour (as discontinuities or frequency changes) versus
time. Its reading identifies the moments when these phe-
nomena occur because these regions readings of wavelet
coefficients indicate higher values of energy.

It is important to note that a scalogram of a signal s is not
unique despite the wavelet coefficients having the energy
conservation property in the sense of Parseval2. The distri-
bution of energy in the time-frequency plan is different for
each choice of wavelet function ψ .

The global wavelet spectrum is defined by

S(a) =
∫ ∞

−∞
Eψ

s (a, b) db,

and it can be interpreted as the distribution of energy present
for their scales a [10]. In the case of periodic signals, it pro-
vides a smooth version of the Fourier spectrum, which is not
true in the case of non-periodic signals [14].

2The Parseval theorem implies the conservation of energy in physical

and Fourier space. In mathematical terms, it has been
∫ ∞

−∞
|s(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|ŝ(ξ )|2 dξ , where s(t) e ŝ(ξ ) indicate any signal and its Fourier

transform, respectively, where ξ is the frequency.
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Well known in the literature, the Morlet wavelets are
defined by

ψ(t) = exp

(−t2

2σ 2

)
exp(−iωt),

where ω and σ ≥ 1 are constants (the restriction to σ ensure
the validity of the admissibility condition). In this work, we
use a standard wavelet where ω = 6 e σ = 1.

The scalogram for the benchmark signal is presented in
Fig. 4. For the signal s(t) (at the top panel), the scalogram
for s(t) (at the bottom panel) shows the signal energy (quan-
tified by the bar colour representation in (nT)2) per scale
band at each time. Then, one can follow the evolution of the
signal energy and identify relevant signal features.

The wavelet transform defined in Eq. 1 cannot be applied
to data sets with gaps because in the positions where there
is no record, the admissibility condition is not valid, i.e. the
wavelet basis function loses its oscillatory feature.

Frick and his team [15] presented a technique known
as Gap Wavelet Transform, which adapts the wavelet func-
tion by introducing a correction constant, calculated for

(a)

(b)

Fig. 4 Scalogram of the benchmark signal s(t)

each time and scale for the case in which the signal s(t)

presents gaps so that the admissibility condition is not lost.
We observed that, unlike the interpolation methods, the Gap
Wavelet Transform does not reconstruct the analysed series
in the gap positions. For this purpose it is necessary to build
an auxiliary signal s(t)G(t), where

G(t) =
{

1, if s(t) exists at time t ,
0, if s(t) does not exist at time t .

After, it arises directly that the continuous wavelet transform
of the auxiliary signal is given by:

ψ(a, b) = a−1/2
∫ ∞

−∞
s(t) ψ�

(
t − b

a

)
dt , (2)

where ψ� (t) = ψ (t) G(t).

During the analysis in the regions with gaps, the function
ψ� is used instead of ψ . The problem of the analysis of
the signals with gaps becomes to determine a basis wavelet
function ψ̃ to replace the ψ� in (2), for which the condition
of admissibility initially lost is valid.

The construction of ψ̃ based on Morlet wavelet presup-
poses that ψ(t) = h(t) 	(t) could be written, where h and
	 are responsible for the oscillatory part, and for the enve-
lope of ψ , respectively. According to [14], the function ψ̃ is
given explicitly by:

ψ̃(t, b, a) =
[
h

(
t − b

a

)
− C(a, b)

]
	

(
t − b

a

)
G(t),

(3)

where C(a, b) is the correction parameter responsible for
restoring the condition of admissibility, which must be
calculated for each time b and the scale a

Explicitly, the value of C(a, b) can be obtained imposing
the validity of the condition of admissibility for (3), where
∫ ∞

−∞
h

(
t − b

a

)
	

(
t − b

a

)
G(t) dt =

C(a, b)

∫ ∞

−∞
	

(
t − b

a

)
G(t) dt.

and isolating C(a, b) in this following equation:

C(a, b) =

∫ ∞

−∞
h

(
t − b

a

)
	

(
t − b

a

)
G(t) dt

∫ ∞

−∞
	

(
t − b

a

)
G(t) dt

.

The gap wavelet transform gave basis to an adaptive
wavelet method, which allowed the identification of the
scales that compose a signal. It allows obtaining an approx-
imated polynomial function for a spectral reconstruction of
signals. The way to compute the inverse gap transform is not
available, therefore there is no way to reconstruct the signal
in the physical space with this method.
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Thus, based on these formalisms and related numeri-
cal tools, the analysis approach used in this work can be
established as:

1. We choose a benchmark signal (data series with no gap)
and introduce artificially a sequence of gaps obeying the
patterns A, B, C, and D (as early defined in the text);

2. Then, we approximate values in the gaps to have a time
series without gaps. We use spline or Hermite method
for these approximations (as earlier described in the
text);

3. After that, we compute the wavelet transform and
consequently the scalogram, and the global wavelet
spectrum of these series.

4. Finally, we compare these time-scale results with the
one obtained from the wavelet transform of the original
signal (without gap) and the transformed data using the
adaptive wavelet transform.

5. We repeat steps two and three for data series (derived
from the benchmark signal) with a significant gap
interval located under three conditions: almost at the
beginning, in the middle and almost at the end of the
data series.

As the last remark, one can obtain the global wavelet
spectrum of a signal (similar to Fourier spectrum) and the
local wavelet spectrum (scalogram). The use of both infor-
mation avoids misleading the interpretation based only on
the global wavelet spectrum.

3 Results and Discussions

To allow the evaluation of the effects of gaps on the signal
analysis, two comprehensive study cases were defined. In
the first case, the benchmark signal is modified to reproduce
the data gap patterns A, B, C, and D. In the second case, the
locations of the gap (close to the beginning, in the middle,
and close to the end) in the data series are considered. Using
prepared data series according to the cases, the interpolation
treatments are done and the signal analyses are obtained by
the wavelet methodology.

For the first case, the gap patterns are reproduced by
introducing 19, 8, 5, and 4 gap intervals in the original
signal. These intervals are randomly introduced (except at
the edges) in the benchmark signal. The gaps have dif-
ferent lengths but obeying the limits, i.e. a percentage
of the data series extension to obtain each gap patterns.
Figure 5 presents the gap-pattern signals, designated as pat-
tern from A to D. All signals are treated with cubic spline
method and Hermite polynomial method before the signal
analyses.

The wavelet methodology applied for the signal anal-
ysis allows obtaining the scalograms and, from them, to
calculate the global wavelet spectra. Then, the time-scale
analyses related to the spline interpolation, to the Her-
mite interpolation, and to the adaptive wavelet are shown
in Fig. 6. Each column gives the results for patterns from
A to D, respectively. The preservation of the local energy
structures is directly related to the length of gap intervals.
Therefore, the results are worse in the case of patterns B,
C, and D, as can be seen in the Figure. For pattern A, the
existing structures in the benchmark signal were preserved
in these scalograms. That means that minor gaps in the
signal can be satisfactorily processed by the interpolation
techniques earlier discussed.

By comparing the result of the benchmark signal (Fig. 4)
and the results presented in Fig. 6, the influence of the
number of gap intervals in the time-scale analysis can be
evaluated and a quantitative interpretation can be done. Con-
cerning the signal analysis, very compatible results of inter-
polation techniques were obtained for the gap pattern A;
although the Hermite interpolation presents a slightly bet-
ter performance than the spline interpolation. Under other
gap patterns, the use of interpolation techniques (spline and
Hermite) introduced artefacts in the reconstructed signal.
Hermite interpolation might be used in gap pattern B condi-
tion under certain circumstances. Under gap patterns B, C,
and D, the approximation spline function must not be
applied for interpolation purposes. As seen in panels (b),
(c) and (d) in Fig. 6, the signals reconstructed by splines
do not exhibit energy conservation, where the maximum
values of the colour bars indicate this behaviour clearly.

(a) (b) (c) (d)

Fig. 5 Created from the benchmark signal, data series with gaps obeying patterns A, B, C, and D (defined in the text) are shown
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(a)

(e)

(i) (j) (k) (l)

(f) (g) (h)

(b) (c) (d)

Fig. 6 Modulus of the squared wavelet coefficients (scalograms
showing signal energy) obtained from the approximated time series
computed from the spline and the Hermite cubic polynomial

methods, and directly by the adaptive wavelet method. The results for
Gap Patterns A, B, C, and D are shown, respectively in each column

To obtain signal spectrum analysis, the adaptive wavelet
method presents proper results dealing with all gap pattern
conditions, because it does not create artefacts nor does it
overestimate the features of the signals. In fact, this method
is able to identify the remnant energy of the original signal.

As summary, based on second-column panels to the
fourth-column panels of Fig. 6, one can verify that the rep-
resentation of the signal by spline is not correct; the Hermite
creates artefacts the adaptative wavelet loses energy in the
representation.

Complementary, we discuss now the global wavelet spec-
tra of the signals and take into account all the gap pat-
terns. The reason is that common users usually apply the

conventional fast Fourier analysis to obtain the spectra of
a signal. The interpretation of the result in this kind of
Fourier analysis may be misleading. Presenting an equiva-
lent result, the global wavelet spectra help one to deal with
this dilemma, aided mainly with detailed view provided by
the earlier scalograms.

Figure 7 shows the global wavelet spectra allowing
comparison among the benchmark signal, the Hermite-
treated data series and the adaptive wavelet result for
the gap Patterns A, B, C, and D. The global spectrum
results obtained with splines are not displayed due to the
energy overestimation caused by this technique. Only in
the analysis of Pattern A, the performance of the splines is

(a) (b) (c) (d)

Fig. 7 Global wavelet spectrum of the benchmark signal and the interpolated data series obtained from approximation Hermite function technique,
and the global adaptive wavelet spectrum. The results for the gap Patterns A, B, C, and D are shown
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Table 3 Identification of the
energy peaks in the global
wavelet spectrum (the original
signal has four energy peaks)

Method Pattern B Pattern C Pattern D

Correct False positives Correct False positives Correct False positives

Gap wavelet 4 0 4 1 4 1

Hermite cubic 3 2 2 3 3 3

equivalent to the other two treatments. This spectrum anal-
ysis of the signal processed with Hermite polynomials and
via adaptive wavelet reproduced the behaviour of the bench-
mark signal, designated henceforth as the original signal.
At larger sequences of gaps the treatments difference are
noticed at middle-high scales mainly. In these cases, the use
of cubic splines significantly changes the behaviour of the
global wavelet spectrum. An overestimation of the calcu-
lated energy occurs especially in the presence of gaps with
patterns C and D. A problem with the edges is noticed in
all cases, even in Pattern A, except for the adaptive wavelet
method, as discussed in [15]. The main structures present
in the scalogram are reproduced by the adaptive wavelet
technique and the time series reproduced with Hermite
approximation, specially for Patterns A and B; however, the
energy is over estimated locally with the Hermite method.
Strong differences in Patterns C, and D are noticed, as
show in Fig. 7. With the adaptive wavelet strategy there is
more agreement with expected results in scalogram. The
global spectrum of the original signal has four energy peaks.
Note that the Hermite polynomials treatment causes the
appearance of false peaks in the global wavelet spectrum
and overestimate some of them. The performance of adap-
tive wavelet is slightly superior because it more effectively
detects the energy peaks present as in the original signal
and is less sensitive to the detection of false positives; how-
ever, it slightly underestimates the energy. An analysis of
the detection of the energy peaks in the global wavelet spec-
trum is shown in Table 3, where the performance of splines
is not included due to its low performance.

The classification of patterns A, B, C, or D is based on
the percentage lengths of the gap intervals, regardless of the
location of these intervals within the signals, which seem
relevant information for time-scale analyses.

The performance of the interpolation methods with
respect to processing gaps relates (but not exclusively) to
the number of k positions estimated between points ti and
tf , with the continuity and smoothness of the estimated
signals. The softer the behaviour of the approximated sig-
nal, the better the results in terms of time-scale analysis.
In fact, let I be a gap interval in signal s(t) defined in the
interval [ti , tf ]. The local application of the interpolation
depends only on the values f (ti − 1) and f (tf + 1), so
that the position of I becomes a relevant issue for time-
scale analysis. For each offset of I , new records f (ti − 1)

and f (ti + 1) are obtained by changing the result of the
interpolation.

Suppose I located in a region of low energy signal, i.e.
a region with some regularity in the records, the process-
ing using interpolating methods, even if using third-degree
polynomials, will introduce fluctuations in the estimated
values. The bigger the length I , the less efficient the local
interpolation to approximate the interpolated points and,
thus, irregularities are introduced in the records. These
irregularities cause an overestimation of the calculated
energy. However, given the restrictions on the derivative
signal the interpolated Hermite polynomials used in the
treatment of I results are more consistent than those pre-
sented by the use of splines, where restrictions on the
interpolated signal f are smaller.

(a) (b) (c)

Fig. 8 Significant gap located close to the beginning, in the middle and close to the end of a data series, which are created based on the benchmark
signal
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For the adaptive wavelet technique, the gap location is
also a relevant issue, but for a different reason, since in this
case any estimate of x in the interval I is not done. The
relevance here comes from the nature of the gap. The gap
may be located in a region with a lot of variation in the
time domain, a situation in which losses in the calculated
energy occur. On the other hand, the gap may be located in
an undisturbed region (regular region), a situation in which
the loss of information in the time-scale area is small or
insignificant.

In order to illustrate the discussion on the importance of
the gap location interpreted in the preceding paragraphs, we
have modified the benchmark signal to generate three data
series for tests. Composing the second case in our study,
an arbitrary gap interval of length equal to 400 records was
introduced almost at the beginning, at the central region,
and almost at the end of the data series. It is an empiri-
cal approach that allows a common basis for scale analysis

comparison. Figure 8 shows the data series, respectively.
The processing techniques have been applied in each case
and scalograms have been calculated with the results seen in
Fig. 9.

From the comparison with the scalogram of the bench-
mark signal, one notices that the adaptive wavelet does not
detect the largest structure of the signal energy, when the
gap lies in the region corresponding in the time domain.
This causes a loss in the estimation of the signal energy.
Nevertheless, the cubic spline treatment implies in an over-
estimation in the signal energy in the locations of the gaps
and distortions in the signal energy structures. One can see
that (except for pattern A in Fig. 6) the calculated energies
are overestimated. In the worst case, the calculated energy is
a thousand times bigger than the energy in the original sig-
nal existing (see in Fig. 9). The use of the Hermite treatment
identifies most of the existing energy structures in the sig-
nal in a compatible way, but with some distortions in time

(a) (b) (c)

(d)

(g) (h) (i)

(e) (f)

Fig. 9 Local energy structures related to the effect of positions of the gaps in the data series: near the beginning, in the centre and near the end,
for the spline, Hermite, and adaptive wavelet approach. The columns refer to the gap position, respectively
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Fig. 10 Global wavelet spectrum related to the effect of positions of the gaps in the data series: near the beginning, at the centre and near the end
(respectively in the plot), for the spline, Hermite and adaptive wavelet approach. The result for the benchmark signal is given as reference

location and energy intensity. The performance by this tech-
nique depends on the gap location to occur in a less crucial
position in the original signal, i.e. the gap location occurs in
a part of the signal naturally presenting a low signal energy.
With exception of the spline case, high frequency structures
are identified in the signals compatible with the structures
of the benchmark signal.

Last, in order to complement the work, the global wavelet
spectrum analysis is discussed. Figure 10 presents the global
wavelet spectrum related to the effect of positions of the
gaps in the data series: near the beginning, in the centre,
and near the end (respectively in the plot), for the spline,
Hermite, and adaptive wavelet approach.

The result for the benchmark signal is given as refer-
ence. It is verified that for high frequencies the estimated
global wavelet spectra reproduces the behaviour of the orig-
inal signal. However, at low frequencies only the Hermite
polynomial and the adaptative wavelet technique present
results consistent with the original spectrum. In addition to
the relative length and the location, another important factor
affecting the results of the time-scale analysis is the number
of intervals I with gaps in the signal, verified in the previ-
ous first case of data study. The more intervals I throughout
the signal, the greater will be the changes in the energy
calculated at each considered scale.

As summary, based on first-column panel to the third-
column panel of Fig. 9, one can verify using the scalogram
that spline is not useful; Hermite presents a similar scalo-
gram if the main energy is not in the gap region, otherwise
it creates artefacts, and the adaptive wavelet loses energy in
general, and in these cases it also produces some artefacts
with relatively low energy.

From these case studies, the effects of the gaps (length
of the intervals, quantities of gaps interval, locations of the
intervals, and the level of regularity of the function rep-
resented in the data series) are investigated. To attend the

different purposes of the scientific or technical teams, the
results and interpretations as a reference basis help to under-
stand in a practical way the use of interpolating methods that
apply approximation functions, as spline, Hermite, and the
adaptive wavelet.

4 Conclusions

This work investigates the use of approximation functions to
fill up different kinds of gaps on a time-scale approach. The
real data in time series presents general intervals with gaps.
This situation affects the way in which data can be used
in a great number of scientific or technical developments,
for instance, as input to space plasma modelling. Never-
theless, there are many approximations functions defined
in the mathematics which help this task. Three techniques
are considered and evaluated in the context of helping the
use of real data series. They are the cubic spline, the cubic
Hermite function, and the adaptive wavelet function. In a
practical sense, this study helps the analysis of data series of
significant space geophysical events.

A benchmark signal was built using a data series obtained
from the interplanetary magnetic field, which is related
to an important space phenomena, the electrodynamic
coupling between the plasma of the solar wind and the
magnetosphere-ionosphere system. Gaps present in data
series can be classified by the distribution and extension.
Two comprehensive study cases are defined. In the first case,
the benchmark signal is modified to reproduce the main data
gap patterns identified, taking into account the length of the
gap intervals, the quantities of gaps interval, and a random
distribution. In the second case, the locations of the gap
(close to the beginning, in the middle, and close to the end)
in the data series are considered. Using the prepared data
series according to those cases, the approximation functions
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are applied and the signal analyses are performed by the
wavelet transform approach.

As a result, the following information is obtained, as an
important characterisation of the effects of gaps in time-
scale analysis. The time-scale analysis of a time series
that have gaps can be done via cubic splines or cubic
Hermite polynomial approximations of the gaps, creating
an artificial time series without gaps, and then apply the
wavelet transform on it. Alternatively, we can compute the
time-scale analysis direct in time-space with the adaptive
wavelet method. However, all these techniques could intro-
duce changes in the signal energy locally, which also depend
on the extension, location, and amount of the gap inter-
vals in the signal and the level of regularity of the function
represented in the time series. In general, considering gaps
inside the edges, the scale-time analysis performance of
the cubic spline, cubic Hermite and adaptive wavelet meth-
ods have a similar behaviour for small sequential gaps in
the time series. However, the cubic spline method tends to
increase signal energy, this effect tends to be intensified as
the sequential gaps enlarge. Then, for larger and very larger
sequential gaps, cubic spline method is not recommended as
it interferes strongly in the scale-time analysis. This effect
is somehow expected from the spline theory that establish
that this technique is recommended for small sequence of
gaps. For time series with large number of sequential gaps
the cubic Hermite method increases locally the energy in the
main structure and in the high-scales in the scalogram. This
effect can be also noticed in the global wavelet spectrum.
The adaptative wavelet method maintains the energy in the
main structure region. Both methods have a reduction of
energy in low and middle scales and present similar peaks,
except in high scales where the peaks obtained by the cubic
Hermite method are shifted and over estimated. For very
large number of sequential gaps, the cubic Hermite approx-
imation method presents an over estimation of the energy
in high-scales and in middle-scales that are not originally
present on that time intervals. This over estimation effect
is attenuated in the global spectrum, however the energy
peaks are shifted in high-scales. On this gap case, the adap-
tive wavelet method does not produce the over estimation of
the energy in high-scales, however there is a small spread
of the energy in the middle-scales around the main energy
region. In both cases there are energy lost in some low-
scales structures. In summary, in this gap case the global
wavelet spectra present similar energy peaks, however the
scalogram obtained directly with the adaptive wavelet meth-
ods preserves the local signal energy features compared to
the expected scalogram. Another advantage of the adaptive
wavelet method is that it can be used in sequential gaps
in the edges, and also if its time series is not periodic, as
needed in the usual wavelet transform. Nevertheless, the
cubic Hermite polynomial approximation is also an option

when a reconstruction of the time series is also needed, with
the price of having a worse time-scale representation than
the adapted wavelet technique.

Special care must be taken if large gaps are present. Both
Hermite and adaptive wavelet can be useful sometimes.
Nevertheless, they can create artefacts.

From this case study, a clear understanding and illustra-
tive examples were provided about dealing with gaps in data
series. To attend the different purposes of the scientific or
technical teams, the results and interpretations as a reference
basis may help the researchers interested in a good prac-
tical use of interpolating methods. As a promising recipe,
the content of this work could be used to investigate other
approximation functions and their applications to other data
series.
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Appendix

To allow work reproduction, a complete list of the geophys-
ical events used in this study is shown in Table 4. Comple-
mentary, this information can be used for geophysicists in
further studies. The events are related to the ones analysed
in the work of [19]. Taking into account the geomagnetic
disturbance on ground as an answer of the solar plasma-
magnetosphere-ionosphere coupling, this work deals with
the period of High-Intensity, Long-Duration, Continuous
Auroral Electroject Activities (HILDCAAS), connected
with the presence of interplanetary Alfvén wave trains in the
interplanetary medium. The Auroral Electroject index, des-
ignated as AE, evaluates the geomagnetic disturbance level
in the auroral regions established by magnetometer records
collected on ground, as described in [7] . Relative to the
Geocentric Solar Magnetospheric (GSM) coordinate frame,
the north-south component, Bz, of the interplanetary mag-
netic field is used for the signal analysis. For each event,
they identify the initial time (Start), the final time (End), and
we verify the number of gaps according to the gap pattern
presented on the time series. Corresponding to each of the
patterns discussed in this work, the count of the gap inter-
vals was done. The not-shown events are those whose data
are not available in OMNIWeb service site3 from NASA,
and the events marked with an asterisk (∗) are those that do
not have gaps in the edges.

3http://omniweb.gsfc.nasa.gov/ow min.html
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Table 4 Time series intervals and number of gaps on the Bz component of the interplanetary magnetic field

Event Start End Number of gaps in Pattern

A B C D

1 1981/04/20 09:47 1981/04/23 22:58 17 07 02 02

2 1982/01/21 23:43 1982/01/25 00:27 03 01 03 03

3 1982/02/17 06:09 1982/02/21 02:00 24 05 02 03

4 1982/02/23 10:11 1982/02/25 22:49 10 03 03 03

6 1982/08/25 00:59 1987/08/27 01:21 10 01 02 01

8 1983/03/18 15:57 1983/03/21 06:57 11 06 01 02

9 1983/03/31 08:06 1983/04/03 13:18 17 05 03 02

10 1983/04/05 23:55 1983/04/11 08:55 22 01 03 02

11 1983/06/17 11:44 1983/06/20 17:19 04 07 01 02

13 1983/08/23 09:00 1983/08/26 21:39 12 00 01 01

14 1983/08/29 09:11 1983/09/01 05:38 04 06 01 03

15 1983/12/05 02:39 1983/12/07 04:31 10 01 00 04

17 1983/12/30 03:49 1984/01/01 23:59 08 01 03 02

18 1984/05/28 07:22 1984/05/31 02:13 01 00 00 04

19 1984/06/18 08:06 1984/06/20 17:59 03 00 00 01

20 1984/07/16 18:28 1984/07/19 15:11 00 00 01 01

21 1984/08/28 05:34 1984/08/31 03:32 11 03 02 02

24 1984/12/15 20:03 1984/12/18 19:00 03 00 02 02

25 1984/12/28 06:34 1984/12/31 23:29 05 04 00 03

26 1985/06/06 11:11 1985/06/08 13:06 01 00 00 01

27 1985/06/25 06:45 1985/06/30 00:41 11 02 01 03

28 1985/07/03 22:59 1985/07/07 16:44 15 00 01 01

29 1986/01/27 02:35 1986/01/31 06:01 33 03 03 01
∗30 1986/02/21 16:23 1986/02/25 22:18 36 02 00 04
∗31 1986/05/30 17:34 1986/06/02 09:34 22 02 00 02

33 1986/08/28 23:24 1986/08/31 07:05 15 01 01 02

34 1986/12/22 13:14 1986/12/24 14:42 11 02 00 02

35 1987/08/30 15:24 1987/09/02 14:07 06 01 01 03

36 1987/09/13 20:58 1987/09/17 10:25 09 00 00 02

37 1987/10/13 05:18 1987/10/15 23:11 15 03 01 01

38 1987/10/26 23:30 1987/10/30 14:33 10 02 02 01

39 1988/03/27 15:18 1988/03/30 08:19 19 01 03 01

40 1990/02/28 02:02 1990/03/02 23:11 15 03 01 01

42 1991/06/01 19:33 1991/06/04 01:22 20 07 01 01

43 1991/07/18 11:26 1997/07/23 19:36 48 04 01 03

44 1991/08/31 03:06 1991/09/02 18:19 39 02 00 02

47 1992/09/06 12:10 1992/09/08 18:50 12 01 01 04

48 1992/10/27 23:05 1992/10/29 23:11 10 05 00 01

49 1992/12/07 20:40 1992/12/10 01:31 13 02 02 03

50 1993/01/01 22:02 1993/01/05 13:42 23 03 01 03

51 1993/04/20 01:41 1993/04/22 07:52 04 02 00 02

52 1993/06/23 18:51 1993/06/26 04:41 00 00 00 01

53 1993/11/04 20:58 1993/11/09 05:10 19 02 01 01

54 1993/12/16 09:24 1993/12/18 19:07 05 01 00 02

55 1994/01/11 15:19 1994/01/15 08:59 27 04 02 02

56 1994/01/15 11:39 1994/01/20 00:46 27 05 01 01

57 1994/02/07 01:39 1994/02/16 05:58 42 05 00 01

58 1994/03/07 23:24 1994/03/18 08:45 49 07 00 01
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Table 4 (continued)

Event Start End Number of gaps in Pattern

A B C D

59 1994/04/04 08:15 1994/04/15 19:17 74 09 02 01

60 1994/05/14 20:47 1994/05/17 14:02 27 03 00 01

61 1994/07/15 19:41 1994/07/18 15:12 32 05 02 01

62 1994/09/08 15:29 1994/09/12 00:43 13 00 00 03

63 1994/10/09 23:45 1994/10/12 13:50 01 01 02 03
∗64 1994/10/30 02:38 1994/11/02 22:53 00 00 00 02
∗66 1995/01/02 14:13 1995/01/06 00:11 77 01 00 00
∗67 1995/02/02 00:49 1995/02/04 20:29 49 05 00 00
∗68 1995/02/02 00:49 1995/02/04 20:29 49 05 00 00

69 1995/05/30 02:53 1995/06/04 01:48 92 00 00 00
∗70 1995/10/06 02:23 1995/10/08 22:59 14 00 00 00
∗71 1993/03/12 02:04 1993/03/14 02:58 30 02 00 00
∗72 1996/04/18 09:34 1996/04/21 05:01 22 01 01 00
∗73 1996/08/28 03:54 1996/08/30 09:02 06 00 00 00
∗74 1996/09/19 15:57 1996/09/22 18:27 61 00 00 00
∗75 1998/04/24 17:11 1998/04/27 16:46 32 00 00 00
∗76 1998/07/22 20:56 1998/07/25 13:32 49 03 00 00
∗77 1999/03/30 06:32 1999/04/01 06:58 33 00 00 00
∗78 1999/04/29 09:48 1999/05/03 19:35 36 00 00 00
∗79 1999/08/31 15:30 1999/09/02 20:10 13 05 02 01
∗80 1999/10/23 13:20 1999/10/25 19:08 14 00 00 00
∗81 1999/12/03 09:59 1999/12/05 23:58 55 00 00 00
∗82 1999/12/30 20:01 2000/01/03 04:04 100 02 00 00
∗83 2000/01/27 18:06 2000/01/31 03:02 65 01 00 00
∗84 2000/02/05 15:53 2000/02/08 05:26 06 00 00 00
∗85 2000/02/24 02:42 2000/02/26 02:53 28 00 00 00
∗86 2001/07/15 06:19 2000/07/17 06:50 58 00 00 00
∗87 2002/07/22 01:35 2002/07/24 02:20 17 00 00 00
∗88 2002/09/11 05:22 2002/09/13 13:16 24 00 00 00
∗89 2002/11/29 12:05 2002/12/02 01:34 77 00 00 00
∗90 2003/04/20 15:45 2003/04/23 02:01 79 00 00 00
∗91 2003/04/24 05:06 2003/04/28 11:05 243 00 00 00
∗92 2003/05/05 08:50 2003/05/09 16:59 70 01 00 00
∗93 2003/05/13 04:31 2003/05/16 03:50 23 01 00 00
∗94 2003/06/26 21:14 2003/06/30 22:16 60 00 00 00
∗95 2003/07/03 08:47 2003/07/06 06:00 37 00 00 00
∗96 2003/08/20 15:11 2003/08/24 15:43 45 00 00 00
∗97 2003/09/15 21:02 2003/09/20 22:03 62 01 00 00
∗98 2003/09/23 23:31 2003/09/26 02:36 45 01 01 00
∗99 2003/10/15 03:28 2003/10/22 18:35 281 00 00 00
∗100 2003/12/09 02:48 2003/12/16 04:02 45 00 00 00
∗101 2004/01/02 08:24 2004/01/06 11:11 100 00 00 00
∗102 2004/02/12 01:35 2004/02/15 11:36 41 00 00 00
∗103 2004/09/15 19:49 2004/09/18 05:39 48 01 00 00
∗104 2005/05/15 17:08 2005/05/18 16:03 44 00 00 00
∗105 2005/08/05 22:19 2005/08/07 22:54 47 00 00 00
∗106 2005/11/03 10:33 2005/11/05 11:58 43 00 00 00
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Table 4 (continued)

Event Start End Number of gaps in Pattern

A B C D

∗107 2006/03/18 05:25 2006/03/20 11:19 29 00 00 00
∗108 2006/06/06 06:02 2006/06/10 06:28 48 00 00 00
∗109 2006/10/13 15:17 2006/10/16 00:16 71 00 00 00

110 2006/10/28 14:15 2006/10/30 16:27 32 00 00 00
∗111 2006/12/06 00:00 2006/12/08 21:49 55 02 00 00
∗112 2007/01/29 14:02 2007/01/31 14:14 22 00 00 00

113 2007/02/27 15:31 2007/03/01 17:07 122 00 00 00
∗114 2007/09/01 16:31 2007/09/03 17:10 60 00 00 00

115 2008/02/28 09:23 2008/03/01 23:42 52 01 00 00
∗116 2011/04/30 18:04 2011/05/03 04:56 78 00 00 00
∗117 2011/09/11 12:17 2011/09/13 12:42 74 00 00 00
∗118 2012/05/08 21:22 2012/05/11 06:35 38 00 00 00
∗119 2012/06/04 03:06 2012/06/06 06:10 61 00 00 00
∗120 2012/06/29 21:08 2012/07/02 21:01 126 00 00 00
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Resumo. Séries temporais que não estejam regularmente distribúıdas ao longo do tempo
não podem ser tratadas pela análise espectral padrão. Nestes casos, é prática comum usar
algum método interpolatório para estimar os valores nas lacunas e na sequência fazer a
análise tempoescala ou, como alternativa, aplicar uma técnica wavelet adaptada e desenvol-
vida especialmente para estes casos. Neste trabalho, utilizando uma série temporal t́ıpica
de dados medidos em satélites para aplicações da Geof́ısica Espacial e a construção de uma
série sintética derivada para testes analisam-se as alterações que o uso da interpolação e
da técnica wavelet adaptada introduzem na energia calculada do sinal e no comportamento
do escalograma e do espectro global wavelet. Os resultados são bastante esclarecedores dos
efeitos das técnicas de tratamento.

Palavras-chave. Séries temporais. Wavelet adaptativa. Interpolação. Lacunas em dados.

1 Introdução

A análise de wavelets tem sido amplamente empregada por pesquisadores ligados a
diversas áreas que possuem interesse em extrair informações relevantes de séries temporais.
Neste caso, uma das poucas exigências é de que as séries temporais sejam regularmente
distribúıdas no tempo, o que principalmente no caso das ciências espaciais pode ser um
problema devido a limitações naturalmente impostas, como por exemplo, as condições
atmosféricas e de clima espacial, funcionamento dos equipamentos de medição e capacidade
de armazenamento e transmissão dos dados. Tais limitações podem gerar séries temporais
com dados irregularmente distribúıdos no tempo, ou seja, séries que apresentam falhas. As
regiões com falha causam dificuldades para a análise tempoescala, porque nessas regiões
ocorre a perda da condição de admissibilidade da base wavelet escolhida.
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Um posśıvel tratamento nesses casos consiste em aplicar algum método interpolatório
para estimar numericamente os registros nas regiões que apresentam lacunas, sendo co-
mumente empregados splines cúbicos neste processo. Alternativamente, Frick et al [1998]
propuseram a introdução de uma famı́lia de wavelets adaptadas, baseadas na wavelet de
Morlet e caracterizada pela introdução de um fator de correção a ser computado para
cada tempo e escala considerados de modo a restaurar a condição de admissibilidade nas
regiões de lacuna.

Neste trabalho, apresenta-se um exemplo sintético constrúıdo de modo a reproduzir um
comportamento bastante observado nas séries de Geof́ısica Espacial. O objetivo é analisar
séries temporais com lacunas para investigar as variações provocadas no escalograma e
no espectro global wavelet quando se estuda o desempenho, no sentido de reprodução
tempoescala, dos dados tratados por três técnicas. A primeira técnica é a do método
interpolatório por splines cúbicos [1, 6], escolhida por ser de uso habitual. A segunda é
a do método interpolatório dos polinômios cúbicos de Hermite [1, 6], que permitirá uma
comparação de desempenho com relação aos splines. A terceira técnica diz respeito a
wavelets adaptadas às regiões com falhas [2–4], sendo que aqui a wavelet de Morlet é
usada como função base para as análises espectrais apresentadas.

2 Metodologia

Fazendo uso de uma série temporal de dados sem falhas derivou-se um exemplo sintético
com intervalos de falhas artificialmente introduzidos. O exemplo foi tratado com inter-
polações via splines cúbicos e via polinômios cúbicos de Hermite, aplicando na sequência
a tranformada wavelet cont́ınua. Fez-se também o tratamento desta série com falhas com
a transformada wavelet cont́ınua adaptativa. Os resultados de análise espectral obtidos
foram comparados com a análise espectral da série sem falhas, de forma que fosse posśıvel
comparar as técnicas de tratamento empregadas. A seguir estão descritas, resumidamente,
as três técnicas.

Polinômios Cúbicos de Hermite A interpolação de Hermite permite aproximar um
sinal f por um polinômio H (chamado polinômio de Hermite) que coincide com f nos
pontos conhecidos, exigindo além disso que as derivadas também coincidam nestes mesmos
pontos. Suponha f conhecido em n + 1 pontos t0, t1, ..., tn com ti 6= tj se i 6= j. Por
construção, para se obter H impõe-se

H(ti) = f(ti), i = 0, 1, ..., n

H ′(ti) = f ′(ti), i = 0, 1, ..., n

que é equivalente a um sistema com 2n+ 2 equações; tal sistema conduz a um polinômio
interpolador de grau menor ou igual a 2n+ 1, conforme [1].

Nota-se que o grau de H tende a ser relativamente alto quando n é grande, e isto,
pode conduzir a erros causados pelo excessivo número de oscilações deste polinômio; para
contornar tal dificuldade, se forem conhecidos os valores de f e f ′ nos pontos t0 ≤ t1 ≤
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... ≤ tn faz-se a construção de um polinômio cúbico de Hermite em cada subintervalo
[t0, t1],[t1, t2],...,[tn−1, tn] de modo a se obter uma função cont́ınua (por partes) no intervalo
[t0, tn].

A construção do polinômio H pode ser feita por meio da interpolação por diferenças
divididas de Newton para o polinômio de Lagrange e a demonstração deste fato pode ser
encontrada em [6]. Em termos de diferenças divididas o polinômio cúbico de Hermite no
intervalo [tk, tk+1] para k = 1, 2, ..., n− 1 se escreve

H3(x) = f(tk) + f [tk, tk](t− tk) + f [tk, tk, tk+1](t− tk)2+
f [tk, tk, tk+1, tk+1](t− tk)2(t− tk+1).

Splines Cúbicos Menos restritiva que a interpolação de Hermite, a interpolação por
splines cúbicos não exige que as derivadas da função interpoladora S coincidam com as
derivadas do sinal aproximado em ponto algum; esta técnica assegura, contudo, que o sinal
S seja continuamente diferenciável e tenha derivada segunda cont́ınua [6].

Considere o sinal f definido no intervalo [t0, tn] e conhecido no conjunto de pontos
t0, t1, ..., tn. Define-se um spline cúbico S para f como a função que satisfaz as seguintes
condições:

1. S(t) tem grau três (denotado Sj(t) no intervalo [tj , tj+1] para j = 0, 1, ..., n− 1);

2. Sj(tj) = f(tj) e Sj(tj+1) = f(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 1;

3. Sj+1(tj+1) = Sj(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2;

4. S′j+1(tj+1) = S′j(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2;

5. S′′j+1(tj+1) = S′′j (xj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2

6. S′′(t0) = S′′(tn) = 0

CWT Adaptada A transformada wavelet cont́ınua (CWT) de um sinal f é definida
como

ψ(a, b) = C
−1/2
ψ a−1/2

∫ ∞

−∞
ψ

(
t− b
a

)
f(t) dt,

em que Cψ é uma constante, a é um número real positivo e ψ é o conjugado da função ψ que
satisfaz as condições de energia unitária e de admissibilidade. A primeira condição garante
a existência de um suporte compacto para a função ψ fora do qual acontece uma rápida
queda em sua amplitude e a segunda garante que ψ é uma função de média zero com caráter
oscilatório e inverśıvel. Frick et al [1998] apresentaram uma técnica wavelet, conhecida
como wavelet gapped que adapta a função wavelet para o caso em que f apresenta falhas;
para tal, é necessário construir um sinal auxiliar faux = f(t)G(t) definido pelo produto de
f por

G(t) =

{
1, se f(t) é corretamente conhecido
0, se f(t) é uma falha ou está fora da janela de observação
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A CWT deste sinal auxiliar é ψ(a, b) = C
−1/2
ψ a−1/2

∫ ∞

−∞
ψaux

(
t− b
a

)
faux(t) dt, em

que se define ψaux

(
t− b
a

)
= ψ

(
t− b
a

)
G(t), exigindo deste modo que a função G seja

”absorvida”pela função de base wavelet.

Durante a análise nas regiões com falha emprega-se ψaux ao invés de ψ; deste modo,
o problema de se analisar o sinal f com falhas equivale ao problema de se encontrar
uma wavelet adaptada ψ̃ que substitua ψaux e que garanta a validade da condição de
admissibilidade. A construção de ψ̃, baseada na wavelet de Morlet, pressupõe ser posśıvel
escrever ψ(t) = h(t)Φ(t), em que h e Φ são responsáveis pela parte oscilatória e pelo
envelope de ψ, respectivamente. De acordo com [3], a função ψ̃ é dada explicitamente por

ψ̃(t, b, a) =


h
(
t− b
a

)
−

∫ ∞

−∞
h

(
t− b
a

)
Φ

(
t− b
a

)
G(t) dt

∫ ∞

−∞
Φ

(
t− b
a

)
G(t) dt


Φ

(
t− b
a

)
G(t),

3 Dados

Para demonstrar a importância prática dos cuidados na utilização de métodos de tra-
tamentos de dados escolheu-se, para a série temporal em análise, os dados do meio in-
terplanetário relacionados a um importante efeito geoefetivo da interação do vento solar
com a atmosfera da Terra: o evento geoefetivo HILDCAA (High-intensity, long-duration,
continuous auroral eletroject activity). Foram analisadas 120 séries temporais referentes
à componente Bz, de direção norte-sul, do campo magnético interplanetário no peŕıodo
de 1975 a 2012 [5]. Os dados foram obtidos do site OMNIWeb4 usando a resolução de
um minuto. Devido a propagação do sinal do campo magnético da posição do satélite
em que é medido até o seu efeito na interação com a atmosfera magnetizada da Terra,
considerou-se um tempo de deslocamento de 30 e 90 minutos com relação aos horários de
ińıcio e término dos eventos HILDCAAs, respectivamente. Isso definiu o intervalo da série
a ser analisada.

Com o objetivo de analisar o desempenho dos splines cúbicos, dos polinômios cúbicos de
Hermite e das wavelets adaptadas no tratamento das lacunas, bem como as alterações que
o uso destas técnicas provocam no espectro global, gerou-se um exemplo sintético por meio
da introdução artificial de lacunas na série temporal correspondente ao evento HILDCAA
ocorrido entre 28/08/1996 e 30/08/1996, por estar livre de falhas. As falhas introduzidas
reproduzem um dos padrões observados no conjunto das séries, pois em aproximadamente
53, 3% delas encontram-se falhas do mesmo tipo (cujo comprimento é superior a 10% do
comprimento do sinal). Foram introduzidas quatro lacunas de comprimentos 14, 60%,
12, 81%, 12, 81% e 11, 28% nos intervalos [5, 461], [1000, 1400], [2200, 2600] e [2747, 3099]
respectivamente. Na Figura 1, vê-se a componente magnética Bz referente ao evento
HILDCAA e a série sintética, com falha, dela derivada.

4http://omniweb.gsfc.nasa.gov/
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Figura 1: Componente magnética Bz do plasma solar referente a evento HILDCAA e a
série derivada sintética com falhas.

4 Resultados e discussões

Na Figura 2 é posśıvel ver os escalogramas do evento original HILDCAA e do caso
sintético tratado com as técnicas anteriormente descritas.

(a) Original (b) Spline

(c) Hermite (d) Wavelet adaptativa

Figura 2: Escalogramas de energia: sinal original (a) e caso sintético: spline (b), Hermite
(c) e wavelet adaptativa (d).
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A interpretação dos escalogramas mostra que dentre os métodos empregados para o
tratamento das falhas, somente o baseado na wavelet adaptada foi capaz de preservar as
estruturas de energia presentes no sinal original, ainda que seja posśıvel notar uma pequena
perda da energia calculada no contexto do Teorema de Parseval5 Também se nota que o
uso de splines cúbicos foi responsável por superestimar a energia em 3750 vezes. É posśıvel
verificar o mesmo no caso em que o tratamento se deu por polinômios cúbicos de Hermite,
ainda que em menor proporção, pois neste caso a energia foi superestimada em 1, 875 vezes
De forma importante, observa-se que nenhum dos dois métodos interpolatórios preservou
as estruturas de energia do sinal original.

A análise do espectro global (Figura 3) indica que em altas frequências os resultados
apresentados pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinômios de Hermite são bastante
próximos dos valores calculados para o sinal original; em baixas frequências, contudo,
verifica-se que o erro apresentado pelo uso dos dois tratamentos tende a aumentar. Em
consonância com o verificado no escalograma, o espectro wavelet obtido via uso de spli-
nes apresenta-se superestimado com relação ao original, sendo maior o erro em baixas
frequências.
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Figura 3: Espectros globais wavelet : Sinal original e casos de estudo.

Identificam-se no espectro global do sinal original cinco picos de energia que não fo-
ram, na totalidade, corretamente identificados pelas técnicas de tratamento estudadas. A
wavelet adaptada foi capaz de identificar corretamente três picos de energia, apresentando
dois falsos positivo; o tratamento com splines não permitiu identificar nenhum dos pi-
cos exatos e apresentou quatro falsos positivo; e o tratamento com polinômios cúbicos de
Hermite identificou três dos picos e apresentou apenas um falso positivo. Em outras pala-
vras, no caso da identificação dos picos de energia, os resultados apresentados pela wavelet
adaptada e os resultados apresentados pelo uso da interpolação de Hermite estão bem
próximos. Contudo, as estruturas identificadas pela wavelet estão melhor caracterizadas
que as por Hermite.

5O Teorema de Parseval implica na conservação da energia nos espaços f́ısico e de Fourier. Em termos

matemáticos, tem-se

∫ ∞

−∞
|f(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|F (ξ)|2 dξ, onde f e F indicam, respectivamente, um sinal

qualquer e sua Transformada de Fourier.
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5 Conclusão

A qualidade dos sinais dispońıveis para análise espectral apresenta grande importância.
Quando, por alguma razão, há restrições a essa qualidade, os tratamentos a que são sub-
metidos os dados podem criar artefatos nas análises. A análise local da energia de um sinal
que apresente falhas similares às presentes no caso sintético desenvolvido neste trabaho
mostrou ser mais adequadamente tratada por meio do método da wavelet adaptada. Para
a análise global, os resultados indicam que em altas frequências o espectro é aproximado
de modo satisfatório pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinômios de Hermite. A in-
terpolação por splines não constitui uma boa abordagem para o tratamento das falhas do
tipo apresentado, pois provoca mudanças bastante significativas na energia local e global.
Este tipo de estudo revela-se de grande importância para as aplicações espaciais, sobretudo
para as análises feitas na Geof́ısica Espacial.
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1 Introdução

Para o estudo do regime periódico em sistemas dinâmicos é um problema relevante
conhecer e caracterizar as órbitas periódicas existentes cuja computação via métodos de
integração numéricos convencionais (como, por exemplo, métodos Runge-Kutta) pode exi-
bir peŕıodos distintos para órbitas periódicas iguais. Esta aparente contradição é explicada
pela natureza do peŕıodo a ser reproduzido numericamente: quando T é racional periódico
com peŕıodo suficientemente grande ou irracional não se consegue, por menor que seja o
passo de integração h usado, reproduźı-lo numericamente. Neste trabalho, considerando
um estudo de caso baseado no Sistema de Rossler [3] definido pelas equações x′(t) = −y−z;
y′(t) = x+ ay e z′(t) = b+ z(x− c) e para o qual são bem conhecidas as caracterizações
do regime dinâmico periódico em termos da famı́lia F = {a, b, c}, tal fato é ilustrado.

2 Metodologia

O sistema de Rossler foi considerado com F = {0.1, 0.1, 4} responsável pela exibição
de dinâmica periódica [1] . Tal sistema foi integrado considerando métodos Runge-Kutta
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de quarta e quinta ordens (RK4 e RK5) com passo fixo de acordo com o descrito em [2] e
as séries unidimensionais relativas à variável z deste atrator foram analisadas quanto ao
peŕıodo exibido, caracterizado numericamente neste trabalho como o tempo T discorrido
entre dois máximos locais sucessivos.

3 Resultados e Conclusão

O uso de passos de integração cada vez menores não é suficiente para atingir exa-
tamente o peŕıodo existente ( cf. Tabela 1). As séries unidimensionais geradas exibem
pseudopeŕıodos de comprimentos bastante próximos mas ainda assim distintos; além disso,
a análise dos peŕıodos médios (T ) calculados sugere que T deve ser (i) um racional com
parte decimal cujo peŕıodo é suficiente longo ou (ii) um número irracional.

Tabela 1: Peŕıodos T calculados para Rossler com parâmetros a = b = 0.1 e c = 4.
RK4 RK5

h
Análise dos Peŕıodos

T
Análise dos Peŕıodos

T

# Peŕıodos Comprimento # Peŕıodos Comprimento

0,01
71 6,000000

5,998658
70 6,010000

6,008536
11 5,990000 12 6,000000

0,005
59 6,000000

5,998597
59 6,005000

6,003595
53 5,995000 23 6,000000

0,001
50 5,999000

5,998609
49 6,000000

5,999597
32 5,998000 33 5,999000

0,0005
65 5,998500

5,998603
64 5,999000

5,999109
17 5,999900 18 5,999500

0,0001
77 5,998600

5,998606
76 5,998700

5,998707
05 5,998700 06 5,998800

0,00005
70 5,998600

5,998607
71 5,998650

5,998656
12 5,998650 11 5,998700

0,00001
58 5,998610

5,998607
58 5,998620

5,998617
24 5,998600 24 5,998610
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Laboratório Associado de Computação e Matemática Aplicada - INPE

1 Objetivos

Demonstrar que o comportamento periódico em sistemas dinâmicos com múltiplas
escalas de tempo, particularmente diante da ocorrência de burstings, pode ser corretamente
identificado pelo uso da transformada wavelet cont́ınua complexa.

2 Dados e Metodologia

O sistema considerado constitui-se de dois sistemas de Lorentz caóticos acoplados com
um parâmetro de controle responsável por introduzir escalas de tempo distintas [2] :

x′ = σ(y − x) − c(aX + k); y′ = rx− y − xz + c(aY + k); z′ = xy − bz + czZ;

X ′ = εσ(Y −X) − c(x+ k);Y ′ = ε(rX − Y −XZ) + c(y + k);Z ′ = ε(aXY − bZ) − czz.

As variáveis minúsculas e maiúsculas indicam os sistemas de dinâmica rápida e lenta
cujo fator escala de tempo é a constante ε = 0, 1. A força de acoplamento c = 0.8
torna o sinal periódico apesar do emprego das constantes σ = 10, b = 8/3 e r = 28
[2], t́ıpicas do comportamento caótico. Considerou-se ainda a = 1, k = 0 e cz = c. A
integração se fez por Runge-Kutta de 4a. ordem com passo ∆t = 0.01 e condição inicial
(0, 01, 0, 01, 0, 01, 0, 02, 0, 02, 0, 02)T .
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Nas variáveis x e y do sistema rápido, que apresentam burstings, aplicou-se a transfor-

mada wavelet cont́ınua (CWT), com a wavelet complexa de Morlet ψ(t) = exp

(−t2
2

)
exp(5it).

Detalhes sobre esta função wavelet e sobre a CWT podem ser encontrados em [1] e re-
ferências lá citadas. A análise do espectro global permitiu identificar a escala sM de maior
energia, a partir dos coeficientes wavelet complexos associados a essa escala calculou-se a
fase φM . Utilizando essa técnica de obtenção de fase, os peŕıodos existentes na série tem-
poral, cf. Fig. 2 foram identificados corretamente. Para efeitos de comparação, incluiu-se
também a fase φH , calculada via Transformada de Hilbert; neste caso, apesar da cor-
reta identificação dos peŕıodos existentes, a fase calculada apresenta variadas flutuações e
ausência de crescimento linear, conforme esperado no caso de séries periódicas.
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Figura 1: A escala sM = 1350 é a de maior energia e foi usada para o cálculo da fase φM .

3 Conclusão e Trabalhos Futuros

Com o uso da CWT identificou-se corretamente os peŕıodos existentes em séries com
ocorrência de burstings. Essa metodologia se mostrou superior a metodologia de Hilbert
para este caso, uma vez que o incremento da fase calculada em cada peŕıodo aconte-
ceu de modo linear. Como possibilidade de trabalhos futuros citamos a aplicação desta
metodologia em dados reais relativos a sistemas biológicos e/ou qúımicos.
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APÊNDICE F - DEMONSTRAÇÕES DE TEOREMAS

Neste Apêndice apresenta-se as demonstrações dos principais aspectos teóricos apre-
sentados nos Capítulos (2) e (3) como Teoremas, Lemas, Proposições e Corolários.

F.1 Capítulo 2

Lema 2.1

Para o item (b) recomenda-se a prova descrita em (DAUBECHIES, 1992). Apresentar-
se-a apenas a demonstração para o item (a). De modo direto, basta computar a
Transformada de Fourier para a função ψ(t) para a qual a condição (I) da Defini-
ção 2.1 é satisfeita. Tem-se:

ψ̂(ω) = 1√
2

∫ ∞
−∞

ψ(t) exp(−ı ωt) dt, (F.1)

para todo ω. Em particular, tomando ω = 0 na Equação F.1 obtém-se ψ̂(0) = 0.

Teorema 2.1

Basta mostrar que 2.6 é o único máximo local para a função ψ(ω; β, γ). Para isso
deve-se provar que (a) ωβ,γ é o único ponto crítico para ψ(ω; β, γ) e que (b) a
derivada segunda de ψ(ω; β, γ) é negativa para ωβ,γ.

Para demonstrar (a), como a derivada da função U(ω) é igual a 1 (DAVIES, 2012),
pela regra do produto para a derivação tem-se

dψ(ω; β, γ)
dω

= κ

(
dψ

dω
(ωβ)

)
exp−ωγ +ωβ

(
dψ

dω
(e−ωγ )

)
, (F.2)

ou seja,
dψ(ω; β, γ)

dω
= κ

(
βωβ−1 e−ω

γ − ωβ e−ωγ γωγ−1
)
. (F.3)

Sendo a exponencial e−ωγ e ωβ−1 fatores comuns para os termos da Equação F.3
segue que

dψ

dω
ψ(ω) = k e−ω

γ

ωβ−1 [β − γωγ] , (F.4)

e, considerando que κ e−ωγ ωβ−1 nunca se anula, deve-se ter

β − γωγ = 0 =⇒ ω(β, γ) = (β/γ)(1/γ),

sendo este o único ponto crítico para a wavelet de Morse.
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Para demonstrar (b), computando-se a derivada segunda de ψ(ω; β, γ) tem-se

d2 ψ(ω; β, γ)
dω2 ψ(ω) = dψ

dω
(κ e−ωγ ) [β − γωγ] + κ e−ω

γ dψ

dω
[β − γωγ] , (F.5)

que se reescreve como

d2 ψ(ω; β, γ)
dω2 ψ(ω) = −κ e−ωγ γωγ−1 (β − γωγ) + κ γ−ω

γ (−γ2ωγ−1)

= κ e−ω
γ (γωγ − β)(γωγ−1) − κ γ−ωγ (γ2ωγ−1)

= (κ e−ωγ γωγ−1) (γωγ − γωγ−1 − β)

= (κ e−ωγ γωγ−1) (γωγ−1(ω − 1)− β)

= f(ω)g(ω),

(F.6)

em que f(ω) = κ e−ω
γ
γωγ−1 and g(ω) = γωγ−1(ω − 1)− β.

Como f(ω) é positiva para todo ω basta mostrar que g(ω) < 0 em ω = ω(β, γ).

De fato,

g(ω(β, γ)) = γ


(
β

γ

)1
γ


γ−1

(
β

γ

)1
γ − 1

− β

= γ

(
β

γ

)γ − 1
γ

(
β

γ

)1
γ − γ

βγ
γ − 1
γ

− β

= γ

(
β

γ

)
− γ

βγ
γ − 1
γ

− β = β − γ

βγ
γ − 1
γ

− β

= −γ

βγ
γ − 1
γ

 < 0.

(F.7)

Lema 2.2

Partindo-se do primeiro membro da Equação 2.10 mostrar-se-á a validade do Lema
ao obter-se o segundo membro. Nesta demonstração também escrever-se-á

∫
R
f(t) dt

ao invés de
∫ ∞
−∞

f(t) dt para tornar as expressões mais sucintas.

Seja M o primeiro membro da Equação 2.10. De acordo com a Equação 2.9 pode-se
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reescrevê-lo como

M = a
∫
R

∫
R

(∫
R
f̂(ω)ψ̂(aω) exp(−ıτω) dω

)(∫
R
ĝ(ω)ψ̂(aω) exp(ıτω) dω

)
da

a2 dτ,

(F.8)

Os conteúdos do primeiro e do segundo parênteses da Equação F.8 podem ser lidos
como a transformada de Fourier de F (ω; a) e o conjugado da transformada de Fourier
de G(ω; a), ambas multiplicadas por

√
2π, e vistas como funções da variável ω mas

também dependentes do parâmetro real a, sendo definidas como

F (ω; a) = f̂(ω)ψ̂(aω) e G(ω; a) = ĝ(ω)ψ̂(aω), (F.9)

de modo que a Equação F.8 assume a forma

M = 2πa
∫
R

∫
R
f̂(ω) ĝ(ω) |ψ(ωa)|2da

a2 dω. (F.10)

Invertendo a ordem de integração, uma vez que a é uma constante e as funções
f̂(ω) e ĝ(ω) são contínuas com derivadas primeiras também contínuas, tem-se

M = 2π
∫
R

|ψ(ωa)|2
a

da
∫
R
f̂(ω) ĝ(ω) dω. (F.11)

Como
2π
∫
R

|ψ(ωa)|2
a

da

exprime a condição de admissibilidade para a wavelet ψ(t) e
∫
R
f(ω) g(ω) dω

é o produto interno usual em L2(Ω), decorre da Equação F.1 e do Teorema A.4 que

M = Cψ < f(t), g(t) >, (F.12)

o que conclui a demonstração.

Teorema 2.2

Seja f(t) ∈ L2(Ω) a função definida no enunciado e considera-se uma função g(t)
não nula para a qual valem as mesmas hipóteses impostas para a função f(t). Pelo
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Lema 2.2 e pela Equação A.4 que define o produto interno em L2(Ω), tem-se:

< f(t), g(t) > =
∫ ∞

0
f(t)g(t) dt

=
∫ ∞

0

1
Cψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wψ
f (a, τ)ψa,τ (t)g(t) dt dτ da

a2 .
(F.13)

Sendo g(t) não nula e considerando a unicidade do produto interno, da Equação F.13
obtém-se

f(t) = 1
Cψ

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

Wψ
f (a, τ)ψa,τ (t) dτ

da

a2 . (F.14)

Teorema 2.3

Considerando-se o Lema 2.2 e fazendo g(t) = f(t) na Equação 2.10, tem-se

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wψ
f (a, τ)Wψ

f (a, τ) da
a2 dτ = Cψ < f(t), f(t) >, (F.15)

ou seja, ∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt = 1

Cψ

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

E(a, τ) da
a2 dτ. (F.16)

Proposição 2.2

Deseja-se que a gapped wavelet ψ̃a,τ (t) seja admissível, isto é, que ela tenha a pro-
priedade de média nula através da correção numérica em sua parte oscilatória ha,τ .
Considerando as Equações 2.20, 2.21 e 2.22, deve-se ter:∫ ∞
−∞

ψ̃a,τ (t)− C(a, τ)ζa,τ (t) dt =
∫ ∞
−∞

ζa,τ (t)ha,τ (t)− C(a, τ)ζa,τ (t) dt

=
∫ ∞
−∞

ζa,τ (t)ha,τ (t) dt− C(a, τ)
∫ ∞
−∞

ζa,τ (t) dt = 0.

(F.17)

Isolando C(a, τ) na Equação F.17 e usando 2.20 com a suposição adicional de que
ζa,τ (t) é não nula no suporte K onde a wavelet está definida, segue o resultado:

C(a, τ) =

∫ ∞
−∞

ψ̃a,τ (t) dt∫ ∞
−∞

ζa,τ (t) dt
. (F.18)
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F.2 Capítulo 3

Proposição 3.1

As propriedades d) , e) e f) da Definição 3.2 implicam que as funções do conjunto
B = {φjk(t) = φ(2jt − k)j,k∈Z, } formam uma base de Riesz para o subespaço V j

sendo φ(t) um múltiplo escalar de φjk(t); particularmente isto implica que a medida
de energia em ambas, no sentido de Parseval, é a mesma. Considerando α ∈ R como
a constante de proporcionalidade entre φ(t) e φj,k(t), tem-se:

∫ ∞
−∞

φ(t)φ(t) dt = α2
∫ ∞
−∞

φ(2jt− k)φ(2jt− k) dt. (F.19)

Fazendo a mudança de variável u = 2jt− k segue da Equação F.19 que
∫ ∞
−∞

φ(t)φ(t) dt = α2
∫ ∞
−∞

φ(u)φ(u) 2−j du,

ou seja, ∫ ∞
−∞

φ(t)φ(t) dt = α2

2j
∫ ∞
−∞

φ(u)φ(u) du

de onde α = 2j/2 estabelecendo a Equação 3.8.

Proposição 3.2

Apresentar-se-á a prova para o item a) uma vez que b) tem demonstração análoga.
A Equação 3.11 implica que

∫ ∞
−∞

φ(t) dt =
√

2
∑
k

h(k)
∫ ∞
−∞

φ(2t− k) dt.

Fazendo a mudança de variáveis u = 2t− k nesta igualdade, tem-se
∫ ∞
−∞

φ(t) dt =
√

2
∑
k

h(k)
∫ ∞
−∞

φ(2t− k) du2

e portanto, √
2

2
∑
k

h0(k) = 1 (F.20)

de onde segue o resultado.
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