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RESUMO

Esta tese apresenta aplicagoes das Transformadas Wavelet Continua e Discreta na
andlise de dados tipicos de Geofisica Espacial com falhas e a Sistemas Dinamicos
Caoticos com Multiplas Escalas de Tempo. No caso dos dados de Geofisica Espacial
definem-se diferentes padroes de falha em relacdo ao comprimento e a localizagao
temporal em um conjunto de eventos HILDCAA (High-intensity, Long-Duration,
Continuous AE Activity) utilizados como estudo de caso. Analisam-se as relagoes
existentes entre os padroes de falha, o conjunto de frequéncias espurias introduzido
nos resultados via andlise tempo-escala padrao, em que sao realizados tratamen-
tos via métodos numéricos de interpolacao na eliminacao das falhas. Os resultados
sao comparados aos resultados via técnica wavelet adaptativa em que nao ha a
aplicagao de pré-processamentos numéricos. Sobre os Sistemas Dinamicos Cadticos
com Multiplas Escalas de Tempo propoe-se duas metodologias inéditas: uma para
a construcao de aproximacoes das dindmicas lenta e rapida e outra para a detec-
¢ao da sincronizagao, via travamento de fase entre as respectivas dinamicas lenta e
rapida presentes em redes de osciladores cujas dindmicas exibem diferentes escalas
de tempo. Adicionalmente, estas metodologias sao aplicadas em dados sintéticos e
experimentais como validagao. Os dados sintéticos relacionam-se com osciladores do
tipo Hindmarsh-Rose e os experimentais com osciladores eletroquimicos. Em ambos
os casos a dinamica lenta é cadtica e a rapida é caracterizada por burstings ao longo
do tempo e o acoplamento considerado nas redes estudadas é global. Os resultados
da pesquisa indicam que o tratamento de falhas pequenas e/ou médias em relagao
ao comprimento da série temporal com interpolacoes lineares ou polinémios ctibicos
de Hermite apresenta resultados equivalentes ao uso da técnica wavelet adaptativa
e que o uso de splines cubicos nao é recomendado para o tratamento de falhas em
nenhum caso. Com relagdo aos sistemas com miiltiplas escalas de tempo as metodo-
logias baseadas em wavelets tanto para a separacao das diferentes dinamicas quanto
para a investigacao da sincronizagao se mostram eficazes e tteis particularmente no
caso experimental.

Palavras-chave: Dados com Falha. Transformadas Wavelet. Wavelet Adaptativa. Di-
namicas Lenta e Rapida. Sincronizacao Total e Parcial.
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WAVELET TRANSFORMS IN SIGNAL ANALYSIS WITH GAPS
AND IN SYNCHRONIZATION DETECTION OF SLOW AND FAST
DYNAMICS TO CHAOTIC MULTIPLE-TIME SCALES
DYNAMICAL SYSTEMS

ABSTRACT

This thesis presents applications of Wavelet Transforms in the analysis of typical
data set of Space Geophysics with gaps and in Chaotic Multiple Time-Scale Dy-
namical Systems. In the case of Space Geophysics, we define different gap patterns
related to your relative length and time localization and we consider a large data set
about HILDCAA (High-intensity, Long-Duration, Continuous AE Activity) events
as a case study. We analyze the relations among the gap patterns, the spurious
frequency set introduced in results with standard wavelet analysis, and the numer-
ical pre-processing with interpolations in the gap regions. Besides, we compared
these results with the adaptive wavelet technique which there is not any numerical
pre-processing. Regarding the Chaotic Multiple Time-Scale Dynamical Systems, we
propose two new methodologies. The first one is used to build approximations to
slow and fast dynamics, and the second one is used to make the synchronization
detection in the phase block sense between the correspondents fast and slow dy-
namics in oscillator networks whose dynamics shows these two different dynamics.
Additionally, these methodologies are applied in synthetic and experimental data
sets as a validation method; the first one related to Hindmarsh-Rose oscillators and
the second one related to electrochemistry oscillators. In both cases the slow dy-
namic is chaotic, the fast dynamic is characterized by burstings over time, and the
coupling network is global in all considered cases. The results indicates that the for
gaps will small lengths in relation to length of analyzed time-series to use linear or
cubic polynomial Hermite interpolations are equivalent to use of gapped wavelet and
that the use of cubic splines in interpolation process is not recomended in any case
of gap in time-series. In relation of multiple-time scale systems the methodologies
based in wavelet tecniques are useful to separation of the different dynamics and to
of investigation of synchronization and, particularly usefull in experimental cases.

Keywords: Gaps in Data Sets. Wavelet Transform. Gapped Wavelets. Slow and Fast
Dynamics. Partial and Complete Synchronization.
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1 INTRODUCAO

A area de processamento de sinais tem ganhado relevancia nos tultimos anos nas
areas académica, cientifica, industrial e financeira, para citar apenas algumas, em
que faz-se necessario tratar um volume cada vez maior de dados extraindo destes
as informacoes relevantes e/ou de interesse através de ferramentas computacionais
de alta capacidade e acurdcia de analises e cujas implementacoes baseiam-se em

métodos matematicos que permitem o processamento, muitas vezes, em tempo real.

Até o inicio da década de 1980 os métodos de andlise e tratamento de sinais de-
senvolvidos e utilizados fundamentavam-se matematicamente, em grande parte, na
Transformada de Fourier introduzida pelo matematico francés Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768 - 1830) em uma pesquisa sobre a condugao de calor (KORNER, 1989).

Em uma perspectiva tedrica, esta Transformada tem a capacidade de decompor a
informagao contida em um sinal qualquer fazendo uso de uma base exponencial

complexa e, deste modo, detectar o conjunto de frequéncias presente.

Para sinais estaciondrios e periddicos, cujo conteido frequencial permanece cons-
tante ao longo do tempo, a Transformada de Fourier é, por exceléncia, o instrumento
adequado para a andlise, tratamento e extracao de informagoes relevantes. Contudo,
como sua base exponencial complexa nao possui localizagao no dominio do tempo
seu uso impode limitagoes em seu uso para a analise de sinais nao estacionarios, caso

em que o conjunto de frequéncias varia ao longo do tempo.

Em parte, tais limitagoes sao minimizadas pelo uso da Transformada Janelada de
Fourier (GRAFAKOS, 2008; BLOOMFIELD, 2004) em que escolhe-se uma fungao real
suportada em um intervalo de comprimento finito da reta, denominada funcao janela,
e entao com seu uso ganha-se localizacao temporal para a base exponencial complexa

de Fourier.

Este ainda nao é o caso ideal para a analise no caso de sinais nao estacionarios
principalmente por que, uma vez escolhida a funcao janela, ndo existe a possibilidade
de sua alteracao durante toda a anélise ou, em outras palavras, de alterar a resolugao

em tempo e em frequéncia definida via funcao janela.

No inicio dos anos 1980 ao estudar-se sinais nao estacionarios relativos a fenémenos
geo-sismicos utiliza-se, pela primeira vez, nao se considera uma funcao base para
a analise que nao a base exponencial complexa também ondulatoria mas bem lo-

calizada no tempo, isto é, nao nula apenas em um intervalo compacto da reta real



(MORLET et al., 1982a; MORLET et al., 1982b), momento em que o geofisico Jean
Morlet (1931 - 2007) unifica ideias ja existentes em diversos campos e langa as bases
do que hoje a comunidade cientifica conhece como analise de wavelets ou analise

tempo-escala.

Posteriormente, em trabalho conjunto com o matemdtico Alex Grossmann (1930 -
2019), a representacdo de sinais nestas novas bases é estabelecida de modo rigo-
roso dentro de uma perspectiva matematica para o espaco das fungoes quadrado
integraveis (GROSSMANN; MORLET, 1984).

Estas novas funcoes base para a analise de um sinal, denominadas func¢oes wavelet,
correspondem geometricamente a oscilagoes de média nula definidas em um suporte
compacto da reta real e que, através de sucessivas dilatagoes/contragoes emulam
diferentes frequéncias, permitindo assim, a andlise de sinais nao estacionarios, em
diferentes niveis de resolucao frequencial e, intuitivamente, funcionando como mi-
croscOpios matematicos ao revelar estruturas de energia, no sentido fisico, nos instan-
tes de tempo em que elas surgem ou desaparecem (KUMAR; FOUFOULA-GEORGIOU,
1997).

A partir dai, desenvolve-se rapidamente a nocao da Transformada Wavelet Continua
inspirada na definicao da Transformada de Fourier e novas ferramentas para a analise
e processamento de sinais sao desenvolvidas como, por exemplo, o escalograma e o
espectro global wavelet, baseados nos conceitos de periodograma e de espectro de
poténcia desenvolvidos e utilizados em conjunto com a Transformada de Fourier,
mas com diferencas significativas; por exemplo, o espectro global wavelet, apesar
de tratar-se de uma versao suavizada do espectro de Fourier apresenta vantagens
ao permitir, por exemplo, a leitura das rajadas existentes em altas frequéncias de
maneira mais clara (DAUBECHIES, 1992).

Simultaneamente ao reconhecimento das wavelets por suas aplicacoes, o desenvolvi-
mento da teoria da Analise Multirresolucao implica em uma importante mudanca de
paradigmas tanto para a teoria quanto para as aplicacoes das wavelets; com esta nova
abordagem, torna-se possivel construir fun¢ées wavelet com propriedades desejadas e
previamente construidas para o processamento de um sinal especifico (DAUBECHIES,
1992), permitindo tratar a anélise de wavelet como um problema de filtragem em
que tais fungoes como filtros passa-banda (MALLAT, 1989). Fundamentalmente es-
tes conceitos estabelecem as bases tedricas para a versao discreta da Transformada
Wawvelet.



Desde os trabalhos originais de Jean Morlet até o inicio dos anos 1990 a analise de
wavelets via respectivas Transformadas Continuas e Discretas, desenvolve-se baseada
principalmente no sucesso de sua aplicacdo em areas distintas como filtragem de
imagens (ANTONINI et al., 1992) e reconhecimento de padroes (MALLAT, 1991), para

citar apenas duas.

Em trabalho seminal publicado em 1992, a fisica e matematica belga Ingrid Dau-
bechies (1954 - ) estabelece a andlise de wavelets em bases matematicas formais
tornando, desta maneira, o estudo das wavelets em uma subarea também da Mate-
mética, em particular das Anélises Harmonica e Funcional (DAUBECHIES, 1992). A
publicacdo de um algoritmo computacionalmente eficaz, rapido e estavel, no sentido
de permitir a reconstrucao do sinal a partir da andlise feita para a Transformada

Wavelet Discreta implica no completo estabelecimento desta drea (MALLAT, 1989).

Uma vez desenvolvida a fundamentagdao matematica, uma profusao de métodos e
técnicas baseadas nas wavelets passa a ser desenvolvida de modo consideravel em
que cada area do conhecimento, dada a versatilidade destas func¢oes e da anéalise

multirresolucao, desenvolve e adapta as técnicas conforme suas necessidades.

Um cléssico exemplo disto é a versao adaptativa da Transformada Wawvelet Continua,
desenvolvida para a analise de sinais com falhas, muito comuns na area de Geofisica
Espacial e Astronomia, publicada inicialmente em periédicos destinados a geofisicos
e astronomos (FRICK et al., 1997; FRICK et al., 1998).

Dado o interesse crescente dos fisicos e engenheiros no comportamento cadtico, des-
coberto inicialmente pelo meteorologista Edward Norton Lorenz (1917 - 2008) em
1967, menos de 30 anos antes do desenvolvimento formal da teoria de wavelets, tra-
balhos relacionando os dois conceitos rapidamente emergem na Fisica (PERMANN;
HAMILTON, 1992; DING et al., 1999; TEICH et al., 1995) e podem ser, mais recente-
mente, encontrados em areas diversas em que o caos também se manifesta como a
biomedicina e andlise de imagens (LIU et al., 2018; AN; LIU, 2019) além do mercado
financeiro (LAHMIRI; BEKIROS, 2020).

Na recente area da complexidade, em que o conceito e o problema de investigagao
centrais sdo o de sincronizagao e o de sua detecgdo (PIKOVSKY et al., 2003) entre os-
ciladores de dindmicas nao lineares nos casos de maior interesse, a teoria de wavelets

também tem se mostrado rica em aplicagoes.



Considerando que, no contexto da teoria da complexidade é comum fazer-se a ana-
lise de redes de osciladores acoplados e buscar entender como estes se comportam
quando vistos como um elemento tinico e como as interagoes entre estes ocorrem,
a andlise de wavelet tem sido aplicada com sucesso (KISS et al., 2006; FERREIRA et
al., 2015; FERREIRA et al., 2017; LUO et al., 2019; GUPTA et al., 2019; EVSTIFEEV;
MOSKALENKO, 2020).

Os osciladores, a que se faz referéncia no paragrafo anterior, podem ser modelados
teoricamente por sistemas de equagoes diferenciais, (no caso deste trabalho, ordina-
rias) sendo a respectiva rede construida considerando um acoplamento ou interagao
entre as varidveis dos diferentes sistemas que representam os osciladores utilizados

durante o processo de integragao numérica.

No caso real, osciladores sao compreendidos como qualquer fendmeno que admite
algum ritmo como relégios de péndulo, circuitos elétricos, vaga-lumes em bando,
passaros em revoada, batimentos cardiacos, aplausos, comunicagao entre neurénios e
entre redes de computadores s para citar alguns exemplos (PIKOVSKY et al., 2003).
Trata-se, portanto, de um conceito amplo e presente nas mais diversas areas da

ciéncia.

Dentro deste panorama altamente interdisciplinar propoe-se este trabalho, desen-
volvido na intersecao da teoria de wavelets, dos sistemas dinamicos cadticos, da

complexidade e do processamento de sinais.

Investiga-se o processamento de sinais na presenca de falhas via técnicas wavelet
buscando analisar as relagoes que podem ser estabelecidas entre os resultados da
analise de wavelets quando aplica-se uma etapa de pré-processamento destes sinais
com métodos numéricos de interpolagdo para a eliminacao do conjunto de falhas
existentes e quanto faz-se uso da técnica wavelet adaptativa, em que nao hé o pré-

processamento numérico.

Também sdo apresentadas aplicagoes das Transformadas Wawvelet Continuas e Dis-
cretas na determinacdo de aproximagoes de diferentes dindmicas presentes em sis-
temas com multiplas escalas temporais cujas andlises, também por técnicas wavelet
simplificam a compreensao do sistema/fendmeno completo que sdo particularmente
uteis na analise de dados experimentais uma vez que o uso de tais aplicagoes exige
apenas o conhecimento de uma série temporal unidimensional relacionada com o

sistema /fendmeno que se deseja investigar.



Contribuigoes Originais desta Tese

a)

Analisar as relagoes entre falhas existentes em séries temporais e os re-
sultados da andlise tempo-escala, estabelecendo, via estudo de caso, uma
separacao entre situagoes em que o pré-processamento numérico das falhas
nao altera os resultados da andlise daquelas em que os resultados dei-
xam de ser confidveis devido a introducao de efeitos espirios no conteido
frequencial detectado de modo que o uso da técnica wavelet adaptativa

apresenta-se como a ferramenta de analise.

Propor uma metodologia, via Transformada Wavelet Continua, para apro-
ximar diferentes dindmicas presentes em sistemas com multiplas escalas
de tempo, isolando-as e tornando possivel, deste modo, a decomposicao
do sistema completo em sub-dindmicas que sao subjacentes a ele com o
objetivo de simplificar a compreensao da dinamica complexa apresentada

pelo sistema.

Apresentar uma metodologia, via combinac¢ao das Transformadas Wavelet
Continua e Discreta, para a detecgao da sincronizacao entre as diferentes
dinamicas presentes em sistemas cadticos com multiplas escalas de tempo
uma vez que a sincronizacao de um comportamento dindmico nao implica

obrigatoriamente na sincronizacao do outro.

Termina-se esta Introducao com a descricao da organizagdo e estruturagao desta

tese em que se apresenta resumidamente o contetido presente em cada Capitulo e

Apéndice presentes.

Organizacao do Trabalho

O trabalho encontra-se estruturado em duas partes. A primeira, constituida pelos

Capitulos 2 , 3 e 4, apresenta-se toda a fundamentacao tedrica deste trabalho que

é complementada pelos Apéndices A , B, C, D e F. A segunda parte apresenta os

resultados do trabalho nos Capitulos 5 e 6 e é complementada pelo Apéndice E.

Uma breve descri¢ao do conteido de cada Capitulo e Apéndice encontra-se listada

a seguir.

O Capitulo 2 apresenta formalmente as fun¢des wavelet e a Transformada
Wavelet Continua em que se d4 énfase as wavelets de Morlet e de Morse,

utilizadas neste trabalho e portanto, abordadas com maiores detalhes. Por



completude, o Apéndice A apresenta uma breve introducao aos dominios
do tempo e da frequéncia cuja leitura é indicada como um pré-requisito ao

apresentado no Capitulo.

e O Capitulo 3 apresenta a Transformada Wavelet Discreta e a anédlise mul-
tirresolugao com énfase na Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree
utilizada como parte da fundamentacao das aplicacoes apresentadas. Nos
Apéndices B e D apresentam-se complementos tedricos a este Capitulo em
que faz-se uma introducao ao conceito de convolucao discreta e um breve
estudo dos filtros e fungoes wawvelet utilizadas na aplicacao da Transfor-

mada Wavelet Complexa Dual-Tree, respectivamente.

e O Capitulo 4 dedica-se aos conceitos fundamentais da area de sistemas
dindmicos, caos, sincronizag¢ao e sua detecgao no sentido de travamento de
fase. Faz-se também uma abordagem matematica dos sistemas dinamicos
com multiplas escalas de tempo, explicitamente fazendo-se uso de elemen-
tos da Teoria das Perturbagoes Singulares tornando possivel compreender
como duas ou mais dinamicas distintas podem manifestar-se simultanea-

mente em um mesmo sistema.

e O Capitulo 5 apresenta os resultados do estudo sobre a categorizagao das
falhas e a adequacao ou nao do uso de métodos numéricos interpolatérios no
tratamento destas com suas implicacoes nos resultados da analise tempo-
escala considerando particularmente dados relacionados com a Geofisica

Espacial

e O Capitulo 6 apresenta as metodologias propostas para a separagao das
dindmicas em sistemas com multiplas escalas e para a deteccao da sin-
cronizacao entre as diferentes dinamicas seguida das aplicagoes destas em
dados sintéticos e experimentais descritos no inicio do Capitulo. Os resul-
tados obtidos indicam que os métodos sao capazes de gerar aproximagoes
para cada diferente comportamento dinamico presente preservando a com-
plexidade do sistema analisado e tornando, deste modo, possivel a correta

deteccao ou nao da sincronizagao via travamento de fase.
e O Capitulo 7 descreve as conclusoes deste trabalho.
O Apéndice C descreve o método de construcao dos filtros associados as fungoes

wavelet, de acordo com Daubechies (1992) e apresenta o cddigo open source para

a geracao de funcoes wavelet via design de filtros com propriedades desejadas e



utilizado também para a visualizagao das fungdes wavelet e escala associadas aos
filtros criados. Seu uso ¢é exemplificado de modo a demonstrar que se trata de um
codigo de utilizagao altamente intuitiva, exigindo do usuario apenas um argumento

de entrada.

O Apéndice E lista os eventos cientificos e congressos dos quais o autor desta tese
participou durante o doutorado e apresenta as publicac¢oes realizadas. O Apéndice F
contém as demonstracoes dos principais fundamentos teéricos descritos nos Capitu-
los 2 e 3.

No Anexo A encontram-se as autorizacoes expressas de reproducao nesta tese dos
dois artigos completos publicados em peridédicos internacionais editoriados respecti-
vamente pelo American Institute of Physics e pela Springer além do trabalho com-
pleto e resumos publicados em alguns volumes da colecao Proceeding Series of the
Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics editoriado pela Socie-
dade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional (SBMAC).
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FUNDAMENTACAO TEORICA






2 TRANSFORMADAS WAVELET CONTINUAS

Este capitulo apresenta, dentro de uma perspectiva matematica, tedrica e aplicada
a transformada wavelet continua (CW'T, do inglés Continuous Wavelet Transform).
As fungoes wavelet sao definidas formalmente na Secao 2.1. As funcgoes wavelet de
Morlet e de Morse, utilizadas na obtencao dos resultados descritos no Capitulo 5, sdo
definidas e apresentadas detalhadamente na Secao 2.2. Considerando as duas pri-
meiras se¢oes como uma breve introducao as wavelets, a Secao 2.3 apresenta a CWT
e algumas de suas principais propriedades. A forma adaptativa desta transformada,
desenvolvida especialmente para lidar com dados experimentais que apresentam fa-
lhas sendo também 1til na andalise de sinais nao peridédicos é apresentada na Se¢ao
2.4.

Parte da notacao usada ao longo deste trabalho é fixada neste capitulo e no Apén-
dice A em que se apresenta uma breve introdugdao aos dominios do tempo e da
frequéncia, cujas definicdes sao importantes para a compreensao deste trabalho. Os
termos funcao, sinal ou série temporal sao usados como equivalentes havendo prefe-
réncia pelo uso do primeiro nos casos em que aspectos formais da teoria matematica
sao abordados e pelos demais quando hé referéncia aos métodos e/ou técnicas uti-

lizados em dados experimentais e nos resultados obtidos.
2.1 Funcgoes wavelet

Nesta secao apresenta-se uma classe especial de fung¢oes f dentro do espago das fun-
¢oes quadrado integraveis L*(2) em que Q = R ou Q = C; trata-se das denominadas

funcoes wavelet.

Em uma perspectiva geométrica as wavelets sao caracterizadas por serem fungoes que
exibem comportamento oscilatério em um subconjunto fechado e limitado K contido
em seu dominio D anulando-se em qualquer ponto nao pertencente a K. Deste modo,
sao fungoes bem localizadas no dominio do tempo e, consequentemente, também
no dominio da frequéncia ainda que limitagoes existam e sejam consequéncias do
Principio da Incerteza de Heisenberg (FARGE, 1992) sendo o equivalente fisico da

pesquisa de Fourier que relaciona

A boa localizacao das wavelets no tempo as difere da base exponencial complexa
da Transformada de Fourier e é exatamente esta diferenca que as tornam tuteis na
analise de sinais de naturezas diversas (estacionarios, nao-estacionarios, com ruidos,

cadticos, etc.) sendo bastante ricas em aplicagdes.

11



O desenvolvimento tedrico das fungoes wavelet é relativamente recente, tendo sido
explorado principalmente a partir do inicio dos anos 1980 conectando ideias e con-
ceitos ja existentes de modo esparso na matematica pura, na matematica aplicada,

na fisica, na engenharia e na computagao cientifica (DAUBECHIES, 1996).

Definigao 2.1. Considere (t) € L*(Q) em que Q =R ou Q = C ndo nula apenas
em um compacto K C Q. Define-se 1(t) como uma fungao wavelet se as duas

condigoes a sequir sao simultaneamente satisfeitas:
(1) / b(t) dt = 0.

an [P =1.

A condigao (I) estabelece que 1(t) tem média nula, propriedade conhecida como

condicao de admissibilidade.

Ela assegura a existéncia de comportamento oscilatério sobre o compacto K em que

ela estd definida e implica que $(0) = 0, conforme o item (a) do Lema 2.1 abaixo.

Lema 2.1. Seja ¢(t) € L*(Q) uma fungio wavelet. Entdio, a condi¢io (I) da Defi-

nicao 2.1 é equivalente as duas sequintes condigoes:

(a) ¥(0) = 0.

(b) Cy =27 /O:O W’(j’)lQ dw < 00

O item (b) do Lema 2.1 tem relevancia teérica uma vez que na Sec¢ao 2.3, quando
apresentar-se a Transformada Wavelet Continua, ver-se-a que a possibilidade de in-
versdo para esta Transformada esta diretamente relacionada com o conhecimento
do valor numérico da constante de admissibilidade C.,, proprio para cada (t) con-
siderada. Na pratica, por simplicidade, basta verificar se a condi¢cdo de média nula

é satisfeita ao invés de considerar-se as duas condigoes dadas pelo Lema 2.1.

A condigao (IT), geralmente denominada condigao de energia unitéria, assegura que
o comportamento oscilatério da func¢ao ¢(t) tem localizagdo temporal, decaindo e

tendendo rapidamente a zero em K¢.
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A Figura 2.1 apresenta uma das fungdes wavelet mais conhecidas. Trata-se de uma
possivel expressao para a wavelet complexa de Morlet ¥y (t):

1 —t?

Uar(t) = o5 OXP (1wot) exp <2>, (2.1)

em que wy ¢ um parametro adimensional e considerado, na Figura 2.1, igual a 2.

Figura 2.1 - Wavelet complexa de Morlet e seu envelope gaussiano.

—Imag (3(t))
—Real (3(t))

—Envelope

0.6r

1y () (@, = 2m)

-0.61

4 0 4
t

Fonte: Producao do autor.

Outras expressoes para esta mesma funcao wavelet encontram-se compiladas na
Tabela 2.2. A funcao ¥y, (t) dada pela Equacao 2.1 estd plotada na Figura 2.1 em
que suas partes real e imaginarias estao representadas, respectivamente, em azul e
vermelho. Observe a existéncia de um deslocamento de fase angular igual a 7/2 entre

elas e que esta fungdo é suportada no compacto K = [—4,4|, aproximadamente.

Definigao 2.2. Seja ¢ (t) uma fungio wavelet definida em L*(Q). A frequéncia
central w. de ¥(t) € definida como sendo a frequéncia de sua ondula¢io mais pre-
ponderante e corresponde a frequéncia para a qual o espectro de Fourier, denotado

[(w)|2, apresenta mdzimo global.

O computo da frequéncia central de 1 (t) é feito aplicando-se a Transformada de
Fourier e em seguida identificando a frequéncia para a qual o espectro de poténcia
apresenta valor maximo. Como ilustracao, considere a wavelet de Morlet como defi-
2

nida em 2.1 cujo espectro de poténcia |S(w)|* foi calculado usando a Transformada

de Fourier. A Figura 2.2 ilustra a frequéncia central w. para 1,,(t) definida por 2.1.
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Figura 2.2 - Frequéncia central w,. para ¥ys(t) definida por 2.1.

1r 041
w =1.0Hz

c

=]
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t w (Hz)

Fonte: Producao do autor.

Cada 9 (t) define uma familia de fungbes wavelet caracterizada por dois pardme-
tros reais. O primeiro deles é positivo e geralmente representado pela letra a sendo
denominado parametro de escala e o segundo, representado pela letra 7 ¢ um para-
metro real de translacao no tempo. O parametro de escala controla o comprimento
do suporte compacto K em que a fungao ¢ (t) estd definida e deste modo controla,

geometricamente, dilatagoes e compressoes da fungao ¢ (t) sobre a reta real.

Escreve-se 9, ,(t) para se fazer referéncia a funcdo ¢(¢) comprimida ou dilatada
conforme se considera 0 < a < 1 ou a > 1 respectivamente e transladada 7 unidades
no tempo para a esquerda ou direita conforme o sinal do pardmetro seja respectiva-

mente negativo ou positivo.

Explicitamente, dados a > 0 e 7 nimeros reais, tem-se:

Yar(t) =1 <t — T) (2.2)

a

A variacao continua da dupla de pardmetros reais a e 7 ¢é suficiente para que ¥, (t)
cubra a reta real com diferentes comprimentos para o suporte K. Na Figura 2.3 é

possivel visualizar geometricamente os efeitos do parametro a.

Na mesma propor¢ao em que se varia o parametro de escala também ocorre a vari-

acao do comprimento do suporte K da funcao wavelet. Note que na Figura 2.3 os
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parametros a = 0,5 e a = 3,0 sao utilizados; isto implica que o comprimento do
suporte K comprime-se pela metade no primeiro caso e triplica seu comprimento

respectivamente.

Figura 2.3 - Efeitos da variacao do pardametro de escala em uma funcdo wavelet. Deslocadas
verticalmente para melhor visualizacao.

a=05e7=0

‘:2 a=1,0er7=0
>
la=3,0er=0
1 1 1 1 1 ]
-12 -4 -2 2 4 12

Fonte: Producao do autor.

O parametro de escala a é responsavel pela emulagao de pseudo-frequéncias w, que
relacionam-se com a frequéncia central da wavelet 1)(t) original pela equac¢ao (ABRY,
1997):

(2.3)

em que A(t) é o periodo de amostragem considerado.

A Figura 2.4 ilustra a acado da variagdo do pardmetro 7. Observa-se que ele apenas
afeta a localiza¢do em tempo da funcdo 1y, (t) deslocando-a a direita ou a esquerda
conforme o sinal do pardmetro 7: sendo 7 > 0 (7 < 0) ocorre uma translagao de 7

unidades a direita (esquerda).

Particularmente escolheu-se 7 = 10 (7 = —7) e isto provocou a translacao da fungao

¥ (t) em dez (sete) unidades a direita (esquerda).
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Figura 2.4 - Efeitos da variacdo do pardmetro de translacgdo em uma fungdo wavelet, con-
siderando a wavelet de Morlet.

a=1le7=10

a=1leT=0

b, ®

a=lerT=-7

Fonte: Producao do autor.

As fungoes wavelet também podem ser definidas diretamente no dominio da frequén-
cia. Como exemplo, podem ser citadas as de Meyer apresentadas no trabalho original
(MEYER, 1987) além das wavelets de Morse (LILLY; OLHEDE, 2012; LILLY; OLHEDE,
2010; LILLY; OLHEDE, 2009; OLHEDE; WALDEN, 2002).

Na Secao 2.2 as wavelets de Morlet e Morse sao apresentadas em detalhes pela

relevancia para este trabalho.
2.2  Wavelets de Morlet e Morse

Esta Secao apresenta, em detalhes, as wavelets de Morlet e de Morse devido a rele-

vancia delas nos resultados obtidos nesta pesquisa.

Enquanto ¢, (t) é definida no dominio do tempo, a wavelet de Morse se define direta-
mente em frequéncia com dependéncia de dois parametros reais v e 5 que controlam
seu comportamento oscilatorio e sua localizacao frequencial respectivamente; para

tornar explicita esta dependéncia a notagao ¥ (w; v, 5) é utilizada.

A funcao wavelet de Morlet nao é, estritamente falando, uma fungao wavelet pois

ela nao satisfaz a condi¢ao (I) da Defini¢ao 2.1; contudo, numericamente é possivel
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fazer com que ela satisfaga aproximadamente a condi¢ao de média nula escolhendo-se

apropriadamente o valor do parametro adimensional wy.

Tabela 2.1 - Admissibilidade numérica da wavelet de Morlet definida pela Equacao 2.1.

Pardmetro Adimensional Numericamente

[ Retww@)at| | [ mmag(otena| | [ ouite)at]

wo Admissivel
1,0 1,14 - 10" 0,00 1,14 - 10" Nio
2,0 2,55-107! 0,00 2,55-107! Nio
3,0 2,08-1072 0,00 2,08-1072 Nao
m 1,35-1072 0,00 1,35- 1072 Nao
4,0 6,76-107* 0,00 6,76- 1074 Nio
5,0 4,19-107° 0,00 4,19-107° Sim
6,0 3,93-107° 0,00 3,93-107° Sim
2 3,75-107° 0,00 3,75-107° Sim
7,0 3,54-107° 0,00 3,54-107° Sim
8,0 6,23-10°° 0,00 6,23-10°° Sim

Fonte: Producgao do Autor.

A Tabela 2.1 apresenta, utilizando arredondamento com duas casas decimais, os
resultados da integragdo numeérica da wavelet de Morlet para diferentes parametros
adimensionais wy. Escolheu-se integrar numericamente utilizando a regra do trapézio
(BURDEN; FAIRES, 2008) uma vez que a integracao algébrica de 2.1 ndo pode ser feita
analiticamente em termos das fungoes elementares pela presenca de uma funcgao

gaussiana em sua expressao.

Nota-se que a partir de wy > 5 ja se é possivel considerar, numericamente, a ad-
missibilidade da Equagao 2.1 como uma fungao wavelet. Vé-se ainda, com respeito a
Tabela 2.1, que a parte imagindria de ¥y (t) satisfaz numericamente a condigao de
média nula para qualquer parametro wy; isto pode ser visualizado geometricamente
na Figura 2.2 em que se pode observar que a parte imaginaria é quase simétrica pelo

eixo x, 0 que nao ocorre com sua parte real.

A Equacdo 2.1 ndo é a unica possivel para esta funcao wavelet existindo outras
difundidas pela literatura da area. Algumas destas expressoes explicitam a frequéncia
central w,, em Hertz, enquanto outras usam parametros adimensionais relacionados

com ela; outras, sao complexas enquanto algumas vezes se encontram referéncias
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sobre uma wavelet de Morlet real; algumas apresentam constantes de normalizacao
e ainda, outras introduzem termos adicionais para forgar a fungao ¥, () a satisfazer

numericamente a condi¢ao (I) da Defini¢ao 2.1.

A Tabela 2.2 apresenta algumas destas expressoes em que fez-se uso de um indice
i ={1,2,3,4,5} na notagao das diversas wavelets de Morlet de modo a diferencia-las
e também fazer referéncia sobre qual linha da Tabela 2.2 se esta fazendo referéncia.
A linha 1 indica a wavelet de Morlet definida em termos da frequéncia central w. = fy

com a presenca de um parametro de corre¢gao (ADDISON, 2017).

A linha 2 indica outra expressdo para Morlet em termos de um pardmetro adi-
mensional wg que satisfaz numericamente a definicdo de fungdo wavelet desde que
considerado maior ou igual a 5. Esta é a expressao dada na Equacao 2.1 e considerada

na Tabela 2.1 em que nao ha a presenca de qualquer constante de normalizacao.

Tabela 2.2 - Diferentes expressoes para a wavelet de Morlet.

Eq. Expressao Natureza Parametros (H:; t2) Referéncia
1 . —27 fo —t? ]
Yan, (1) e exp(2m 1 fot) — exp —5 ) e Complexa fo fo (ADDISON, 2017)
‘ 7152 wo
U, exp(twot) exp | — omplexa wp — ICK et al.,
b, (t) (vwot) 3 Compl; o (FRICK et al., 1998)
—t? —72o?
U, (t) Cexp (—2> (e:cp(z wt) — exp ( 1 >> Complexa C;o 2 (DAUBECHIES, 1992)
o
2)° 2mat
U, () exp -7 In2| exp T Complexa T; 1 (MORLET, 1983)
J
) 1 —t? 2m
Uiy (t)  —555 cos(at) exp -5 Real a o (TANG et al., 2010)
7028

Fonte: Produgéo do Autor.

A terceira das linhas apresenta uma versao de Morlet dependendo de dois parame-
tros; o primeiro deles, C', é uma constante de normalizacdo e o segundo, o esta rela-
cionado com a reproducao do comportamento de uma curva gaussiana em frequéncia
(DAUBECHIES, 1992). A quarta das linhas apresenta a forma original da wavelet de
Morlet (MORLET, 1983) em que ndo ha nenhuma constante de normalizagao e T; é

um parametro relacionado com o periodo médio da fungao ¥y, (t).
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Diferente de todas as possiveis expressoes para Morlet citadas acima, ainda pode-se
considerd-la como uma wavelet real, como mostrado na quinta linha (TANG et al.,

2010).

Ainda em referéncia a Tabela 2.2, definir-se-4 a funcao ¥y () como a wavelet de

Morlet considerada neste trabalho.

Definigao 2.3. Seja wy > 5 uma constante real adimensional. A wavelet de Morlet

Ya(t) € definida pela expressao

WYar(t) = exp(rwpt) exp <_2t2) : (2.4)

Nestas condigoes, por exemplo, considerando wy = 6 a frequéncia central de ¢, (t)
sera dada por

We = E ~ 0,9549 Hz.
2T

Figura 2.5 - Wawvelets de Morlet para diferentes parametros wy.

1
w0=2 w0=4
=
-1
1
w0=5 w0=6
=
-1
-4 0 4 4 0 4
t t

Fonte: Producao do autor.

A Figura 2.5 ilustra a importancia de se escolher wy > 5. Usando-se a Equagao 2.4
considerou-se quatro possiveis valores para wy (2, 4, 5 e 6) seguida da construgao

das respectivas wawvelets para cada escolha de wy.
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Os resultados do calculo da area sob as partes real e imaginaria indicam que: (a)
as partes imaginarias, plotadas em vermelho, possuem area cuja grandeza esta na
ordem de 107! sendo portanto, numericamente nulas e (b) as partes reais, plotadas
em azul, possuem areas cujas grandezas sao significativas com excecao dos casos em
que wy = 5 e wy = 6 j& possuem ordem de grandeza iguais a 1075, resultados bastante
proximos de zero como exigido em (I) da Definigdo 2.1 e em concordancia com o

apresentado na Tabela 2.1.

Definigao 2.4. Seja f € L*(C) uma fungdo quadrado integrdvel e continua. Define-
se f como uma funcao analitica se e somente se seu contetido frequencial é nulo, ou

seja, f(w) =0 para w < 0.

Vé-se da Definicao 2.4 que apenas fungoes complexas podem ser analiticas. A wa-
velet de Morlet é aproximadamente analitica de modo que seu espectro de poténcia
|S(w)|? apresenta pequenas magnitudes em frequéncias negativas e que na pratica

sao desconsideradas.

As wavelets de Morse, diferentemente das de Morlet, ndo se definem no tempo e sao
analiticas. Sao fungoes definidas diretamente no dominio da frequéncia. No restante

desta secao elas sao apresentadas.

Definicao 2.5. Sejam v e B parametros reais positivos e w uma varidvel em frequén-

cia. A wavelet de Morse ¥(w; 3,v) é definida por
Y(w; B,7) = wU(w) w’ exp(—w?), (2:5)

em que U(w) é a fungio generalizada degrau de Heaviside e k = 2(y3)?7 é uma

constante de normalizagdo.

O parametro real v controla o niimero de oscilagoes da onda no dominio do tempo e o
parametro (3 é responsavel pela localizagao em frequéncia, de modo que quanto maior
seu valor numérico, mais bem localizada em frequéncia é a correspondente v (w; 3, 7),
ou seja, maior é o suporte compacto da onda no tempo (LILLY; OLHEDE, 2012). A
Figura 2.6 apresenta a resposta em frequéncia para algumas possiveis escolhas dos

parametros 3 e 7.

Para  suficiente grande, a escolha de v = 3 implica em ser a correspondente wavelet
de Morse um filtro passa-banda cujas simetria e concentracdo em tempo-frequéncia
sao as melhores possiveis, além de possuir todas as boas propriedades de uma func¢ao

gaussiana como, por exemplo, a simetria em frequéncia.

20



Figura 2.6 - Wavelets de Morse para v € {1,3,10} e 5 € {1, 10,20} deslocadas e redimen-
sionadas para que as respectivas frequéncias centrais w. sejam alinhadas por
coluna. Figura gerada com o toolbor (LILLY, 2019).
¥y=1 v=3 v=10

w =1H \ w, = 0,69 Hz w,=0,79 Hz
—
Il
Q.
w = 10 Hz w, = 1,49 Hz w, = 1 Hz
[—]
—
Il
Q.
w = 20 Hz w =1,88 Hz w =1,07 Hz
C C
[—2
o
Il
Q.

Fonte: Producao do autor.

A aparente assimetria para v = 3 quando se considera § = 20 na Figura 2.6 é
efeito do reescalonamento dos picos de frequéncia para que os mesmos apresentem
alinhamento vertical. Este é, exatamente, a combinagdo de parametros v e 8 que
garante a perfeita simetria da fun¢do wavelet de Morse (LILLY; OLHEDE, 2009).

A frequéncia central para as wavelets de Morse é em cada caso, fungao dos parame-

tros ndo-dimensionais v e 3. O Teorema 2.1 enuncia este fato.

Teorema 2.1. Seja ¥ (w; 8,7) a wavelet de Morse com parametros reais positivos y e

B. A frequéncia central wg., de (w;B,7) depende explicitamente destes pardmetros

1/
Wg~ = <6> . (26)

e

/Y

A Figura 2.7 apresenta as wavelets de Morse da Figura 2.6 em tempo em que partes
real e imagindria sao plotadas em azul e vermelho. As wavelets estao reescalonadas
de modo que, fixados os parametros adimensionais 3 e v, é possivel ver a relagao
entre eles e o suporte Ps, = +/B7 da respectiva onda; fixado v, se o pardmetro /3
aumenta, o mesmo ocorre com Pg., (LILLY; OLHEDE, 2012; LILLY; OLHEDE, 2010).
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Figura 2.7 - Wavelets de Morse para v € {1,3,10} e g € {1,10,20} no dominio do tempo
centradas em ¢ = 0. Figura gerada com o toolbox (LILLY, 2019).
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Fonte: Producgao do autor.

A familia das wavelets de Morse constitui uma classe de funcoes perfeitamente ana-
liticas (OLHEDE; WALDEN, 2002; LILLY; OLHEDE, 2009) no sentido de que seu uso
para a analise tempo-escala, a ser definida e apresentada na Secao 2.1 deste capitulo,
torna nula o resultado da respectiva andlise para o conjunto de frequéncias negati-
vas. Esta propriedade é importante porque evita a deteccao espuria de frequéncias

negativas que podem influenciar os resultados da analise realizada.

Dada a relevancia da wavelet de Morse com v = 3 e § = 20 na obtencao de re-
sultados descritos no Capitulo 6, apresenta-se para finalizar esta Secao, uma breve
comparacao entre ela e a wavelet de Morlet no caso em que apresentam o mesmo

pico de frequéncia: wq 3 = 1,88 Hz, conforme a Equacao 2.6.

A Figura 2.8 exibe estas duas wavelets no dominio do tempo em I e II. Eas estao
normalizadas quanto as amplitudes para melhor comparacao entre elas no tempo.
Em III é possivel ver os respectivos espectros de Fourier, também normalizados.
Ainda que as frequéncias centrais sejam as mesmas, a wavelet de Morse apresenta,
uma largura de banda em frequéncia mais estreita e esta caracteristica a torna
mais eficaz na andlise de sinais altamente oscilatorios com a desejavel analiticidade

conforme discutido previamente.
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Figura 2.8 - Wavelets de Morse com v = 3 e f = 20 (I) e de Morlet com frequéncia central

1,88 Hz (II) no dominio do tempo e os respectivos espectros de poténcia (III).
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Fonte: Producao do autor.

2.3 Transformada wavelet continua

Nesta secao apresenta-se a transformada wavelet continua. Trata-se de uma transfor-
mada capaz de revelar o contetido frequencial presente em um sinal f e os instantes
de tempo em que mudancas neste conteido ocorrem, o que a difere substancialmente
da transformada de Fourier apresentada no Apéndice A sendo, portanto, uma fer-

ramenta util na andlise de sinais nao-estacionarios.

Definicao 2.6. Considere fitada uma familia de fungoes wavelet v, () qualquer
e seja f uma fungdo real ou complexa, ambas em L*(Q2). A transformada wavelet

continua de f com relagio d 1, , e normalizagio em L*(Q) € definida por
W (a,7) / fBur(t) (2.7)

em que ﬂw(t) indica o complexo conjugado da fungdo V., (t) e 1/y/a é uma cons-

tante de normalizacdo.

Caso se considere a CWT em L!(Q) deve-se normalizar a Equacio 2.7 com o fator
1/a ao invés de utilizar-se o fator 1/y/a. Tais normaliza¢oes garantem a isometria
entre as diferentes representacoes de uma funcao. Os numeros W?(a, 7) sao de-
nominados coeficientes wavelet e revelam as similaridades e/ou diferengas entre as
funcoes 1, -(t) e f sendo, portanto, capazes de revelar as variagoes em frequéncia e

as estruturas locais no dominio do tempo presentes em f (MALLAT, 1999).

23



Quanto maiores (menores) em magnitude os niimeros W?(a, 7), maior (menor) serd a
similaridade entre ¢, - (t) e f de modo que nas vizinhangas dos instantes de tempo em
que ocorrem mudangas bruscas de comportamento temporal como descontinuidades

em f maiores serao os nimeros W}f(a, T), por exemplo.

Como discutido na Segao 2.1, a notagao 1, ,(t) indica que a fungao 1 (t) esta dilata-
da/contraida e translada pela variacdo continua dos pardmetros de escala a e 7 de
modo que os valores W?(a, 7) sao normalmente alocados em uma matriz a x n onde
a indica o niimero de escalas utilizadas e n o comprimento de f. E comum designar
essa matriz pela mesma notacao que a usada na definicao da CWT, de modo que,
W}f(a, T) representa a matriz dos coeficientes resultantes da aplicacao da CWT ao

sinal f usando a funcdo v (¢) como fungao analisadora.

Ainda que a variagao seja continua, o parametro de escala nao pode ser escolhido tao
grande quanto se queira uma vez que, como este parametro controla o comprimento
do suporte compacto K da fungao 1(t), o comportamento oscilatério responséavel

por emular as pseudo-frequéncias pode ser perdido.

Em Torrence e Compo (1998) apresenta-se uma metodologia para se encontrar o
maior elemento para o conjunto A dos parametros de escala a ser considerado sem
que se destrua o comportamento oscilatério de 1(t) e que depende, essencialmente

do comprimento n e do periodo de amostragem At do sinal f analisado.

De maneira mais detalhada, seja 7 um nimero suficientemente pequeno (no citado
trabalho os autores consideram 65 = 0,125) e seja ag = 2 At o menor valor para o
parametro de escala a ser utilizado na analise. Nestas condig¢oes, a maior escala a

ser utilizada, denotada por max(A) é dada por

1 A
max(A) = 5—j,10g2 <na0t> , (2.8)

sendo a; = s¢ 27 % para j =0,1,2,3,...,j é a discretizacdo a ser utilizada.
Proposi¢iao 2.1. Considere f e g fungoes de L*(Q2) continuas por partes, cujas
CWT sejam respectivamente W?(a, 7) e W¥(a,7) em que(t) € L*(Q) € uma fungio
wavelet e sejam « e B constantes quaisquer. Entao:

a) (Linearidade) Wgﬂﬁg(a, T) = aW?(a, 7) 4+ WY (a, 7).

b) (Redundincia) A CWT é redundante, o que € desejdvel para a realizagao

de uma andlise exploratoria do contetdo frequencial de uma funcao f.
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¢) (Produto Interno) A CWT de uma fung¢io f qualquer com uma wavelet

analisadora (t) é o produto interno usual em L*(Q) entre elas, ou seja,

WP (a,7) =< f,thar(t) >

d) (Convolugio) A CWT de uma fungio f qualquer com uma wavelet ana-
lisadora dilatada/contraida e transladada no tempo ¥, -(t) € a convolugao
entre f e Y, (t), conforme Defini¢ao A.3.

O item d) da Proposi¢ao 2.1 merece atengao pois, via Teorema A.1, permite definir
a CWT diretamente no dominio da frequéncia (SADOWSKY, 1994):

WY(a,7) = Va /_ Z Flw)d(aw) exp(—1w7) dw, (2.9)

em que, conforme notagio adotada neste texto, f (w) e m indicam a transformada
de Fourier da fungdo f e o conjugado da transformada de Fourier da wavelet 1 (t),
respectivamente. A CW'T, quando implementada de acordo com a Equacao 2.9 tem
complexidade nlogn enquanto a implementacao por 2.7 apresenta complexidade da

ordem de n? operacdes em que n é o comprimento de f (YI et al., 2018).

A CWT também possui inversa tal qual a transformada de Fourier. No Teorema 2.2
provar-se-a tal fato; para tanto, o Lema 2.2 serd necessario e como Coroléario dele

obter-se-4 a férmula da inversa da CWT.

Lema 2.2. Sejam f e g elementos de L*(Q) continuas e {(f,g) o produto interno
usual em L*(Q). Considere ainda a funcdo 1 (t) cuja constante de admissibilidade é
Cy e as respectivas transformadas wavelet continuas Wzﬁ(a, 7) e W¥(a,7) das fungoes
f eg. Entao

/ / Wf a, T Wg(a T)@dT—C¢<f 9), (2.10)

em que WY (a,7) indica o complezo conjugado de WY(a, 7).

Observacao: Ao final da demonstracao do Lema 2.2 argumenta-se que
2
Oy = 27r/ Wl ,, (2.11)
R a

representa a condigdo de admissibilidade da fungao wavelet ¥ (t) em uma aparente

contradi¢cao com o enunciado no Lema 2.1.
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Para ver que se tratam de formas equivalentes, considere uma mudanca de variaveis:

seja £ = wa e portanto wda = d§. Fazendo estas substitui¢goes em 2.11 nota-se que

C; = 27r/R WS')'Q de. (2.12)

Com o resultado estabelecido pelo Lema 2.2 demonstra-se facilmente que a CWT
tem inversa ICWT (do inglés, inverse continuous wavelet transform). A equagao que

a define é denominada identidade de resolucao.

Teorema 2.2. Seja f € L*(Q) continua por partes cuja transformada wavelet con-
tinua W?(a, T) € feita usando-se a wavelet ¥ (t) cuja constante de admissibilidade é
Cy. Entao, € possivel realizar a inversa da transformada aplicando-se a identidade

de resolucao definida por

1 oo foo d
f= Cw/m/wwf(a,f) Yar (1) dfaiz‘. (2.13)

A aplicacdo da CWT performa o que se denomina anélise tempo-escala da fungao
f uma vez que W?(a, 7) é uma representagao de f em func¢ao dos pardmetros de
escala e de translacao no tempo. Define-se, como uma ferramenta importante para
a andlise de f neste contexto, o escalograma de energia E(a, T), no sentido fisico,

conforme discutido previamente no Apéndice A.

Definicao 2.7. Seja W?(G,T) os coeficientes wavelet resultantes da aplicacdo da
transformada wavelet continua na fungio f com a wavelet ¥(t). Define-se o es-
calograma E(a,T) de energia da fun¢io f como o valor absoluto do quadrado dos

coeficientes wavelet:
E(a,7) = [W¥(a, )%, (2.14)

O escalograma apresenta uma medida local da energia presente em f nas diferentes
escalas consideradas durante a aplicaggo da CWT. O Lema 2.1 tem ainda uma
consequéncia importante relativa a conservagao da energia no mesmo sentido do

Corolario A.1 que estabelece a isometria entre os dominios do tempo e da frequéncia.

Novamente a constante de admissibilidade Cy, mostra-se teoricamente relevante ao
aparecer como uma constante de proporcionalidade no contexto da preservagao de
energia entre a informagao no dominio do tempo e sua representacao no plano tempo-
escala (MALLAT, 1999).
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Teorema 2.3. Seja f € L*(Q) continua por partes e seja E(a, ) seu correspondente
escalograma de energia obtido pela aplicagio da CWT com uma fungdo wavelet 1 (t).

Entao,

/O:O|f|2dt= C}qﬁ/ow/_ZE(a,T)dr‘g (2.15)

Além do escalograma de energia E(a,7) também se define, como importante fer-
ramenta de interpretacdo da andlise tempo-escala, o espectro global wavelet G(a)
que indica as escalas cujas contribui¢oes em energia ou em amplitude, conforme se
considera respectivamente as normalizacoes em L2(2) ou L(Q), sdo as mais signifi-
cativas. Dada a relacao direta entre o conjunto de escalas e o contetido frequencial de
f, vé-se, portanto, que o espectro global indica as frequéncias fundamentais presentes

no sinal, tal qual realizado pela transformada de Fourier.

Definigao 2.8. Seja f € L*(2) uma fungdo continua por partes cujo escalograma
de energia B(a,T) € obtido pela aplicagio da CWT em [ usando uma fizada fungdo
WY(t). O espectro global wavelet define-se por

Glo) = [ [E}(a,7)]dr, (2.16)

cuja andalise revela as escalas cuja contribuicao, em energia ou em amplitude, sdo

as mais significativas para a [ analisada.

A vantagem do uso da CWT na andlise de uma func¢ao f nado estacionaria é que
ela é capaz de revelar os instantes de tempo em que o conjunto de frequéncias
fundamental de f aparecem, desaparecem, alternam-se ou existem simultaneamente.
A titulo de ilustracao desta afirmacao, os resultados da andlise tempo-escala para

os dois exemplos analisados no Apéndice A onde mostra-se que as fungoes

f = 5sen(3007t) 4 3 sen(8007t)

5sen(3007t), 0<t<m
3sen(8007t), w <t <2,

apesar de distintas no dominio do tempo possuem a mesma representacao no dominio
da frequéncia sao apresentados nas Figuras 2.9 e 2.10. Utiliza-se a wavelet de Morlet

com wg = 6.0 no computo da CWT.
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Figura 2.9 - Anélise tempo-escala para f usando a wavelet de Morlet com wy = 6.
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Fonte: Producao do autor.

Observe que para a funcao f, cujo conteido frequencial é estacionario, é possivel
ler no escalograma de energia duas sub-bandas de frequéncia constantes ao longo
do tempo sendo que a centrada na mais alta escala e portanto, em mais baixa
frequéncia apresenta energia (contribui¢do) maior, conforme leitura da respectiva
palheta de cores (neste exemplo, a palheta hot foi usada); isto estd de acordo com a
natureza da funcao f cuja frequéncia mais baixa, 150 Hz, é de maior contribuigao
em sua constitui¢ao. O espectro global wavelet G(a) indica que as duas sub-bandas

de frequéncia estao centradas nas escalas a; = 72 e ay = 202.

Neste exemplo especifico, uma vez que usou-se como wavelet analisadora a Morlet
com wyg = 6 e portanto de frequéncia central w. = 0,9549 Hz com 600 octaves
(subdivisoes) no conjunto de escalas ]0,300] os picos no espectro global em a; e as
correspondem as pseudo-frequéncias de 149,7 Hz e 423, 1 Hz calculadas por Abry
(1997)

alAt’

em que At representa o periodo de amostragem do conjunto de escalas.

(2.17)

Wq

Nao se deve ler os resultados acima como falta de capacidade da CWT em se de-
tectar precisamente as frequéncias fundamentais de uma funcao f. Isso se deve a
discretizacao grosseira utilizada para o conjunto de escalas selecionadas de modo
que, quanto mais octaves para o conjunto de escalas se utilizam, mais precisa ¢ a
deteccao das frequéncias fundamentais além de efeito da redundancia da CWT que

detecta sub-bandas de frequéncia cuja energia é significativa.
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A Figura 2.10 exibe a andlise tempo-escala realizada para ¢ nao-estacionaria em

termos de contetudo frequencial, do mesmo modo como feito para a fungao f.

Figura 2.10 - Anélise tempo-escala para g usando a wavelet de Morlet com wy = 6.
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Fonte: Producao do autor.

O escalograma indica exatamente o instante ¢t = m em que ocorre a alternancia das
frequéncias fundamentais e as mesmas observacoes feitas acerca do espectro global

wavelet para f aqui se aplicam.

E esta capacidade de localizar temporalmente as frequéncias e estruturas funda-
mentais que tornam a CW'T extremamente 1til na analise exploratéria de dados
experimentais para os quais pouca ou nenhuma informacgdo em termos de frequén-

cias fundamentais é conhecida.

A CWT depende fundamentalmente da funcao wavelet analisadora atuando como
um microscdépio mateméatico cuja resolucao de visualizacao é ajustada pela fungao
Y(t) usada (KUMAR; FOUFOULA-GEORGIOU, 1997) e a escolha de uma especifica para
se realizar a andlise tempo-escala esta diretamente relacionada com o que se busca
detectar na funcao analisada: possiveis descontinuidades, conjunto de frequéncias
fundamentais ou detec¢ao de estruturas no escalograma de energia, por exemplo.

Uma discussao acerca da escolha da fungao 1 (t) analisadora é feita em Domingues

et al. (2016).

Conclui-se esta Se¢ao com algumas observagoes sobre a construcao dos escalogramas:
primeiro, a escolha da palheta de cores usada deve ser feita considerando o que se

pretende destacar e possiveis distor¢oes na percepcao de cores pelo olho humano;
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segundo, os escalogramas podem ser normalizados e visualizados em eixos cuja escala
pode ser logaritmica, por exemplo. Pode-se ainda, identificar nos escalogramas as
correspondentes pseudo-frequéncias ao invés das escalas, como feito em grande parte
deste trabalho.

Assim, tanto a construgao de um escalograma quanto sua leitura exige atencao pois
enquanto sua construcao deve ser feita de modo cuidadoso visando facilitar sua
leitura e destacar o que se deseja, todas as demais diversas caracteristicas citadas
anteriormente devem ser facilmente identificadas e consideradas no processo de lei-

tura e interpretagao dos resultados.
2.4 Transformada wavelet continua adaptativa

Esta secao tem por objetivo apresentar a CW'T em sua forma adaptativa, desen-
volvida especialmente para o tratamento de sinais f que apresentam falhas em seu

registros.

A Transformada Wavelet Continua apresentada na Secao 2.3 e a correspondente
andlise tempo-escala de uma funcao f pressupoe que esta nao apresente irregula-
ridade em sua distribuicdo temporal, ou seja, que f nao apresente qualquer tipo
de falha uma vez que a irregularidade temporal implica na perda da condicao de
admissibilidade para a fun¢ao wavelet 1)(t) analisadora (FRICK et al., 1997; FRICK et
al., 1998).

Em situagoes experimentais, contudo, esta ndo é uma premissa sempre verdadeira:
sinais f reais e/ou experimentais podem ter seus registros comprometidos por condi-
¢oes de naturezas bem diversas; por exemplo, falhas podem ser causadas por proble-
mas técnicos nos equipamentos utilizados na captacao dos dados ou por limitagoes

causadas momentaneamente ao longo de uma observacao por fatores naturais.

Um possivel caminho diante de dados experimentais com falha é o tratamento numé-
rico destes com métodos interpolatorios nas regides de falha de modo a elimina-las
mas cuja aplicacao podem implicar na introducao de frequéncias espiirias na analise

tempo-escala comprometendo sua confiabilidade.

Algoritmos, conhecidos como Lomb-Scargle periodogramas, baseados na corregao da
base periddica exponencial complexa da transformada de Fourier existem (SCARGLE,
1982; LOMB, 1976) para a correta detecgdo e caracterizacao de periodicidades em
dados irregularmente amostrados (VANDERPLAS, 2018).

30



Em VanderPlas (2018) sao apresentados estes algoritmos e os explica em detalhes,
mostrando como a corre¢gao numeérica na base exponencial complexa combinada com
(a) a propriedade da invaridncia da Transformada de Fourier por deslocamentos em
tempo e em frequéncia e (b) a média do sinal f sdo aplicadas. Tais algoritmos nao
fazem usou de interpolagoes ou a aplicagao de métodos numéricos para o tratamento

dos sinais com falhas evitando, deste modo, a introducao de frequéncias esptrias.

Contudo, estes algoritmos nao sao a ferramenta adequada para a andlise da exis-
téncia de processos multiescala em f e nem suprimem a presenga de ruidos e/ou

vazamentos de contetdo espectral (FRICK et al., 1997).

Baseado na ideia de correcao numeérica na base exponencial complexa da transfor-
mada de Fourier propoem-se uma forma adaptativa da transformada wavelet con-
tinua, pela primeira vez em 1997, desenvolvida para a analise de sinais relativos a
variagoes cromosféricas em estrelas (FRICK et al., 1997) cuja ideia principal é a de,
ao introduzir uma corre¢do numérica na funcao wavelet analisadora usada, restaurar
numericamente a condicao de admissibilidade perdida nos intervalos de tempo em

que as falhas estao presentes.

Em trabalho posterior a fundamentagdo matematica para as wavelets adaptativas,
usadas como func¢oes base analisadoras para a transformada wawvelet continua adap-
tativa é apresentada (FRICK et al., 1998).

No restante desta Se¢ao, descreve-se do ponto de vista matematico esta transformada
baseando-se nos dois trabalhos de Peter Frick e seus colaboradores citados nos dois

ultimos paragrafos.

Para tanto, considera-se um sinal f com falhas e uma fun¢io auxiliar a(t) definida

da seguinte forma:

1, se f nao apresenta falha na posicao t,
a(t) = o (2.18)
0, se f apresenta falha na posicao t,

responsavel por transferir a falha existente no sinal f no instante de tempo ¢t = 7
para a wavelet 1)(t) no mesmo instante de tempo t = 7 através do produto da fungao

auxiliar a(t) com 1 (t).
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Definicao 2.9. Seja f um sinal de comprimento n com falhas nos instantes de
tempot =1, parai=1,2,3,...7, j<mn, esejaa(t) afuncio auxiliar definida pela

Fquacao 2.18. Define-se a gapped wavelet @(T,t, a) pelo produto

Yar(t) = a(t)iha,r(1). (2.19)

Formalmente, a Equacao 2.19 nao define uma fungao wavelet porque ela nao satis-
faz a condicdo de admissibilidade uma vez que seu comportamento oscilatorio e de
média nula deixa de existir devido ao produto com a fungao de transferéncia a(t).
Entretanto, introduz-se, para efeitos de analise tempo-escala um parametro de cor-
recao numérico C'(a, 7) calculado para cada escala a e cada instante de tempo 7 que

restaura numericamente a condi¢cao de média nula.

Para o computo de C'(a,T) é necessaria a decomposicao da funcao wavelet 1(t) de
modo a isolar a fungao responsavel por sua parte oscilatéria onde deseja-se fazer a
corre¢ao numérica. Em termos matematicos, para cada escala a e translacdo 7 no

tempo, deve-se ter

Yar(t) = Car(t)har(t), (2.20)

em que (,-(t) > 0 ¢ uma funcdo envoltéria (envelope) de ,.(t), isto é,
[Var(t)] < Cur(t) para todo t no suporte K e h,.(t) é uma funcdo responséavel

pela parte oscilatéria da wavelet 1, ().

A decomposicao de acordo com a Equacao 2.20, para a wavelet de Morlet definida

pela Equacao 2.4, é imediata. Basta considerar

_ (15;7)2
Car(t) = exp Ta (2.21)
¢ t
ha-(t) = exp <zw0 ( — T)) : (2.22)
a
respectivamente.

Deste modo, no restante desta secao ela sera considerada em conjunto com as fungoes
¢ e g no computo do pardmetro de corregdo C(a,7) de acordo com o exposto na

Proposicao 2.2.
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Proposicao 2.2. Seja @M(t) a wavelet adaptativa de Morlet cuja condicao de ad-
missibilidade ndo € satisfeita e considere ¢, -(t) € (ur(t) seu envelope e sua parte
oscilatoria conforme definidas pelas Equagoes 2.21 e 2.22. O parametro de corregdo

C(a,T) para cada escala a e instante de tempo T é definido por

/ Dar(2) dt
/ Car(t)

Como |1, ,(t)] < (u.-(t) para todo ¢, decorre da Equacao F.18 que |C(a,7)| < 1.

Além disto, se o suporte compacto K sobre o qual a wavelet se define for completa-

(2.23)

mente composto por falhas, a gapped wavelet 1/~1a7T(t) serd nula em K de modo que
o denominador na Equacao 2.23 sera nulo, o que nao faz sentido. Para este caso,
define-se C'(a, 7) = 0 para todo 7 € K.

Convém observar que a funcgao 1/;(177 (t) reduz-se a func¢ao wavelet de Morlet se nao hé
falhas nos dados. Para ver isto basta considerar C'(a,7) = 0 nos casos em que nao

existem falhas.

Adicionalmente, o uso da CWT com a gapped wavelet apresenta a vantagem de
corrigir numericamente os denominados problemas de borda na anélise tempo-escala,
situagoes em que os coeficientes wavelet sao erroneamente computados para o sinal f
principalmente para valores relativamente grandes do parametro de escala a gerando

distor¢oes na deteccao, principalmente, do contetido de baixa frequéncia em f.

Isto acontece porque proximo as regides limite de f, isto é, proximo aos instantes
de tempo inicial e final em que o sinal se define pode haver perda da condicao da
admissibilidade durante a aplicacao da CWT devido as dilatagoes feitas na wavelet
utilizada que, por exemplo, podem ser responsavel pelo nao ajuste desta aos dados
nestas regioes. Trata-se de, no contexto da CWT adaptativa, compreender as regides

de fronteira de f como regides de falha semi-infinitas.

Na Figura 2.11 vé-se a wavelet de Morlet adaptativa @E(M(t) centrada em 7 = 0 e na
escala a = 1 em quatro casos possiveis casos de acordo com a localizagao do intervalo
de falhas nos intervalos [1,3], [-1,3], [0,1] e [1,4] em A, B, C e D, respectivamente.
Os eixos coordenados z e y correspondem aos intervalos [-5,5] e [-1,1]. O envelope (,
a parte real e a parte imaginaria estao plotados em verde, azul e vermelho, respec-
tivamente e o intervalo de falhas é destacado pela regiao sombreada entre as linhas

verticais pontilhadas.
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Figura 2.11 - Wavelets adaptativas de Morlet 1;1,0@) com intervalos de falha em diferentes
localizagoes e extensoes.

B

Fonte: Adaptado de Frick et al. (1998).

Ainda com relacao a Figura 2.11, nota-se que a deformacgao presente na wavelet de-
pende da localizagao e extensao da regiao de falha e portanto, em cada um dos casos
o pardmetro de corregao é diferente. Os valores de C'(1,0) computados via integragao
numeérica sao iguais a 0,02 — 0,034, 0,10 — 0,137, 0,02 — 0,077 e —0,02 — 0,037

para os casos A, B, C e D, respectivamente.
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3 TRANSFORMADAS WAVELET DISCRETAS

Neste capitulo apresenta-se a Transformada Wavelet Discreta (DWT, do inglés, Dis-
crete Wavelet Transform) e o conceito de Anélise Multirresolu¢ao na Segao 3.1.1. Na
Segao 3.2 discute-se a Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (DT-CWT, do
inglés, Dual-Tree Complex Wavelet Transform) utilizada neste trabalho. A exposigao

limita-se ao espago das fungoes reais quadrado-integraveis.
3.1 Transformadas wavelet discretas e multirresolugao

A Transformada Wavelet Continua introduzida no Capitulo 2 é redundante e de
alto custo computacional uma vez que os parametros de escala e de translagao no
tempo variam continuamente no conjunto dos reais. Nesta secao apresenta-se uma
discretizacao para estes parametros que remove a redundancia da CWT e admite

um algoritmo computacional altamente eficiente.

A exposicao feita estd organizada em duas subsecoes. Na primeira, discute-se a
discretizacao dos parametros de escala e deslocamento no tempo, define-se a Trans-
formada Wauvelet Discreta e se define a Anélise Multirresolugdo e na segunda, se
apresenta o algoritmo de Mallat que permite eficiente implementacdo numérico-

computacional da DWT via Multirresolucao.
3.1.1 Transformada wavelet discreta e analise multirresolucao

Na Sec¢ao 2.1 do Capitulo 2 define-se as fungoes wavelet 1)(t) e sua respectiva familia
de funcoes 1, , em que os parametros a > 0 e 7 possuem variagao continua. Para
discretiza-los, consideram-se dois nimeros reais fixados, ag e 79, tais que ag > 0,
a # 1e71 >0 e em sequéncia para j e k inteiros quaisquer, define-se a = aé e

7 = k19 a}, de modo que

_ J , .
ur (£) = —— s a(t) = W(t ’“f““o)—a%waét—km. (3.1)

Para ser possivel uma representacao diadica no plano tempo-escala e que o con-
junto {@/}i (t)}jkez seja uma base de Riesz ortonormal para o espago vetorial L?(R)
considera~se ag = 2 e 19 = 1 (DAUBECHIES, 1992). Deste modo, da Equacao 3.1

tem-se
Yh(t) = 222t — k), (32)

em que os valores discretos para j sao chamados de niveis de decomposicao.
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A Figura 3.1 apresenta uma visualiza¢ao grafica da discretizagao realizada com as es-
colhas de ag = 2 e 7p = 1. Observe que estes valores implicam em uma representagao

em escala logaritmica em tempo e em escala.

Figura 3.1 - Representacao grifica do plano tempo-escala para a transformada wavelet
discreta.
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Fonte: Adaptado de Rao (2002).

A definigado da DW'T é analoga a Defini¢ao 2.7 apresentada no Capitulo 2 com wi (t)

dada pela Equacao 3.2. Formalmente:
Definigao 3.1. Seja f uma funcdo real quadrado integrdvel, ou seja, f € L*(R).
A Transformada Wavelet Discreta de f é definida por

TGk = [ Fe@t—kydt = (£ ), (33)
em que os valores T}/’(j, k) denominados coeficientes wavelet ou de detalhe.

Os coeficientes dados pela Equacao 3.3 caracterizam de modo tnico a fun¢ao f mas a
demonstracao deste fato nao é imediata como é para o caso continuo cuja identidade
de resolucao (Teorema 2.2) estabelece a equivaléncia entre f e seus coeficientes
wavelet indicando a maneira de se realizar a reconstrugao, no tempo, da informacgao

representada no plano tempo-escala.

36



No caso discreto, a existéncia de um algoritmo de reconstrucao e a consequente
caracterizagao de uma funcao f pelos respectivos coeficientes T’ }p (k,j) equivale a
existéncia de reais A e B, com 0 < A < B < oo independentes da funcao f e tais
que

AIISIP < 323 ITF (G k)P < BIISIP, (3.4)
j k

em que ||.|| representa a norma induzida pelo produto interno usual em L*(R). Para
a demonstragdo, consulte (DAUBECHIES, 1992).

Fazendo uso de uma analogia com o conceito fisico de energia, a Equagao 3.4 implica
que a reconstrucao é possivel se a energia calculada via coeficientes T}p (7, k) € limi-
tada e contida no compacto [A||f||?, B||f||*] com A e B constantes e independentes
de qualquer f quadrado-integravel. Neste contexto, se A = B tem-se o analogo do

Teorema de Parseval (CoroldrioA.1) para o caso discreto:
ST G R = (11117 (3.5)
ik

No caso em que a Equacao 3.5 é valida tem-se que a reconstrucao de f a partir dos
coeficientes \T}p (7,k)| é dada pela soma (ADDISON, 2017):

f =5 S ST R alt). (3.6

J

Se A = B > 1 existe certa redundancia contida nos coeficientes T' }p(j, k) pois a
medida da energia contida neles é maior que a presente em f mas ainda assim é

possivel fazer a reconstrugao:

f= g SE TG R) 3.7

J

Caso A =~ B entao o processo de reconstrucao via Equagao 3.7 é realizado com

algum erro sendo ele minimo quando o quociente de A por B tende a 1.

Os valores de A e B constantes para os quais a reconstrucao de f a partir dos
respectivos coeficientes wavelet calculados via Equacao 3.3 é possivel e dependem, em
geral, da fungao ¢(t) e dos reais ag e 7y fixados (DAUBECHIES, 1992). Neste contexto,
a analise multirresolucao, apresentada a seguir, é de fundamental importancia por
permitir que wavelets sejam construidas via bancos de filtros passa-banda para os
quais 3.4 é satisfeita e a reconstrucao de f realizada via Equagoes 3.6 e 3.7 com

adicionais convolugoes.
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Defini¢ao 3.2. Uma andlise multirresolugao, designada MR (do inglés, multireso-
lution analysis), {V7?, ¢} é uma sequéncia de subespagos vetoriais de L*(R) e uma

fungio ¢(t) € VO tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
a) ..CcV?2cvicVvicvicv?c..

b) (V7 ={0}.

=/

¢) |JVi=L"R).

JEZ
d) Vf e Vi< f(2t) € VITL
e) Vi eV« f(t—k) eV Vk e Z.

f) {d(t — k)rez} € uma base de Riesz para VO,

em que V° indica o fecho do conjunto V7.

Cada subespago V7 ¢ denominado nivel da multirresolugao {V7, ¢} sendo dito mais
grosseiro (ou mais refinado) com relagao a outro sempre que o indice deste for menor

(maior) que o de V7.

Nesta perspectiva, as propriedades de uma MR permitem interpreta-la como uma
sequéncia de aproximagoes de uma dada funcio f € L*(R) com diferentes niveis de
resolucao. A aproximacao de f com uma resolucao 2/ é definida como a projecao

ortogonal de f no subespaco vetorial V7.

A funcio ¢(t) € L*(R) presente na Defini¢io 3.2, designada func¢io escala, apresenta
uma forma bem definida e a Proposi¢ao 3.1 a caracteriza em um nivel j € Z qualquer

da correspondente MR {V7, ¢}

Proposigao 3.1. Considere uma MR {V7 ¢} de L*(R). A fungdo escala ¢(t) no

nivel de resolucao j € 7 é dada por
G(t) = 27p(2t — k), (38)
em que k € 7 é um parametro de translagcdo no tempo.

No contexto da analise multirresolucao as fungoes wavelet @bi(t) definidas pela Equa-

¢ao 3.2 sdo elementos do complemento ortogonal W7 de cada subespaco V7.
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Como consequéncia direta da definicio de MR tem-se que o nivel de resolucao 2711,
correspondente ao subespaco vetorial V7! & a soma direta do nivel de resolucao

imediatamente anterior V7 e de seu complemento ortogonal W7. Assim,
Vitl = vigwd, (3.9)

para o qual a diferenca {di} = f7t'(t) — f7(t) de aproximacio de f nos espacos
Vit e VI pertence a W7 para todo k € Z.

Definigao 3.3. Seja f € L*(R) e seja {V7?, ¢} uma andlise multirresolugao. O con-
junto de coeficientes wavelet {di} ¢ a diferenca entre as aproximacoes de f calculadas

com resolugcdo 21 e 27, respectivamente.

A Definicio 3.3 mostra que os coeficientes {d},} representa os detalhes presentes em
f quando se compara a aproximacao calculada para um nivel mais refinado com

relacao a aproximacao calculada para o nivel imediatamente anterior.

O Teorema 3.1 afirma ser f igual a soma entre uma de suas aproximagoes mais
grosseiras e todos os detalhes para as aproximagoes seguintes calculadas em niveis
de multirresolucdo mais refinados. A demonstracao pode ser consultada em Teolis
(1998).

Teorema 3.1. Seja f € L*(R) e {V7, ¢} uma MR. Entao,

f=colt)+ Y dii(t), (3.10)
7.k
em que -
c=<folt)>= | folt)dt

4 =< 10l >= [ riwa.

A Proposicao 3.1 em conjunto com a Definicao 3.2 implicam que o conjunto
B' = {¢L(t)} em que ¢L(t) = 29/2¢(27t — k) é uma base de Riesz para o espaco V7.

Em particular, a funcio escala ¢(t) € V! uma vez que V° esté contido em V. Logo,

¢(t) pode ser escrita como combinagao linear da base B!, ou seja,

o(t) = V23 h(k)o(2t — k), (3.11)
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em que {h(k)}rez é um conjunto de escalares. A Equagao 3.11 é denominada equa-
¢ao de refinamento uma vez que ela relaciona a funcao escala entre dois niveis de

resolugio consecutivos de uma MR {V7, ¢}.

De modo equivalente, a fungao wavelet 1(t) ¢ um elemento de V! pois V! = V0@ W?°
e, por definigao, ¥ (t) é um elemento de W°. Deste modo, 1 (¢) também se escreve

como uma combinacao linear dos elementos de B!, ou seja,
(t) = V2 Y glk)o(2t — k), (3.12)
k

em que {g(k)}rez também é um conjunto de escalares.

No dominio da frequéncia as Equagoes 3.11 e 3.12 sao, como consequéncia do Teo-

rema A.3, dadas por

$(w) = 3 h(k) exp(—iw k) (‘;) (3.13)

9w) = 3 glhk) exp(—iw k) (5 ) (314

A Figura 3.2 apresenta um exemplo de fungdo wavelet com a correspondente fungao

escala e seu espectro de poténcia |S(w)|?, normalizados.

Figura 3.2 - Wavelet ¢(t) de Daubechies 10 (Db10) e respectiva funcio escala ¢(t) (es-
querda) e respostas em frequéncia (direita).
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Fonte: Adaptado de Addison (2017).
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A wavelet representada na Figura 3.2 é denominada wavelet de Daubechies 10
(Db10)O ntmero 10 refere-se a cardinalidade dos conjuntos {h(k)}rez € {g(k)}rez
e também a suavidade da fungdo wavelet que, neste caso, tem a capacidade de re-
produzir perfeitamente polinémios de até quinto grau. Tal propriedade é conhecida
na literatura como propriedade dos momentos nulos de uma fun¢do wavelet. Para
detalhes, consulte Daubechies (1992).

As funcgoes 9 (t) e ¢(t) estdo bem localizadas em frequéncia e privilegiando contetdos
em alta e baixa frequéncias, respectivamente. Diz-se, entdo, que ¥(t) e ¢(t) sdo
fungoes passa banda, por destacarem altas (baixas) frequéncias e atenuarem baixas

(altas) frequéncias presentes em um sinal f.

Os conjuntos {h(k)}xez e {g(k) }xez combinados com uma condi¢do de normalizacao
e a condicdo de admissibilidade caracterizam completamente as func¢oes escala e

wavelet da correspondente MR, {V7, ¢} como indicado pela Proposigio 3.2.

Proposigao 3.2. As fungoes ¢(t) e (t) associadas a uma MR {V7, ¢} caracterizam-
se pelo respectivo conjunto de escalares {h(k)}rez € {g(k)}kez com as adicionais

condicoes:

a) /O;¢(t):1 y

b) /_O:O¢(t):O.

Os conjuntos de escalares para ¢(t) e 1(t) possuem soma sempre constante inde-
pendendo da MR {V7, ¢} considerada. Esta propriedade, portanto, implica em mais

uma forma de caracterizar estas fungoes via Equagoes 3.11 e 3.12.

Proposigdo 3.3. Os conjuntos {h(k)}ez e {g(k)}rez definidos pelas Equa-
coes 3.11 e 3.12 sao tais que:

o) S h(k) = V2,

b) > g(k) =0.

Em termos de aplicagao, costuma-se normalizar os escalares em {h(k)}rez de modo a
soma dos elementos deste conjunto seja igual a 1. Isto nao altera a caracterizacao da

funcao escala e nem a correspondente MR. Nesse contexto, como esses filtros sao do
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tipo passa banda costuma-se denomina-los filtro passa-baixa no caso de {h(k)}rez

e passa-alta no caso de {g(k)}rez € {9(k) }rez

A Figura 3.3 apresenta os filtros associados a wavelet de Daubechies 10 representada
na Figura 3.2 com sua respectiva funcao escala. Note que cada filtro possui 10

elementos.

Figura 3.3 - Filtros passa-baixa e passa-alta para Db10.
1y 1r

-~ h(n)

—e h(n) normalizado —e g(n)

1 n 10 1 n 10

Fonte: Producao do autor.

Note que, uma vez sendo v (t) construida via combinagoes lineares da fungao escala
¢(t) conforme Equagao 3.12, o correspondente filtro passa-alta {g(k)}rez esta relaci-

onado com o filtro passa-baixa {h(k)}rez conforme apresentado na Subsecao (3.1.2)

Os filtros {h(k)} e {g(k)} bem como as visualizagoes das correspondentes fungoes
o(t) e ¥(t) para o tempo continuo podem ser computados via codigo computacional
apresentado no Apéndice C, implementado em Python com uma exposi¢ao sucinta

sobre sua implementacao para determind-los de acordo com Daubechies (1992).

Na subsecao seguinte esta relagao ¢ apresentada em conjunto com um algoritmo para
o calculo de uma multirresolugao {V7, ¢} via aplicacdo simultdnea de processos de

filtragem realizada no Dominio do Tempo via filtros {h(k)}rez € {g(k) }rez.
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3.1.2 Algoritmo de Mallat

Esta subsecao apresenta o algoritmo utilizado para se calcular os coeficientes wave-
let via MR {V7, ¢} pela aplicacdo de filtragens simultaneas realizadas no dominio
do tempo; trata-se do algoritmo de Mallat (MALLAT, 1989). O conceito de convolu-
¢ao discreta é aqui aplicado e uma breve introducao a ele pode ser encontrada no
Apéndice B.

No que segue, a notagao | 2 indica a operacao de downsampling: o processo de
subamostragem de um sinal f em que se mantém apenas as amostras de indice par
eliminando as demais. De modo analogo, a notacao 1 2 corresponde a operacgao de
upsampling: processo de superamostragem de um sinal f com a introdugdo de zeros

entre duas de suas amostras consecutivas.

Por simplicidade na exposicao, os filtros {h(k)}rez € {g(k)}rez sdo denotados no

restante do texto simplesmente por h(n) e g(n) com n € N.

Considere f um sinal qualquer e uma MR {V7, ¢} cujas funcoes escala e wavelet
correspondem aos filtros h(n) e g(n). Entdo, o algoritmo de Mallat corresponde a

aplicacao dos seguintes passos:

a) Faz-se a convolugao discreta de f com h(n) e g(n).

b) Aplica-se a operagao de downsampling nas convolugoes f*h(n) e f % g(n)

obtendo-se os conjuntos ¢! e d!, respectivamente.

c) Aplica-se os passos a) e b) novamente em c! e obtém-se os conjuntos ¢? e
d2

d) De modo recursivo, aplica-se os passos a) e b) no conjunto ¢ enquanto for

possivel calcular as convolugdes ¢, *h(n) e ¢, * g(n) obtendo-se ¢ e d"*.

e) Ao tltimo conjunto ¢” calculado da-se o nome de conjunto de coeficientes

escala.
f) A sequéncia d', d?, ..., d" representa o conjunto dos coeficientes wavelet

para os niveis j =1, 7 = 2,..., j = n de decomposicao, respectivamente.

O algoritmo de Mallat é iterativo e finito; or exemplo, que para um sinal f de
comprimento 2" ele é calculado, no maximo, em n niveis cujos coeficientes wavelet

sao simplesmente o resultado da aplicacao de um filtro passa-alta.
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Os filtros h(n) e g(n), construidos como indicado na Se¢ao 3.1.1, estao relacionados
entre si pela igualdade (FRAZIER, 2006):

gn) = (=1)"h(k —n+1), (3.15)
paran = 1,2, ...,k em que k indica o comprimento do filtro h(n).

O conjunto {h(n),g(n)} é denominado banco de filtros de andlise. Da Equacao 3.15
ve-se que o filtro wavelet é simplesmente o reverso do filtro de escala cujos elementos
de indice impar sdo multiplicados por (—1). A Figura 3.4 descreve de modo grafico
o algoritmo de Mallat ilustrando a aplicacdo com dois niveis de decomposi¢ao. Os
quadrilateros indicam a operagao de convolucao com os filtros h e g em cada nivel

e | 2 o downsampling utilizado.

Figura 3.4 - MR via algoritmo de Mallat com J = 2 niveis de decomposicao.
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Fonte: Producao do autor.

O algoritmo de Mallat é inversivel e permite a reconstrucao perfeita de f via con-
junto dos coeficientes de escala ¢/ e sequéncia de conjuntos de coeficientes wavelet
d',d?, ..., d desde que sejam utilizados o conjunto de filtros {h*(n), g*(n)} denomi-
nado banco de filtros de sintese definidos também em termos do filtro h(n) (FRAZIER,
2006):

h*(n) =h(k —n+1) (3.16)

g"(n) = (=1)""h(n), (3.17)

paran = 1,2, ...,k em que k indica o comprimento do filtro h(n).

Portanto, uma vez conhecido o filtro h(n) correspondente a funcao escala ¢(t) da

MR {V7, ¢} considerada ficam completamente caracterizados os demais filtros g(n),
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h*(n) e g*(n) usados no processo de andlise e reconstrugao de um sinal f via Equa-
¢oes 3.15, 3.16 e 3.17.

As Equagdes 3.15 , 3.16 e 3.17 expressam no dominio do tempo como os filtros
devem ser construidos para que se tenha a reconstrucao perfeita de f a partir dos
coeficientes escala e wavelet. Em termos do dominio da frequéncia, tem-se o seguinte

resultado cuja demonstragdo pode ser encontrada em Smith ¢ Barnwell (1986).

Proposigao 3.4. Sejam {h(n),g(n)} e {h*(n),g*(n)} os bancos de filtros de andlise
e sintese em uma MR {V7 ¢} cujas respostas em frequéncia sio fz(w), Jg(w), h* (w) e
" (w), respectivamente. Entao a reconstrugao perfeita de f a partir dos coeficientes

escala e wavelet {c, d?, d’=, ..., d'} € possivel se

~

h(w)h*(w) + §(w)g*(w) = 2. (3.18)

Para a reconstrucio de f & partir de {¢/,d?,d’~!, ..., d'} obtidos recursivamente como

ilustrado na Figura 3.4, aplica-se o algoritmo descrito a seguir:

a) Aplica-se a operagao de superamostragem em ¢/ e &’ e faz-se a convolugao

destes conjuntos com os filtros h*(n) e g*(n), respectivamente.

b) Determina-se ¢/~! via soma pontual das duas convolugdes resultantes do

passo a).

c¢) Considerando ¢/~! e o conjunto d’~! aplicam-se os passos a) e b) de modo

a obter-se o conjunto ¢/ 2.

d) Recursivamente obtém-se os conjuntos ¢/=3, ¢/=* ... até que o conjunto ¢!

seja reconstruido de modo a obter-se f = ¢! + d*.

A Figura 3.5 ilustra o processo de reconstrugao sendo considerando os dois niveis de
decomposicao ilustrados na Figura 3.4. Nela, os quadrilateros indicam convolugao
com os filtros h* e g*, os circulos indicam a soma pontual e T 2 a operagao de

superamostragem aplicada.

Na Sec¢ao seguinte apresenta-se um tipo de Transformada Wavelet Discreta imple-
mentada via aplicacao de dois algoritmos simultaneos de Mallat em esquema de
arvore dupla e cujos coeficientes wavelet resultantes sao interpretados como nime-
ros complexos. A redundancia introduzida é compensada pelas boas propriedades

que ela apresenta.
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Figura 3.5 - Reconstrugao de f via algoritmo de Mallat para J = 2 niveis de decomposicao.
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Fonte: Producao do autor.

3.2 Transformada wavelet complexa dual-tree

A Transformada Wavelet Discreta introduzida nas Secoes 3.1.1 e 3.1.2 possui limita-
¢Oes como a variancia por deslocamentos, oscilagoes em torno de pontos singulares
presentes em uma série temporal, aliasing no sentido de que qualquer processamento
aplicado nos coeficientes wavelet calculados pode implicar em perda da reconstrugao
perfeita via algoritmo de Mallat e falta de direcionalidade em dimensoes superiores

a 1 que nao estdo presentes na Transformada de Fourier (SELESNICK et al., 2005).

A base exponencial complexa de Fourier exp(1wt) = cos(wt) + 2sen(wt) é composta
por um par de fungoes que apresenta algumas propriedades que implicam em ser a
Transformada de Fourier livre das limitagoes apresentadas pela DWT. Estas propri-

edades encontram-se listadas na Proposigao 3.5, em que £{ f} indica a Transformada
de Hilbert! de f.

Proposicao 3.5. A fungio exponencial complexa exp(1wt) possui as sequintes pro-
priedades:

a) exp(rwt) € uma funcao analitica, ou seja, suportada para w > 0.

b) exp(rwt) € formada por um par de Hilbert, isto é: {{cos(wt)} = sen(wt).
Uma funcao wavelet, caracterizada na analise multirresolugao por filtros de com-
primento finito, ndo pode ser analitica no sentido da Proposicao 3.5 e assim uma

generalizacdo da DWT que contorne as limitacoes descritas no inicio desta se¢do

pode ser construida buscando-se por filtros que apenas aproximem as proprieda-

LA definicdo de Transformada de Hilbert encontra-se apresentada na Subsecdo 4.2.2 do Capi-
tulo 4.
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des da base de Fourier ainda que isto implique, necessariamente, na introducgao de
redundancia na andlise (KINGSBURY, 1998).

Neste contexto, introduz-se a Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (DT-
CWT) onde se faz uso da aplicagao dupla do algoritmo de Mallat na decomposigao
de um mesmo sinal f em que os filtros sao construidos de maneira que as duas
correspondentes fun¢des wavelet analisadoras sejam, aproximadamente, um par de
Hilbert.

O Teorema 3.2 indica uma condi¢do necessaria e suficiente, em termos dos filtros
escala utilizado em cada uma das duas arvores, para que as respectivas fungoes
wavelet sejam aproximadamente um par de Hilbert. Na literatura tal condicao é co-
nhecida como atraso de meia amostra. A equivaléncia entre as afirmacoes é provada
em Selesnick (2001), Ozkaramanli e Yu (2003).

Teorema 3.2. Dois filtros passa-baiza hy e hy caracterizam suas respectivas fungoes
wavelet Py, (t) e ¥p, (t) como um par aproximado de fungéoes de Hilbert se e somente
se

Note que nao é possivel construir filtros que satisfacam exatamente a Equacao 3.19
uma vez que o atraso é um numero nao inteiro. Contudo, reescrevendo a condigao
de atraso de meia amostra em termos de magnitude e fase tem-se (SELESNICK et al.,
2005),

|1 ()] = o (w)] (3.20)

Zhi(w) = Zho(w) — 0.5w, (3.21)

e a construcao dos filtros deve garantir a validade de ao menos uma destas igualdades

para que a condicao de atraso de meia amostra seja aproximadamente satisfeita.

A Figura 3.6 ilustra o algoritmo de analise com trés niveis de decomposigao em que os

quadrilateros indicam a convolugao com os respectivos filtros e | 2 a subamostragem.

Os filtros para J = 1 nao sdo iguais aos usados nos demais niveis e isto ¢ indicado
na Figura 3.6 pelo uso do 1 sobrescrito aos filtros neste nivel. Se os filtros forem os
mesmos para todos os niveis entao se perde a aproximacao da condigao de atraso de
meia amostra (SELESNICK, 2002; SELESNICK et al., 2005).
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Figura 3.6 - Decomposicao de um sinal f via DT-CWT para J = 3 niveis de decomposicao.
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Fonte: Producao do autor.

Para o primeiro nivel de decomposi¢ao pode-se usar qualquer conjunto de filtros orto-
gonais nao havendo restri¢oes adicionais. Para os demais niveis, existem basicamente
trés algoritmos para a construcao dos filtros escala hg sumarizados pela Tabela 3.1.
A segunda coluna indica qual das duas condi¢oes, dadas pelas Equagoes 3.20 e 3.21,
é satisfeita e a terceira indica a referéncia para o algoritmo completo de construgao
destes filtros.

Tabela 3.1 - Métodos de construcao dos filtros de andlise para DT-CW'T.

Construcgao dos Filtros hg e hy para J > 1 com DT-CWT

Método Condig¢ao de Meia Amostra Referéncia

ho simétrico e comprimento impar Nao satisfaz a Equacao 3.20 (KINGSBURY, 1998)

hy simétrico e comprimento par Satisfaz a Equacao 3.21
hi(n) = ho(N —n —1) Satisfaz a Equagao 3.20
N: comprimento de hg Nao satisfaz a Equacdo 3.21 (KINGSBURY, 2000)

ho(n) = f(n) xd(n)
hi(n) = f(n) * d(L —n)
L: comprimento de d(n)

Satisfaz a Equagao 3.20

Nao satisfaz a Equacdo 3.21 (SELESNICK, 2002)

Fonte: Producao do autor.
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Em termos de implementacdo numérica sugere-se ainda que aconteca a alternancia
entre os filtros passa-baixa hy e hy nos sucessivos niveis de decomposicao de modo
a garantir uma transformada mais simétrica (SELESNICK et al., 2005). Por clareza, a
Figura 3.7 ilustra o esquema numérico de decomposicao considerando a alternancia

sucessiva dos filtros passa-baixa entre as duas arvores.

Figura 3.7 - Decomposi¢ao de um sinal f via DT-CWT com J = 3 niveis com alternancia

dos filtros passa-baixa para J > 1.
—{n 2
2
ho ‘L

() ()
2
Lo d;
s

—{ )P (o0 [
(o )2 s

Fonte: Producao do autor.

Seja com alternancia sucessiva de filtros passa-baixa entre as arvores ou nao, em cada
estagio J de decomposicao sao calculados dois conjuntos de coeficientes: o obtido
pela arvore superior, que define a parte real do coeficiente wavelet e o conjunto
da arvore inferior que define a respectiva parte imaginaria, destacadas em azul e

vermelho, respectivamente nas Figuras 3.6 e 3.7.

Os coeficientes @ complexos sdo dados pela soma das partes real e imagindria em

cada nivel; explicitamente, tem-se
#=d +id, (3.22)

em que os indices inferior e superior indicam o nivel de decomposi¢ao e a natu-

reza (real ou complexa) das partes componentes dos valores d’. Definem-se ainda a
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magnitude e a fase dos coeficientes wavelet &’ pelas igualdades

|7 ? = /| dh)? + |2, (3.23)

. &
Zd’ = arctan | — | . (3.24)
i
O processo de reconstrugao é realizado utilizando-se filtros de sintese construidos
de modo anélogo ao apresentado na Subsecao 3.1.2 havendo contudo, a necessidade
de, apds o ultimo estagio de reconstrucao multiplicar o sinal por 0,5 uma vez que a

DT-CWT é duas vezes redundante.

A Figura 3.8 ilustra o processo considerando a decomposicao feita na Figura 3.6.
Nela, os quadrilateros indicam convolucao, T 2 a operagao de superamostragem e
os circulos indicam adigdes ou multiplicacdo conforme indiquem sinais de soma ou
multiplicagdo em seu interior. O asterisco denota os correspondentes filtros de sintese

para os de andlise considerados nas Figuras 3.6 e 3.7.

Os filtros hg e h; utilizados nas aplicagoes da DT-CW'T realizadas neste trabalho

encontram-se detalhados no Apéndice D.

Figura 3.8 - Reconstrucao de um sinal f a partir dos coeficientes complexos para a DT-
CWT com J = 3 niveis.
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Fonte: Producgao do autor.
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4 SISTEMAS DINAMICOS COM MULTIPLAS ESCALAS DE
TEMPO, FASE E SINCRONIZACAO

Este capitulo apresenta uma introdugao matematica aos sistemas dindmicos cadticos
com alguns exemplos ilustrativos classicos da literatura cientifica na Secao 4.1. Na
Secao 4.3 a sincronizacao entre sistemas dindmicos caéticos via bloqueio de fase é de-
finida e alguns métodos de sua detecgao sao discutidos. De particular interesse para
este trabalho, na Secao 4.2 apresentam-se os sistemas dinamicos com multiplas esca-
las em que a evolugao temporal é caracterizada por escalas temporais diversas e na
Secao 4.4 faz-se uma revisao acerca da sincronizagdo para os sistemas com multiplas

escalas e dos diferentes modos pelos quais define-se a fase para estes sistemas.
4.1 Sistemas dinamicos e caos

De modo intuitivo, um sistema dinamico é um modo de descrever-se a evolugao
temporal de todos os pontos de um determinado espago S. Por exemplo, em uma
perspectiva aplicada, S pode ser um espaco de estados para algum sistema fisico, em
que deseja-se descrever a evolugao temporal de alguma grandeza ou mecanico cuja
descricao da posicao ou da velocidade em funcao da variavel tempo sdo de maior

interesse.

De modo geral, considerar-se-4 o espago S como o espago euclidiano R™ com n
dimensoes de modo que um sistema dinamico constitui um conjunto de estados

iniciais que sdo completamente caracterizados por sua evolucao temporal em R".

Particularmente sao de interesse os sistemas dinamicos cujo tempo seja considerado

continuo e estes sao os de objeto de estudo neste trabalho.

Neste caso, a evolugao temporal de um conjunto de estados iniciais pode ser carac-
terizada como uma trajetéria y(t) € R", algumas vezes também chamada de fluxo e
que, de modo informal, possui toda a informagao sobre como o conjunto de estados

iniciais evolui ao longo do tempo.

Sobre a notacao, por simplicidade, prefere-se escrever o vetor (z1, xa, ..., T, ) simples-
mente por z enquanto alguns autores usam X ou até mesmo X; aqui nao havera
confusao com a notagao uma vez que as fungoes consideradas estao definidas sem-
pre em R"*!. Consideracdes informais como as feitas até aqui motivam a seguinte

defini¢do para sistema dindmico de tempo continuo (HIRSCH et al., 2012):
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Definicao 4.1. Um sistema dinamico continuo em R™ é uma funcao continuamente

diferenciavel F' : R x R" — R" tal que as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

a) F(ty, o) : R"™™ — R™ € a fungdo identidade, isto é, F(ty,xo) = xo em
que to é o tempo inicial de observagao do sistema e xg € R™ é um conjunto

de estados iniciais.

b) F(F(s,t),x) = F(t+s,x), para todo s,t € R e x € R".

Na Defini¢ao 4.1 note que o dominio de F'(t, x) apresenta n+1 dimensoes para tornar
explicita a dependéncia da variavel temporal responsavel pela evolucao do conjunto
de estados iniciais e que x é um vetor n—dimensional. A condigdo a) indica que
o € o conjunto de estados iniciais a qual fez-se referéncia de modo informal nos

paragrafos anteriores.

Considerando F'(t,r) uma funcdo de uma tnica variavel independente t cuja de-
pendéncia seja continua, um sistema dinamico em R" pode ser descrito como uma
equacao diferencial ordinaria de ordem n ou entao interpretado como um sistema

constituido por n equacoes diferenciais de primeira ordem.

Dado o interesse na aplicagdo da Teoria dos Sistemas Dinadmicos em areas diversas
como a Fisica, a Quimica, a Biologia, as Engenharias, Medicina e outras possiveis, a
primeira questao relevante a ser respondida é se um sistema dindmico F'(¢,x) visto
como uma equacgao diferencial da forma x’ = F(¢,z) tem solugdo tnica para todo

estado (condigao) inicial e sob quais hipdteses isto acontece.

O Teorema 4.1 responde a questao do pardgrafo anterior ao afirmar a existéncia e
a unicidade de solugoes para um sistema dindmico sujeito a uma condi¢ao inicial.

A demonstracao é omitida mas pode ser consultada em todos os seus detalhes em
Hirsch et al. (2006).

Teorema 4.1. Seja F' : R x U — R" em que U € um aberto de R" continua,

derivavel e localmente lipschitziana com respeito a varidvel x € U. Entdo:
a) Para todo (to, o) € U, existe v : [ =]ty — €, tg + e[— RY que € solucdo da
equagio ' = F(t,x) com y(tog) = xo.

b) Seyi : I}, — R e vy : [, — R? sdo solugoes de ' = F(t,x) e existe
to € [1N 15 tal que 1 (to) = Ya2(to), entdo v1(t) = Y2(t), para todo t € I1N 1.
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A existéncia e unicidade de solugoes para a equagao ' = F(t,z) em que F(t,z)
¢ uma funcao diferencidvel de R™™' em R" sujeita a uma condigdo inicial (¢g, )
fornece o alicerce tedrico fundamental para que a Teoria dos Sistemas Dindmicos
Continuos seja utilizada como abordagem natural de fendmenos quaisquer em que

se costuma interpretar a variavel independente ¢ como o tempo.

A solugdo, ou fluxo, da equagdo 2’ = F(t,x) fornece toda a informagdo acerca
da evolucao do estado inicial do sistema ao longo do tempo, inclusive descrevendo
suas propriedades geométricas, uma das quais decorre diretamente da unicidade de
solugdes: fluxos () associados a condigoes iniciais diferentes evoluem no tempo sem
qualquer intersecdo com outros fluxos associados a outras condigoes iniciais. Dito
de outro modo, solugoes distintas da equagao 2’ = F'(t,z) ndo possuem pontos de

intersecao.

Defini¢ao 4.2. Seja ' = F(t,x) uma equagao diferencial em que F(t,x) € dife-
rencidvel e definida em um aberto U C R™. O espaco de fases das varidveis x,
X2,..., Ty € 0 espaco n—dimensional em que se contém a evolugdo deste conjunto de

varidveis ao longo do tempo.

Exemplo 4.1. O modelo de Lotka-Volterra (LOTKA, 1926) representa um sistema
dinamico nao-linear que descreve a competicao entre duas espécies: uma espécie

presa xy1 e outra espécie predadora xo sequndo as Equagoes 4.1:

) =z (0 — fs) (4.1)

xh = x9 (0my — &) '
O modelo baseia-se em duas hipoteses principais. A primeira € a de que na auséncia
de predadores x4 a populacao x, de presas cresce a uma tara o > 0 sem qualquer
fator de inibicao; se houverem predadores xo, apesar de a populagdo de presas crescer
a mesma taxa o introduz-se um fator de inibicio proporcional ao encontro entre

predadores xo € presas x1 com constante de proporcionalidade (3.

A sequnda das hipoteses para este modelo implica que, na auséncia de presas xi a
populacao de predadores estd fadada a extingcdao apresentando taza de decrescimento
iqual a & mas que € inibido se houverem presas pela presenca de um fator proporcional

ao numero de encontro entre as duas espécies com constante § > 0.

23



Figura 4.1 - Retrato de fase e séries temporais: sistema presa-predador.

——presas
—predadores

xz(t) (predadores)
Total de Presas e Predadores

xl(t) (presas) Tempo

Fonte: Producao do autor.

No painel a esquerda da Figura 4.1 vé-se alguns fluxos no espago de fases para o
Sistema 4.1 com constantes « = = 6 = £ = 1 associados a diferentes condigoes
iniciais. O comportamento é periodico em cada caso e apesar de x1 e xo tornarem-
se prozimos de zero, o que biologicamente significa a extingcdo das espécies, isto nao
acontece de acordo com o modelo. O painel da direita mostra, com maior clareza,
o comportamento periodico das varidveis 1 e Ty em que as Séries temporais para

presas e predadores estao plotadas.

Voltando ao caso geral em discussao, note que nao ha qualquer restricao além da
necessidade da diferenciabilidade da fungao F'(t,x) para que o sistema ' = F(¢,x)
tenha solucao tnica de acordo com o Teorema 4.1 e deste modo caracterize perfeita-
mente um sistema dindmico continuo. E particularmente ttil considerar o caso em
que F(t,z) é ndo-linear pois a natureza e seus variados fenémenos manifestam-se
principalmente via nao-linearidade e caoticidade. Deste modo, no restante desta se-
¢ao e deste capitulo admitir-se-4 apenas o caso de sistemas dinamicos nao lineares
e eventualmente cadticos. Neste trabalho, considerar-se-a4 a definicdo de caos dada
por Hirsch et al. (2012) uma vez que nao ha uma defini¢ao aceita universalmente no

meio cientifico.

Definicao 4.3. Caos é um comportamento aperiodico de longa duracao em um

sistema deterministico que apresenta sensibilidade as condicoes iniciais.

A Definicao 4.3 merece alguns comentarios sobre os termos e expressoes que nela

aparecem. Por comportamento aperiddico de longa duragao entende-se que o fluxo
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~(t) que descreve a evolugao temporal do sistema nao se aproxima de pontos fixos ou
ciclos limites e nao é caracterizado por érbitas periddicas ou quase-periddicas quando
t — oo. O termo deterministico é usado para enfatizar que, o comportamento cadtico
decorre exclusivamente da nao-linearidade do sistema sendo este livre de ruido ou
forgantes externas que podem interferir no comportamento do fluxo () e por fim,
a sensibilidade as condi¢oes iniciais refere-se a propriedade de que, em sistemas
cujo comportamento é cadtico, fluxos sujeitos a condigdes iniciais suficientemente

proximas afastam-se exponencialmente a medida que t — oc.

Um resultado central no estudo de dindmicas nao-lineares é o chamado Teorema de
Poincaré-Bendixson que, em termos gerais, estabelece que o comportamento cadtico
sO pode manifestar-se em trés ou mais dimensoes; isto é, qualquer sistema dinamico
em duas dimensoes, como o modelo presa-predador apresentado no Exemplo 4.1,
mesmo na presenca da nao-linearidade, ndo pode ser cadtico (STROGATZ, 2018). A

demonstragao ¢ omitida mas pode ser encontrada em Barreira e Valls (2012).

Teorema 4.2. (Poincaré-Bendixson) Considere ' = F(t,z) um sistema dind-
mico planar, isto é, F(t,x) : U C R* — R? € uma fungio continuamente diferen-

ciavel no plano em que U é um dominio fechado e limitado. Entdo, se:

a) Se A C R? é um aberto que contém U e ndo contém nenhum ponto fivo de
F(t,x) e,

b) Existe ao menos uma trajetoria (t) confinada em A, no sentido de que

quando t — 00,7(t) ainda estd contida em A, entdo:

ou Y(t) é uma curva (orbita) fechada em A ou uma espiral que tende a uma curva
(orbita) fechada contida em A. Em ambos os casos, existe uma trajetdria fechada

~(t) inteiramente contida em A.

A deteccao do comportamento cadtico é um problema de alta dificuldade em teoria
mas em aspectos numéricos relacionados ao expoente de Lyapunov, que define-se a

seguir, obtém-se uma relativa simplificacao na detecgao do caos.

Seja o' = F(t,r) um sistema dindmico caético em n dimensoes e considere 7(tp)
uma trajetéria qualquer deste sistema. Perturbando-a por um ¢ > 0 nas condigbes
iniciais, obtém-se outra trajetoria v(t) com t =ty + J cuja evolugao é caracterizada
inicialmente por 7(¢y) mas sobre a qual nada se pode afirmar conforme t — oo dada

a sensibilidade do sistema as condic¢oes iniciais.
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Considere 0(z) = 7v(t) — v(tp) uma medida instantdnea da separagao destas duas
trajetorias que depende fundamentalmente da perturbagdo § > 0 considerada e
suponha que esta separacao cresca exponencialmente entre dois instantes de tempo

quaisquer de maneira que, em norma,
||0(2)|| ~ exp(At)|[t — tol|- (4.2)

O expoente A é denominado expoente de Lyapunov e caracteriza a taxa exponencial
com que duas trajetoérias arbitrariamente proximas se distanciam ao longo do tempo
(MONTEIRO, 2002; PTIKOVSKY; POLITI, 2016). Um sistema dindmico continuo em n
dimensoes possui exatamente n expoentes de Lyapunov e ao conjunto de todos estes

expoentes da-se o nome de espectro de Lyapunov.

Seja L o espectro de Lyapunov associado a um sistema dindmico =’ = F(t,z). A
taxa exponencial de divergéncia de trajetérias cujas condigOes iniciais sdo infinite-
simalmente préximas é medida pelo elemento méximo de £ e, quando max(L) > 0

hé indicativo numérico da presenga de caos no sistema (HIRSCH et al., 2012).

Na Subsecao 4.1.1, a seguir, sdao apresentados dois sistemas que sob determinadas
condicoes exibem comportamento cadtico e o conceito de atrator também é apre-
sentado. Os espectros de Lyapunov apresentados para estes sistemas sao calculados

via algoritmo descrito em Wolf et al. (1985).
4.1.1 As equacgoes de Lorenz e de Rossler

Em 1963, o meteorologista e matemdtico Edward Lorenz (1917 - 2008) ao estudar
o fendmeno da convecgao atmosférica utilizando um modelo simplificado observou
que o comportamento das solugoes numéricas encontradas se distanciavam de modo
exponencial mesmo para condi¢oes iniciais bastante proximas; em linguagem atual
e de acordo com a Definicao 4.3 de caos, ele se deparou com a sensibilidade as
condigoes iniciais. O Sistema de Lorenz é um sistema dinamico em trés dimensoes e
descrito pelas equacoes

¥=0(y—1)

y=x(r—z)—y (4.3)

2 =axy— bz
em que o, r e b sao constantes. Em seu trabalho original, Lorenz usou os valo-
res o = 10, 7 = 28 e b = 8/3 (LORENZ, 1963) também usados nas simulagoes

apresentadas a seguir.
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Figura 4.2 - Evolucao temporal do sistema de Lorenz com diferentes condigoes iniciais.
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Fonte: Producao do autor.

A Figura 4.2 indica que, geometricamente, o Sistema 4.3 esta confinado em um certo
subespaco A do espaco tridimensional nao importando a condicdo inicial utilizada.
Note que apds transcorrido um tempo que nao depende do ponto tomado como
condi¢ao inicial as trajetérias tanto em (I) quanto em (II) convergem para uma
regiao A C R3 ndo saindo mais dela. De modo a mostrar a evolucdo da trajetéria
para o subespaco A nao houve descarte de transiente. Por transiente, entende-se o
comportamento do fluxo 7(¢) de um sistema dindmico para o subconjunto inicial da

variavel independente.

Define-se a regiao A do espago tridimensional como o conjunto atrator cadtico para
o Sistema de Lorenz. Nao existe condicao inicial que possa ser usada de modo que

as trajetérias nao se confinem, quando ¢ — oo, na regiao A.

Além disso, as trajetérias, dada a unicidade de solugoes provada anteriormente, nao
se auto interceptam apesar de seus pontos tornarem-se arbitrariamente proximos

durante a evolugao temporal.

A dimensao do atrator de Lorenz nao pode ser um niimero inteiro: se fosse igual a 2
o atrator estaria contido em um plano, o que nao ¢é verdade por simples inspe¢ao na
Figura 4.2 e se fosse igual a 3 entao ele preencheria toda a regiao A que o contém.
A dimensao para o atrator de Lorenz é estimada em 2,06 (MCGUINNESS, 1983).
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Além disso, o sistema é dissipativo, isto é, qualquer que seja o volume inicial consi-
derado, definido pelas trés coordenadas da condicao inicial, certamente ele contrair-
se-a4 ao longo do tempo, o que pode ser verificado calculando-se o divergente para o
Sistema de Equagoes 4.3 e verificando que ele assume um valor negativo qualquer
que seja a condicao inicial dada. De fato, considerando f;, fs e f3 como a primeira,
segunda e terceira das equacoes de 4.3, tem-se:

N CH S )

uma vez que o = 10 e b = 28/3 e tal valor por ser independente das varidveis z, y e

z também independe da condicao inicial considerada.

Uma vez sendo conhecida a propriedade de que o Sistema de Lorenz possui tra-
jetorias que confinam-se em um atrator mostra-se na Figura 4.3 a propriedade de
sensibilidade as condigoes iniciais. Para tanto, na simulagao numeérica, tomou-se
duas condigoes iniciais arbitrariamente préximas e fez-se o descarte de transiente de

modo a observar apenas o comportamento das trajetorias ja confinadas no atrator.

Figura 4.3 - Sensibilidade as condigOes iniciais para o sistema de Lorenz. Em vermelho
e azul vé-se o respectivo atrator para as condigdes iniciais C; = (—5,2,3) e
Cy = (-5,01, 2, 3,1).
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Fonte: Producao do autor.
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Ressalta-se que, para o conjunto de pardmetros escolhidos (0 = 10, 7 = 28 e b = 8/3)
o comportamento do Sistema de Lorenz é cadtico pois seu espectro de Lyapunov dado

por L = {—14,57, 0, 0,90} apresenta elemento maximo positivo.

Nota-se com mais clareza a dependéncia do comportamento cadtico com relagao ao

conjunto de parametros escolhidos no sistema que apresentar-se-a na sequéncia.
Trata-se do Sistema de Rossler definido pelo sistema de Equacgoes

¥ =—y—=z
v =z+ay (4.4)
Z=b+z(x—c

em que os parametros a, b e ¢ regulam o comportamento dindmico do sistema. No
trabalho original (ROSSLER, 1976) as constantes utilizadas foram a = b = 0,2 e
¢ =>5,7 e Rossler chama a atencao para a maior simplicidade deste sistema quando
comparado com o de Lorenz: enquanto o primeiro apresenta apenas uma equagao

nao-linear, o segundo apresenta duas equagodes nao-lineares.

Assim como no caso de Lorenz, observa-se que todas as trajetorias convergem para
uma mesma regiao do espago tridimensional que, também nao possui dimensao in-
teira. Além disso, este sistema também é dissipativo pois:

_0h 0fr  Ofs

VS %—Faiy—f‘a:a—c,

negativo sempre que ¢ > a, como no trabalho original (ROSSLER, 1976).

Considerar-se-a4 o Sistema 4.4 com os parametros a = 0,15, b = 0,20 e ¢ = 10.
Dadas condigoes iniciais C; = (20,5,10) e Cy = (10,10,5) vé-se, tal qual para o
Sistema de Lorenz, que as respectivas trajetérias sao atraidas para uma regiao A do
espaco tridimensional e de 14 ndo saem mais. Veja a Figura 4.4: no painel superior os
atratores tridimensionais com as condigoes iniciais destacadas; no painel inferior, vé-
se a projecao do atrator no plano z —y de modo a tornar de mais facil visualizacao o
caminho percorrido pela trajetoria desde o ponto inicial até sua entrada (e portanto,

permanéncia) no atrator.

A sensibilidade as condigoes iniciais também estao presentes. A Figura 4.5 mostra a
simulagao do Sistema de Rossler para duas condig¢oes iniciais suficientemente proxi-
mas: tomou-se C; = (10, 10,20) e Cy = (9,98, 10,01, 20) ou seja, deu-se incrementos

iguais a A; = —0,02 e Ay = 0,01 para as variaveis = e y do sistema.
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Figura 4.4 - Simulacoes do sistema de Rossler com condi¢des iniciais C7 e Co para os
graficos a esquerda e a direita, respectivamente.
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Fonte: Producao do autor.

Finalmente, o comportamento cadtico das variaveis z, y e z para o sistema de Rossler
também se evidencia quando se observa seu espectro de Lyapunov, neste caso, dado
por L ={-14,1, 0, 0,13}.

E possivel forcar o Sistema de Réssler a exibir comportamento periédico com a
escolha adequada do conjunto de parametros a, b e ¢ que aparecem na Equacao 4.4.
Utilizando a = b = 0,1 e variando ¢ ¢é possivel simular comportamentos peridodicos
onde se observam apenas uma Orbita, duas, trés, seis e comportamentos cadticos.

Para detalhes e parametros, consulte Strogatz (2018).
4.2 Sincronizacao entre sistemas dindmicos cadticos

Esta Secao define o conceito de sincronizacao e discute, particularmente, sua ma-

nifestacao em sistemas dindmicos cadticos quando acoplados, interagindo entre si.
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Figura 4.5 - Tlustragdo da sensibilidade as condigoes iniciais para o sistema de Rossler.
Em vermelho e azul vé-se o respectivo atrator para as condigoes iniciais C} =
(10,10,20) e Cy = (9,98, 10,01, 20).

Fonte: Producao do autor.

Faz-se também, uma revisao da literatura sobre a detec¢do da sincroniza¢ao no caso

de sistemas cadticos e também no caso de sistemas com multiplas escalas de tempo.

E provével que o primeiro cientista a observar o fendmeno da sincronizacao tenha sido
o holandés Christiaan Huygens (1629 - 1695) ao observar dois relégios de péndulo
fixados em uma mesma viga. Ele percebeu que o movimento dos dois péndulos em
mesmo ritmo devia-se as imperceptiveis forcas que os dois relégios imprimiam a viga

devido aos movimentos que realizavam (PIKOVSKY et al., 2003).

Em linguagem moderna diz-se que os relogios observados por Huygens estavam
acoplados e efetuavam um processo de sincronizacao, ou seja, o ritmo de seus movi-
mentos estavam ajustados devido a fraca interagao entre eles. Esta é exatamente a
definicao do fendmeno da sincronizagao: o ajustamento de ritmos entre dois ou mais

sistemas acoplados devido a uma fraca forca de interacao entre eles.

Sabe-se hoje que este fendomeno ¢é universal e estd presente em diversas areas. Na
Biologia, por exemplo, pode ser observado em grupos de vaga-lumes que ajustam o
ritmo cuja comunicagdo é caracterizada pela emissdo de luz (TYRRELL et al., 2006;
OTTE, 1980) ou em péassaros em caga (IMS; ANDREASSEN, 2000). Nas Ciéncias So-
ciais, por exemplo, observa-se também que uma plateia tende a ajustar o ritmo dos

aplausos ao final de um espetéculo (NEDA et al., 2000).

Sistemas cadticos podem, quando acoplados, apresentar comportamento sincroni-

zado. Em trabalhos pioneiros na area de dinamica nao-linear nota-se o interesse na
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sincronizagdo completa em que, as trajetérias dos sistemas cadticos acoplados con-
vergem para uma trajetoria comum ao longo do tempo (FUJISAKA; YAMADA, 1983).
Entretanto, atualmente, o interesse maior estd na chamada sincronizacao de fase em
que as trajetérias evoluem com amplitudes diferentes ainda que os sistemas exibam

ritmos semelhantes.

De modo a tornar clara a exposicao, explica-se na sequéncia como se faz a mo-
delagem matematica do acoplamento utilizando dois sistemas dindmicos cadticos
S ¢ R* — R"e S : R" — R” definidos respectivamente pelos sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias =, = F(t,x1) e x5 = F(t,25) mas cuja modelagem

é analoga para k sistemas quaisquer.

O acoplamento é definido por uma matriz M, ., (1, x2) cujas componentes sao com-
binac¢bes quaisquer entre as variaveis de estado x; e x5 de S7 e Sy, respectivamente,
que estao acoplados. A intensidade de acoplamento, € > 0, considerada sempre pe-
quena o suficiente para que a modelagem indique fraca interacao entre os sistemas,

é introduzida como uma constante multiplicativa da matriz M.

No caso em que se faz a introducao da matriz M em apenas um dos sistemas, diz-se
que o acoplamento é unidirecional, sendo o sistema mantido inalterado chamado de
sistema condutor (ou mestre) e o outro, de sistema resposta (ou escravo). Formal-

mente tem-se o Modelo

L =F(t
xh = F(t,x9) + € M(xy, 22)
para o acoplamento unidirecional sendo S; condutor e S resposta e,
¥y = F(t,z1) + € M(x2, 1) (4.6)
xy = F(t,x9) + € M (21, x9) '

para o acoplamento bidirecional.

Acoplamentos que consideram k sistemas acoplados todos entre si sao geralmente
chamados de acoplamentos globais. O Modelo 4.6 define, portanto, um acoplamento
que é bidirecional e também global entre S; e Sy. E bastante comum considerar o
acoplamento linear, de maneira que a dependéncia entre as variaveis de estado x; e

To na matriz M (xq,x2) é apenas uma combinacao linear entre ambas.
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O exemplo a seguir, apresentado em Ferreira et al. (2013), ilustra a manifestacao
da sincronizacao entre dois sistemas S; e Sy cadticos de Lorenz quando acoplados
bidirecionalmente via variavel x considerando uma intensidade de acoplamento € = 6

e a auséncia deste fendmeno para um acoplamento fraco, com € = 0, 4.

Exemplo 4.2. Considere dois sistemas de Lorenz em tipico regime cadtico conforme

discutido na Subsegdo 4.1.1:

) =10 (y1 — 1) + € (29 — 1)

Sy ={ V=21 (28-21)—m (4.7)
8

21 = 10,9831 (z1y; — 3 21)

xh =10 (yo — x2) + € (v — x2)
Sy =14 Yy =12(28 — 23 —é/2 (4.8)
2y = 1,018 (z2y — 3 23),

em que as constantes ¢, = 0,9831 e co = 1,018 sao introduzidas na varidvel z de

modo a tornar Sy ligeiramente diferente de Ss.

Figura 4.6 - Varidveis de estado para os Sistemas 4.7 e 4.8 em regime cadtico bidirecional-
mente acoplados com € = 0, 4.

20

N’\
—
w4

Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.7 - Varidveis de estado para os Sistemas 4.7 e 4.8 em regime cadtico bidirecional-
mente acoplados com € = 6.

20

Fonte: Producao do autor.

Para e = 0,4, considerada uma intensidade de acoplamento fraca, os sistemas nao
manifestam o fenomeno da sincroniza¢io. Com o uso de uma intensidade de aco-

plamento € = 6, a sincroniza¢do completa acontece. Compare as Figuras 4.6 e 4.7
4.2.1 Fase em sistemas cadticos

A Secao 4.2 faz referéncia a duas tipicas situagoes envolvendo o fendomeno da sincro-
nizacao: a primeira, envolvendo o ajuste de ritmos entre as variaveis de estados de
sistemas acoplados com a adicional propriedade de apresentarem amplitudes iguais
e a segunda, mais sutil, em que as variaveis de estado permanecem evoluindo no

tempo com amplitudes livres mas encontram-se sincronizadas.

Como na defini¢ao de sincronizacao exige-se que a interacao entre os sistemas seja
fraca e na pratica aplica-se uma intensidade de acoplamento pequena, a segunda das
situagoes ¢ a de grande interesse para as aplicacoes. Trata-se da sincronizacao em

fase, conceito que é descrito nesta Subsecao.

No caso periddico, ilustrado na Figura 4.8, caso em que um sistema dinamico S
apresenta solugao peridédica de modo que no espago de fase as solugoes tendem a um
ciclo-limite, define-se a fase como a coordenada angular ®(¢) ao longo deste ciclo

limite que se incrementa em 27 a cada rotacao completa (PTKOVSKY et al., 2003).
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Figura 4.8 - Definicao de fase para o caso de trajetérias periddicas.

Trajetoria
Periodica

N N
3
T

7 S S
2
L‘:ZW-' ----------------------

0

0 T 2T 3T

Periodo

Fonte: Adaptado de Pikovsky et al. (2003).

Note que ao longo do tempo a fase ®(t) é crescente e incrementa-se em 27 a cada
periodo percorrido pela trajetoria, ou seja, a cada evolugao completa em torno do

ciclo limite correspondente a essa trajetéria no espacgo de fases.

A generalizagao do conceito de fase para o caso nao periédico (considerando espe-
cialmente o caso cadtico) nao é imediata e é construida teoricamente via expoentes
de Lyapunov. No que segue, a discussao sera restrita ao caso de sistemas dindmicos
cadticos em que a a propriedade de sensibilidade as condigoes iniciais estd presente

e de maior interesse neste trabalho.

Todo sistema dindmico 2’ = F(t, z) continuo e auténomo em relac¢ao ao tempo possui
ao menos um expoente de Lyapunov nulo (MONTEIRO, 2002; FIEDLER-FERRARA;
PRADO, 1994), ou seja, existe uma dire¢ao no espago de fases em que as trajetérias

sao estaveis as perturbagoes.

Este resultado permite que o conceito de fase, definido inicialmente nesta Se¢ao
para o caso periodico, seja generalizado para o caso cadtico conforme descrito em
Pikovsky et al. (2003).

Definicao 4.4. Seja 2’ = F(t,z) um sistema dindmico continuo n-dimensional e
cadtico. A fase instantinea deste sistema é definida como a varidvel angular ®(t)

associada ao expoente de Lyapunov nulo existente.
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A nocao de fase permite permite definir a sincronizagdo entre dois sistemas nos
quais os ritmos sao ajustados mas as amplitudes nao. Este tipo de sincronizacao é

conhecido como sincronizagao via travamento de fase.

Definicao 4.5. Sejam ®(t) e Po(t) as fases instantineas de duas varidveis x;(t)
e xo(t) relativas a sistemas Sy e So, respectivamente. Os sistemas S e Sy estdo

sincronizados via travamento de fase se

11 (t) — Bo(t)] < 2r.

Existem diversos métodos para a atribuicdo da varidvel fase ®(¢) para sistemas

cadticos. A Subsecao 4.2.2 apresenta alguns dos mais conhecidos.
4.2.2 Métodos de atribuicao de fase para sistemas cadticos

Nesta Subsecdo apresentam-se cinco métodos para a atribuicao de fase em siste-
mas cadticos. O primeiro utiliza se¢oes de Poincaré introduzidas convenientemente
no espago de fases; o segundo baseia-se em projecoes no espago de fase; o terceiro
fundamenta-se na Transformada de Hilbert e os dois tltimos sao obtidos via Trans-

formadas Wawvelet.
4.2.2.1 Fase via sec¢oes de Poincaré

O comportamento cadtico manifesta-se em sistemas dinamicos continuos desde que
estes estejam, pelo menos, imersos em um espaco com trés dimensoes. Conforme
discutido na Se¢ao 4.1 isto é uma consequéncia direta do Teorema de Poincaré-
Bendixson. Neste contexto uma das ferramentas mais utilizadas para a analise das
trajetorias cadticas é denominada Secao de Poincaré. Trata-se simplesmente de in-
troduzir um plano S, e analisar as intersegoes das trajetérias com este plano. Deste

modo, o problema reduz-se a uma analise em apenas duas dimensoes.

Observe na Figura 4.9 um atrator de Rossler caético com parametros a = b = 0, 2
e ¢ = 5,7 e em regime coerente, ou seja, com um centro de rotagao bem definido e
para o qual fez-se o descarte do transiente e uma possivel escolha para a introducgao

de uma Secao S, de Poincaré.

Nestes casos, define-se a fase ®p(t) pelo incremento linear de 27 entre dois instantes
t, e t,+1 sucessivos em que as Orbitas interseccionam a Se¢ao de Poincaré (MOON;
HOLMES, 1985; PIKOVSKY et al., 1997; ROSENBLUM et al., 1997; TIAN et al., 2013).
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Figura 4.9 - Secao S, de Poincaré para o atrator de Rossler.

Secao de
Poincaré
25 -
N
0>
5
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TSNS o~ s > > Y 0
-12 -15 X

Fonte: Producao do autor.

Em termos matematicos, tem-se:

t—t,
— " 4 2n, b, <t <t (4.9)

(I)p(t) =27
tn+1 - tTL

E importante notar que dado o comportamento caético do fluxo, as sucessivas inter-
se¢oes do atrator com o plano S, sao todas distintas entre si e o tempo de retorno,
isto ¢, o tempo decorrido entre duas intersecoes sucessivas, necessariamente nao ¢é
constante. A fase ®p(t) depende fundamentalmente da Segao de Poincaré S, intro-

duzida no espacgo de fases de maneira que esta fase pode ser ambigua (ROSENBLUM

et al., 1997).
4.2.2.2 Fase via projecao no espacgo de fases

Se ¢é possivel obter érbitas fechadas com centro de rotagao bem definido via projecao
do atrator cadtico em um plano no espacgo de fases entdao a fase pode ser definida
via fungao arco-tangente. Neste caso, define-se a fase via fungao arco-tangente (RO-
SENBLUM et al., 1997; PIKOVSKY et al., 1996; GORYACHEV; KAPRAL, 1996):

®,,0;(t) = arctan (y) ) (4.10)
T
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em que z e y representam as duas variaveis componentes do plano em que o atrator
¢ projetado. Note que na Figura 4.9 uma possivel projecao para que a fase seja
definida para o atrator de Rossler em regime de coeréncia como na Equagao 4.10 é

a projecao no plano xy.

No caso de regime nao coerente, em que nao se estd bem definido um centro de
rotagao para o atrator, a Definicao 4.10 é adaptada considerando-se a projecao das
derivadas das variaveis de estado = e y. Explicitamente, para este caso (CHEN et al.,
2001),

X

/
D,,0;(t) = arctan (y/) : (4.11)

4.2.2.3 Fase via transformada de Hilbert

Dada uma fungao real f : R — R a sua Transformada de Hilbert é definida por

1 < f(u)
t)=—P.V. / du, 4.12
5( ) s —ot—u “ ( )
em que P.V. indica o valor principal de Cauchy da integral da funcao f(u) . Note a

singularidade isolada existente em ¢ = u.

A partir da fungdo real f(t) e de sua respectiva {(t) define-se uma fungao complexa

analitica
s(t) = f(t) +&(t) = a(t) + v exp(e Py (t)),

em que identifica-se imediatamente a fase ®y(t) atribuida via Transformada de
Hilbert.

Diferente dos métodos de atribuigao de fase via Segao de Poincaré e/ou projegoes
no espaco de fases este método é nao ambiguo e aplica-se particularmente a dados
experimentais de modo imediato sem a necessidade de processamentos adicionais
nos dados (PIKOVSKY et al., 1997).

4.2.2.4 Fase via transformada wavelet continua

A Transformada Wavelet Continua apresentada em detalhes na Secao 2.3 do Capi-
tulo 2 é outro meio de atribuigcdo de fase para sistemas cadticos quando escolhe-se

uma wavelet complexa como fungao analisadora.
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Neste caso, aplica-se a CW'T e identifica-se na sequéncia a escala a,,, em seu espec-
tro global G(a), calculado de acordo com a Equacao 2.16, apresenta energia maxima.
Fixando-se esta escala define-se a fase instantanea ¢y () como o argumento dos
coeficientes wavelet complexos W;ﬁ’(amax,t) (CHANDRE et al., 2003; KORONOVSKIT;
HRAMOV, 2004; HRAMOV; KORONOVSKII, 2005). Explicitamente, tem-se:

D (1) = ar(W} (1, 1) (4.13)

E claro que neste caso a atribuicdo de fase volta a ser ambigua pois passa a depen-
der da wawvelet analisadora complexa escolhida. Nos trabalhos citados no paragrafo
anterior os autores consideram a wawvelet de Morlet com frequéncia central w. = 1 Hz

correspondente ao parametro adimensional wy = 27.
4.2.2.5 Fase via transformada wavelet discreta complexa dual-tree

A Transformada Wavelet Discreta Complexa Dual-Tree descrita na Secao 3.2 do
Capitulo 3 também ¢é utilizada para a atribuicdo de fase em sistemas cadticos sejam
provenientes de modelos tedricos, como os sistemas de Rossler e de Lorenz, ou de
dados experimentais (FERREIRA et al., 2015; FERREIRA et al., 2017) uma vez que

para seu uso basta o conhecimento de uma série temporal unidimensional.

Para isto, aplica-se inicialmente na série temporal f(t), a DT — CWT utilizando -se
todos os niveis de decomposi¢do para o quais os coeficientes wavelet obtidos repre-
sentam de modo significativo a série temporal f(¢) conforme discutido previamente
no Capitulo 3. No que segue, seja N o numero de niveis utilizados no processo de

decimacao.

Feito isto identifica-se o nivel J, 1 < J < N, em que o espectro global wavelet
E(J) seja maximo. Entao, os coeficientes wavelet d’ do nivel J de decomposigao sdo

utilizados para a atribuicao de fase via funcao arco-tangente:
(4.14)
em que a variavel tempo ¢t deve ser discretizada considerando um fator igual a

27 proveniente do processo de decimacdo e da identificacdo do nivel J de energia

maxima.
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4.3 Sistemas dindmicos com maultiplas escalas de tempo

Nesta Secao apresentam-se os Sistemas Dinamicos com Multiplas Escalas de Tempo
(do inglés, Multiple- Time-Scale Dynamical Systems) dentro de uma perspectiva ma-
tematica. Isso implica em analisar alguns resultados centrais da Teoria Geométrica
das Perturbacgoes Singulares para Equacgoes Diferenciais Ordinarias onde define-se
formalmente as oscilagoes de relaxacao, a estrutura geométrica intrinseca aos siste-

mas com mais de uma escala de tempo.

Os conceitos e resultados apresentados nao sao triviais de modo que estes sao ilus-
trados sempre que possivel analisando-se o oscilador de Van der Pol (POL, 1934),
que basicamente representa um oscilador com amortecimento nao linear. Ao final
da Secdo, se caracteriza geometricamente a geometria tipica das oscilagoes de re-
laxacao: a manifestacao de “pulsos” isolados ou sequéncias de pulsos denominados,

respectivamente na literatura de spikes e burstings, respectivamente.

Apesar da escolha por este importante exemplo especifico para as dindmicas que
apresentam escalas temporais distintas, estas estao presentes em variados fenome-
nos como lasers (GIACOMELLI; POLITI, 1998; ROY et al., 1992), ondas de Faraday
(CHEN; NALS, 1999), reagoes quimicas homogéneas (HJERTAGER et al., 2002), feno-
menos eletroquimicos (KISS et al., 2006), modelos diversos para a atividade neuronal
(IZHIKEVICH, 2000a; IZHIKEVICH, 2003), células cardiacas (NAQVI et al., 2014) e
f—pancredticas (RORSMAN; ASHCROFT, 2017) além de outros outros (CHEN et al.,
2012; WANG; BOYD, 2009; SON; LIM, 2008).

Considerar-se-a nesta Secao o caso mais simples: a presenca simultdnea de apenas
duas escalas temporais distintas cujas respectivas dinamicas sao denominadas dina-

micas lenta e rapida, respectivamente. Formalmente, tem-se a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.6. Um sistema dindmico é denominado (m,n)-rdpido-lento se pode ser

formulado por um sistema de equacoes diferenciais da forma

d
6% =€er = f(x7y7€)
(4.15)
dy

em que f(x,y,€) e g(x,y,€) sdo fungoes definidas de R™ 1 - R™ e < e<1é
um pardmetro real muito menor que 1. A varidvel x € R™™" ! ¢ a varidvel rdpida e

a varidvel y € R™™1 ¢ denominada varidvel lenta.
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Observa-se que fazendo-se a mudanga de varidavel 7 = et o Sistema 4.15 pode ser

reescrito como

dx

%:l%/:f(l',yﬂf)

(4.16)
1 dy o
=Y =eg(z,y,e).

De fato, decorre da mudanca de variavel e de 4.15 que

T=¢€lt <= dr = edt <
dy ldy dy

em que T e g sao usados para denotar as derivadas de x e y em relacao a nova escala

de tempo 7.

Uma possivel abordagem para a analise do comportamento dinamico, seja do Sis-
tema 4.15 ou 4.16 é considerar o caso limite em que € = 0. Isto transforma qualquer
uma das formas do sistema dindmico (m, n)—rapido-lento em uma equagao algébrico-
diferencial por envolver uma equacgao algébrica e uma diferencial. Este caso limite

motiva as duas defini¢oes a seguir:

Definicao 4.7. A equacao algébrico-diferencial

f(z,y,0)=0
dy ( 0 (4.17)
dt _y _g x7y7

¢ denominada subsistema lento e o fluro vs(t) por ela gerado é denominado fluzo

lento.

Definicao 4.8. A equacao algébrico-diferencial

dz ,
E_l’ _f(fvyao)
(4.18)
dy
20
dt ’

é denominada subsistema rdpido e o fluro v¢(t) por ela gerado é denominado fluzo

rapido.
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Para se distinguir o caso em que se faz referéncia aos subsistemas definidos por
4.17 e 4.18 é comum referir-se a Equagdao 4.15 como sistema completo. Dadas as
Definigoes destes dois subsistemas a ideia central é que, no espago de fases é possivel
analisar o comportamento do sistema completo ora considerando um subsistema,

ora considerando outro.

Decorre da Definicao 4.7 que em uma vizinhanca suficientemente pequena da solu-
¢ao da equagao algébrica f(x,y,0) o fluxo v(¢) do sistema completo seja dominado
pelo subsistema lento de modo que f(z,y,0) desempenha papel central na anélise;
assumir-se-a que a curva f(z,y,0) = 0 seja topologicamente homeomorfa ao espago
euclidiano R™™" de modo que ela seja uma variedade, ou seja, um espaco topoldgico
X cujos pontos (x,y) possuem uma vizinhanga na qual o comportamento quanto
as propriedades geométricas é idéntico ao existente no espaco euclidiano R™*™ no
sentido de que existe uma funcdo ¢ : X — R™*™ bijetiva, diferencidvel e com in-
versa também diferencidvel. Geometricamente, isto implica que a variedade X ¢é

localmente suave e regular como o espago euclidiano de dimensao m + n.

Definicao 4.9. O subconjunto Cy C R™ x R™ definido por
Co ={(z,y) € R™ x R" tal que f(z,y,0) = 0}, (4.19)
é denominado variedade critica para o Sistema 4.15.

A Proposigao 4.1 a seguir relaciona os pontos de equilibrio do fluxo rapido com os

pontos de Cj.

Proposicao 4.1. Seja S um sistema dinamico (m,n)-rdapido-lento cujo fluxo rapido
seja Y¢(t). Os pontos de equilibrio de ¢(t) correspondem-se biunivocamente com os

pontos da variedade critica Cy.

Demonstragio. Considere y, € R™ fixo. Se zp ¢ um ponto de equilibrio para ~¢(t)
entdo f(xo,40,0) = 0, ou seja, (zg,y0) € Co. Por outro lado, seja (zg,y0) € Co.
Pela Definicdo 4.9 tem-se que f(xo,yo,0) = 0 para yo in R” que pertence a v;(t) de

acordo com a Definigao 4.8. ]

O oscilador de Van der Pol (POL, 1926; POL, 1934) sem forgante é definido pela

equacao diferencial

i pa? —1)— +x =0, (4.20)



e representa a posigao z(t) de um oscilador sujeito a uma forca u aplicada a um

amortecimento ndo linear.

Tal sistema pode ser visto como um sistema dindmico (1, 1)-rapido-lento. Mostra-
se-4 isto no Exemplo 4.3 onde sao ilustradas os conceitos apresentados nesta Secao

até este ponto.

Exemplo 4.3. Considere a mudanga de variavel t = put. Decorre dela que as deri-

vadas presentes na Equagdo 4.20 podem ser reescritas como

dv  ldz d:v_ ldr
dt " opdr oAt opdr

t=p1 & dt =pdr & (4.21)
Pz d (1 da:) dPr  1d%x 1.

— e —— s — = — = —
a2~ dt\padt) T dr T 2drr T 2n

e substituindo 4.21 em 4.20, tem-se:

d*x dx 1 d*x dx
dt2—|—,u(m—1)d—+x—0<:>—2ﬁ+(x—1)g+x—0 (4.22)

Fazendo-se uma transformacao de Liénard, isto é, definindo
Yy=——+——z (4.23)

e derivando em relagio a y(T), tem-se:

dy 1 d*x dx

J_ - 2122 — 4.24
dr  p?dr? + (@ 1>d7’ s ( )

d
de acordo com 4.22. Assim, d—y = —x (I). Da transformagio de Liénard definida
T

1 dx 3
por 4.28 seque-se que —d— =y — % +a (II).
Fazendo ¢ = p=2, de (I) e (II) obtém-se um sistema (1,1)-rdpido-lento para a

FEquacao de Van de Pol 4.20 dado por

dz _1( &
dr € y 3 v

dy _
dr

(4.25)

73



Ao considerar-se outras forcantes sejam lineares, nao lineares, peridédicas ou quase-
periddicas para a Equacao de Van der Pol ainda assim é possivel converté-lo em um
sistema como 4.25. Far-se-4 agora a andlise de 4.25 com as ideias introduzidas nesta

Secao.

Para tanto, comece observando que ha apenas um ponto de equilibrio: P = (0, 0)

para o sistema completo. A variedade critica, de acordo com a Defini¢ao 4.9 é

3
Co = {(m,y) € R? tal que y = % - :v} , (4.26)

ou seja, uma ctbica passando por P e representada na Figura 4.10.

Figura 4.10 - Oscilador de Van der Pol como um sistema (1, 1)-rdpido-lento com p = 0, 02.
Figura (A): retrato de fase e campo de dire¢oes. Figura (B): comportamento
dos fluxos lento e rapido.

Fonte: Producao do autor.

Na Figura (4.10) (A) vé-se o espago de fases para o oscilador de Van der Pol com
condigao inicial C' = (2, 2). Observe que o espago de fases é composto por uma tnica
trajetéria fechada. A Figura (B) apresenta a variedade critica Cyy para 4.25 sobre a
qual se move o fluxo lento 74(t), representado pelas flechas em azul e cuja dire¢ao
¢ determinada pela segunda das equagoes do sistema 4.25 sendo P um ponto de
equilibrio repulsor. Para o fluxo rapido v;(t) vé-se que acima da variedade critica

seu movimento se da para a direita e abaixo, para a esquerda. Isto também pode ser
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visto na Figura (A) onde o campo de dire¢oes indica esta tendéncia. Ao longo desta
Segao, particularmente o comportamento dindmico mostrado em (B) serd analisado

e explicado de modo detalhado e gradual.

Nao ha, infelizmente, uma uniformidade de nomenclaturas e termos com relagao
aos sistemas (m,n)-rapido-lento. Contudo, enfatiza-se que a exposicao teérica feita
a seguir estd baseada nos termos usualmente encontrados nas referéncias Berglund
(2001), Guckenheimer (2002), Kaper (1999) e Kuehn (2015). A tltima destas refe-
réncias chama a atenc¢ao para este fato, sendo considerada, inclusive, na construgao

dos seguidos exemplos desta Se¢ao usando o oscilador de Van der Pol.

Um conjunto C' € R¥, k € N é dito compacto se ele for fechado e limitado (LIMA,
2004). Esta definicao de compacidade para conjuntos sé aplica-se a subconjuntos do

espaco euclidiano n-dimensional.

Definigao 4.10. Um subconjunto compacto My C Cy é dito normalmente hiperbdlico
se para todo ponto p € My a matriz (D, f)(p) de dimensdo m x m e composta pelas
derivadas primeiras da Equagao f(x,y,0) de 4.7 em relagao a varidvel lenta x nao

possui autovalores com parte real nula.

Exemplo 4.4. Toda a variedade critica Cy do oscilador de Van der Pol é normal-
mente hiperbolica. Basta notar que neste caso f(x,y,0) =y —a3/3+x de modo que

qualquer que seja p € Cy tem-se

_of

e (p) = —? 4+ L (z=p) = —p*+1#0.

(Daf)(p)

Existe uma intrinseca relacao entre os pontos de equilibrio do subsistema rapido que
de acordo com a Proposicao 4.1 sao também pontos da variedade critica e a hiper-
bolicidade de um subconjunto My C Cjy. Esta relacao é apresentada na Proposi¢ao

a seguir:

Proposicao 4.2. Um subconjunto My C Cy é normalmente hiperbdlico se e somente
se para cada p = (x*,y*) tem-se que x* é um ponto de equilibrio hiperbdlico da

equagao diferencial ' = f(x,y,0).

Convém notar, com relacao ao enunciado da Proposicao 4.2 que, de maneira genérica,
define-se z* € R™ como um ponto de equilibrio hiperbdlico para a equacao diferencial
¥ = f(x,y,0) se (a) f(z*,y,0) = 2" e (b) se o autovalor da matriz A associada a

esta equacgao diferencial tem parte real nao nula em x*.
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Subconjuntos My normalmente hiperbodlicos de uma variedade critica Sy podem ser
atratores, repulsores ou do tipo sela. Trata-se de uma generalizacao da teoria classica
das equagoes diferenciais ordindrias onde pontos (e ndao subconjuntos) podem ser

dotados destas propriedades.

Definicao 4.11. Seja My C Cy um subconjunto normalmente hiperbélico de uma
variedade critica Sy. Entdo,

a) My € atrator se todo autovalor de (D, f)(p) tem parte real negativa.

b) My € repulsor se todo autovalor de (D, f)(p) tem parte real positiva.

c) My € do tipo sela se nao for nem atrator e nem repulsor,

para todo p € M.

Exemplo 4.5. A wvariedade critica Cy do oscilador de Van der Pol é dada por

f(z,y,0) =y —23/3 4+ x de modo que qualquer que seja p € Cy tem-se

(D) P) = 9 (p) =~ 41

Como a varidvel x é unidimensional os autovalores X\ de (D, f)(p) sdo as raizes da

equacao

—22+1-X=0,
de onde \ = —p? + 1. Analisando o sinal deste autovalor em funcdo da varidvel p,
seque que:

e A< 0sel—p*<0, ouseja, sep<—1oup>1.

e A>0sel—p*>0, ouseja, se =1 <p<1,
de modo que a variedade critica Cy divide-se em trés subconjuntos Sy, S e Sy dis-
juntos definidos por

o Sy ={(x,y) € Cy tais que x < —1},

o S) ={(x,y) € Cy tais que —1 <z <1} e

o Sy ={(z,y) € Cy tais que x > 1}.
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Portanto, Sy e Sy sao subconjuntos da variedade critica que sao atratores para o
sistema rdpido e Sy é um subconjunto repulsor da dinamica rdpida. Compare estes

resultados com o visto na Figura 4.10.

O Teorema 4.3 estabelece resultados centrais sobre o comportamento da dinamica
lenta em sistemas com miltiplas escalas de tempo. Contudo, a compreensao de
seu enunciado depende de conceitos matematicos que, por completude deste texto,
apresentam-se a seguir como uma sequéncia de defini¢des fundamentadas em Kelley
(2017), Willard (2004), Lima (1983) e Royden e Fitzpatrick (1988).

Definicido 4.12. (Infimo de um Conjunto) Seja A C R um subconjunto nio
vazio de numeros reais limitado inferiormente. Define-se o infimo de A e escreve-se

inf(A) para indicar o maior de todos os reais que sio minorantes do conjunto A.

Definicao 4.13. (Supremo de um Conjunto) Seja A C R wum subconjunto
ndao vazio de numeros reais e limitado superiormente. Define-se o supremo de A
e escreve-se sup(A) para indicar o menor de todos os nimeros reais que sio majo-

rantes do conjunto A.

Definicao 4.14. (Distdncia de Hausdorff) Sejam A e B subconjuntos do R™*™

nao vazios. Define-se a distancia de Hausdorff entre A e B pelo nimero real
dy (A, B) = max {sup (inf |z — y|> , sup <inf |z — y|>} :
A \B B \ 4

para quaisquer r € A ey € B.

Definicao 4.15. (Difeomorfismo) Sejam A e B variedades em R™*™. Diz-se que
A e B sao difeomorficas, ou que existe um difeomorfismo entre eles, se existe uma
fungio ¢ : A — B bijetora, diferencidvel em todos os pontos de A e com inversa

diferenciavel em todos os pontos de B.

Do ponto de vista da Topologia, dois conjuntos difeomérficos sdo indistinguiveis, isto
é, apresentam as mesmas propriedades geométricas. Dadas estas Defini¢oes, segue
o importante Teorema 4.3. A demonstragao foge a breve e elementar construgao
tedrica aqui feita mas, na integra, pode ser consultada em Fenichel (1979) e Jones
(1995).

Teorema 4.3. Fenichel-Tikhonov Seja Cy a wvariedade critica de um sistema
(m,n)-rdapido-lento supondo-a normalmente hiperbélica. Sejam ainda Sy C Cy uma
subvariedade normalmente hiperbolica e compacta e as fungoes f(x,y), g(xz,y) €

R™ x R™ de classe C" < o0, isto é, r vezes diferencidveis com derivadas continuas
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em R™ x R™. Entao, dado 0 < € < 1 tem-se que:

a) Existe uma variedade localmente invariante S, que é difeomorfica a Sy.
b) A variedade S, tem distancia de Hausdorff de Sy, isto é, Sc — Sy se € — 0.

¢) O fluxo y(t) determinado por S, converge para o fluro da dindmica lenta

sobre Sy se € — 0.
d) S € de classe C" < 0.

e) Se € normalmente hiperbdlica e possui as mesmas propriedades quanto a

estabilidade que Sy.

O Teorema 4.3 estabelece a existéncia da variedade localmente invariante S, que de-
pende do 0 < € < 1 considerado. Contudo, dado que todas as variedades S, obtidas
pela variagao do € sao difeomorficas, possuindo assim as mesmas propriedades geo-
métricas, ¢ comum referir-se a todas elas como variedade lenta S, como a notagao

estabelecida no enunciado do Teorema 4.3.

A determinagao da variedade lenta S, é, via de regra, um problema dificil do ponto
de vista tedrico e também numérico mesmo que sejam conhecidas as equacoes dife-

renciais que regular o sistema de multiplas escalas em consideracao.

Contudo, Kuehn (2015) apresenta um exemplo que encontra-se reproduzido abaixo

com todos os calculos omitidos na referéncia original.

Exemplo 4.6. Considere o sistema rapido-lento definido por

/ 2

=—z+

toTrry (4.27)
Yy =—€ey, 0<exk1

cujo unico ponto de equilibrio é a origem e cuja variedade critica é dada por
Co = {(z,y) € R? tais que y* = z}. (4.28)

Explicitamente ilustrar-se-a o Teorema 4.3 calculando sua variedade lenta. Para
tanto, considere (xo,yo) € a condigao inicial para 4.27 e note que ele tem solugao

dada por
2

x(t) = <:130 W 6) exp(—t) + . 3026 exp(—2et)

(4.29)



De fato, dado que ndo se é possivel linearizar o sistema nas vizinhangas da origem
uma vez que a matriz jacobiana para 4.27 é mal condicionada, considere inicialmente
4.27 sem o termo quadrdtico na primeira equacdo uma vez que para qualquer ponto
(x,y) préxzimo da origem seu valor pode ser considerado pequeno o suficiente para

ser desprezado. Decorre entao que 4.27 escreve-se como

{ v= e (4.30)

Y =—ey, 0<e<xk 1

cuja sequnda equagao, y' = —ey € linear tendo solugao dada por y(t) = yo exp(—et).
Substituindo esta solugdio na primeira equagdo do sistema 4.27, obtém-se a equa-
cio ¥’ = —x + y} exp(—2¢t) para a qual busca-se uma solugdo particular da forma

zp(t) = cexp(—2et). Logo,
—2¢ ¢ exp(—2¢t) = c exp(—2et) + y3 exp(—2et)

e, sendo a exponencial uma fungdo nao nula,

—2¢c=c+y,
Y% Yo
de onde ¢ = 1 02 e portanto x,(t) = . 02 exp(—2€t) € a solugdo particular
— 2¢ — 2¢
procurada.
Pela presenca do termo linear no sequndo membro da equagio ¥’ = —x + y* a sua

solugdo geral, considerando a particular x,(t) encontrada, é

2

x(t) = aerp(—t) + Yo exp(—2et)
1—2¢

em que a € uma constante real. Impondo a condi¢io inicial x(0) = xg, tem-se

finalmente
2 2

x(t) = (fro ~ 7 30%) exp(—t) + 0 exp(—2et),

1— 2
e portanto, a solugio do Sistema 4.27 € dada pelas Equagoes 4.29.

A solugao geral encontrada pode ser simplificada deizando-a em uma mesma escala
2

de tempo; note que fazendo xy = , as Fquacoes 4.29 reduzem-se a

Yo
1— 2¢
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2

o(t) = 13026 exp(—2et)

y(t) = i exp(—et),

2
0
em que | xg, ———
( "1 — 2
solucao em uma mesma escala de tempo T = et. Desta solugdo € possivel encontrar

) é a nova condicao inicial para a qual o Sistema 4.27 apresenta

uma relagdo explicita entre as varidveis x(t) e y(t), substituindo a erpressio da

sequnda Equacao na primeira:

x(t) = >0,

que de acordo com o Teorema 4.3 representa a variedade lenta em sua forma expli-

cita:

2
C.= {(Q:,y) € R?, tais que v = . g 2(—:} : (4.31)

Note que C. — Cy quando € — 0 em 4.31. Isto estd de acordo com o item c) do
Teorema 4.3. A Figura 4.11 ilustra a variedade lenta C. para alguns valores de €

além de exibir a variedade critica Cy.

Figura 4.11 - Ilustragao do teorema de Fenichel: variedades lenta C, (linhas azuis traceja-
das) tendendo a variedade critica Cp (linha azul continua).

Fonte: Adaptado de Kuehn (2015).

80



Até este ponto da exposicao consideramos o caso em que a variedade critica nao
perde sua hiperbolicidade. Contudo, na maioria dos sistemas rapido-lento esta pro-
priedade se perde em alguns ou em todos os pontos de Cy. Deste modo, passar-se-a a
considerar esta situacao a partir deste ponto para que se possam derivar mais alguns

resultados acerca das dinamicas com multiplas escalas de tempo.

Definicao 4.16. Seja Cy a variedade critica de um sistema rdpido-lento. Denomina-
se ponto singular a todo ponto py € Cy para os quais a matriz (D, f)(po,0) € singular,

ou seja, nao possui inversa. Formalmente,

Co,s = {po € Cy tais que 3 (D.f)  (po,0)},

define o conjunto dos pontos singulares da variedade critica Cy. Seu complementar
Co,r em relagao a Cy € definido como o conjunto dos pontos requlares do sistema, de

modo que

Co = Cy,s U,y

Observe que se py € Cp s entao Cy é nao hiperbdlica em py pois uma vez que nao
existe inversa para (D, f)(po,0) entdo A = 0 é um de seus autovalores. Como habi-
tual, analisa-se o caso do oscilador de Van der Pol quanto aos pontos singulares e

regulares de sua variedade critica no Exemplo 4.7 a seguir.

Exemplo 4.7. No caso limite, a variedade critica Cy para o oscilador de Van der Pol
define-se a partir do Sistema 4.7 considerando f(x,y) =y—x3/3+x =0, conforme
Equacao 4.26. Diferenciando f(x,y) em relagio d varidvel lenta T, tem-se:

of . of .

vJ J) :1_2. =0

e como Yy = —x, tem-se
x

T 12

de modo que o fluro da varidvel lenta é definido explicitamente por esta equacao.

T (4.32)
Contudo, vé-se que o fluxo associado a varidvel x ndo se define para x = +1 e isto

implica na divisdo da variedade critica Cy nas trés partes disjuntas, nomeadas Sy,

S1 e Sy de acordo com o Exemplo 4.5.

Em termos de comportamento geométrico a variedade critica pode apresentar pontos
de dobra p € R™, em que o fluxo lento tende a colapsar uma vez que pela direita e
pela esquerda de p o fluxo vem em sentidos opostos. Veja na Figura 4.10 (B) que

de fato existem dois pontos sobre Cy em que isto tende a ocorrer: as setas em azul,
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representando o fluxo lento sobre Cy parece que vao colidir nestes pontos, o que nao
ocorre, uma vez que o fluxo deve ser tinico para cada condicao inicial. Mais adiante,
ver-se-a que nas vizinhancas destes pontos o fluxo do sistema completo apresenta
um comportamento bastante peculiar; geometricamente este é o comportamento dos

denominados pontos de dobra cuja definicdo formal é dada a seguir.

Definicao 4.17. Seja p = (z9,y0) € Co em que Cy é a variedade critica de um
sistema rdpido-lento. Define-se p € R™ x R™ como um ponto de dobra (do inglés,

fold point) se as trés condigoes a sequir sao simultaneamente satisfeitas:

(l) fx(xlbyO) = 07
b) fm(fl?myo) 7é 0 ¢,
¢) fy(xo,v0) # 0.

Nao ¢ dificil ver que os pontos (z,y) tais que z = %1 (e, consequentemente,
y = F2/3) em que o fluxo lento, de acordo com o Exemplo 4.7, ndo estd defi-
nido sdo pontos de dobra. Por inspecio, considerando f(x,y) =y — 2%/3 + = vé-se

que as condicoes a), b) e ¢) da Definigao 4.17 estao satisfeitas.

O ponto chave para se entender o que ocorre com o fluxo lento préximo dos pontos
de dobra é a definicao de érbitas singulares que sao geradas pela concatenacao de

partes das dinamicas rapida e lenta. Formalmente,

Definigao 4.18. Uma trajetoria é singular se ela for a imagem homeomdrfica ~o(t)

de um intervalo real I = (a,b) aberto em que:

a) I estd particionado de modo que a =ty < t; < ... <tj_1 <t; =0, para
jeN

b) A imagem de cada subintervalo vo([ty — 1,tx]) para k = 1,2, ...57 é uma

trajetoria do sistema rapido para o sistema lento, ou vice-versa.

c) A imagem o(a,b) possui uma orientag¢io coerente com a orientagcdo em
cada subintervalo ~o([ty — 1,tx]) para k = 1,2, ... j induzida pelos fluzos

rapido e lento.

Em geral, quando se ha hiperbolicidade em uma variedade critica Cj as suas imagens

C. difeomérficas dadas pelo Teorema 4.3 sao boas aproximagoes para a dinamica do
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sistema completo e os pontos singulares de Cy sdo os pontos de dobra por onde as
aproximacoes da dinamica do sistema complexo deve passar para algum instante de
tempo. Este tipo de comportamento dindmico é definido como oscilagoes de relaxa-
¢ao (GUCKENHEIMER, 2004; MISHCHENKO, 2013). Finalmente, é possivel entender
completamente a dindmica mostrada na Figura 4.10 (B), como o Exemplo 4.8 mos-

tra.

Exemplo 4.8. Desde o inicio desta Segcio tem-se explorado pouco a pouco a di-
namica do oscilador de Van der Pol. De modo sucinto o que fez-se, gradualmente,
foi: (a) mostrar que o oscilador de Van der Pol pode ser analisado como um sis-
tema (1, 1)-rapido-lento; (b) que sua variedade critica Cy, normalmente hiperbdlica,
corresponde aos pontos sobre a cibica y — x*/3 + x; (c) que sua variedade critica
divide-se de modo disjunto em trés subvariedades também normalmente hiperbolica
So, S1 e Sy sendo que Sy € repulsora e as demais atratoras para o fluro rdpido; (d)
que os pontos Py = (1,—-2/3) e P, = (—1,2/3) sdo pontos de dobra, em que o fluzo
lento tende a colapsar e que portanto, (e) sdo pontos pertencentes d vizinhanca da

dinamica do sistema completo para algum instante de tempo t.

Para que nao aconteca o colapso do fluzo lento nos pontos de dobra, a trajetoria do
fluzo se revela singular se alternando de modo concatenado entre as dinamicas rdpida
e lenta de acordo com a Definicao 4.18. Diante desta construcao gradual feita pode-
se entender que o oscilador de Van de Pol apresenta oscilacoes do tipo relaxacdo. Na
sequéncia explora-se o significado da existéncia de oscilagcoes de relaxacao no espaco
de fases para este oscilador e as implicagoes para a série temporal x(t) que descreve

a posicao ao longo do tempo deste oscilador.

Note em (A) que partindo-se de uma condi¢io inicial qualquer o fluxo rdpido (indi-
cado pelas setas vermelhas) é atraido para a subvariedade lenta So que € subconjunto
da variedade critica Cy (cibica tracejada em cinza). O fluro do sistema completo
permanece sobre Cy (indicado pelas setas azuis) no subintervalo I, = [1,2,02] cuja
orientacdo € hordria até se aproximar perto do ponto de dobra com coordenada v = 1
onde o fluxo lento nao se define e tende a colapsar mas entdo, novamente o fluxo
rapido assume o controle do sistema atraindo-o, ainda em sentido hordrio, pelo su-
bintervalo Iy = [—1, 1] até a subvariedade lenta Sy por onde passa a percorrer, agora,
sobre a variedade critica Cy no subintervalo I3y = [—2,02,—1] quando novamente,
dado o ponto de dobra, o sistema rdpido assume o controle atraindo o fluro em

dire¢io & Sy no intervalo Iy = [—1,2,02] reiniciando assim o ciclo-limite.
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Figura 4.12 - Oscilador de Van der Pol sem forgante: (A) retrato de fase com érbita sin-
gular e periddica; (B) série-temporal com manifestacao de oscilagao de rela-
Xacao.

Ponto de Dobra

—
T

J Ponto de Dobra

2,02 -1 0 1 2,02 t(s)

b

Fonte: Producao do autor.

O Exemplo 4.8 esta de acordo com a Defini¢ao 4.18 em que, neste caso especifico, a
érbita vy (t) é uma imagem homeomoérfica do intervalo real I = [—2,02,2,02]. Note
na Figura 4.8 item (B) que o comportamento do oscilador de Van der Pol no tempo
onde destaca-se os saltos, formalmente chamado de spikes, provocados exatamente
pela rapida atracao da dinamica rdpida para uma subvariedade lenta; dois destes
spikes estao destacados em vermelho: o primeiro, sobre o eixo y indica em (A) o
segmento formado pela condicao inicial até seu encontro com a subvariedade Sy e o
segundo correspondendo a primeira passagem da dinamica rapida pelo subintervalo

I, = [—1,1] em direcao a Sy atratora.

Esta rapida atracao do fluxo rdpido para subvariedades atratoras da dinamica lenta
é conhecida como canard explosion, fen6meno assim nomeado e descoberto pelo
matemético francés Eric Benoit e pela primeira vez reportada em trabalho de sua
autoria em 1981 (BENOIT et al., 1981), seguidas de outras publicacoes envolvendo
inclusive este fendmeno na presenga de caos (BENOIT; LOBRY, 1982; BENOIT, 1990).

Este mesmo fenomeno tem sido descrito e observado em varios sistemas biologicos
(BORGERS, 2017) e em sistemas quimicos (SHCHEPAKINA; KOROTKOVA, 2013); in-

felizmente sua deteccao numérica e observagao ¢ um problema em geral dificil dado
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que a ocorréncia de canard explosions acontecem em vizinhancgas muito pequenas de
pontos de bifurcagao do espago de fases (KUEHN, 2015).

Geometricamente as oscilacoes de relaxacao sao caracterizadas por estas rapidas
transigoes entre dindmicas rapida e lenta que geram os “pulsos unitarios” (spikes)
ou um conjunto de pulsos seguidos (burstings) por um periodo de aquiescéncia em
que a dindmica lenta estd dominando o sistema completo. Ainda ha a possibili-
dade da manifestacao de caos nestes sistemas, o que torna sua descri¢do dinamica e

geométrica ainda mais interessante.

No contexto deste trabalho sao de particular interesse as manifestacoes da dinamica

rapida caracterizadas pela ocorréncia de burstings e livre de spikes.
4.4 Sincronizacao em sistemas com miultiplas escalas de tempo

Nesta Secao faz-se uma revisao da literatura cientifica existente sobre o fendmeno da
sincronizacao e de sua deteccao em redes de osciladores cujas dinamicas apresentam

miultiplas escalas de tempo e para as quais é um desafio a atribuicao de fase.

Diversos trabalhos, principalmente na area de Neurociéncia, tém investigado a sin-
cronizagao para sistemas com multiplas escalas de tempo (IZHIKEVICH, 2001; XIA;
QI-SHAO, 2005; KLIMESCH et al., 2008; WANG et al., 2011) mas nao limitado a ela; ha
trabalhos que investigam o mesmo fenomeno em redes de osciladores eletroquimicos
cadticos (KISS et al.,, 2006) ou ainda usando modelos teéricos como osciladores de
Hindmarsh-Rose acoplados (WANG, 1993; INNOCENTI et al., 2007; OMELCHENKO et
al., 2010).

A 1ltima destas referéncias indica a necessidade de se definir o conceito de sincro-
nizagao para cada uma das diferentes dindmicas presentes; para a lenta define-se
a sincronizacdo do mesmo modo como feito para sistemas peridédicos ou cadticos
sendo possivel usar qualquer um dos métodos apresentados na Subsecao 4.2.2 e para
a dinamica rapida define-se a sincronizagao analisando-se localmente os burstings e

ainda os spikes que os constituem.

De maneira mais especifica em relagdo a dindmica rapida define-se a sincronizagao
de burstings quando ha igualdade entre o niimero de spikes presentes. Esta defini¢ao
nao assegura que os spikes exibam comportamento sincrono e portanto, define-se
ainda a sincronizacao de spikes como a de burstings com a adicional exigéncia de

que os spikes também ocorram de modo sincrono.
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Quando as duas diferentes dinamicas encontram-se sincronizadas diz-se que o sis-
tema exibe sincronizagao completa. Se apenas uma das dindmicas exibe sincronici-

dade diz-se que a sincronizacao ¢é parcial.

A deteccao da sincronizacao em redes de sistemas com multiplas escalas de tempo
apresenta desafios adicionais. Ainda que para a dindmica lenta isto possa ser feito
atribuindo-se a fase via qualquer um dos métodos aplicaveis a dados de comporta-
mento periddico ou cadtico, para a dinamica rapida a fase nao é de facil atribuicao

pois neste caso ela nao é uma variavel instantanea.

Neste contexto, a revisao da literatura cientifica pertinente feita permite identificar
os meios pelos quais a sincronizacao em redes de osciladores cujas dinamicas possuem

diferentes escalas temporais tem sido investigada e detectada.

Uma das abordagens mais comuns é admitir que a fase para o sistema rapida perma-
nece constante nos instantes de tempo em que a respectiva dindmica nao se manifesta
sofrendo um incremento linear igual a 27 entre os instantes de tempo inicial e final

de cada bursting (BOARETTO et al., 2018).

Outra abordagem para a detecgdo da sincronizacao nestes sistemas é considerar que
entre dois instantes t e t5; de tempo nos quais se iniciam dois burstings sucessivos

a fase sofre um incremento linear de 27 (BATISTA et al., 2009).

Métodos de deteccao da sincronizacao entre dinamicas rapida baseados na simples
observacgao da ocorréncia de burstings em um mesmo intervalo de tempo e com o
mesmo nimero de spikes também se encontram na literatura (KARANTONIS et al.,
2009)

Métodos baseados em filtragens no dominio da frequéncia também sao utilizados.
Filtros passa alta e passa baixa sao usados para caracterizar as dindmicas rapida e
lenta como contetidos de alta e baixa frequéncias sendo a sincronizagao detectada
pela andlise das estruturas presentes ao longo da diagonal das chamadas curvas de

Lissajous em que uma variavel é plotada em func¢ao da outra (WU et al., 2006).

Esta mesma abordagem de se associar o conjunto de baixas e altas frequéncias
as manifestagoes das dindmicas lenta e rdpida ¢ utilizada em (KISS et al., 2006) na
investigacao da sincronizacao entre osciladores eletroquimicos na presenca de regime

cadtico para a dindamica lenta.
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No caso de dinamicas cadticas também se encontram trabalhos em que a sincro-
nizacao é investigada baseando-se na classificagdo das bifurcagoes presentes sendo
medida pela taxa de convergéncia de diferentes trajetorias para atratores reconstrui-
dos via Teorema de Taken’s (IZHIKEVICH, 2000b; IZHIKEVICH, 2001).

Vé-se que todas estas abordagens possuem desafios em suas aplicagoes. No caso das
trés primeiras ha o incomodo de dependerem fundamentalmente do que se entende
pelo inicio e término de cada bursting o que nao é simples uma vez que estes conceitos

nao estao bem definidos no caso geral.

Os métodos baseados em filtragem dependem fortemente dos filtros utilizados sendo
mais ou menos efetivos conforme as caracteristicas do filtro utilizado. A abordagem
via curva de Lissajous é bastante imprecisa uma vez que nao ha clareza sobre o que
se entende, de modo nao ambiguo, por estruturas ao longo da diagonal na represen-
tagao grafica e por fim, a abordagem via classificacao de bifurcagoes e reconstrugoes
de atratores pressupoe um conhecimento muito maior do que aquele que se pode
extrair de uma série temporal experimental e isto dificulta seu uso em dados ex-
perimentais sobre o qual se tem pouco conhecimento teérico. Além disto nenhuma

destas abordagens permite que se investigue a sincronizagao parcial.

No Capitulo 6 propoe-se um novo método para a separacao entre os diferentes com-
portamentos dindmicos e uma abordagem, também inédita, para a investigacao da
sincronizacao entre as dinamicas lenta e rapida, ambas fundamentadas na analise de
wavelets e que particularmente sao uteis no tratamento de dados experimentais uma
vez que suas aplicagoes exigem apenas o conhecimento de uma série temporal rela-
cionada com o fendmeno em investigacao. Particularmente no caso da abordagem
para investigar-se a sincronizagao consideram-se meios de atribuir fase instantanea
para dindmicas lenta e de se construir representantes locais de fase para a dinamica

rapida.

87






Parte 11

ESTRATEGIAS
DESENVOLVIDAS NAS
APLICACOES E RESULTADOS






5 ANALISE DE FALHAS EM DADOS TIiPICOS DE GEOFISICA ES-
PACIAL

Neste capitulo apresentam-se os resultados relativos ao estudo do uso de tratamen-
tos numeéricos de falhas em sinais experimentais, tipicos da Geofisica Espacial e seus
possiveis efeitos quando comparados com a aplicagao da analise tempo-escala, con-
forme apresentada na Secao 2.3 e com o uso das gapped wavelets introduzidas na
Secao 2.4 do Capitulo 2.

5.1 Dados e metodologia

Os dados considerados sao de eventos HILDCAA (do inglés, High-Intensity, Long-
Duration, Continuous Auroral Eletroject Activities) relacionados com a presenga de
ondas de Alfvén no meio interplanetario e correspondem a medida da componente
norte-sul do campo magnético interplanetario definida por um sistema de referéncias
baseado na direcao Sol-Terra. Considera-se, para o estudo de caso, a componente
B, deste sistema de referéncias, medida em nanoteslas (nT). Os dados sao alta-
mente oscilatorios; na Figura 5.1 vé-se o tipico comportamento no tempo das séries

temporais consideradas.

Figura 5.1 - Comportamento tipico em tempo do dado relativo & componente B, do campo
magnético interplanetario.
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Fonte: Producao do autor.

Estes dados, obtidos via National Aeronautics and Space Administration (NASA)!

com cadéncia de 1 minuto, compreendem o periodo entre os anos de 1981 até 2012, de

"https://omniweb.gsfc.nasa.gov/
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modo considerou-se 120 séries temporais. Apods a sele¢do, apenas 53 séries-temporais
foram de fato consideradas por nao possuirem falhas nos instantes de tempo inicial

e final cuja lista pode ser encontrada em Magrini et al. (2017).

A selecao desta forma é importante porque métodos interpolatérios sao usados e cuja
aplicagao pressupoe o conhecimento dos extremos dos intervalos nos quais deseja-se

fazer a interpolacgao.

As falhas existentes nas 53 séries temporais consideradas sao, para este estudo, cate-
gorizadas em quatro classes relacionadas com o comprimento que possuem: padrao
A para a presenca de falhas cujo comprimento é igual ou inferior & 1% do compri-
mento total da série e padroes B, C e D para a presenca de falhas cujo comprimentos
estao nos intervalos |1%, 5%], ]5%, 10%] e maiores ou igual a 10%, respectivamente,

em relagao ao comprimento de cada série temporal analisada.

Esta analise preliminar quanto ao comprimento das falhas revelou que 39 das séries-
temporais possuem exclusivamente falhas do padrao A enquanto o niimero de séries
para os padroes B, C e D sao 02, 09 e 03, respectivamente. Portanto, o conjunto de
dados analisados pode ser considerado um conjunto no qual existe a predominancia

de falhas relativamente pequenas.

O objetivo do estudo realizado é o de comparar (a) a influéncia da posi¢ao das
falhas no sinal f analisado e (b) os artefatos que tais falhas, de acordo com o com-
primento que possuem e sua localizagao temporal introduzem no escalograma e
consequentemente no espectro global wavelet quando interpretado como medida de
energia em baixas e altas frequéncia mediante a aplicacdo da CW'T standard em
conjunto com algum método numérico de tratamento das falhas em uma etapa de
pré-processamento e da CWT adaptativa para a qual nao se exige a necessidade de
qualquer pré-processamento numérico. Em ambos os casos a fun¢ao analisadora foi

a wavelet de Morlet.

Considera-se como métodos numéricos de tratamento das falhas as splines ctubicas,
os polindmios cubicos de Hermite e a interpolagao linear. Registra-se que outros
métodos numéricos podem ser considerados mas a escolha destes deve-se ao fato de
serem métodos numeéricos bastante difundidos no meio académico e particularmente

nas areas em que as técnicas da Andlise Numérica sao utilizadas.

A descricao dos métodos interpolatérios utilizados neste trabalho podem ser encon-

trados em livros de Andlise Numérica como nas obras cléssicas de Froberg (1965) e
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Schatzman e Schatzman (2002). Ainda, destaca-se que o uso de métodos multi-escala
na analise nas ciéncias espaciais e atmosféricas é bastante consolidado na literatura
cientifica (DOMINGUES et al., 2005).

Para que o objetivo da pesquisa conduzida pudesse ser atingido, utilizando uma série
temporal previamente selecionada dentre o conjunto de dados de eventos HILDCAA

considerados considera-se um sinal benchmark e a partir dele os testes sao realizados.

Os escalogramas foram analisados quanto as diferentes estruturas presentes e fez-
se a comparacao entre os diferentes espectros globais wavelet obtidos, considerado
como medida local de energia por escala. Resumidamente, a metodologia aplicada

pode ser descrita pelos seguintes passos:

a) Um sinal benchmark, para efeitos de comparagao, foi gerado e sua ané-
lise tempo-escala foi performada de modo a ser possivel analisar as reais

estruturas presentes no escalograma e o espectro global wawvelet.

b) Neste sinal benchmark foi feita a introducao de falhas de modo aleatério e

de acordo com os padroes A, B, C e D, definidos anteriormente.

c¢) Cada série obtida no item anterior foi analisada usando a CWT e a CWT
adaptativa e os respectivos escalogramas e espectros globais foram compu-
tados.

d) A comparagdo entre o escalograma e o espectro global original com os
gerados no passo anterior foi usada como base para comparacdo quanto
a preservacao de estruturas locais e superestimagao ou subestimacao da

energia detectada em baixas e altas frequéncias.

A geracao de um sinal f benchmark permite a comparagao dos efeitos em termos da
andlise tempo-escala. Em sua construcao considerou-se o evento 80 de acordo com
a numeracao utilizada em Magrini et al. (2017) e que possui 14 falhas mas todas
menores do que 1% do seu comprimento original. Em termos globais, estas 14 falhas
correspondem a apenas (aproximadamente) 0,35% dos registros. Isto justifica nossa
escolha em torna-lo um sinal benchmark para as analise desenvolvidas, suprimindo-
as e tornando-as igual a média aritmética simples dos registros conhecidos. Neste
caso, dadas as 4057 entradas do sinal com 14 falhas a média usada para preenché-las

é igual a v,,, = —1,39.
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Figura 5.2 - Painel superior: sinal f relativo ao evento 80 com regides de falha destacadas
em cinza. Painel inferior: sinal f cujas falhas foram substituidas pelo valor

médio v, = —1,39.
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Fonte: Producao do autor.
Note que a introducao do valor v,, = —1,39 nao é capaz de provocar mudancas

bruscas no sinal usado como benchmark, agora sem qualquer falha. Compare com a
Figura 5.2, onde se vé claramente a supressao das falhas conforme descrito e realizada
de modo a nao descaracterizar o comportamento do sinal experimental relativo ao

evento 80 no dominio do tempo.

Aplicou-se a andlise tempo-escala no sinal fyenen(t) com a wavelet de Morlet usando
wo = 27 considerando 800 escalas conforme visualizado na Figura 5.3. A leitura do
espectro global wavelet indica que existe alguma parcela de energia apds as escalas
maiores que 800 mas estas foram desconsideradas porque a deformagao provocada

pelo parametro de dilatagdo descaracteriza a auto simetria da funcao wavelet 1y (t).

Note que existe uma contribuicdo em energia bastante significativa proxima a escala
a = 250, além de outras estruturas de energia principalmente em baixas e médias
escalas o que, em outras palavras, indica contribuic¢oes significativas das frequéncias
mais altas que das mais baixas. Isto estd plenamente de acordo com o sinal fyepen (%)
no dominio do tempo onde vé-se que as mudangas e/ou rajadas sao abruptas e

ocorrem rapidamente nao apresentando temporalmente qualquer suavidade.
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Figura 5.3 - Analise tempo-escala do sinal benchmark com respectivo escalograma e espec-
tro global wavelet.
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Fonte: Producao do autor.

Para a geragao dos sinais com falha de acordo com os padroes A, B, C e D optou-se
por: (a) nao introduzir falhas na bordas dos sinais porque isto implicaria em nao ser
possivel o pré-processamento numérico com os métodos interpolatorios escolhidos e
(b) introduzir um total de 10, 10, 5 e 4 regioes de falhas, respectivamente para cada
um dos padroes A, B, C e D.Tanto os comprimentos a serem utilizados quanto os
pontos iniciais de sua introducao no sinal bechmarck foram obtidos de modo pseudo-
aleatério em um computador para tornar o processo de analise o menos enviesado

possivel.

Tabela 5.1 - Resumo dos intervalos de falha introduzidos no sinal benchmark.

- Comprimento (%) Comprimento (min) ,
Padréao dos Intervalos de Falhas dos Intervalos de Falhas Nimero de Intervalos de Falhas
A 0,75 31 10
2,00 82 5
B 4,50 183 5
7,0 284 2
C 9,0 366 3
D 10,00 406 2
16,00 650 2

Fonte: Producao do autor.
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Os padroes A, B, C e D pré-processados com splines cubicos estao apresentados na
Figura 5.4, em que o eixo-x varia no intervalo I = [0,4057] e foi omitido por melhor
visualizacao. Estao plotados separados dos demais casos interpolatérios porque seu
uso altera de modo significativo a amplitude do sinal fye,er(t), 0 que nao ocorre no

tratamento com Hermite ctbico e interpolagao linear.

Figura 5.4 - Sinais pré-processados com splines cibicos. Painel superior: padroes A e B.
Painel inferior: padroes C e D, respectivamente.
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Fonte: Producao do autor.

A amplitude do sinal apdés o uso dos splines torna-se até 20 vezes maior que a
amplitude do sinal benchmark. Isto se reflete na Figura 5.4 onde o eixo das ordenadas
possui a mesma amplitude a fim de que se pudesse estabelecer a relacao entre o
comprimento da falha interpolada e a magnitude introduzida erroneamente por este

método de interpolagao.

Para os polinémios ciibicos de Hermite e a interpolacao linear tal fenémeno nao
acontece. Os sinais com falha tratados numericamente com eles apresentam a mesma
amplitude que o sinal benchmark, o que se espera pois, enquanto existem restrigoes
que se aplicam a derivada do sinal interpolado quando se usam polinémios de Her-
mite, a interpolagao linear preserva naturalmente a amplitude por considerar uma
taxa de crescimento constante entre dois pontos quaisquer que representam o inicio
e o final das falhas. E possivel ver as séries interpoladas na Figura 5.5. Neste caso
os dois eixos foram omitidos, por melhor visualizagdo, mas possuem amplitudes e

interpretacoes idénticas aos eixos da Figura 5.1.
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Figura 5.5 - Sinais pré-processados com polindmios cibicos de Hermite e com a interpo-
lagdo linear para os padroes A, B, C e D respectivamente.

ol ol Y
i M

Fonte: Producao do autor.

5.2 Discussoes e conclusoes parciais

Apresenta-se nesta Secao os resultados e discussoes sobre o tratamento numérico de
dados experimentais como uma etapa anterior a analise tempo-escala bem como a

comparacao deste tratamento com a aplicacao da CW'T adaptativa.

A analise baseia-se nas diferencas entre a energia detectada em cada série-temporal
derivada de cada um dos padroes introduzidos considerando a supressao das falhas
de acordo com cada um dos métodos numéricos utilizados. Esta andlise fundamenta-
se fortemente na observacao espectro global wavelet uma vez que esta ferramenta

nos fornece a distribui¢do de energia por escalas.

Também faz-se a analise das estruturas locais de energia presentes no escalograma
em cada um dos casos comparando-as com as realmente existentes conforme vistas
na Figura 5.3 para fazer uma andlise que considerasse a introdugao de estruturas
de energia espurias e também a possivel supressao das verdadeiras estruturas de

energia presentes.
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Figura 5.6 - Escalogramas das séries temporais obtidos pela CWT apéds pré-processamento
via splines. Painel superior: padrées A e B. Painel inferior: padroes C e D,

respectivamente.
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Fonte: Producao do autor.

Fez-se a opcao de apresentar os escalogramas para as séries interpoladas com splines
cubicas na Figura 5.6 separadamente dos demais uma vez que as leituras de energia
para cada um dos quatro padroes de falha estudados sao distintas entre si e sempre
superestimadas chegando a ser 160 vezes (padrao D) superior quando comparadas
com a energia do sinal fyenen(t), conforme Figura 5.3. O eixo das abscissas foi omitido

para melhor visualizacao e representa o tempo como na Figura 5.1.

A primeira constatacdo é o fato de que o uso de splines cibicas nao é um bom
método para pré-processamento de falhas em sinais. Observe que, mesmo no caso
de falhas pequenas (padrao A) ja ocorrem introdugoes de artefatos no escalograma
e que a energia presente na estrutura verdadeira, detectada pela analise do sinal

benchmark, ja deforma-se pelo tratamento numérico feito.

Nos casos dos padroes B, C e D valem as mesmas constatagoes com a adicional
observacao de que no caso de falhas maiores (padroes C e D) as reais estruturas
existentes no sinal sdo perdidas e em contrapartida varias outras, todas em altas

escalas e, portanto em baixas frequéncias, sao introduzidas de modo espiirio.

Isto se explica observando a Figura 5.4; em contraste com o comportamento natural
do sinal em possuir contetudo de alta frequéncia, em cada regiao de falha o tratamento
numérico por splines introduziu uma curva suave (e, portanto lida como de baixa
frequéncia/alto escala) com registros muito acima da média do sinal o que altera

significativamente a magnitude do espectro global.
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Figura 5.7 - Escalogramas das séries temporais obtidos pela CWT apds pré-
processamentos numéricos e via CWT adaptativa. As trés primeiras colunas
possuem leituras de palheta de cor como a do escalograma original (linha

superior).
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Fonte: Producgao do autor.

Quanto ao uso dos polinémios ctibicos de Hermite e da interpolacao linear, cujos
escalogramas estao plotados na Figura 5.7 percebe-se que existe a preservagao da
principal estrutura de energia existente no sinal benchmark ainda que, como espe-
rado, essa preservacao se mostra superior quando se trata das menores falhas (padrao
A). Destaca-se também que estes dois métodos de tratamento introduzem energia
espuria em altas escalas para os padroes de falha C e D, perdendo completamente a
capacidade de identificacao das corretas estruturas de energia. Além disso, destaca-
se que os dois métodos apresentam escalogramas bastante equivalentes; compare a
primeira com a segunda coluna da Figura 5.7; este fato é curioso porque enquanto a

interpolacgao linear ndo impde condigao alguma sobre os pontos a serem interpolados
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sendo a interpolagao mais simples, seus resultados sao praticamente idénticos aos
obtidos com os polinémios ctibicos de Hermite cujo grau é maior e para o qual se

impoe algumas condicoes sobre as derivadas nos pontos interpolados.

Por fim, a terceira coluna da Figura 5.7 apresenta os resultados com a aplicagao
da wavelet adaptativa. Para falhas dos padroes A e B as estruturas de energia sao
corretamente identificadas ainda que com uma pequena deformagao no segundo caso.
O padrao C merece um comentario especial: a falha foi introduzida exatamente sobre
a regiao de maior energia no sinal benchmark: compare com a Figura 5.3; isto explica
a pouca energia detectada no escalograma pela técnica adaptativa e revela que as
regides de falha nao contribuem para a energia detectada no sinal e é exatamente por
isso que seu uso evita a introdugao de estruturas erradas e energia espirias no sinal
analisado sendo, portanto, uma boa alternativa para sinais com falhas relativamente
grandes. Para efeitos de comparacao com os demais métodos, na quarta coluna os

resultados com o uso de splines sao novamente apresentados.

Figura 5.8 - Comparacdo entre os espectros globais wavelet.
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Fonte: Producao do autor.
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Por sua vez, a analise dos espectros globais wavelet para cada um dos quatro padroes
estudados confirma a discussao apresentada nos paragrafos anteriores. Na Figura 5.8,
com eixos em escala logaritmica, o espectro global wavelet do sinal fyenen(t) esté
representado por uma linha continua preta. E evidente que o uso das splines, gera
um espectro global wavelet que superestima a energia tanto em baixas quanto em

altas escalas (linha pontilhada cinza);

Em todos os casos apresentados, os espectros globais relativos aos polindomios ctibi-
cos de Hermite e a interpolacao linear, linhas vermelhas e roxas continuas, respec-
tivamente, praticamente nao apresentam variacoes, sendo assim do ponto de vista
pratico, indiferente o uso de um ou outro método interpolatério como uma etapa

anterior ao pré-processamento para a aplicacao da CWT.

Com excecao do padrao A em que as falhas pequenas sao representadas frequen-
cialmente de modo satisfatério, desconsiderando aqui as splines ciibicas na analise,
em todos os casos o uso da CWT adaptativa subestima a energia presente nas esca-
las; isto ocorre porque, ao invés de introduzir informagao espuria acerca da energia
presente em um sinal qualquer esta técnica simplesmente desconsidera as regioes
em que nao se ha informagao uma vez que estas regides continuam sem informa-
¢ao introduzida de modo artificial via tratamentos interpolatérios ou numéricos, por

exemplo.

Quanto a correta identificagao do pico central de energia no espectro global, com
excegao do caso C, mais delicado cuja falha se localiza exatamente sobre a regiao em
o sinal f apresenta sua principal estrutura de energia, em todos os demais casos a
CWT adaptativa o detectou corretamente, diferentemente dos demais métodos que
por mais que aproximassem o espectro global s6 foram capaz de fazer esta correta

identificagao no caso de pequenas falhas (padrao A).

Resumindo a discussdo feita tem-se que: (a) os splines causam superestimagao do
espectro global calculado tanto em altas quanto em baixas frequéncias nao o tor-
nando confidvel para o tratamento de falhas existentes em sinais quaisquer; (b) o
tratamento numérico via polindmios cibicos de Hermite ou via interpolacao linear
apresentam praticamente os mesmos resultados independentes do padrao de falha
considerado; (c) para pequenas falhas, padrao A considerado, os métodos apresenta-
ram resultados coerentes quanto ao comportamento do espectro global e (d) apesar
de haver pequena perda de energia no espectro global no uso da CWT adaptativa seu
uso apresenta melhores resultados pois além de aproximar o espectro original ainda

identifica os verdadeiros picos de energia existentes e isto a torna particularmente
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interessante para os casos em que se deseja detectar periodicidades nos dados, como

é o caso da Geofisica Espacial, por exemplo.

Os resultados desta pesquisa encontram-sem publicados e apresentam além da ana-
lise aqui feita um estudo sobre a relacao entre a localizacao da falha ao longo da série

temporal em que estd presente e as analises tempo-escala (MAGRINI et al., 2017).
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6 APROXIMACOES DAS DINAMICAS LENTA E RAPIDA E DE-
TECCAO DA SINCRONIZACAO EM SISTEMAS COM MULTIPLAS
ESCALAS DE TEMPO

Este Capitulo dedica-se a apresentar dois métodos inéditos que, em conjunto, per-
mitem a investigacao da sincronizacao em sistemas com multiplas escalas de tempo,
considerando separadamente as dinamicas lenta e rapida presentes. No que segue,
admite-se particularmente o caso em que a dindmica lenta é cadtica e a dindmica
rapida é caracterizada pela manifestacao de burstings irregulares ao longo do tempo

sendo, a sincronizagao estudada no sentido de travamento de fase.

O primeiro dos métodos apresentados refere-se ao calculo de aproximacoes para as
dindmicas rapida e lenta de modo que elas poder ser separadas a partir do conhe-
cimento de apenas uma série temporal unidimensional relacionada com o sistema

completo em que se manifestam.

O segundo, permite que seja gerado um representante para a fase da dinamica rapida
que ¢ capaz de indicar ou nao a presenca da sincronizagao entre essa dinamica via

analise das regides de overlaps em que os burstings ocorrem.

Os dois métodos fundamentam-se em técnicas de andlise wavelets, introduzidas nos

Capitulos 2 e 3.

A Secao 6.1 apresenta a metodologia de separacao das dinamicas e exemplifica seu
uso no caso de dados sintéticos relativos a sistemas do tipo Hindmarsh-Rose aco-
plados e também no caso de dados experimentais relacionados com osciladores ele-

troquimicos.

A Secao 6.2 apresenta a metodologia de geragdo dos representantes para a fase da
dindmica rapida e como a sincronizagdo pode ser detectada usando-se a informa-
¢ao contida neles. Também se propoe uma modificacao para o parametro de ordem,
classica medida de quantificacdo da sincronizacao, adequada para o caso da dina-
mica rapida em estudo. O método também é exemplificado considerando os mesmos

conjuntos de dados que sao discutidos na Secao 6.1.
6.1 Aproximagao das dindmicas rapida e lenta via CWT

Nesta Secao descreve-se como as técnicas e métodos wavelets sao capazes de aproxi-
mar os comportamentos dindmicos rapido e lento presentes em uma série temporal

unidimensional proveniente de um sistema onde estas duas dinamicas estao presente.
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A possibilidade de aproximar as diferentes dinamicas, separando-as em série tempo-
rais em que apenas uma delas esta presente permite que o sistema completo original
seja decomposto em seus subsistemas rapido e lento, cujas andalises permitem com-
preender em maiores detalhes a dindmica de multiplas escalas temporais. Essa com-
preensao permite analisar a existéncia da sincronizacao entre as diferentes escalas
temporais (OMELCHENKO et al., 2010), predizer comportamentos climéticos (HELD
et al., 2010), estudar o comportamento neuronal (MAZZINO et al., 2005) dentro outras
aplicagoes em variadas dreas como controle de sistemas (FUJIIMOTO; KANEKO, 2003;
HOVAKIMYAN et al., 2006).

Em teoria, conforme Secao 4.3 a separacao das dindmicas é possivel partindo-se do
conjunto de equagoes diferenciais que regule o sistema completo e revela-se impor-
tante para o entendimento global das dinamicas. Contudo, a andlise de sistemas
experimentais nao pode ser feita dessa maneira, pois as equagoes que regem o sis-
tema completo ou sao desconhecidas ou provém de um modelo simplificado que

apenas aproximam a informacao contida no dado experimental.

A separacao das dindmicas rapida e lenta tem sido objeto de pesquisa em diversas
areas e reportadas mas as técnicas desenvolvidas exigem mais conhecimento sobre o
sistema completo do que o método baseado em wavelets aqui proposto; alguns des-
tes trabalhos reportam a necessidade do conhecimento dos autovalores e autovetores
do sistema completo (CHOW; KOKOTOVIC, 1976), outros, usam algoritmos iterati-
vos que pressupoe o conhecimento das trajetérias do sistema em baixas dimensoes
(GOUSST; VALORANI, 2006) ou ainda propde a separagao das dindmicas pela recons-
trucao da variedade lenta, o que nao é um problema simples (CHIAVAZZO, 2012).

Essas consideragoes destacam a relevancia do método proposto uma vez que o tinico
pressuposto para sua aplicagao é o de se dispor de uma série temporal unidimensional

que descreva a evolucao da dinamica completa ao longo do tempo.

Particularmente esta Segao organiza-se em quatro Subsegoes. Na primeira, faz-se a
descricao do método de separacao das dindmicas; na segunda e terceira, descrevem-se
os conjuntos de dados tedricos e experimentais utilizados e na quarta, apresenta-se a
aplicagao do método nos conjuntos de dados descritos além de uma discussao acerca

dos resultados obtidos.
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6.1.1 Meétodo de aproximacgao das dindmicas lenta e rapida

A Secao 4.3 descreve, do ponto de vista matematico, um dos principais mecanismos
pelos quais os sistemas com multiplas escalas de tempo apresentam, no dominio do
tempo, spikes e/ou burstings interrompidos por periodos de aquiescéncia: trata-se da
existéncia de oOrbitas singulares nas quais os fluxos relativos as dindmicas rapida e

lenta alternam-se no controle do comportamento dindmico completo de um sistema.

Do ponto de vista do dominio da frequéncia, os spikes/burstings manifestam-se nas
altas frequéncias e os periodos de aquiescéncia manifestam-se nas baixas por serem
tipicas ondas de maior comprimento e suavidade. Como a CW'T é capaz de detectar
as sub-bandas de frequéncia que estao presentes ao longo do tempo a sua aplicagdao

é capaz de caracterizar as tipicas manifestagoes das dindmicas rapida e lenta.

Partindo destes pressupostos, a analise do espectro wavelet global, em conjunto com
a analise do escalograma de energia de uma série temporal em que as diferentes dina-
micas se manifestam, oferece a ferramenta adequada para a selecao das sub-bandas
de frequéncia em que cada dindmica se manifesta e, via inversao da transformada
wavelet usando apenas estas sub-bandas, cada dindmica pode ser reconstruida sepa-

radamente no dominio do tempo.

Estas consideragoes fundamentadas pelo Apéndice A e Capitulo 2 sao a base da
metodologia para a separagdo dos dois comportamento dindmicos de forma a isola-
los (MAGRINI et al., 2020). Para tanto, considere que f(¢) é uma série temporal

unidimensional relacionada com um sistema de multiplas escalas.

Inicialmente aplica-se a CWT ao sinal f(¢) usando a wavelet de Morse ¥ (w; 3, 20),
descrita no Capitulo 2, Se¢ao 2.2 computada diretamente no dominio da frequéncia

via Equagdo 2.9 com normalizagao L'(R).

A escolha por esta wavelet se deve a sua analiticidade, que, conforme apresentado
anteriormente, evita completamente a deteccao de frequéncias negativas espurias,
ainda que, de baixas amplitudes. A escolha dos parametros leva em consideracao a
necessidade de que a wavelet analisadora deve possuir uma largura de banda estreita
de modo a favorecer a detecgao de altas frequéncias tipicas da dindmica rapida. Tanto

em tempo quanto em frequéncia 1(w; 3,20) pode ser visualizada na Figura 2.8.

A partir dos coeficiente W? (wq, T) calcula-se o espectro global wavelet G(w,) em que
os parametros de escala sao substituidos por suas respectivas pseudo-frequéncias de

acordo com a Equacgao 2.3.
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Apesar de ser G(w,) uma versao suavizada do espectro de poténcias de Fourier, ndo
se pode substituir o primeiro pelo ultimo, pois Fourier nao identifica com clareza as
rajadas em altas frequéncias, caracteristica temporal dos burstings (DAUBECHIES,

1996). Portanto, o uso de métodos wavelet é indispensavel.

Busca-se identificar em G(w,) dois picos de frequéncia principais: um em baixa

max
lenta >’

responsavel pela dindmica lenta e outro em altas frequéncias que, de modo analogo,

frequéncia, denotado por w em torno do qual estd o conjunto de frequéncias

max

indica a regiao do espectro responsavel pela dinamica rapida, wyzii,-

No caso em que estes dois picos podem ser lidos e identificados com clareza no
espectro wavelet, entdo também é possivel identificar dois outros méaximos locais em

G(wa): Mienta identificado como o primeiro méximo local maior que wiias € Myspida

max

identificado como o primeiro méximo local menor que wyzy, .

Neste caso ideal, denotando por wy.x a frequéncia maxima utilizada na analise cujo
valor depende da escala maxima ideal utilizada como na Equagao 2.8, sao considera-
dos os COHjllntOS Qlenta :]07 mlenta] € Qrépida = [mrépidaa wmax] para a reconstrugéo de
cada comportamento dinamico via ICWT contendo apenas as frequéncias em cada
conjunto e tornando nulas todas as demais. O resultado da aplicagdo da ICWT é

e

a aproximacao procurada para cada uma das duas dindmicas, nomeadas flenta (%)

frépida (t) .

Recomenda-se, ainda, que seja feita uma limiarizacdo em fispida(t) com o objetivo
de mitigar possiveis problemas de borda em cada um dos burstings aproximados; ao

final desta Secao faz-se uma descricao completa deste processo de limiarizagao.

max
lenta

max

Se os picos w e/ou w3y, nao estdo bem definidos ou se nao é possivel a identi-

ficacao dos pontos Mienta €/0U Myspida €m G(w,), entao aplica-se a estratégia abaixo

que permite determinar completamente as sub-bandas de frequéncia Qjenta € rapida-

max
lenta>

de modo empirico, via andlise dos resultados para as aproximacoes da dinamica

Se Mienta N0 estd bem definido entao considera-se o valor Mmepts = 2w estimado

rapida calculadas, considerando o conjunto de dados experimentais com a hipotese

max

inicial de ser este valor dependente de winar .

Se nao é possivel identificar wyz¥;, por ele nao estar bem definido no espectro wavelet,
entao perde-se a capacidade de se definir m,4piqa como proposto no caso ideal e entao
o extremo inferior do intervalo (24pida € escolhido como sendo a frequéncia mais alta

cujo comportamento é igual ou préximo ao de um ponto de inflexdo, por ser uma
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regiao do espectro em que se identifica geometricamente mudanga de comportamento
da energia presente nas altas frequéncias. O extremo inferior para o conjunto Qenta
e 0 extremo superior para {2,4pida 520 considerados, em qualquer caso, como a menor

e a maior das frequéncias utilizadas na analise, respectivamente.

Uma vez determinado os conjuntos Qienta € 2vspida, aplica-se a ICWT, considerando
nao nulos apenas os coeficientes wavelet correspondentes a cada um, zerando os
demais. Isso permite reconstruir no dominio do tempo as aproximagdes para as

dindmicas lenta e rapida.

Neste trabalho, considera-se a dindmica rapida restrita a manifestacao de burstings
no tempo e, portanto, faz-se necessario considerar a estrutura topoldgica que eles
possuem para que a aproximacao fiapida(t) seja de erro minimo. Em uma perspec-
tiva tedrica, a geometria dos burstings é classificada de acordo com as bifurcagoes
existentes nos sistemas com muiltiplas escalas de tempo responsaveis pela frequéncia

de ocorréncia do conjunto de spikes, conforme descrito em (RINZEL, 1987).

Assim, dependendo do comportamento dos burstings presentes na dindmica rapida,
pode ser necessario aplicar uma corre¢do numérica na aproximagao calculada, cujos
objetivos sdo o de eliminar problemas de borda presentes em fispida(t) € descartar

falsas manifestacoes da dinamica rapida.

Os problemas de borda ocorrem quando f(¢) nao se inicia e¢/ou nao termina em burs-
tings e sao caracterizados por oscilagoes de pequena amplitude que sao confundidas
com manifestagbes da dindmica rapida e surgem quando f(t) apresenta variagoes
bruscas no tempo sendo comuns na aproximacao das dindmicas aplicada para os

dados experimentais analisados.

A correcao numérica da aproximacao frapida(t) proposta neste trabalho é caracte-
rizada pela aplicacdo de uma limiarizagdo com hard threshold, cujo limiar § > 0 a
ser aplicado depende da andlise simultdnea da série temporal f(t), da aproxima-
GA0 frapida(t) obtida e da energia local E(t), cuja medida é obtida pela integracao
do escalograma, correspondente a aproximacao da dinamica rapida, em relacdo ao
tempo:

E(t) = /0 W (4 12 . (6.1)

A energia E(t) é quase nula durante a manifestacao da dindmica lenta, de modo que
os intervalos de tempo em que ela apresenta leituras altas sao os mesmos em que os

burstings estao presentes e portanto pode ser usada para caracteriza-los localmente.
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: . max 1 . :
A Figura 6.1 resume a metodologia proposta. Nela, wiigX - indica a frequéncia mais
alta cujo comportamento é igual ou proximo ao de um ponto de inflexao e cuja esti-
mativa depende da andlise do espectro global wavelet e a possivel corre¢ao numérica

¢ indica pelos termos limiarizagao e tratamento dos burstings.

Figura 6.1 - Descri¢ao grafica da metodologia para a obtencdo das aproximacgoes das di-
namicas lenta e rapida.

Série Temporal
f(#)

l Andlise Tempo — Escala

Coeficientes Wavelet

l Escalograma

Espectro Global Wavelet

|

Todos bem definidos Algumins) mal definido(s)

. . . Imax
(@) wirs e m{:;: (@) Myepta = 200,

rapida

. max
{b) P”‘rﬁ]}[d& e ?n.ler‘ta (b) ?n-r:iptda = {'L}j_nﬂe:;ﬁc

i-*:‘lleaj.ﬂa = ]U.r mlenta]
Qpipisa = | Mepida, Pmax]

_fler.ta[t} € = I fr:ip:'dn(r)
ICWT em Q. ICWT em €2 44,

Limiarizagao
Tratamento dos Burstings

Fonte: Producao do autor.

6.1.2 Dados sintéticos: sistemas Hindmarsh-Rose cadticos acoplados

Esta Subsec¢ao descreve os dados sintéticos utilizados para ilustrar a metodologia
proposta na Subse¢ao 6.1.1 de aproximacao das dinamicas rapida e lenta, cujos

resultados estao apresentados e discutidos na Subsecao 6.1.4.
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Este modelo tedrico é o mesmo utilizado e descrito em Omelchenko et al. (2010)
sendo constituido de dois sistemas tipo Hindmarsh-Rose com comportamento cad-
tico acoplados bidirecionalmente. O sistema considerado é descrito pelo conjunto de

equacoes!

iL'/172 = 0, 375 T1,2 + Y1,2 + O, 4 (ZLQ + 1, 7) +€ (33271 — [BLQ)
93,2 = 219+ €(Y21 — Y12)
21,2 = /h_é <w1,2 - ZiQ + 31:%72 —T12 — 0.15)

/-1 2
Wy = M2 (1 — D2y — w1,2> 7

(6.2)

em que pu; = 0,001 e pus = 0,002 e € > 0 é a forca de acoplamento aplicada de

maneira bidirecional nas varidveis x5 e y; 2, respectivamente.

Seja o sistema Hindmarsh-Rose (HR) em que tem-se uma dindmica lenta caética e
uma dindmica rapida caracterizada por burstings, de acordo com Omelchenko et al.
(2010).

A geometria dos burstings presentes é do tipo onda quadrada. Em termos topologicos
isto significa que eles se iniciam em uma bifurcacao do tipo sela-né e terminam em
uma homoclinica presentes no Sistema 6.2 sendo caracterizados, no tempo, por um
conjunto de spikes cuja frequéncia de ocorréncia é monotonica com inicio e término
de modo abrupto (RINZEL, 1987).

A integracdo numérica do Sistema 6.2 faz-se via método Runge-Kutta de
quarta ordem com passo fixo h = 5 - 107° sujeito As condigdes iniciais
c; = (0,2,0,2,0,2, —1,66) e Cy = (—0,1, —0,1, —0,1, —1,46) com descarte
de regime transiente. O uso de um passo de integracao maior que o utilizado nao
é capaz de fazer a integragao numeérica corretamente, conforme testado durante a

geracao das séries temporais sintéticas consideradas.

A Figura 6.2 exibe o comportamento da variavel wy, similar ao da variavel ws, em

que a dinamica lenta ¢é cadtica sendo interrompida por burstings.

No detalhe vé-se a manifestacao da dindmica rapida com o bursting tipico presente no
Sistema 6.2 destacado pela regiao pontilhada.. Como descrito, nota-se que os spikes

possuem uma frequéncia de ocorréncia monotonicamente decrescente no tempo.

'Em contato com os autores de Omelchenko et al. (2010) verificou-se a existéncia de um erro
de impressdo nos conjuntos de equacoes descritos no trabalho citado em que, as equacoes de y; 2
aparecem impressas sem o sinal de negativo .
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Figura 6.2 - Comportamento das dindmicas rapida e lenta presentes na variavel w; do
Sistema 6.2.
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Fonte: Producao do autor.

6.1.3 Dados experimentais: osciladores eletroquimicos

Nesta Secao descreve-se o experimento e os dados experimentais com relagao a di-
namica intrinseca a eles e nos quais a metodologia proposta na Subsecao 6.1.1 é

aplicada.

O setup experimental e o conjunto de dados analisados provém de experimentos
realizados pelo Dr. Istvan Z. Kiss e seus colaboradores, no Departamento de Quimica
da Universidade de St. Louis (Missouri, Estados Unidos) que via colaboragao mitua
na pesquisa desenvolvida fez o compartilhamento dos mesmos para a aplicagao e a

validacao da metodologia proposta para a separacao das dinamicas.
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O experimento eletroquimico realizado consiste, basicamente, na eletrodissolucao de
eletrodos de ferro (Fe), em acido sulfirico (H,SO,4) na concentragdo de 1 mol/L e

saturado de sulfato de potassio (K2SOy,).

O eletrodo de referéncia usado no experimento é composto por merctrio (Hg) e sul-
fato de merciirio (Hg,SOy); o contra eletrodo é composto de platina (Pt), usada no
setup por nao reagir quimicamente com o acido sulfurico e tornar nula a corrente
elétrica no eletrodo de referéncia. Seu uso garante a nao introducao de medidas espt-
rias de corrente elétrica durante a coleta de dados do experimento que é controlada,

ainda, por um potenciostato.

Uma descricao detalhada do experimento e dos dados aqui apresentados encontram-
se publicados em Kiss et al. (2006). Cada eletrodo de ferro envolvido no experimento
é o que, em todo o restante deste Capitulo, sera denominado de oscilador eletroqui-

mico.

Os dados analisados referem-se a corrente elétrica I(¢) medida nos osciladores du-
rante a eletrodissolugdo, cuja medida é dada em miliampéres (mA), sendo esses
osciladores configurados em redes com acoplamento global via introducao de uma

resisténcia externa.

Sao considerados 08 conjuntos de dados referentes a redes com dois osciladores
amostrados a 1000 Hz e 03 conjuntos de dados referentes a redes com vinte e cinco
osciladores amostrados a 2000 Hz. A diferenga entre os conjuntos de dados em cada
caso sao as intensidadades de acoplamento € utilizadas nos experimentos que variam
no intervalo [0, 1]. Explicitamente, no caso de dois osciladores, tem-se intensidades
de acoplamento iguais a e = 0 (caso desacoplado), e = 0,2, 0,4, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9
e e = 1,0 (caso fortemente acoplado) e no caso das redes com vinte e cinco osciladores
os conjuntos de dados referem-se a € = 0,0 e € = 0,2 (neste caso, para € > 0,2 a

dindmica rapida desaparece) sendo quatro conjuntos, ao todo.
A Tabela 6.1 sumariza os dados relativos as redes com dois osciladores.

Conforme descrito em Kiss et al. (2006), as oscilagoes de maior comprimento e
suaves, sao devidas a dinamica lenta, que é cadtica e interrompida por burstings

devido a dindmica rapida que se manifesta irregularmente ao longo do tempo

Com relagao aos burstings presentes nestes dados, nao é possivel classifica-los uma
vez que eles nao sao caracterizados por um conjunto de spikes e nem hé informacgoes

sobre as bifurcagoes do sistema dinamico que os geram.
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Tabela 6.1 - Redes experimentais com dois osciladores eletroquimicos.

Rede Oscilador Duragdo (s) Acoplamento Rede Oscilador Duragdo (s) Acoplamento

1 g 64 0,0 \ } 84 0,7
11 g 230 0,2 VI IE 120 0,8
IIT E 155 0,4 VII 11\\1/1 100 0,9
v SI 60 0,6 VIII 8 82 1,0

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.3 - Comportamento tipico das dindmicas rapida e lenta no conjunto de dados
experimentais analisados relativos a osciladores eletroquimicos.
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Fonte: Producao do autor.
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Neste caso, os burstings sao constituidos por oscila¢oes rapidas sem frequéncia bem
definida, sendo denominados apenas de irregulares. A Figura 6.3 ilustra o tipico com-
portamento dos osciladores considerados, onde pode-se ver em detalhe a dinamica
rapida destacada pela regiao pontilhada: tipico bursting para os dados experimentais

considerados.
6.1.4 Aproximacgao das dindmicas

Esta Subsecao exemplifica a aplicacao da metodologia proposta na Subsecao 6.1.1
nos dados tedrico e experimental descritos nas Subsecgoes 6.1.2 e 6.1.3, respectiva-

mente. Apresenta-se também uma discussao dos resultados obtidos.
6.1.4.1 Aproximacgoes para os dados sintéticos

Considera-se nesta Subse¢ao as variaveis w; o do Sistema 6.2 em que a dindmica lenta
cadtica é interrompida pela dindmica réapida, caracterizada pelos burstings tipo onda
quadrada conforme Figura 6.2. As séries temporais wy o(t) estdo amostradas a uma
taxa de 20000 Hz e cada uma delas possui comprimento igual a 100 segundos. Na

discussdo que se segue as ilustragoes sao feitas considerando w (t).

A Figura 6.4 apresenta o escalograma para a série wq(f) no intervalo de tempo
I =)0, 50] segundos usando a CWT via wavelet de Morse com pardmetros § = 20 e

v = 3 e norma usual como descrito na Subsecao 6.1.1.

A opgao em restringir a visualizacdo a apenas metade da série wy(t) foi considerada
para maior clareza de visualizagao das estruturas presentes principalmente nas altas

frequéncias.

A frequéncia maxima, em Hertz, usada na analise foi definida de acordo com o
Teorema de Nyquist sobre amostragens de sinais. Em termos gerais, ele estabelece
que um sinal f(¢) amostrado a x Hz é capaz de reproduzir, corretamente em seu

conteudo, frequéncias de até x/2 Hz.

Uma analise inicial do escalograma indica que a CWT é hébil em identificar as re-
gides em que cada dinamica se manifesta e que a dinamica rapida estd bem localizada

em tempo e em frequéncia, correspondendo aos picos observados no escalograma.

Para a determinacao das sub-bandas de frequéncia usadas na reconstrugao das apro-
ximagoes para cada uma das dindmicas considerou-se, conforme a metodologia pro-

posta na Subsec¢ao 6.1.1, o espectro global wavelet, mostrado na Figura 6.5.
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Figura 6.4 - Escalograma para a variavel w; do Sistema 6.2 com ¢ €]0, 50| segundos.
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Os picos em baixas e altas frequéncias ocorrem em wigrey = 0,33 Hz e wigthy, = 156, 3

Hz, respectivamente. Define-se a menor e maior frequéncias utilizadas na analise via
CWT como os limites inferior e superior para as sub-bandas de frequéncia Qjenia €
Qrspida- Considerando que no espectro global estao bem definidos os minimos locais
Mienta = 0,53 Hz € Myspida = 36,45 Hz vé-se que este é o caso ideal de aplicagao
da metodologia de modo que Qjenta = [0, 06, 0,53] Hz e Qyspiaa = [36,45, 10000] Hz

sdao as sub-bandas em que cada dindmica se manifesta.

Note que a sub-banda de frequéncia |0, 06, 36,45[ Hz, regiao em cinza na Figura 6.5,
apesar de ter energia significativa nao é considerada na reconstrucao de nenhuma
das duas dinamicas. Considerando as sub-bandas Qenta € (drapida € aplicando a ICWT
anulando-se todo conteudo frequencial nao contido em cada uma delas as aproxima-

¢oes wy,,,., (t) e wi,, . (f) podem ser reconstruidas. Veja na Figura 6.6.
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Figura 6.5 - Determinacao das sub-bandas de frequéncia Qjenta € rapida pela andlise do
espectro global wavelet de w;.
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Fonte: Producao do autor.

Figura 6.6 - Aproximacoes wr,,,, (t) € w1, ., (t), sem tratamento numérico, para w(t).
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Fonte: Producgao do autor.

115



Figura 6.7 - Comparacdo da aproximagao wi,,, (t) (linha azul) e a série original w ()
transladada (linha preta).
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Fonte: Producgao do autor.

A aproximagao da dindmica rdpida deve ser analisada com maior cuidado e as re-
gides A, B e C mostradas na Figura 6.6 indicam regioes em que deve-se aplicar a
correcao numérica descrita na metodologia. Estas regioes sao mostradas em detalhes

na Figura 6.8.

Enquanto as duas primeiras regides (A e B) indicam problemas de borda na aproxi-
magao calculada, a terceira (C) indica que os burstings sdo corretamente capturados
com relagao aos instantes em que acontecem e as rapidas oscilagoes sao reproduzidas
pela respectiva aproximagao com excec¢ao das regioes extremas deles, caracterizadas
por serem de transicao entre os dois comportamentos dinamicos distintos presentes
que, para os burstings tipo onda quadrada devem ser regioes de mudanca abrupta

de comportamento.

Note que wy (t) ndo possui manifestacao da dindmica rapida em seus extremos de ma-
neira que a aproximacao Wi, 4. (t) deve ser nula nestas regides, o que nao acontece.
Trata-se de um problema de borda decorrente da selecao da sub-banda de frequén-
cia (4pida Usada para calcular a aproximagao e que ¢ numericamente corrigido via

limiarizacao proposta.
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Figura 6.8 - Problemas de borda na aproximacao da dindmica rapida.
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Fonte: Producao do autor.

Apés a andlise da variagdo da energia ao longo do tempo E(t), da aproximagao
Wi, (1) € dos quatro burstings presentes em w (t) fixou-se 0 = 0,5 para o limiar a

ser aplicado. A Figura 6.9 apresenta uma visualizacao geométrica da aplicacao deste

threshold para o primeiro bursting de wy,, ., (f).

Figura 6.9 - Correcdo numérica para os burstings de w1, .., (t) via hard threshold.
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Fonte: Producgao do autor.
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A visualizagdo é restrita somente ao primeiro bursting pois os demais apresentam
o0 mesmo comportamento variando apenas o nimero de spikes presentes. Os pontos
A e B indicam os instantes de tempo para os quais a medida da energia ao longo
do tempo, normalizada para tornar possivel a comparacao com a respectiva apro-
ximagao da dindmica rapida (linhas verde e vermelha, respectivamente), intersecta
o limiar § (linha pontilhada) sendo, portanto, os instantes de tempo considerados

para o descarte das bordas (regides sombreadas).

Na Figura 6.10 vé-se uma comparacao entre o primeiro bursting presente em
Wi, () € seu correspondente em w (t) transladado. Observa-se que a frequéncia
monotonica de ocorréncia dos spikes é corretamente reproduzida ainda que aconte-

¢am pequenos desvios nas amplitudes principalmente nos extremos.

Figura 6.10 - Comparagao das dindmicas rapida aproximada e original em wj ().
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Fonte: Producao do autor.

Termina-se esta Subsecao com a observacao de que o mais importante em cada apro-
ximagao calculada é que as respectivas dindmicas sdo corretamente reproduzidas. As
pequenas diferencas em termos de amplitude sdo esperadas uma vez que a selecao
das apropriadas sub-bandas ocasiona um descarte de conteudo frequencial cuja ener-
gia é significativa para a reproducao dessas amplitudes mas nao para a reprodugao

do comportamento dinamico de interesse.
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6.1.4.2 Aproximacgoes para os dados experimentais

Nesta Subsecao apresenta-se as aproximagoes calculadas para as dinamicas lenta e
rapida presentes nos dados experimentais apresentados na Subsecao 6.1.3 via meto-
dologia descrita na Subsecao 6.1.1. Os burstings existentes nos osciladores eletroqui-
micos possuem uma estrutura topoldgica diferente dos burstings tipo onda quadrada

discutidos na Subsecao anterior, nao possuindo uma classificacdo bem definida.

O tipico comportamento temporal dos dados relativos aos osciladores eletroquimicos
pode ser visto na Figura 6.11 em que encontra-se plotado o oscilador A considerando
apenas os dez segundos iniciais e para o qual fez-se uma anéalise exploratéria, usando

a CWT como descrito na Subsecao 6.1.1.

Adicionalmente, apresenta-se o respectivo escalograma e espectro global wavelet
além do espectro de Fourier (em cinza) para efeitos de comparagdo. Nota-se que
apesar do comportamento similar, a leitura dos picos é mais facil de ser feita via

espectro global wavelet, particularmente nas baixas frequéncias.

Figura 6.11 - Escalograma para os 10 segundos iniciais do oscilador A (Tabela 6.1).
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Fonte: Producao do autor.
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Vé-se que a dindmica lenta manifesta-se em torno de 5 Hz e a rapida acima de 20 Hz.
Em todas as séries temporais experimentais analisadas, este é o padrao observado.
Além disto, os burstings sao completamente identificados no tempo pela magnitude
dos coeficientes wavelet. A Figura 6.12 apresenta o escalograma para as quinze séries
adicionais relativas as redes com dois osciladores. Os eixos e a escala de cor sdo

idénticos aos apresentados na Figura 6.11.

Figura 6.12 - Escalogramas para os osciladores indicados na Tabela 6.1.

Fonte: Producao do autor.

A anélise dos Espectros Globais Wawvelet para cada uma das dezesseis séries tempo-
rais descritas na Tabela 6.1 indica que as duas diferentes dinamicas manifestam-se
em bandas de frequéncia bem definidas. As sub-bandas de frequéncias utilizadas no

computo de cada um das dinamicas encontra-se sumarizada na Tabela 6.2.

Os extremos de cada intervalo foram aproximados para o inteiro mais proximos para
melhor clareza na apresentagao dos resultados e também fez-se o acréscimo de zeros
a esquerda de modo que os intervalos com as sub-bandas de frequéncia ficassem

completamente alinhados verticalmente.

Nesta exposicao, apresentar-se-4 o processo de obtencao das aproximacgoes para os
osciladores A e C dadas suas caracteristicas bastante distintas quanto a aplicagao

da metodologia proposta.
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Tabela 6.2 - Sub-bandas de frequéncias (em Hz) para a reconstrucido das aproximagoes
das dinamicas rapida e lenta considerando os dados descritos na Tabela 6.1.

Oscilador Qienta (Hz) Quapiaa (Hz) Oscilador Qienta (Hz) Qpapiaa (Hz)

A ]00,07]  [033,434] I 10,5] [82, 434 ]
B 100,14]  [036, 434 ] J 10,5] [82, 434 ]
C 100,10] [ 090, 434 ] K 10,5] [82, 434 ]
D 100,08]  [050, 434 ] L 10,5] [82, 434 ]
E ]00,08] 047,434 ] M ]0,8] [44, 434 ]
F 100,10] [ 066, 434 ] N ]0,8] [41, 434 ]
G 100,10]  [143,434] o) ]0,8] [ 36, 434 ]
H 100,05]  [082,434] P ]0,8] [36, 434 ]

Fonte: Producao do autor.

Enquanto o oscilador A é o tipico caso em que os picos nos espectro global estao
bem definidos, o oscilador C apresenta picos ndo bem definidos em altas frequéncias

como veé-se na Figura 6.13.

Figura 6.13 - Sub-bandas de frequéncia utilizadas no computo das aproximacoes para as
dindmicas réapida e lenta dos osciladores A e C conforme Tabela 6.2.
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Fonte: Producao do autor.
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As regioes sombreadas correspondem a sub-bandas de frequéncia que sao descartadas

no processo de construcao de aproximacao para cada uma das diferentes dinamicas.

Os dados experimentais encontram-se amostrados a 1000 Hz e a aplicacao da CWT
com a wavelet de Morse de acordo com a metodologia utilizada indica como frequén-
cia maxima confiavel presente nos dados o valor de 434,5 Hz, que no restante desta

Secao aparece sem sua parte decimal.

Para o oscilador A faz-se a reconstrucao das aproximagoes rapida e lenta conside-
rando as sub-bandas de frequéncia registradas na Tabela 6.2 cujo resultado por ser

visto na Figura 6.14.

Figura 6.14 - Oscilador A e as respectivas aproximacoes para as dindmicas rdpida e lenta.

Apenas os 10 segundos iniciais.
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Fonte: Producgao do autor.

A dinadmica lenta estd bem aproximada haja visto que preserva o nimero de oscila-
¢oes de maior comprimento de onda. Veja a Figura 6.15 em que o dado experimental

A encontra-se transladado para melhor comparacao com a aproximacao calculada.

A aproximacao para a dinamica rapida chama a atencao inicialmente pelos proble-
mas de borda, quase como ruidos, também presentes no caso da aproximacao dos
dados sintéticos e, adicionalmente, também por regioes de pequenos comprimento e

amplitude que podem ser confundidos com manifestagoes da dindmica rapida.
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Figura 6.15 - Oscilador A e a aproximacao para a dindmica lenta calculada. Apenas os 10
segundos iniciais.
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Fonte: Producgao do autor.

Uma vez que neste trabalho se considera a manifestacdo da dindmica rapida via
ocorréncia de burstings e que os pontos destacados A, B e C na Figura 6.14 ilus-
tram regides cujo comportamento no tempo é bastante similar a spikes, as pequenas

oscilagoes na aproximacao calculada devem ser eliminadas.

Esta eliminagao é feita pela aplicacao de uma limiarizacao via hard threshold con-
siderando a energia presente na aproximacao da dindmica rapida calculada. Esta
medida de energia é dada pela Equacao (6.1) e representa, em fun¢ao do tempo, a
soma das contribuicoes de cada uma das frequéncias em €2,4pi4s para o oscilador A.
Veja Tabela 6.2.

A determinagao do limiar a ser aplicado considera também a necessidade de tra-
tamento para as bordas de cada bursting presente na dinamica rapida de modo a
mitigar diferencas significativas entre a aproximacao calculada e o dado original.
Como se trata de regioes de transicdo entre as dindmicas o erro na aproximagao

calculada tende a ser significativo para elas.

Por um lado, se o limiar considerado for relativamente grande todas as oscilagoes
espurias sao eliminadas mas perde-se também parte das verdadeiras detecgoes. Por
outro, se for relativamente pequeno nao havera eliminacao alguma. Tem-se, portanto,
a necessidade de analisar conjuntamente o dado original, a aproximacao da dindmica

rapida calculada e a energia ao longo do tempo para sua determinacao.
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Figura 6.16 - Oscilador experimental A: problemas de borda (A e B) e regides espurias na
aproximacao para a dindmica rapida (C). Apenas os 10 segundos iniciais.
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Fonte: Producao do autor.
Para o oscilador A, apds as analises, tem-se § = 0,2 escolhido como limiar.

Considera-se a energia normalizada no intervalo [0, 1] pois seus picos originais sao,

neste caso, aproximadamente cinco vezes superior ao maximo do dado original, o

que dificulta a andlise conjunta com as demais variaveis para o estabelecimento do

limiar. Veja a Figura 6.16, painel inferior (C).

Figura 6.17 - Problemas de bordas na aproximacao rapida para oscilador A.
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Note na Figura 6.16 a existéncia de uma regiao, destacada pelo retangulo pontilhado,
que escapa do limiar aplicado mas que nao corresponde a uma regiao de bursting.
Note ainda que em relacao aos reais burstings ela se manifesta na aproximacao rapida
calculada com durac¢ao muito inferior. Deste modo, faz-se ainda a necessidade de se

considerar um descarte adicional apds a limiarizacao.

Este descarte é feito considerando apenas aqueles burstings cujo comprimento é
maior ou igual ao valor médio dos comprimentos dos detectados. Isto nao é dificil de
ser feito pois a limiarizacao aplicada permite identificar os instantes de tempo que

sao considerados como de inicio e término para cada bursting.

Ainda que eventualmente algum bursting verdadeiro seja eliminado, este segundo
descarte faz-se necessario para garantir que a aproximacao da dinamica rapida cal-

culada esteja livre de deteccoes espurias.

A Figura 6.17 ilustra os problemas de borda presentes em cada um dos burstings
detectados na aproximacgao da dindmica rapida calculada. As regioes indicadas em

A, B, C e D sao as regioes de borda cuja limiarizacao corrige.

A Figura 6.18 ilustra o processo de limiarizagdo para a dindmica rapida mostrada
na Figura 6.17. O nimero de oscilagdes em cada bursting esta preservado apesar
das pequenas deformacoes em amplitude. O importante a ser considerado é que a
frequéncia de ocorréncia das oscilagoes é corretamente reproduzido pela aproxima-

Gao.

Figura 6.18 - Corregdo numérica das bordas na aproximacao rapida para o oscilador A.
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Fonte: Producgao do autor.
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Ainda em relagao a Figura 6.18, a linha verde indica a energia E(¢) usada na limia-
rizagdo e em sombreado vé-se as regides em que a limiarizagdo com § = 0, 2 age para
as quais as oscilagoes exibidas em linha cinza pontilhada sdo eliminadas. Por A, B,
C e D indica-se agora os instantes de tempo considerados como de inicio e término
de cada um dos burstings correspondendo as intersecoes entre a energia normalizada
E(t) e o limiar 4.

Para o oscilador eletroquimico C a determinagao da sub-banda 2,1, N80 apresenta
problemas uma vez que ha um pico de energia bem definido em baixas frequéncias
no espectro global wavelet como mostrado na Figura 6.13 mas a determinacao do
conjunto 4pida faz-se de acordo com a metodologia proposta na Subsecao 6.1.1,
considerando um ponto no espectro cujo comportamento é similar a um ponto de
inflexdo por nao se ter bem definidos um pico de energia e nem um minimo local

anterior a ele em altas frequéncias.

Como mostrado na Tabela 6.2, considerou-se neste caso o valor de 90 Hz cujo com-

portamento é similar a de um ponto de inflexdo no espectro global wavelet.

A dindmica lenta é corretamente aproximada. Veja a Figura 6.19. O niimero de osci-
lagoes cujos comprimentos de onda sdo maiores esta preservado apesar de pequenas

deformagoes, como nos demais casos apresentados.

Figura 6.19 - Aproximagao da dindmica lenta para o oscilador experimental C. Apenas os
oito segundos iniciais estao plotados.
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Fonte: Producgao do autor.
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O mesmo tratamento, baseado na limiarizacao e na analise da energia ao longo do
tempo também diminui consideravelmente os erros nas aproximagoes dos burstings.
A Figura 6.20 ilustra o processo para um bursting presente no oscilador C. Nova-
mente a interse¢do do limiar 6 = 0,4, determinado de modo andlogo ao explicado
para o caso do oscilador A, com a energia é utilizada para se determinar o inicio
e o término de cada manifestacao da dinamica rapida. Note que, para este caso, o
limiar admite outro valor, sendo de fato um valor dependente da anélise do dado, da
aproximacao da dindmica rapida calculada, do dado original e também da energia

calculada ao longo do tempo.

Figura 6.20 - Limiarizacdo da dindmica rapida para o oscilador experimental C. Limiar
6 = 0,4 considerado.
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Fonte: Producao do autor.

A escolha do limiar é, particularmente no caso experimental, um desafio. Novamente
destaca-se que as analises realizadas nos dados sintéticos e nos dados experimentais
indicam que o limiar deve ser escolhido caso a caso considerando-se sempre a apro-
ximacao calculada para a dindmica rapida, a série temporal original e a energia
ao longo do tempo. A analise conjunto destas trés variaveis permite que se escolha
um limiar que, ainda que elimine alguns dos burstings reais, mantenha a dinamica
que se deseja aproximar e enfatiza-se que, neste caso, o mais importante é a pre-
servacao da frequéncia de ocorréncia das oscilagoes presentes em cada bursting. A
Figura 6.21 ilustra a limiarizacao para a aproximacao da dindmica rapida calculada

para o oscilador C cuja interpretacao é a mesma da andloga exibida para o oscilador

A.
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Figura 6.21 - Visualizacdo ampliada da limiarizacdo da dindmica lenta para o oscilador
experimental C. Limiar 6 = 0,4 considerado.

3,0

0,4 -
0,0 M

1 1
I> I t(s) Jp Jp

I (mA)
e
—— & ———

Fonte: Producao do autor.

Na Secao 6.2 as aproximacoes para as dinamicas lenta e rapida como sao utilizadas
para se investigar a sincronizacao entre sistemas com miiltiplas escalas de tempo,
inclusive no caso da sincronizagao parcial, em que apenas uma das duas dindmicas

sincroniza-se enquanto a outra permanece dessincronizada ao longo do tempo.
6.2 Aplicagao: detecgao da sincronizagao entre dinadmicas rapida e lenta

Esta Secao descreve como as aproximacoes calculadas de acordo com a metodologia
descrita na Secao 6.1 pode ser utilizada na deteccao da sincronizacao entre as dife-
rentes dinamicas em um sistema cadtico com multiplas escalas de tempo. Trata-se

de uma abordagem nova e diferente das descritas na Secao 4.4.

Por clareza, uma vez que dados sintéticos e experimentais com as dindmicas deseja-
das estao apresentados e explorados na Sec¢ao 6.1, utilizar-se-a4 aqui os mesmo dados

para exemplificar a investigagdo da sincronizacao.

Organiza-se esta Se¢ao em quatro Subsecoes. Na primeira e na segunda, apresentam-
se as metodologias para a investigacao das dinamicas lenta e rapida presentes em
um sistema qualquer usando-se as aproximacoes computadas como ja descrito neste
trabalho.

Nas duas ultimas, faz-se a aplicacao das metodologias nos dados sintéticos relativos
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aos sistemas Hindmarsh-Rose acoplados (veja 6.1.2) e nos dados experimentais re-
lativos aos osciladores eletroquimicos, descritos na Subsecao 6.1.3. Em cada Secao

encontram-se também discussoes parciais acerca dos resultados encontrados.

Como medida da sincronizagao, utiliza-se neste texto, o indice de sincronizacao
parcial, designado R, cuja medida varia no intervalo real [0, 1] sendo os extremos
os casos em que nao ha qualquer nivel de sincronizagao e em que a sincronizacao é

completa, no sentido de fase e amplitude, respectivamente.

Sendo oscy(t) e osca(t) dois osciladores cujas respectivas séries temporais possuem
comprimento 7" e para os quais as fases instantdneas sao ®;(t) e Py(t), respectiva-
mente, define-se R por (MORMANN et al., 2000):

1 T
Rosq,OSCQ = T ZeXp(A(I)(oscl,OSCQ)(t) . (63)

t=1

Para a andlise da sincronizacao dos burstings, ou seja, da dinamica rapida, propoe-se
neste trabalho uma modificacido deste indice de modo que ele seja uma medida mais
precisa no caso especifico desta dinamica. Descrever-se-a a modificacao proposta na
Secao 6.4

6.3 Deteccao da sincronizagao entre dindmicas lentas

Uma vez que a dinamica lenta considerada neste trabalho é cadtica, tanto no caso
experimental quanto no caso sintético, a detec¢ao da sincronizacao entre duas di-
namicas lentas far-se-4 via DCWA (do inglés, Discrete Complex Wavelet Approach
(FERREIRA et al., 2017; FERREIRA et al., 2015).

Dadas as aproximagoes fi .. (t) e f2,.(t) aplica-se a Transformada Wavelet Com-
plexa Dual-Tree identificando os niveis de decomposicao J'? em que a energia é
méxima. Caso J' e J? sejam distintos, toma-se J = min{J!, J?} e, fazendo uso
dos coeficientes wavelet complexos {d’} no nivel J e faz-se a extragio das fases
D1 o(s10w) (t) associadas respectivamente as dindmicas lentas fil,.,(f) e fZ,.(¢) como

descrito na Subsecao 4.2.2.5.

De acordo com a construgao tedrica apresentada no Capitulo 3, os filtros do primeiro
nivel de decomposi¢ao devem ser diferentes dos filtros utilizados nos demais niveis.

Para este trabalho, utilizou-se os filtros detalhados no Apéndice D.

O indice de sincronizacao parcial R definido pela Equacao 6.3 é usado como medida
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de sincronizacao entre as dinamicas lenta analisadas.
6.4 Deteccao da sincronizagao entre dinidmicas rapidas

A detecgao da sincronizacao entre as dinamicas rapidas é feita considerando-se os

overlaps entre as aproximacoes fl iqa(t) € fiqa(t) calculadas e limiarizadas con-

forme metodologia proposta na Segao 6.1.1.

Sejam By e By os conjuntos com p e q burstings extraidos das aproximagoes fl ;4. (%)
2

rapida

By e By tais que

e (t), respectivamente e seja By 0 conjunto dos n overlaps existentes entre

bi € Bover < bi = b, N by e #b; > 0,5 - min{#b,, #b,}, (6.4)

para i = 1,2,3,...,n, em que #A indica o comprimento do conjunto A e

0 < i < min{p, g}, sdo tais que i,p,q € N.

De acordo com a Equacao 6.4 estao no conjunto B,,.. apenas os overlaps cujo
comprimento seja pelo menos igual a metade do menor comprimento entre os dois

burstings que os constituem.

Faz-se esta restricdo uma vez que podem ocorrer overlaps de tamanho insignificante;
por exemplo, nas analises realizadas para os dados experimentais encontram-se over-
laps com apenas 10 registros ou até menos e dos quais nao se extrai informacao

alguma.

Em sequéncia, constroem-se séries temporais fi ia (5,...)(t) € fizpida (8., () N0 nU-

las somente nos overlaps b, € Boyer, intervalos nos quais elas assumem os mesmos va-
. ~ 1 2 4 1
lores que os das aproximagoes fypida(t) € fiipiaa(t). Portanto, as séries fi . 5,,..) ()
2
rapida

entre as aproximacoes das dinamicas rapida.

e ( Bom)(t) assim construidas contém apenas as regioes de overlaps existentes

Aplica-se, entdo, a CWT nas séries [,z a5, () € [hpida (Booo(t) com qualquer

Y(t) analisadora complexa de modo que seja possivel extrair uma medida de fase.

Neste trabalho, considera-se a wavelet de Morse com parametros = 20 e v = 3
escolhidos conforme discussao apresentada na Secao 2.2 do Capitulo 2: com estes
parametros a largura de banda da resposta em frequéncia da wavelet é estreita o

suficiente para privilegiar a andalise de sinais altamente oscilatérios, como é o caso.

Considerando os coeficientes wavelet complexos correspondentes as frequéncias
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Wmax, » CUjo espectro global wawvelet apresenta valor méaximo se calcula uma me-
. 1,2 . e

dida de fase @répida(t) a ser considerada somente em cada regiao b, € Byyer, €m que

ela tem tem significado. Assim, se existem n elementos em B, também existem n

medidas de fase: uma para cada overlap considerado.

Tal abordagem para a atribuicao de fase segue o exposto na Subsecao 4.2.2.4 do
Capitulo 4 e nao é inédita, sendo reportada na literatura para o computo de fases
instantaneas (CHANDRE et al., 2003; KORONOVSKII; HRAMOV, 2004; HRAMOV; KO-
RONOVSKII, 2005); aqui, o ineditismo estd em seu uso para se obter medidas de fase

para dindmicas cuja manifestagdo nao se define para todo tempo.

Enfatizando: a abordagem proposta nao implica em uma medida de fase instantanea

para a dinamica rapida, uma vez que considerar-se-a4 apenas a restricao das fases
L2

ripida(t) as regies de sobreposicao dos burstings, ou seja, aos elementos de Boyer-

1,2
rapida

{R;} cujos elementos sao dados pela Equagao 6.3, ou seja, cada elementos de {R;}

Considerando ¢ (t) em cada b; € Boyer, @ = 1,2,3,...,n, calcula-se o conjunto
¢ a medida do indice de sincronizagao parcial associada a cada um dos elementos
de Byer - A sincronizagao da dinamica rapida ¢, entao, medida pelo indice R,4pida
definido pela média < R > dos elementos de {R;} com a aplicagdo de um fator de

ponderacao:
#BOUGT

mln{#Bl, #BQ} <

R). (6.5)

Rispida =

A introducao de uma medida de ponderacao na Equacao 6.5 é feita considerando o
caso ideal em que a dinamica rapida apresenta sincronizacao de burstings, conforme

definido em Omelchenko et al. (2010).

Neste caso todos os burstings apresentam o mesmo nimero de oscilagbes e os ins-
tantes de tempo em que se iniciam e terminam sao iguais e portanto, corresponde a

um fator de ponderacao igual a 1 pois #Byyer, = min{# By, #Bs}.

Por outro lado, se as dinamicas rapidas estao completamente dessincronizadas nao
ha qualquer overlap a ser considerado. Neste caso, Boyer = {} € entdo Ryspida = 0,

como esperado.

A Figura 6.22 apresenta uma descricdo grafica do método proposto para a detec-
¢ao da sincronizagao entre dindmicas rapida via medicao do indice R definido pela

Equacao 6.5.
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Figura 6.22 - Deteccao da sincronizacao entre dindmicas rapida.

raplda (f-) — Bl R Intersecio Restritiva®
Extracio de entre By e By B
burstings - over
t B
raplda( ) 2 Criacdo de Aproximacdes Fast

Nio Nulas Somente noz Elementos
do Conjunto B,

(£)

1
‘Drappda(t) e — frépida (B

Fase via Wavelet
B ——
raplda (bn) de Morse**

W by € By
! L Draplda(t) fraplda (B

amer)

(£)

. aoer)
Indice de Sincronizacdo
Parcial K;

R; . 4B, ®
i =1,2,..n roisa() = mm{#Bh#Bg]

b bn’ = bjﬂbz = Buwr — #IEJ‘H = minl#b-l, #5‘2], £J|2 = 31,2.

“ com P(w; 20, 3) considerando w de espectro global maximo.

Fonte: Producgao do autor.

6.5 Aplicacao nos dados sintéticos

Apresenta-se nesta Se¢ao os resultados obtidos pela aplicacdo das metodologias pro-
postas para a detecgao da sincronizacdo entre as dindmicas rapida e lenta no caso
sintético, descrito na Subsecao 6.1.2 como dois osciladores do tipo Hindmarsh-Rose
acoplados bidirecionalmente e cujas variaveis wj o exibiam, no tempo, a manifesta-
¢ao de uma dindmica lenta cadtica sendo a rapida caracterizada por burstings do

tipo onda quadrada. A separacdo das dindmicas esta descrita na Subsegao 6.1.4.

Considera-se, na sequéncia, o caso mais interessante, descrito em Omelchenko et al.
(2010): para uma intensidade de acoplamento ¢ = 0,06 a sincronizac¢ao do sistema

é parcial: a dinamica lenta exibe forte sincronizacao mas a réapida nao.

Mostra-se-a4 que os resultados obtidos com as novas metodologias propostas estao

de acordo com o resultado reportado no trabalho citado.

Para a dinamica lenta, o resultado encontra-se ilustrado na Figura 6.23.
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Figura 6.23 - Sincronizagdo
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Fonte: Producao do autor.
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O painel A ilustra o comportamento temporal das aproximacoes calculadas para as
dinamicas lenta presentes nas variaveis wy 5. O painel B ilustra o espectro de energia
via aplicacao da DT-CWT com 19 niveis e que as séries temporais w; e wy apresen-
tam medida maxima de energia nos niveis 15 e 16 de decomposicao, respectivamente.
Portanto, considerando-se J = 15, a fase calculada para as dinamicas lentas estao

apresentadas no painel C.

Finalmente, o painel D exibe a diferenca de fase em que se nota um deslizamento
de fase em torno de t = 12 s, aproximadamente; a regiao do deslizamento de fase
estd destacada pelo pequeno quadrado no painel C. Como resultado, o indice de

sincronizagao parcial calculado é R = 0,99, com aproximacao de duas casas decimais.

Para a dinamica rapida, o primeiro dos elementos de B,,., esta destacado na Fi-
gura 6.24, em que a regiao sombreada corresponde a regiao descartada pelo tra-
tamento das bordas; nota-se o comportamento assincrono. Note que o numero de
spikes e frequéncia de ocorréncia nao coincidem (regioes B e C) e existe um atraso

na manifestagdo da dindmica rapida em wy (regiao A).

Figura 6.24 - Primeiro elemento do conjunto By, para os dados sintéticos.
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Fonte: Producao do autor.

A dindmica rapida presente nos dados sintéticos é representada por um conjunto de
4 burstings do tipo onda quadrada, conforme destacado na Figura 6.10; além disto,

por simples inspecao da Figura 6.6 que existem 4 regioes de overlaps. Portanto,
#Bover =4.
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Aplicando-se a metodologia conforme descrita na Sec¢do 6.4 encontra-se
Rfest = 0,12, ou seja, nao ha sincronizacao entre as dinamicas répida. Deste
modo, conclui-se que a metodologia apresentada tanto para a separacao das dina-

micas quanto para a detec¢ao da sincronizagdo entre as diferentes dindmicas

As andlises do paragrafo anterior implicam, portanto, que as dindmicas lenta
wyy,,..(t) e wy,. (t) encontram-se em regime de sincronizacdo mas wy .. (t) e
Wa,, 4. () Permanecem assincronas como esperado e relatado por Omelchenko et
al. (2010). Portanto, além de corroborar os métodos aqui propostos pode-se afirmar

que eles, inclusive, sao capazes de detectar a sincronizagao parcial.
6.6 Aplicacdo nos dados experimentais

Nesta Secao apresenta-se os resultados dos métodos propostos de deteccao da sincro-
nizagao considerando os dados experimentais dos osciladores eletroquimicos em rede
descritos na Subsec¢ao 6.1.3 e sumarizados na Tabela 6.2. A separacao das dindmicas,

para o caso experimental, estd apresentada na Secao 6.1.4.2.

A anélise das aproximagoes para as dinamicas lentas, considerando inicialmente as

oito redes com dois osciladores, estd apresentada na Figura 6.25.

Para intensidades de de acoplamento ¢ = 0,6 e € = 0,7 o nivel de decomposi¢ao
considerado para o computo da fase é J = 7. Em todos os demais casos o nivel

considerado é o J = 8.

A linha superior apresenta as fases seguida da diferenca de fase para ¢ = 0,0 e
e = 0, 2, respectivamente. O mesmo se repete para as demais linhas considerando-se

as demais intensidades de acoplamento.

De acordo com o setup experimental para estes dados, a sincronizacao manifesta-se
para uma intensidade de acoplamento maior que € > 0,7. O cédlculo do indice de
sincronizacgao parcial R para cada caso indica que, para ¢ > 0,7, a sincronizagao
estd presente e seus valores em cada caso podem ser visualizados na Tabela 6.3.
Os resultados para os valores de R estao arredondados, considerando-se duas casas

decimais.

A metodologia proposta para a aproximacao da dindmica lenta é capaz de preservar
a complexidade do sistema completo, de tal modo que a sincronizacao entre as

dinamicas lentas é corretamente detectada.

135



Tabela 6.3 - Indice de sincronizacdo parcial entre as dindmicas lentas para as redes com
dois osciladores eletroquimicos experimentais.

Rede I (e=0,0) II(e=0,2) IIT (e=0,4) IV (e=0,6) V (¢=0,7) VI (e=08) VII (¢=0,9) VIII (¢ =1,0)
0,10 0,19 0,26 0,26 0,64 0,76 0,96

Raiow 0,11

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.25 - Fase e diferenga de fase para a dindmica lenta nas redes com dois osciladores.
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Fonte: Producgao do autor.

Com relagao a detecgdo da sincronizacao entre as dindmicas rapida I, ., (t) e
pida
Iy, .. (t) das redes com dois osciladores, inicialmente apresenta-se o resultado da

andlise dos burstings, na Tabela 6.4, via aplicacdo da metodologia descrita na Se-

¢ao 6.1.4.
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Os termos “detectados” e “considerados” sao utilizados como referéncia ao nimero de

burstings apos a aplicacao da limiarizagao da energia e apds o descarte, sequencial a

etapa de limiarizacdo, em relagao ao comprimento, respectivamente. A ultima coluna

indica o nimero de overlaps existentes.

Tabela 6.4 - Burstings e overlaps nas aproximagoes calculadas para a dinamica réapida.

Rede  Oscilador L%En(lti)ar Detectj:lo]:urétoizsgisderados ##Overlaps

I A 0,5 30 16 1

B 0,8 106 62

I ](; 8:15l 23320 11251 2
T
NG
R A
W E
oM e,
L A

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.26 - Burstings e overlaps em funcio da intensidade de acoplamento € > 0 para a
aproximacao da dindmica rapida.
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Os dados da Tabela 6.4 indicam que, a medida que a intensidade de acoplamento
e > 0 aumenta, o numero de burstings tanto detectados quanto considerados
tende a convergir para um valor comum. Além disso, o nimero de overlaps a serem

considerados também aumenta consideravelmente.

Deste modo, para os dados experimentais analisados é razoavel considerar o niimero
de burstings e o nimero de overlaps como fungdes da intensidade de acoplamento
€ > 0 como ilustrado na Figura 6.26. O limiar baseado na energia E(¢) utilizado em
cada aproximacao calculada também tende a tornar-se o mesmo para as duas séries

temporais em rede a medida que ¢ > 0 aumenta.

Quanto a sincronizacao da dinamica rapida apresenta-se dois casos em detalhes: as

redes correspondentes as intensidades de acoplamento e = 0,4 e € = 1,0.

Figura 6.27 - QOverlaps para a rede de osciladores eletroquimicos experimentais com dois
osciladores para € = 0, 4.

I(mA)

7 7> 4 2 P
7 t(s) 2021, t(s) 22556, (s) 62

Fonte: Producgao do autor.

Para ¢ = 0,4 existem apenas 3 overlaps conforme a Tabela 6.4. A Figura 6.27,
em que as linhas continua e pontilhada representam respectivamente os osciladores
E e F, conforme nomenclatura da Tabela 6.2 exibe os trés e mostra que eles nao
correspondem a perfeita sobreposicao dos burstings presentes nas aproximacgoes da

dindmica rapida calculada para E e F.

Tem-se R = {0,62, 0,51,0,53} considerando as regides by, by e bz, respectivamente.
Uma vez que existem 3 overlaps e min{25,9} = 9 em que 25 e 9 correspondem ao

numero de burstings considerados nos osciladores E e F', respectivamente, de acordo
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com a Equacao 6.5, tem-se para esta rede em particular:

1,66
3

3
Rfast - . § == 0, 19, (66)

fazendo um arredondamento com duas casas decimais. Este valor para o indice
de sincronizacgao indica, claramente, que a rede com intensidade de acoplamento
¢ = 0,4 nao apresenta dindmica rapida sincronizada; nota-se que sequer a dinamica

lenta encontra-se sincronizada, de acordo com a Tabela 6.3.

Figura 6.28 - Owverlaps iniciais para a rede de osciladores eletroquimicos experimentais com
dois osciladores para ¢ = 1, 0.
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Fonte: Producao do autor.

A rede constituida pelos osciladores O e P cuja intensidade de acoplamento é e = 1,0
apresenta 42 overlaps de acordo com a Tabela 6.4; os trés primeiros estao ilustrados

na Figura 6.28.

Os osciladores O e P estao indicados, respectivamente, pelas linhas continua e pon-
tilhada. Note que os overlaps correspondem exatamente aos burstings que os cons-
tituem. Para by, by e b tem-se Ry = 1,00, Ry = 1,00 e R3 = 0,98, sempre conside-

rando um arredondamento para duas casas decimais.

A média do conjunto {Ri}i—12. 42 ¢ igual a 1,00 e, considerando que
min{45,43} = 43 em que 45 e 43 correspondem ao ndmero de burstings consi-

derados nos osciladores O e P, tem-se como indice de sincronizagao para a dinamica
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rapida:

42
as :17 oo Y ) .
Rpa = 1,00+ 1 = 0,98 (6.7)

com o arredondamento realizado com duas casas decimais. Esta medida indica a
sincronizacao da dindmica rapida reproduzidas nas aproximagoes calculada. A Ta-

bela 6.5 sumariza os indices obtidos considerando as dinamicas rapidas.

Tabela 6.5 - Indice R para a dinamica rdpida nas redes com 02 osciladores experimentais.

Rede I(¢=0,0) II (e=0,2) III(e=0,4) IV (e=0,6) V (¢=0,7) VI(e=0,8) VII (¢=0,9) VIII (¢ =1,0)
Rajow 0,01 0,12 0,18 0,13 0,89 0,89 0,95 0,98

Fonte: Producao do autor.

Comparando-se as Tabelas 6.5 e 6.3 os indices para as dindmicas lenta e rapida no

caso em que € = 0, 7 merecem uma melhor anélise.

Neste caso, em particular, os indices apontam para um possivel caso de sincronizagao
parcial em que a dinamica rapida parece sincronizar-se, enquanto a outra permanece
assincrona; contudo, esse caso deve ser analisado com alguma outra técnica, uma
vez que, de acordo com os resultados da Tabela 6.5, existem apenas 3 overlaps que

correspondem exatamente aos 3 burstings do oscilador I.

De todo modo, pode-se afirmar que para ¢ > 0,7 as dindmicas rapidas também
sincronizam-se. Portanto, para o caso das redes com dois osciladores experimentais
tem-se que: (a) as duas diferentes dindmicas permanecem dessincronizadas para
€ < 0,6; (b) estao sincronizadas para € > 0,8 e (c) o caso € = 0,7 suscita duvida
quanto a presenga ou nao da sincronizagao parcial dado o baixo nimero de overlaps

que apresenta.

Quanto as redes experimentais com 25 osciladores eletroquimicos, conforme desta-

cado na Se¢ao 6.1.3, para € > 0,2 a dindmica rapida desaparece.

Portanto, neste trabalho pode-se analisar apenas o caso trivial da rede desacoplada
uma vez que nao ha qualquer nivel de sincronizagao presente e o caso em que € = 0, 2

em que a sincroniza¢ao também nao se faz presente como se vé na Figura 6.29.
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Figura 6.29 - Indice R para a dindmica rapida nas redes experimentais com 25 osciladores.

-

Fonte: Producgao do autor.
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No painel superior da Figura 6.29 tem-se a analise realizada em duas redes com 25
osciladores desacoplados e no inferior para duas redes considerando uma intensidade

de acoplamento € = 0, 2.

Cada um dos quatro quadros ¢ uma matriz M 25 x 25 e o valor do indice R, para
a analise dos osciladores 7 e j, com 0 < 4,7 < 25 encontra-se em M;;. E natural
que para € = 0,2 os Indices apresentem maiores valores; contudo, ainda sao muito

menores de 1.0, o que indica a nao existéncia da sincronizacao.

Além disso, como observado na Se¢ao 6.1.3, nem todos os osciladores quando dispos-
tos em rede apresentam comportamento oscilatério. No caso das redes apresentadas
na Figura 6.29 o oscilador 6 e os osciladores 1, 6, 14 e 23 nao apresentam manifes-
tacao de dinamica rapida para as duas redes desacopladas mostradas no primeiro e

segundo quadros do painel superior, respectivamente.

Quanto as redes com € = 0,2, a auséncia da dindmica rapida e até mesmo do
comportamento oscilatério (ainda que, seja um movimento cadtico e portanto, para
o qual a metodologia se aplica) acontece para os osciladores 9, 10, 11, 12, 13 e 23 e
para os osciladores 3, 6, 11, 14, 15, 20, 22, 23 e 25 para o primeiro e segundo quadros

do painel inferior, respectivamente.
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Fez-se também a andlise das aproximacgoes lenta computadas para as mesmas re-
des que as apresentadas na Figura 6.30 e, como esperado, a sincronizagao nao estéa
presente. Os pontos com altos indices no tltimo quadro do painel inferior correspon-
dem a falsos positivos, corresponde as séries temporais cujo comportamento anémalo

reportado esta reportado no paragrafo anterior.

Figura 6.30 - Indice R para a dindmica lenta nas redes experimentais com 25 osciladores.

Fonte: Produgéo do autor.
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A comparagao entre as Figuras 6.29 e 6.30 sugere que, em redes cujo comporta-
mento dinamico pode ser separado em duas dinamicas, uma lenta e outra rapida, a

sincronizagao das dinamicas rapida ocorre com maior facilidade.

Observe que nas duas Figuras, no caso em que € = 0,2, o indice de sincronizacao
para a dinamica rapida é maior que o indice de sincronizacao da dinamica lenta.
Uma hipétese para este fato esta na dificuldade de sincronizagao do comportamento
cadtico exibido pelas dinamicas lenta, mas certamente, a comprovagao experimen-

tal/tedrica deste fato requer pesquisas adicionais.



7 CONCLUSOES

Neste trabalho sao apresentadas aplicagoes das Transformadas Wavelet Continuas
e Discretas em diferentes areas demonstrando novas aplicabilidades da teoria de

wavelets e da analise multirresolucao em duas areas distintas.

No contexto do processamento de sinais, sao investigadas as relagoes existentes entre
conjuntos de falhas em dados e as possiveis diferencas nos resultados da aplicagao
da analise tempo-escala quando se faz algum tratamento numérico via métodos
interpolatorios quando comparados com os resultados da aplicagao da andlise tempo-
escala adaptativa. Trata-se de estudo relevante para toda area experimental em que
existe a possibilidade da existéncia de falhas nos dados gerados experimentalmente

ou coletados eletronicamente, por exemplo.

A pesquisa sobre dados com falhas apresentada neste trabalho indica que o trata-
mento numérico interpolatério com polinémios cubicos de Hermite ou interpolagoes
lineares nao provoca altera¢oes nos resultados da analise tempo-escala quando as fa-
lhas possuem comprimentos relativos nao superiores a 1% mas tendem a apresentar
leituras superestimadas de energia e deformacoes das estruturas destas ao longo do

tempo.

Para falhas cujos comprimentos relativos estao entre 1% e 10% havendo perda de
confiabilidade dos resultados de anélise nos casos em os comprimentos relativos das
falhas sao superiores a 10%. O pré-processamento via splines ctibicos nao se mostra
adequado para nenhuma das categorizagoes de falha propostas por superestimar a
energia existente, introduzir conteido frequencial espirio e falsas estruturas tempo-

rais na analises.

Por sua vez, o uso da analise tempo-escala adaptativa em todos os casos estu-
dados elimina completamente as leituras erroneas ou superestimadas de energia,
mostrando-se capaz de revelar corretamente o conteido frequencial e sua energia
nas regioes sem falhas por eliminar qualquer interferéncia das falhas existentes na

analise realizada.

Observa-se que na presenca de falhas pequenas, de comprimento relativo nao su-
perior a 1%, o pré-processamento numérico via polinémios ciibicos de Hermite ou
interpolagao linear é indiferente quanto aos resultados da andlise tempo-escala. Para
as demais classes de falha, a técnica adaptativa apresenta superioridade de desem-

penho por nao introduzir energia e contetido esptrio na anélise, tornando a analise
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realizada confidvel e coerente com a informacao disponivel, ainda que corrompida.

No contexto dos sistemas dinamicos cadticos com multiplas escalas de tempo e da
sincronizacao, sao apresentados dois métodos que (a) permite separar comporta-
mentos dinamicos distintos, fazendo uso pela primeira vez de métodos wavelet e
(b) detectar a existéncia ou ndo da sincronizagao entre estas dindmicas separadas,
também via aplicacao inédita de uma combinacgao de técnicas wavelet. Parte da re-
levancia dos novos métodos propostos esta no fato de serem de facil uso em dados
experimentais, uma vez que o Unico pressuposto para suas aplica¢oes é o conheci-

mento de uma série unidimensional relacionada com o sistema/fendmeno completo.

Quanto a deteccdo dos diferentes comportamentos dindmicos em sistemas caoti-
cos com multiplas escalas de tempo, os resultados obtidos com o método proposto
mostram-se coerentes com os esperados, tanto por sua aplicacdo em casos sintéti-
cos considerados e cujo resultado encontra-se reportado na literatura, quanto em
casos experimentais cujo conhecimento do setup experimental utilizado permite ser
conhecido, de antemao, o comportamento sincrono ou assincrono de cada dinamica

presente

Estes resultados indicam que a aplicacao da andlise de wavelets é capaz de extrair a
informagao completa de um sistema/fendmeno considerando aproximagoes para os

diferentes comportamentos dindmicos presentes.

144



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABRY, P. Ondelettes et turbulences: multirésolutions, algorithmes de
décomposition, invariance d’échelle et signaux de pression. [S.1.]: Diderot,
1997. 15, 28

ADDISON, P. S. The illustrated wavelet transform handbook:
introductory theory and applications in science, engineering, medicine
and finance. [S.1.]: CRC Press, 2017. 18, 37, 40

ALLEN, J. B.; RABINER, L. R. A unified approach to short-time fourier analysis
and synthesis. Proceedings of the IEEE, v. 65, n. 11, p. 1558-1564, 1977. 171

AN, F.; LIU, J. Image encryption algorithm based on adaptive wavelet chaos.
Journal of Sensors, v. 2019, 2019. 3

ANTONINI, M.; BARLAUD, M.; MATHIEU, P.; DAUBECHIES, I. Image coding
using wavelet transform. IEEE Transactions on Image Processing, v. 1, n. 2,
p. 205-220, 1992. 3

BARREIRA, L.; VALLS, C. Teoria dos sistemas dindmicos: uma
introdugao. [S.1.]: Livraria da Fisica, 2012. 55

BATISTA, C. A. S.; BATISTA, A. M.; PONTES, J. C. A. D.; LOPES, S. R;
VIANA, R. L. Bursting synchronization in scale-free networks. Chaos, Solitons
& Fractals, v. 41, n. 5, p. 2220-2225, 2009. 86

BEERENDS, R. J.; MORSCHE, H. G. ter; BERG, J. C. Van den; VRIE, E. M.
Van de. Fourier and Laplace transforms. [S.1.]: Cambridge University Press,
2003. 162

BENOIT, E. Canards et enlacements. Publications Mathématiques de
IPTHES, v. 72, p. 63-91, 1990. 84

BENOIT, E.; LOBRY, C. Les canards de *. Comptes rendus de I’Académie
des Sciences, v. 294, p. 483-488, 1982. 84

BENOIT, E. et al. Chasse au canard. 1981. Disponivel em:
https://www.researchgate.net/publication/265548510_ Chasse_au_canard.
84

BERGLUND, N. Perturbation theory of dynamical systems. arXiv preprint
math /0111178, 2001. 75

145


https://www.researchgate.net/publication/265548510_Chasse_au_canard

BLOOMFIELD, P. Fourier analysis of time series: an introduction. [S.1.]:
John Wiley & Sons, 2004. 1

BOARETTO, B. R. R.; BUDZINSKI, R. C.; PRADO, T. L.; KURTHS, J.;
LOPES, S. R. Neuron dynamics variability and anomalous phase synchronization
of neural networks. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear
Science, v. 28, n. 10, p. 106304, 2018. 86

BORGERS, C. Canard explosions. In: BORGERS, C. (Ed.). An introduction to
modeling neuronal dynamics. [S.1.]: Springer, 2017. p. 105-110. 84

BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Analise numérica. [S.1.]: Cengage Learning,
2008. 17

BUTZER, P. L.; NESSEL, R. J. Fourier analysis and approximation. Reviews in
Group Representation Theory, Part A (Pure and Applied Mathematics)
Series, Vol. 7, 1971. 162

CHANDRE, C.; WIGGINS, S.; UZER, T. Time-frequency analysis of chaotic
systems. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 181, n. 3-4, p. 171-196, 2003.
69, 131

CHEN, J. Y.; WONG, K. W.; SHUAI, J. W. Properties of phase locking with weak
phase-coherent attractors. Physics Letters A, v. 285, n. 5-6, p. 312-318, 2001. 68

CHEN, P.; NALS, J. V. Amplitude equation and pattern selection in faraday
waves. Physical Review E, v. 60, p. 559-570, Jul 1999. 70

CHEN, X.; HEIDARINEJAD, M.; LIU, J.; CHRISTOFIDES, P. D. Composite
fast-slow mpc design for nonlinear singularly perturbed systems. AIChE
Journal, v. 58, n. 6, p. 1802-1811, 2012. 70

CHIAVAZZO, E. Approximation of slow and fast dynamics in multiscale
dynamical systems by the linearized relaxation redistribution method. Journal of
Computational Physics, v. 231, n. 4, p. 1751-1765, 2012. 104

CHOW, J.; KOKOTOVIC, P. A decomposition of near-optimum regulators for
systems with slow and fast modes. IEEE Transactions on Automatic
Control, v. 21, n. 5, p. 701-705, 1976. 104

COCHRAN, W. T. et al. What is the fast fourier transform? Proceedings of the
IEEE, v. 55, n. 10, p. 1664-1674, 1967. 167

146



CONNES, A. Noncommutative geometry. Paris: [s.n.], 1994. Disponivel em
https://www.alainconnes.org/docs/book94bigpdf.pdf. 161

COOLEY, J. W.; TUKEY, J. W. An algorithm for the machine calculation of
complex fourier series. Mathematics of computation, v. 19, n. 90, p. 297-301,
1965. 167

DAUBECHIES, I. Ten lectures on wavelets. [S.1.]: STAM, 1992. 2, 3, 6, 18, 35,
37, 41, 42, 177, 225

. Where do wavelets come from? a personal point of view. Proceedings of
the IEEE, v. 84, n. 4, p. 510-513, 1996. 12, 106

DAVIES, B. Integral transforms and their applications. [S.1.|: Springer
Science & Business Media, 2012. 225

DING, Q.; ZHUANG, Z.; ZHU, L.; ZHANG, Q. Application of the chaos, fractal
and wavelet theories to the feature extraction of passive acoustic signal. Acta
Acustica Peking, v. 24, p. 197-203, 1999. 3

DOMINGUES, M. O.; MENDES, O.; COSTA, A. M. On wavelet techniques in
atmospheric sciences. Advances in Space Research, v. 35, n. 5, p. 831 — 842,
2005. 93

DOMINGUES, M. O.; MENDES, O.; KAIBARA, M. K.; MENCONI, V. E.;
BERNARDES, E. Explorando a transformada wavelet continua. Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, v. 38, n. 3, 2016. 29

EVSTIFEEV, E. V.; MOSKALENKO, O. I. Using a continuous wavelet transform
to characterize intermittent generalized synchronization. Bulletin of the
Russian Academy of Sciences: Physics, v. 84, n. 2, p. 230-233, 2020. 4

FARGE, M. Wavelet transforms and their applications to turbulence. Annual
Review of Fluid Mechanics, v. 24, n. 1, p. 395458, 1992. 11

FENICHEL, N. Geometric singular perturbation theory for ordinary differential
equations. Journal of Differential Equations, v. 31, n. 1, p. 53-98, 1979. 77

FERREIRA, M. T. Deteccao da sincronizacao de fase em sistemas cadticos
por meio da transformada wavelet complexa dual-tree. 202 p.
INPE-17430-TDI/2232. Tese (Doutorado em Computacao Aplicada) — Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE), Sdo José dos Campos, 2014. 183

147


https://www.alainconnes.org/docs/book94bigpdf.pdf

FERREIRA, M. T.; FOLLMANN, R.; DOMINGUES, M. O.; MACAU, E. E.
Aplicacao da transformada wavelet complexa dual-tree na deteccao de
sincronizacao de fase entre sistemas cadticos de lorenz. In: ANAIS DO
CONGRESSO DE MATEMATICA APLICADA E
COMPUTACIONAL-CMAC Sudeste. [S.l.: s.n.], 2013. p. 414-419. 63

FERREIRA, M. T.; FOLLMANN, R.; DOMINGUES, M. O.; MACAU, E. E. N
KISS, I. Z. Experimental phase synchronization detection in non-phase coherent
chaotic systems by using the discrete complex wavelet approach. Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, v. 27, n. 8, p. 083122, 2017.
4,69, 129

FERREIRA, M. T.; NOBREGA, C. B. F.; DOMINGUES, M. O.; MACAU, E.
E. N. The discrete complex wavelet approach to phase assignment and a new test
bed for related methods. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear
Science, v. 25, n. 1, p. 013117, 2015. 4, 69, 129

FIEDLER-FERRARA, N.; PRADO, C. P. C. do. Caos: uma introducio. [S.L.:
s.n.], 1994. 65

FOLLAND, G. B.; SITARAM, A. The uncertainty principle: a mathematical
survey. Journal of Fourier Analysis and Applications, v. 3, n. 3, p. 207-238,
1997. 167

FRAZIER, M. W. An introduction to wavelets through linear algebra.
[S.L]: Springer Science & Business Media, 2006. 44

FRICK, P.; BALIUNAS, S. L.; GALYAGIN, D.; SOKOLOFF, D.; SOON, W.
Wavelet analysis of stellar chromospheric activity variations. The Astrophysical
Journal, v. 483, n. 1, p. 426, 1997. 3, 30, 31

FRICK, P.; GROSSMANN, A.; TCHAMITCHIAN, P. Wavelet analysis of signals
with gaps. Journal of Mathematical Physics, v. 39, n. 8, p. 4091-4107, 1998.
3, 18, 30, 31, 34

FROBERG, C.-E. Introduction to numerical analysis. [S.1.]: Addison-Wesley
Reading, M.A., 1965. 92

FUJIMOTO, K.; KANEKO, K. How fast elements can affect slow dynamics.
Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 180, n. 6, p. 1-16, 2003. 104

148



FUJISAKA, H.; YAMADA, T. Stability theory of synchronized motion in
coupled-oscillator systems. Progress of Theoretical Physics, v. 69, n. 1, p.
32-47, 1983. 62

GIACOMELLI, G.; POLITI, A. Multiple scale analysis of delayed dynamical
systems. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 117, n. 1-4, p. 26-42, 1998. 70

GORYACHEYV, A.; KAPRAL, R. Spiral waves in chaotic systems. Physical
Review Letters, v. 76, n. 10, p. 1619, 1996. 67

GOUSSI, A. D.; VALORANI, M. An efficient iterative algorithm for the
approximation of the fast and slow dynamics of stiff systems. Journal of
Computational Physics, v. 214, n. 1, p. 316-346, 2006. 104

GRAFAKOS, L. Classical fourier analysis. [S.1.]: Springer, 2008. 1

GRIFFIN, D.; LIM, J. Signal estimation from modified short-time fourier
transform. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal
Processing, v. 32, n. 2, p. 236-243, 1984. 171

GROSSMANN; A.; MORLET, J. Decomposition of hardy functions into square
integrable wavelets of constant shape. STAM Journal on Mathematical
Analysis, v. 15, n. 4, p. 723-736, 1984. 2

GUCKENHEIMER, J. Bifurcation and degenerate decomposition in multiple time
scale dynamical systems. In: STROGATZ, S. H. (Ed.). Nonlinear dynamics
and chaos. [S.1.]: CRC Press, 2002. p. 13-32. 75

. Bifurcations of relaxation oscillations. Normal Forms, Bifurcations and
Finiteness Problems in Differential Equations, v. 137, p. 295-316, 2004. 83

GUPTA, S.; DE, S.; JANAKI, M. S.; IYENGAR, A. N. S. Using wavelet analysis
to investigate synchronization. Physical Review E, v. 100, n. 2, p. 022218, 2019.
4

HEISENBERG, W. Uber den anschaulichen inhalt der quantentheoretischen
kinematik und mechanik. Zeitschrift fiir Physik, v. 43, p. 172-198, 1927. 167

HELD, I. M.; WINTON, M.; TAKAHASHI, K.; K., D.; T., D.; ZENG, F.;
VALLIS, G. K. Probing the fast and slow components of global warming by
returning abruptly to preindustrial forcing. Journal of Climate, v. 23, n. 9, p.
2418-2427, 2010. 104

149



HIRSCH, M. W.; PUGH, C. C.; SHUB, M. Invariant manifolds. [S.1.]: Springer,
2006. 52

HIRSCH, M. W.; SMALE, S.; DEVANEY, R. L. Differential equations,
dynamical systems, and an introduction to chaos. [S.1.]: Academic Press,
2012. 51, 54, 56

HJERTAGER, L. K.; HJERTAGER, B. H.; SOLBERG, T. Cfd modelling of fast
chemical reactions in turbulent liquid flows. Computers & Chemical
Engineering, v. 26, n. 4-5, p. 507-515, 2002. 70

HONIG, C. S. Teoria da medida e outras contribuicoes. Estudos Avancados,
v. 10, n. 26, p. 205-209, 1996. 161

HOVAKIMYAN, N.; LAVRETSKY, E.; CAO, C. (Ed.). Dynamic inversion of
multi-input nonaffine systems via time-scale separation. Minneapolis:
[s.n.], 2006. 104

HRAMOV, A. E.; KORONOVSKII, A. A. Time scale synchronization of chaotic
oscillators. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 206, n. 3-4, p. 252-264, 2005.
69, 131

IMS, R. A.; ANDREASSEN, H. P. Spatial synchronization of vole population
dynamics by predatory birds. Nature, v. 408, n. 6809, p. 194-196, 2000. 61

INNOCENTI, G.; MORELLI, A.; GENESIO, R.; TORCINI, A. Dynamical phases
of the hindmarsh-rose neuronal model: Studies of the transition from bursting to
spiking chaos. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science,
v. 17, n. 4, p. 043128, 2007. 85

[ZHIKEVICH, E. M. Neural excitability, spiking and bursting. International
Journal of Bifurcation and Chaos, v. 10, n. 06, p. 1171-1266, 2000. 70

. Subcritical elliptic bursting of bautin type. STAM Journal on Applied
Mathematics, v. 60, n. 2, p. 503-535, 2000. 87

. Synchronization of elliptic bursters. SITAM Review, v. 43, n. 2, p.
315-344, 2001. 85, 87

. Simple model of spiking neurons. IEEE Transactions on Neural
Networks, v. 14, n. 6, p. 1569-1572, 2003. 70

150



JOHNSON, S. G.; FRIGO, M. A modified split-radix fft with fewer arithmetic
operations. IEEE Transactions on Signal Processing, v. 55, n. 1, p. 111-119,
2006. 167

JONES, C. K. Geometric singular perturbation theory. In: BARREIRA
L.; VALLS, C. (Ed.). Dynamical systems. [S.1.]: Springer, 1995. p. 44-118. 77

JORDAN, P.; NEUMANN, J. von; WIGNER, E. P. On an algebraic generalization
of the quantum mechanical formalism. In: WIGHTMAN, A. (Ed.). The collected
works of Eugene Paul Wigner (Part A: the scientific papers). [S.l.: s.n.],
1993. p. 298-333. 161

KAISER, G. A friendly guide to wavelets. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2010. 171

KAPER, T. J. Systems theory for singular perturbation problems. Analyzing
Multiscale Phenomena Using Singular Perturbation, v. 56, n. 56, p. 85,
1999. 75

KARANTONIS, A.; KOUTSAFTIS, D.; KOULOUMBI, N. Single and coupled
electrochemical bursters during the electrodissolution/passivation of iron.
Electrochimica Acta, v. 55, n. 2, p. 374-382, 2009. 86

KELLEY, J. L. General topology. [S.1.]: Courier Dover Publications, 2017. 77

KINGSBURY, N. The dual-tree complex wavelet transform: a new efficient tool for
image restoration and enhancement. In: EUROPEAN SIGNAL PROCESSING
CONFERENCE, 09., Island of Rhodes, Greece. Proceedings. [S.1.]: Institute of
Electrical and Electronics Engineers, 1998. p. 1-4. 47, 48

. A dual-tree complex wavelet transform with improved orthogonality and
symmetry properties. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON IMAGE
PROCESSING, Vancouver, Canadéd. Proceedings. [S.1.]: Institute of Electrical
and Electronics Engineers, 2000. v. 2, p. 375-378. 48

KISS, I. Z.; LV, Q.; ORGAN, L.; HUDSON, J. L. Electrochemical bursting
oscillations on a high-dimensional slow subsystem. Physical Chemistry
Chemical Physics, v. 8, n. 23, p. 2707-2715, 2006. 4, 70, 85, 86, 111

KLIMESCH, W.; FREUNBERGER, R.; SAUSENG, P.; GRUBER, W. A short
review of slow phase synchronization and memory: evidence for control processes
in different memory systems? Brain Research, v. 1235, p. 3144, 2008. 85

151



KORNER, T. W. Fourier analysis. [S.1.]: Cambridge University Press, 1989. 1

KORONOVSKII, A. A.; HRAMOV, A. Chaotic phase synchronization studied by
means of continuous wavelet transform. Technical Physics Letters, v. 30, n. 7,
p. 587-590, 2004. 69, 131

KREYSZIG, E. Introductory functional analysis with applications. New
York: Wiley, 1978. 161, 162

KUEHN, C. Multiple time scale dynamics. [S.1.]: Springer, 2015. 75, 78, 80, 85

KUMAR, P.; FOUFOULA-GEORGIOU, E. Wavelet analysis for geophysical
applications. Reviews of Geophysics, v. 35, n. 4, p. 385-412, 1997. 2, 29

LAHMIRI, S.; BEKIROS, S. Big data analytics using multi-fractal wavelet leaders
in high-frequency bitcoin markets. Chaos, Solitons & Fractals, v. 131, p.
109472, 2020. 3

LILLY, J. M. jlab: a data analysis package for Matlab, v. 1.6.6. 2019.
Disponivel em: <http://www.jmlilly.net/jmlsoft.html>. 21, 22

LILLY, J. M.; OLHEDE, S. C. Higher-order properties of analytic wavelets. IEEE
Transactions on Signal Processing, v. 57, n. 1, p. 146-160, 2009. 16, 21, 22

. On the analytic wavelet transform. IEEE Transactions on Information
Theory, v. 56, n. 8, p. 4135-4156, 2010. 16, 21

. Generalized morse wavelets as a superfamily of analytic wavelets. IEEE
Transactions on Signal Processing, v. 60, n. 11, p. 6036-6041, 2012. 16, 20, 21

LIMA, E. L. Espagos métricos. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 1983. 77

. Analise real. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e Aplicada,
2004. 75

LIU, Q.; WANG, Y.; WANG, J.; WANG, Q. Optical image encryption using
chaos-based compressed sensing and phase-shifting interference in fractional
wavelet domain. Optical Review, v. 25, n. 1, p. 46-55, 2018. 3

LOMB, N. R. Least-squares frequency analysis of unequally spaced data.
Astrophysics and space science, v. 39, n. 2, p. 447-462, 1976. 30

152


http://www.jmlilly.net/jmlsoft.html

LORENZ, E. N. Deterministic nonperiodic flow. Journal of the Atmospheric
Sciences, v. 20, n. 2, p. 130-141, 1963. 56

LOTKA, A. J. Elements of physical biology. Science Progress in the
Twentieth Century, v. 21, n. 82, p. 341-343, 1926. 53

LUO, G.; YANG, Z.; PENG, K. Synchronizing chaotic systems with uncertain
model and unknown interference using sliding mode control and wavelet neural
networks. Neural Processing Letters, v. 50, n. 3, p. 2547-2565, 2019. 4

MAGRINI, L. A.; DOMINGUES, M. O.; JUNIOR, O. M. Anélise tempoescala de
séries temporais de geof’isica espacial com lacunas: estudo de caso. Proceeding
Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics, v. 5, n. 1, 2017. 185

MAGRINI, L. A.; DOMINGUES, M. O.; MACAU, E. E. N.; KISS, I. Z.
Extraction of slow and fast dynamics of multiple time scale systems using wavelet
techniques. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science,

v. 30, n. 6, 2020. 105

MAGRINI, L. A.; DOMINGUES, M. O.; MENDES, O. On the effects of gaps and
uses of approximation functions on the time-scale signal analysis: a case study
based on space geophysical events. Brazilian Journal of Physics, v. 47, n. 2, p.
167-181, 2017. 92, 93, 102, 185

MAGRINI, L. A.; LACERDA, J. C.; DOMINGUES, M. O.; CARVALHO, S. V.;
MACAU, E. E. N. Por que algumas orbitas periédicas sao de dificil reproducao
numérica via integragoes numéricas convencionais? Proceeding Series of the
Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1,
2020. 185

MALLAT, S. Zero-crossings of a wavelet transform. IEEE Transactions on
Information Theory, v. 37, n. 4, p. 1019-1033, 1991. 3

. A wavelet tour of signal processing. [S.l.: s.n.], 1999. 23, 26, 167, 168

MALLAT, S. G. A theory for multiresolution signal decomposition: the wavelet
representation. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, v. 11, n. 7, p. 674-693, 1989. 2, 3, 43

MAZZINO, A.; MUSACCHIO, S.; VULPIANI, A. Multiple-scale analysis and
renormalization for preasymptotic scalar transport. Physical Review E, v. 71,

n. 1, 2005. 104

153



MCGUINNESS, M. J. The fractal dimension of the lorenz attractor. Physics
Letters A, v. 99, n. 1, p. 59, 1983. 57

MEYER, Y. Principe d’incertitude, bases hilbertiennes et algebres d’opérateurs.
In: Séminaire Bourbaki : volume 1985/86, exposés 651-668. Société
mathématique de France, 1987, (Astérisque, 145-146). p. 209-223. Talk:662.
Disponivel em: <http://www.numdam.org/item/SB_1985-1986__28_ 209_0>. 16

MISHCHENKO, E. Differential equations with small parameters and

relaxation oscillations. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2013. 83

MOHLENKAMP, M. J.; PEREYRA, M. C. Wavelets, their friends, and what
they can do for you. [S.1.: s.n.], 2008. 167

MONTEIRO, L. H. A. Sistemas dindmicos. [S.1.: s.n.], 2002. 56, 65

MOON, F. C.; HOLMES, W. T. Double poincaré sections of a quasi-periodically
forced, chaotic attractor. Physics Letters A, v. 111, n. 4, p. 157-160, 1985. 66

MORLET, J. Sampling theory and wave propagation. In: CHEN, C. H. (Ed.).
Issues in acoustic signal-—image processing and recognition. [S.1.: s.n.],
1983. p. 233-261. 18

MORLET, J.; ARENS, G.; FOURGEAU, E.; GLARD, D. Wave propagation and
sampling theory : part i - complex signal and scattering in multilayered media.
Geophysics, v. 47, n. 2, p. 203-221, 1982. 2

MORLET, J.; ARENS, G.; FOURGEAU, E.; GIARD, D. Wave propagation and
sampling theory: part ii — sampling theory and complex waves: geophysics.
Geophysics, v. 47, n. 2, p. 222-236, 1982. 2

MORMANN, F.; LEHNERTZ, K.; DAVID, P.; ELGER, C. E. Mean phase
coherence as a measure for phase synchronization and its application to the eeg of
epilepsy patients. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 144, n. 3-4, p.
358-369, 2000. 129

NAQVI, N. et al. A proliferative burst during preadolescence establishes the final
cardiomyocyte number. Cell, v. 157, n. 4, p. 795-807, 2014. 70

NEDA, Z.; RAVASZ, E.; VICSEK, T.; BRECHET, Y.; BARABASI, A. Physics of
the rhythmic applause. Physical Review E, v. 61, n. 6, p. 6987, 2000. 61

154


http://www.numdam.org/item/SB_1985-1986__28__209_0

OLHEDE, S. C.; WALDEN, A. T. Generalized morse wavelets. IEEE
Transactions on Signal Processing, v. 50, n. 11, p. 2661-2670, 2002. 16, 22

OMELCHENKO, I.; ROSENBLUM, M.; A., P. Synchronization of slow-fast
systems. The European Physical Journal Special Topics, v. 191, n. 1, p.
3-14, 2010. 85, 104, 109, 131, 132, 135

OTTE, D. On theories of flash synchronization in fireflies. The American
Naturalist, v. 116, n. 4, p. 587-590, 1980. 61

OZKARAMANLI, H.; YU, R. On the phase condition and its solution for hilbert
transform pairs of wavelet bases. IEEE Transactions on Signal Processing,
v. 51, n. 12, p. 3293-3294, 2003. 47

PAVEL, K.; DAVID, S. Algorithms for efficient computation of convolution.
Design and Architectures for Digital Signal Processing, p. 179-208, 2013.
164

PERMANN, D.; HAMILTON, I. Wavelet analysis of time series for the duffing
oscillator: the detection of order within chaos. Physical Review Letters, v. 69,
n. 18, p. 2607, 1992. 3

PHILLIPS, C. L.; PARR, J. M.; RISKIN, E. A. Signals, systems, and
transforms. [S.1.]: Prentice Hall Upper Saddle River, 2003. 162

PIKOVSKY, A.; KURTHS, J.; ROSENBLUM, M.; KURTHS, J.
Synchronization: a universal concept in nonlinear sciences. [S.1.]:
Cambridge University Press, 2003. 3, 4, 61, 64, 65

PIKOVSKY, A.; POLITI, A. Lyapunov exponents: a tool to explore
complex dynamics. [S.l.]: Cambridge University Press, 2016. 56

PIKOVSKY, A.; ZAKS, M.; ROSENBLUM, M.; OSIPOV, G.; KURTHS, J. Phase
synchronization of chaotic oscillations in terms of periodic orbits. Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, v. 7, n. 4, p. 680-687, 1997.
66, 68

PIKOVSKY, A. S.; ROSENBLUM, M. G.; KURTHS, J. Synchronization in a
population of globally coupled chaotic oscillators. EPL (Europhysics Letters),
v. 34, n. 3, p. 165, 1996. 67

155



POL, B. Van der. On “relaxation-oscillations”. The London, Edinburgh, and
Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, v. 2, n. 11, p.
978-992, 1926. 72

. The nonlinear theory of electric oscillations. Proceedings of the
Institute of Radio Engineers, v. 22, n. 9, p. 1051-1086, 1934. 70, 72

RAO, R. Wavelet transforms. In: HORNAK, J. P. (Ed.). Encyclopedia of

imaging science and technology. [S.1.]: American Cancer Society, 2002. 36

RINZEL, J. A formal classification of bursting mechanisms in excitable systems.
In: TERAMOTO E.; YAMAGUTI, M. (Ed.). Mathematical topics in
population biology, morphogenesis and neurosciences. [S.1.: s.n.|, 1987. p.
267-281. 107, 109

RORSMAN, P.; ASHCROFT, F. M. Pancreatic -cell electrical activity and
insulin secretion: of mice and men. Physiological Reviews, v. 98, n. 1, p.

117-214, 2017. 70

ROSENBLUM, M. G.; PIKOVSKY, A. S.; KURTHS, J. Phase synchronization in
driven and coupled chaotic oscillators. IEEE Transactions on Circuits and
Systems I: Fundamental Theory and Applications, v. 44, n. 10, p. 874-881,
1997. 66, 67

ROSSLER, O. E. An equation for continuous chaos. Physics Letters A, v. 57,
n. 5, p. 397-398, 1976. 59

ROY, R.; MURPHY, T. W.; MAIER, T. D.; GILLS, Z.; HUNT, E. R. Dynamical
control of a chaotic laser: experimental stabilization of a globally coupled system.
Physical Review Letters, v. 68, p. 1259-1262, Mar 1992. 70

ROYDEN, H. L.; FITZPATRICK, P. Real analysis. New York: Macmillan, 1988.
7

SADOWSKY, J. The continuous wavelet transform: a tool for signal investigation
and understanding. Johns Hopkins APL Technical Digest, v. 15, p. 306-306,
1994. 25

SCARGLE, J. D. Studies in astronomical time series analysis. ii-statistical aspects
of spectral analysis of unevenly spaced data. The Astrophysical Journal,
v. 263, p. 835-853, 1982. 30

156



SCHATZMAN, M.; SCHATZMAN, M. Numerical analysis: a mathematical
introduction. [S.1.]: Oxford University Press, 2002. 93

SELESNICK, I. W. Hilbert transform pairs of wavelet bases. IEEE Signal
Processing Letters, v. 8, n. 6, p. 170-173, 2001. 47, 181

. The design of approximate hilbert transform pairs of wavelet bases. IEEE
Transactions on Signal Processing, v. 50, n. 5, p. 1144-1152, 2002. 47, 48

SELESNICK, I. W.; BARANIUK, R. G.; KINGSBURY, N. C. The dual-tree
complex wavelet transform. IEEE Signal Processing Magazine, v. 22, n. 6, p.
123-151, 2005. 46, 47, 49

SHCHEPAKINA, E.; KOROTKOVA, O. Canard explosion in chemical and optical
systems. Discrete & Continuous Dynamical Systems-B, v. 18, n. 2, p. 495,
2013. 84

SMITH, M. J. T. A.; BARNWELL, T. Exact reconstruction techniques for
tree-structured subband coders. IEEE Transactions on Acoustics, Speech,
and Signal Processing, v. 34, n. 3, p. 434-441, 1986. 45

SON, J. W.; LIM, J. T. Feedback linearisation of nonlinear singularly perturbed
systems with non-separate slow-fast dynamics. IET Control Theory &
Applications, v. 2, n. 8, p. 728-735, 2008. 70

STROGATZ, S. H. Nonlinear dynamics and chaos: with applications to
physics, biology, chemistry, and engineering. [S.1.]: CRC Press, 2018. 55, 60

TANG, B.; LIU, W.; SONG, T. Wind turbine fault diagnosis based on morlet
wavelet transformation and wigner-ville distribution. Renewable Energy, v. 35,
n. 12, p. 2862-2866, 2010. 18, 19

TEICH, M. C.; HENEGHAN, C.; KHANNA, S. M.; FLOCK, A. A;
ULFENDAHL, M.; BRUNDIN, L. Investigating routes to chaos in the guinea-pig
cochlea using the continuous wavelet transform and the short-time fourier

transform. Annals of Biomedical Engineering, v. 23, n. 5, p. 583-607, 1995. 3

TEOLIS, A. Computational signal processing with wavelets. [S.1.|: Springer,
1998. 39

TTAN, J.; QIU, H.; CHEN, Z.; CHEN, Y. Poincaré section analysis to measure
synchronization in coupled hamiltonian systems. Modern Physics Letters B,
v. 27, n. 05, p. 1350036, 2013. 66

157



TORRENCE, C.; COMPO, G. P. A practical guide to wavelet analysis. Bulletin
of the American Meteorological Society, v. 79, n. 1, p. 61-78, 1998. 24

TRIEBEL, H.; SCHMEISSER, H. J. Topics in Fourier analysis and function
spaces. [S.1.]: Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G, 1987. 162

TYRRELL, A.; AUER, G.; BETTSTETTER, C. Fireflies as role models for
synchronization in ad hoc networks. In: BIO-INSPIRED MODELS OF
NETWORK, INFORMATION AND COMPUTING SYSTEMS, 01., Cavalese,
Italy. Proceedings. [S.1]: Institute of Electrical and Electronics Engineers, 2006.
p. 1-7. 61

VANDERPLAS, J. T. Understanding the lomb—scargle periodogram. The
Astrophysical Journal Supplement Series, v. 236, n. 1, p. 16, 2018. 30, 31

WANG, H.; WANG, Q.; LU, Q. Bursting oscillations, bifurcation and
synchronization in neuronal systems. Chaos, Solitons & Fractals, v. 44, n. 8, p.
667-675, 2011. 85

WANG, X. J. Genesis of bursting oscillations in the hindmarsh-rose model and
homoclinicity to a chaotic saddle. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 62,
n. 1-4, p. 263-274, 1993. 85

WANG, Y.; BOYD, S. Fast model predictive control using online optimization.
IEEE Transactions on Control Systems Technology, v. 18, n. 2, p. 267278,
2009. 70

WELCH, P. The use of fast fourier transform for the estimation of power spectra:
a method based on time averaging over short, modified periodograms. IEEE
Transactions on Audio and Electroacoustics, v. 15, n. 2, p. 70-73, 1967. 171

WILLARD, S. General topology. [S.l.]: Courier Corporation, 2004. 77

WOLF, A.; SWIFT, J. B.; SWINNEY, H. L.; VASTANO, J. A. Determining
lyapunov exponents from a time series. Physica D: Nonlinear Phenomena,
v. 16, n. 3, p. 285-317, 1985. 56

WU, L.; ZHU, S.; LI, J. Synchronization on fast and slow dynamics in
drive-response systems. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 223, n. 2, p.
208-213, 2006. 86

XIA, S.; QI-SHAO, L. Firing patterns and complete synchronization of coupled
hindmarsh-rose neurons. Chinese Physics, v. 14, n. 1, p. 77, 2005. 85

158



Y1, H.; XIN, S.; YIN, J. A class of algorithms for continuous wavelet transform
based on the circulant matrix. Algorithms, v. 11, n. 3, p. 24, 2018. 25

159






APENDICE A - DOMINIOS DO TEMPO E DA FREQUENCIA

O objetivo deste Apéndice é o de apresentar uma introdugdo matematica aos do-
minios do tempo e da frequéncia bem como as relagoes fundamentais entre eles que
constituem parte da fundamentacgao tedrica desta tese. No que segue, os termos fun-
¢ao e sinal sdo usados como sinénimos. A Teoria da Medida, area da Matematica
cujo problema principal é o de se estender a nocao intuitiva de medida definindo-a
de modo rigoroso em espacos genéricos e em particular no espaco das fungoes reais
ou complexas, desenvolveu-se fundamentalmente no inicio do século XX quando a
Teoria da Integracao de Riemann usada até entao como principal instrumento de
medida foi generalizada com a criagdo da Integracdo de Lebesgue (HONIG, 1996).
Considerando-se esta nova Teoria de Integracdo em conjunto com os avancos da
Analise Funcional, cujo objetivo é o de estender os resultados da Analise Matema-
tica Classica para espagos vetoriais de dimensao infinita, o conceito de espaco de
medida de fungoes estabeleceu-se como fundamental para a Matematica de modo
geral (JORDAN et al., 1993; CONNES, 1994). Sao de relevancia tedrica para este tra-
balho os espagos funcionais LP(€2) em que @ =R ou @ = C e 0 < p < oo nos quais

tem-se a nogao de medida de acordo com a Defini¢ao a seguir:

Defini¢ao A.1. Dada uma fungio f(t) € LP(QQ) define-se sua medida por

/_O:O ()P dt < 0. (A1)

Particularmente, considerar-se-a os casos em que p = 1 ou p = 2, ou seja, 0s espagos
das fungoes integraveis e o das fungoes quadrado integraveis no sentido de Lebesgue
(KREYSZIG, 1978).

Da Equacao A.1 decorre que L*(2) e L*(€2) sdo espacos caracterizados pelas fungoes

f(t) € Q cujas normas definidas, respectivamente, por

@l = [ 1FB]dt < o0 (A2

@l = [ 1FOFdt < oo, (A3)

existem e sao finitas. Quando o contexto deixar implicito qual dos dois espagos
é considerado escrever-se-a apenas ||f(t)|| deixando subentendido a referéncia as

equagoes A.2 e A.3.
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Em L?*(Q) define-se usualmente o produto interno entre duas fungoes f(t) e g(t)
quaisquer por (KREYSZIG, 1978)

oy = ([ rmama)” (A.4)

em que ¢(t) indica o complexo conjugado da funcao g(t).

As fungoes f(t) estdao definidas no dominio do tempo uma vez que a varidvel in-
dependente ¢ pode ser interpretada como o tempo no sentido fisico da palavra;
entretanto, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) mostrou que qualquer fungao
f(t) € L*(R) pode ser suficientemente aproximada de modo tinico como uma soma

de senos (ou cossenos) cujas frequéncias sao bem definidas.

Tal resultado permite considerar f(t) ndo mais em fungao da varidvel ¢ mas em
termos da varidvel frequencial w € [0, 27 medida em Hertz (Hz). Neste caso, diz-
se que f(t) estd representada no dominio da frequéncia, sendo a Transformada de
Fourier (FT, do inglés Fourier Transform) a ferramenta matemética adequada para

se revelar qual o conteddo frequencial presente em f(t).

Definigao A.2. Seja f(t) € L*(Q). A Transformada de Fourier de f(t) é definida

por

o) = \/127 |~ sy esp(—et i (A5)

A Transformada de Fourier apresenta variadas propriedades que a tornam manejavel
do ponto de vista tedrico e numérico: a linearidade, os deslocamentos em tempo e
frequéncia, a conjugacao, a convolugao, a diferenciacao e a integracao em tempo e em
frequéncia sao algumas delas. Estas e outras propriedades podem ser encontradas em
conjunto com suas demonstragoes em Butzer e Nessel (1971), Triebel e Schmeisser
(1987), Phillips et al. (2003) e Beerends et al. (2003). Dentre estas propriedades
destacam-se trés pela relevancia tedrica que apresentam para este trabalho sendo

apresentadas como teoremas a seguir.

A primeira delas, apresentada no Teorema A.1, afirma que a convolu¢ao no dominio
do tempo conforme Definicao A.3 é equivalente ao produto pontual no dominio da
frequéncia. Intuitivamente a convolugao entre duas fungoes f(t) e g(t) quadrado
integraveis pode ser compreendida como o resultado da soma do produto de uma

delas pela outra transladada u unidades de tempo sobre toda a reta real.
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A segunda destas propriedades implica na existéncia da Transformada Inversa de
Fourier (IFT, do inglés Inverse Fourier Transform) cuja demonstragao é apresentada

no Teorema A.2 e para a qual os Lemas A.1 e A.2 sdo utilizados.

A terceira propriedade revela a relagao existente entre as Transformadas de Fourier
de uma fungao f(t) e de sua versdo escalada f(at) para a € R* e é apresentada no

Teorema A.3.

Definigao A.3. Sejam f(t) e g(t) fungoes de L*(Q) continuas por partes e limitadas
em 2. A convolugio das fungoes f(t) e g(t) € definida por

[e.9] o0

Flu)g(t = uydu= [ f(t = u)g(t) du (A6)

— 00

IOETORY|

—0o0

Teorema A.1. Sejam f(t) e g(t) fungoes de L*(Q) continuas por partes e limitadas

cujas Transformadas de Fourier sio, respectivamente, f(w) e §(w). Entdo:

—

F()* g(t) = V2r f(w)g(w).

Demonstracio. Aplicando-se a Transformada de Fourier na convolugao das funcoes

f(t) e g(t) tal como definida pela Equacao A.6, tem-se

—

f(t)*g(t) = \/12_7r /_O:O [/_O:O f(u)g(t — u) du| exp(—rwt) dt. (A7)

Sendo, por hipétese, as fungoes f(t) e g(t) continuas, pode-se permutar a ordem de

integragao estabelecida na Equacao A.7. Entao,

— 1

FE)*g(t) = <= /_ O:O /_ Z Flu)g(t — u) exp(—1wt) dt du. (A8)

Considera-se agora na Equacao A.8 a substituicdo ¢ =t — u de modo que dq = du

et =q+ u de modo que

FO%9(0 = = [ [ gl expl—reta+ w)duda. (A9)

Aplicando a propriedade distributiva na exponencial em A.9, vé-se que

st = (o= [ rwesnrnan) ([ at) exp(-10) )

o (A.10)
= V21 f(w)j(w),
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O Teorema A.1 tem implicagoes numérico-computacionais importantes pois a convo-
lucao no tempo tem complexidade computacional da ordem N? operacoes enquanto

que, em frequéncia, sua complexidade é da ordem de N log N (PAVEL; DAVID, 2013).

Os dois Lemas a seguir serao utilizados na demonstragao do Teorema A.2.

Lema A.1. A func¢ao exponencial compleza f(t) = exp(wt) tem Transformada de
Fourier iqual a f(t) = 216(t) em que 8(t) representa a fungio generalizada Delta de

Dirac definida por

1 t=
5(1) = , se 0
0, set#0.

Lema A.2. Seja §(T7—t) a fungio generalizada Delta de Dirac transladada t unidades
no tempo e f(t) € L*(Q) uma fungdo continua em todos os pontos de seu dominio.
Entao:

/ F(OS(r — 1) dt = f(t).

Teorema A.2. Seja f(t) € L*(Q) real continua por partes. A Transformada de

Fourier de f(t) definida pela Equagao A.5 € inversivel com inversa dada por
(t) / ) exp(rwt) dw A1l
ft) \/ﬁ f(w) exp(rat) (A.11)
Demonstragio. Note que A.11 pode ser reescrita como

\/%/ (/ \/% T) exp(—1wT) dT) exp(rwt) dw (A.12)

pela substituicao direta de A.5 em A.11. Pela continuidade das funcdes f(t) e f(w)
tem-se de A.12 que

E = L /oO f(r) (/OO exp(—rw(T — 1)) dw) dr. (A.13)

2T —00 —00

Pelo Lema A.1, a integral entre parénteses é exatamente a Transformada de Fourier
de f(t) = exp(wt) e pelo Lema A.2 tem-se de A.13 que

1 oo 00
EZZLMf(T)2W5(T—t) dT:me(T)5(T—t)dT (A.14)
e entdo, F = f(t) pelo Lema A.2. =
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As Equagoes A.5 e A.11 fornecem o instrumental mateméatico adequado para se fazer

a transposicao entre os dominios do tempo e da frequéncia.

Teorema A.3. Seja f(t) uma func¢ao quadrado integrdvel em 2 com Transformada
de Fourier f(w) e considere f(at) uma versio escalada da fungio f(t) com a € R*.
Entao,

Frtany =7 (2).

Demonstragao. Por definicao, tem-se

F{f(at)} \/_/ f(at) exp(—iwt) dt. (A.15)

Fazendo a mudanca de variavel u = at, segue da Equagao A.15 que

F{f(at)} \/—/ eXp( zwa> du (A.16)

a

Considere agora os dois casos possiveis para o parametro real a quanto ao sinal.

Se a > 0, decorre da Equacao A.16 que

A 1 1 oo 14

fAflat)} = PG /_OO f(u)exp (—z’wZ) du = gf (w) : (A.17)
Se a < 0 em A.16, entao

o= () & [ () = (L) 1(2): asm

As Equacoes A.17 e A.18 estabelecem o resultado. O

O Teorema A.4 estabelece a preservacao do produto interno nos dois dominios, ou
seja, nao ha perda de informagao ao se fazer a transposicao de um dominio para o

outro.

Como consequéncia, tem-se a isometria da norma ||f(¢)||r2 \/ < f(t)

entre as representagoes de f(t) nos dois dominios.

Teorema A.4. (Plancherel) Sejam f(t) e g(t) fungées quadrado integrdveis e con-
tinuas em todos os pontos de seus dominios com Transformadas de Fourier f(w)

§(w), respectivamente. Entio, < f(t), g(t) > =< f(w), §(w) > .
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Demonstragio. Considere a Equacao A.11 em que faz-se a substituicdo direta da

Equacao A.5 de modo que uma funcao f(t) continua em L?(Q) se escreve como

f(t) = 217r /_O:O /_O:O f(r)exp(rwr) exp(—rwt) dr dw

e o produto interno definido pela Equagao A.4 entre g(t) € L?(Q) (também continua)
e f(t) de modo que

< f(t), g(t) >= [ / / 7)exp(rwt) exp(—rwt) dr dwg(t) dt. (A.19)

Dada a continuidade das fungdes f(t) e g(t) pode-se rearranjar a ordem das inte-

gragoes na Equacao A.19; decorre, portanto, que

< f(t), g(t) > :/ (ﬁ/ T) exp(1wT) dT) </_o:o \/12_7Tg(t)exp(zwt) dt> dw
=< fw), §w) >
(A.20)

]

O Corolario A.1 estabelece como consequéncia direta do Teorema de Plancherel a

preservacao das normas nos dominios do tempo e da frequéncia.

Corolério A.1. Seja f(t) € L*(Q) uma fungio continua em Q2 com Transformada
de Fourier f(w). Entao, ||f(®)]z2 = | F(@)ll.

Demonstragio. Basta considerar g(t) = f(¢) no Teorema A .4. O

O Corolario A.1 é conhecido como Identidade de Parseval e é bastante comum
em areas como a Fisica e/ou Engenharia onde costuma ser interpretado como a
preservacao da energia de um sinal f(¢) nos dominios do tempo e da frequéncia. O
termo energia é usado aqui em analogia com o conceito fisico de energia cinética,

sendo comum definir-se a energia de um sinal como o espectro de poténcia de Fourier
definido por S(w) = ||f(w)||%. do sinal f(t).

A andlise de S(w) é 1til no processamento de sinais por revelar quais sao as frequén-
cias fundamentais, ou seja, aquelas que apresentam maior contribuicdo na repre-
sentagdo de f(t) no dominio da frequéncia. No caso do sinais reais, o espectro de

poténcia é simétrico em relacao a frequéncia nula w = 0.

166



Em termos computacionais ndo ha necessidade de se calcular explicitamente a in-
tegral presente na Equacgao A.5. Existem algoritmos altamente eficientes para o
computo da FT e da IFT: sao os algoritmos da Transformada Rapida de Fourier
(FFT, do inglés Fast Fourier Transform) e da Inversa da Transformada Rapida de
Fourier cujas implementagoes encontram-se descritas no classico trabalho Cooley e
Tukey (1965) e detalhadas em Cochran et al. (1967). Trabalhos relativamente re-
centes ainda buscam modificagoes nestes algoritmos de modo a torna-los ainda mais

eficientes (JOHNSON; FRIGO, 2006).

Apesar da possibilidade de se transitar entre os dominios do tempo e da frequéncia
via F'T e sua inversa IFT e de, com o avang¢o computacional, esta transicao poder
ser feita de modo cada vez mais eficiente via algoritmos que as calculam, existem
aspectos tedricos que devem ser levados em consideragao por tornarem impossivel
visualizar tdo bem quanto se queira uma func¢ao f(¢) qualquer nos dominios do

tempo e da frequéncia simultaneamente.

O Principio da Incerteza de Heisenberg (HEISENBERG, 1927) é uma descri¢do da
caracteristica intrinseca dos sistemas mecanicos quanticos que implica na limitacao
da observacao destes sistemas sem perturbéa-los e equivale ao fato de que uma funcgao
nao nula e sua Transformada de Fourier nao podem ser nitidamente localizadas
(FOLLAND; SITARAM, 1997).

Tendo em vista o Principio da Incerteza, portanto, uma funcao f(¢) ndo pode ser
ao mesmo tempo bem visualizada nos dominios do tempo e da frequéncia: uma
excelente representacao em um dos dois implica em uma pobre ou nenhuma repre-
sentacao simultdnea no outro. A representacao simultanea implica em visualizagoes
que, num certo sentido, sao inversamente proporcionais entre si: ao se visualizar bem
em um dominio se perde, em parte, a capacidade de visualiza¢do no outro conforme

enunciado na Proposicao A.1 (MALLAT, 1999; MOHLENKAMP; PEREYRA, 2008).

Proposicao A.1. Dada f(t) € L*(Q) tal que ||f(t)]|r2r) = 1 tem-se

N

olo? > 71%’ (A.21)

em que Uf e ai representam, respectivamente, a resolucao de visualizacao,em tempo

e em frequéncia, de f(t).

Geometricamente, é conveniente para compreender as consideragdes do paragrafo

anterior introduzir a defini¢do de plano tempo-frequéncia onde no eixo das abscissas
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encontra-se a representagao da informacao contida em f(¢) no dominio do tempo
e no eixo das ordenadas a correspondente informacao no dominio da frequéncia. A
proporcionalidade expressa por A.1 delimita regides neste plano conhecidas como

caixas de Heisenberg.

A Figura A.1 ilustra duas destas caixas (retangulos em cinza). Nota-se que quanto
melhor for a localizacao da informacao no dominio do tempo, pior serd a localiza-
¢ao em frequéncia e vice-versa. Por um instante apenas, imagine que a informagao
contida na linha azul estivesse cobrindo toda a reta, nao havendo localizacao no
tempo; isto implicaria em uma caixa de Heisenberg cuja largura seria infinitesimal e

portanto, a informacao estaria completamente localizada no dominio da frequéncia.

Figura A.1 - Caixas de Heisenberg no plano tempo-frequéncia.

0_2
t

Dominio da Frequéncia (w)

Dominio do Tempo (t)

Fonte: Adaptado de Mallat (1999).

Sendo conhecidos os conceitos de plano tempo-frequéncia e de caixa de Heisenberg
é possivel explicar o porqué de a Transformada de Fourier fornecer perfeitamente
a visualizagdo de uma funcao f(¢) no dominio da frequéncia. Comparando a Equa-
¢ao A.5 com a Equacao A.4 vé-se que a FT pode ser considerada do ponto de vista
tedrico como o produto interno usual em L?(2) entre a funcio f(¢) e uma base expo-
nencial complexa definida pelo termo e~?™* que nao apresenta qualquer localizacao

em tempo.

Em outras palavras, a base usada na definicao da FT é uma combinagao linear de
senos e cossenos que estao definidos para todo t € €2 tendo, portanto, as correspon-

dentes caixas de Heisenberg larguras infinitesimais. Como consequéncia, nota-se que
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a Transformada de Fourier é uma importante ferramenta matematica para a analise
global de fung¢oes quaisquer uma vez que ela revela perfeitamente todo seu contetido

frequencial.

De modo a exemplificar e tornar mais claras as ideias expostas anteriormente consi-
dere a fungao f(t) = fi(t)+ f2(t) em que fi(t) = 5sen(3007t) e fo(t) = 3 sen(8007t).
Vé-se que f(t) é, em termos de frequéncias fundamentais, a soma de 150 Hz com

amplitude 5 e 400 Hz com amplitude 3.

O computo da Transformada de Fourier revela as duas frequéncias fundamentais
e suas respectivas amplitudes de modo que, mesmo nao se sabendo, a priori, que
ft) = fi(t) + fa(t). Veja a Figura A.2 em que f(t) estd simultaneamente repre-
sentada em tempo e em frequéncia. Observe que a Transformada de Fourier revela

através de seu espectro de poténcia que a fun¢ao f(t) é a soma das fungoes fi(t) e

fa(t).
Figura A.2 - Representagdo de um sinal em tempo e em frequéncia.

’ 3 lll

il

Dominio
da
Frequéncia

£,
Dominio
do

Tempo Q) 150 w (Hz)

500
400

Fonte: Producao do autor.

O sinal f(t) simulado na Figura A.2 é estacionario, ou seja, as frequéncias fun-
damentais que o compode estdo presentes para todo ¢ real. Quando o sinal g(t) é
nao-estacionario, no sentido de que certas frequéncias aparecem e/ou desaparecem

em determinados intervalos de tempo, ainda assim a Transformada de Fourier é
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capaz de reveld-las. Para exemplificar isto, considere o sinal g(t) tal que

5sen(3007t), 0 <t

<T
(A.22)
3sen(8007t), w <t <2,

g(t) =

amostrado no tempo do mesmo modo que f(t).

Figura A.3 - Transformada de Fourier de um sinal néo-estacionério.

Dominio
da
Frequéncia

£,(t)

500
400

w (Hz)

Fonte: Producao do autor.

Note que agora g(t) é constituido pelas mesmas frequéncias fundamentais que com-
poe f(t) exibida na Figura A.2 mas as frequéncias 150 Hz e 400 Hz estdo definidas
respectivamente nos intervalos Iy = [0,7] e Iy = [m, 27| havendo uma alternancia
entre elas em ¢ = m onde a frequéncia de 150 Hz desaparece dando lugar a frequén-
cia de 400 Hz. Veja na Figura A.3 que o Espectro de Poténcia de Fourier de g(t)
coincide com o de f(t) apesar de os comportamentos no dominio do tempo serem

diferentes.

Neste contexto, convém destacar que a Transformada de Fourier é a ferramenta
matemadtica apropriada para revelar frequéncias fundamentais em um sinal f(t) es-
tacionario para os quais nao ha necessidade alguma da informagao temporal sobre

o conjunto de frequéncias fundamentais.
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A analise de sinais nao-estacionarios, no ambito da Anélise de Fourier ¢ feita usando-
se, por exemplo, a Transformada Janelada de Fourier (WFT, do inglés, Windowed
Fourier Transform) mas a fixacao da funcao janela usada para a andlise ndo permite
alteracoes na resolucao da visualizagdo em tempo e em frequéncia. Para detalhes,
consulte, por exemplo, o Capitulo 2 de (KAISER, 2010) além de (WELCH, 1967;
ALLEN; RABINER, 1977; GRIFFIN; LIM, 1984).
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APENDICE B - CONVOLUCAO DISCRETA

O objetivo deste Apéndice é apresentar o conceito de convolugao, fundamental para
a compreensao do algoritmo de Mallat descrito na Subsecao 3.1.2 do Capitulo 3.
Sao apresentados, adicionalmente, algumas de suas principais propriedades e alguns

exemplos.

Definicao B.1. Seja x e y dois sinais reais discretos, respectivamente. Define-se a

convolucao de x ey, denotada por x x vy, pela soma

vxy(n) =D a(k)y(n — k), (B.1)

k

constituida por l1 + 1o — 1 amostras em que l; e ly indicam o comprimento dos sinais

T ey, respectivamente.

As propriedades béasicas desta operacao sao apresentadas pela Proposicao B.1.

Proposicao B.1. Sejam z,y e z sinais discretos e seja * a operagdo de convolu¢ao
conforme a Definicao B.1. Sao vdlidas as sequintes propriedades para *:

a) (Comutativa) x xy =y * x;

b) (Associativa) x * (y x z) = (x *y) * z;

c¢) (Distributividade pela Soma) x % (y + z) = x *y + x * z;

Demonstragio. a) Por definigao,

vxy(n) = a(k)y(n —k) => x(n—K)y(k) = Zy(k")ﬂf(n — k),

k k'

em que k' =n — k.

b) De z* (y* z)(n) =Y > x(ki)y(k2)z((n — k1) — k) decorre que

k1 ko

o (y*z)(n) =YD w(k)y(ks + ks — k1)z(n — (k1 — k2)).

k1 ko

Fazendo a substituicao ks = ki + ko,

k3 k1

zx(yxz)(n) =) (Z x(ky)y(ks — kl)) z(n —k3) = (z xy) * z(n).
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c¢) Note que

*(y+2)(n) = > x(k) —k)+z(n—k)).

Reescrevendo o segundo membro desta igualdade como dois somatérios, tem-se:

*(y+2)(n) = 3 x(k)y(n — k) + Xk:x(k)Z(n —k) = (zxy+zx2)(n)

k

O

Um método pratico para o computo de x * y é indicado na sequéncia. Para tanto,
considere explicitamente z = [zg, 1, T2, ..., Tp] € Y = [Y0, Y1, Y2, ---, Ym] € 0S Passos

descritos abaixo:

a) Escreva o sinal y abaixo do sinal z alinhando seus primeiros elementos xg

e 1o, respectivamente.

b) Efetue a multiplicagao do sinal = pelo escalar yo dispondo-a imediatamente

abaixo de x e y.

¢) Repita a multiplicacao do sinal = pelos elementos y;, 1 < i < m dispondo
cada uma abaixo da anterior deslocada em 7 posi¢oes com relagao a posi¢ao

inicial de xg.

d) Some cada uma das n+m — 1 colunas resultantes da aplicacdo dos passos

b) e ¢). O sinal resultante é o resultado de z * y.

Figura B.1 - Algoritmo para o célculo da convolucao de dois sinais discretos x e y.

Xo X1 X2 Xn-1 X
‘1)'[] }_ﬁ ]_1’2 yu—1xn—1 ‘lfu ym
YoXo YoX1  YoX2 - HoXpa YoXn
Yixo WiX1 - YiXu2 Xy YiXy
YoXg o Y2Xyo3 YaXyn  YaXua o YaXy
+
x#y

Fonte: Producao do autor.
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A Figura B.1 apresenta uma descricao grafica do algoritmo para o computo da

convolucao entre dois sinais discretos x e y. A seguir apresenta-se um exemplo de
sua aplicacao.

Exemplo B.1. Considere dois sinais discretos x ey tais que v = {2,—3,0,5,7,}

ey = {0,5,—1,2,3,—2} para os quais deseja-se calcular x *y. Sequindo o método
representado na Figura B.1, tem-se:

Figura B.2 - Convolugao de z = {2,-3,0,5,7,} ey = {0,5,—1,2,3,—2}.

2 -3 0 5 7
0 5 -1 2 3 -2
0 0 0 0 0
10 -15 0 25 35
-2 3 0 -5 -7
4 -6 0 10 14
6 -9 0 15 21
—4 6 0 -10 -14
0 10 -17 7 25 17 9 29 11 -14

Fonte: Producao do autor.

Os sinais x e y e a convolucao T *y encontram-se plotados na Figura B.3.

Figura B.3 - Representacao grafica da convolu¢do do Exemplo B.1.

301
...... -
— Xy
-30

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Fonte: Producao do autor.
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APENDICE C - FILTROS ASSOCIADOS A TEORIA WAVELET

Apresenta-se neste Apéndice o conjunto de funcdes implementadas! em codigo livre
Python 3 que gera os filtros associados as fungoes escala e wavelet de Daubechies
dado como input apenas o comprimento n (ntmero par) do filtro desejado ou, de
modo equivalente, o nimero de momentos nulos n/2 que a fun¢do wavelet a ser

construida deve possuir.

Adicionalmente, a implementacao permite visualizar as fungoes escala e wavelet
usando como entrada apenas o filtro passa baixa associado e utilizando convolugoes

calculadas no dominio da frequéncia.

A fundamentacao tedrica da implementacao feita pode ser consultada em Daube-
chies (1992). Uma descrigao algoritmica para a construgao dos filtros e a geragao das
visualizacoes das fungoes escala e wavelet associadas é feita na sequéncia. A imple-
mentagao feita faz uso do modulo de matematica simboélica Sympy em Python uma

vez que o algoritmo baseia-se em operagoes algébricas com polindémios complexos.
No que segue, seja n = 2n/(n’ € N) o comprimento do filtro a ser construido.
Passo I: construgiao de um polinémio complexo auxiliar P,(z)

Fixado n = 2n’ faz-se a construgao inicial do polinémio P,(z) de variavel complexa

z e grau n — 1 definido por

P =3 (”*Z‘ 1>zk, (1)

k=0
n+k—1\ . . , . .
em que i indica um nimero binomial para k € {0,1,2,...,(n — 1)}.

Passo II: calculo das raizes do polinémio P, (z) para n’ € N e 2’ € C fixados
e definidos por n’ =n/2e 2/ =0,5-0,252"1 - 0,252

n
Definidos n' = —e 2/ = - — — — = calcula-se as raizes complexas de P,/(z'), isto é,
2 2 4z 4

determina-se numericamente as solucoes de

T YA (RS T

k=0

https://github.com/magriniluciano1983/codes/blob/master/daubechies.py.
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construindo-se o conjunto R = {r;, 0 < j < n — 1} formado pelas solugdes de C.2
contidas no disco complexo unitario, isto €, pelas solugoes de C.2 cujo médulo é, no

maximo, igual a 1. Prova-se que R possui n’ — 1 elementos.

Passo III: computagao de escalares via igualdade de polinémios complexos

dependentes do conjunto de raizes determinado no passo II.

Identificam-se os n escalares {c, k =0,1,...,(n — 1)} para os quais

n'—1 n—1
+D)" [T (z=7r) =D e (C.3)
j=1 k=0

Passo I'V: determinacao do filtro passa baixa via normalizag¢ao do conjunto

de escalares do passo III

O conjunto {¢x} normalizado corresponde ao filtro procurado para a fungao escala

¢(t), ou seja, tomando a norma

a=\E+E+ ..+ &

euclidiana para {c;} interpretado como elemento de R*, constréi-se o filtro passa

baixa

n(k) = 164 (C.4)

a
Passo V: determinacao do filtro passa alta

Utilizando-se a Equacao 3.15 determina-se o filtro passa alta associado a fungao
wavelet construida no contexto da MR, definindo conforme Equacgao 3.15 do Capi-
tulo 3,

g(k)=(=1)"h(k —n+1), (C.5)

paran=1,2, .. k.
Passo VI: geracao de visualizagoes das fungoes ¢(t) e (1)

A geragao das visualizagoes das fungdes ¢(t) e 1(t) correspondentes aos filtros dese-
nhados nos Passos C e C é obtida pela aplicagdo da reconstrucao da funcao delta de
Dirac, via algoritmo de Mallat, com a utilizagdo de filtros de sintese h*(k) e g*(k)

construidos a partir de h(k) pela aplicacao das Equagoes 3.16 e 3.17.

178



Por default, sdo utilizadas de 15 iteragoes/convolugoes no processo de reconstrugao.
O ntimero de iteragoes é estabelecido levando-se em conta a eficiéncia computacional
e a geracao de boas visualizagbes para as fungoes escala e wavelet mas pode ser
alterado pelo usuario via modificacdo das fungoes auxiliares 10 e 11 contidas na

implementagao feita e disponivel no Github.

O codigo de visualizagao utiliza como input apenas o filtro passa baixas h(k) da
MR desejada, aceitando como entrada inclusive filtros nao criados pelo algoritmo

completo.

Apresenta-se na sequéncia um exemplo de uso do cédigo? em que se considera a
construcao de filtros passa baixa e passa alta de comprimento 4 para a MR, ou
seja, da denominada wavelet de Daubechies 4 (dB4) com a adicional geragao das
visualizacoes das fungoes escala e wavelet. A saida do codigo de exemplo é o filtro

passa baixa
h = {—0,1294095225, 0, 2241438680, 0, 8365163037, 0, 4829629131}, (C.6)
aqui exibido com dez casas decimais de precisao, seguido das visualiza¢oes das fun-

¢oes escala wavelet conforme montagem feita na Figura C.1.

Figura C.1 - Gréficos das fungoes ¢(t) e ¥ (t) para Db4

' *. Figure 2 - ] X
AED>PQEVA AEI Q=B
Funcao Escala Funcao Wavelet
1.54 1.251
1.0 1.001
051 0.75
0.50
0.0
0.25
_05 4
0.00 1
_10 4
—0.25 1
-1.5+- : . : : . : . : : . : : .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tempo Tempo

Fonte: Producao do autor.

’https://github.com/magriniluciano1983/codes/blob/master/exemplo_daubechies.py
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APENDICE D - FUNCOES ESCALA E WAVELET PARA DT-CWT

Apresenta-se neste Apéndice os filtros hy e h; em conjunto com as fungoes escala e
wavelet utilizadas neste trabalho para o computo das fases associadas as dindmicas

rapida e lenta presentes nos sistemas discutidos nos Capitulos 4 e 6 deste trabalho.

Segue-se aqui a notagao introduzida no Capitulo 3 em que ¢(t) e 1(t) sdo as fungoes
escalas e wavelet associadas aos filtros hg e hy. Para o nivel J = 1 de decomposi¢ao
estas fungoes sdo denotadas ¢! (t) e 1! (t). Para os demais niveis utiliza-se os indices s
e 1 para referir-se a arvore superior e inferior da decomposicao dual-tree responsaveis

pelas partes real e imaginéaria dos coeficientes wavelet calculados, respectivamente.

Para o primeiro nivel de decomposicao os filtros sado aproximadamente simétricos de
comprimentos 13 e 19 utilizados em conjunto com filtros ¢-shift de comprimento 14
para os demais niveis (SELESNICK, 2001).

Tabela D.1 - Filtros de andlise para DT-CWT.

Banco de Filtros de Analise
Primeiro Nivel de Decomposig¢ao

Demais Niveis (J > 1)

(J=1)
. Parte Real Parte Imaginaria
Parte Real Parte Imagindria (Arvore Superior) (Arvore Inferior)

¢1(t) U (t) (1) s (t) i (t) ¥i(t)
-0,0017581 -0,0000706  0,0032531 -0,0045569 -0,0045569 -0,0032531
0,0000000 0,0000000 -0,0038832  0,0054394 -0,0054394 -0,0038832
0,0222656 0,0013419  0,0346603  0,0170252  0,0170252 -0,0346603
-0,0468750 -0,0018834 -0,0388728 -0,0238253  0,0238253 -0,0388728
-0,0482422 -0,0071568 -0,1172038 -0,1067118 -0,1067118  0,1172038
0,2968750 0,0238560  0,2752953 -0,0118660 0,0118660 0,2752953
0,5554688 0,0055643  0,7561456  0,5688104 0,5688104 -0,7561456
0,2968750 -0,0516881  0,5688104 -0,7561456 0,7561456  0,5688104
-0,0482422 -0,2997576  0,0118660 0,2752953  0,2752953 -0,0118660
-0,0468750 0,5594308 -0,1067118 0,1172038 -0,1172038 -0,1067118
0,0222656 -0,2997756  0,0238253 -0,0388728 -0,0388728 -0,0238253
0,0000000 -0,0516881  0,0170252 -0,0346603  0,0346603  0,0170252
-0,0017581 0,0055643 -0,0054394 -0,0038832 -0,0038832  0,0054394
0,0238650 -0,0045569  0,0032531  0,0032531 -0,0045569

-0,0071568

-0,0018834

0,0013419

0,0000000

-0,0000706

Fonte: Adaptado de Selesnick (2001).
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A Tabela D.1 apresenta o banco de filtros utilizado na analise com sete digitos sendo
o respectivo banco de sintese obtido de acordo com as Equagdes 3.16 e 3.17. Note
as relagoes entre os filtros passa alta e passa baixa utilizados a partir do segundo
nivel de decomposicao: (a) o filtro escala da arvore inferior é o reverso do utilizado
na arvore superior; (b) o filtro wavelet da arvore inferior corresponde ao filtro escala
da drvore superior em que os coeficientes de posi¢ao impar sdo opostos e (¢) o filtro
escala da arvore inferior corresponde ao filtro wavelet da arvore superior em que os

coeficientes de posicao par sao opostos.

A Figura D.1 mostra uma visualiza¢ao destes filtros. Observe na linha pontilhada o

comportamento esperado para as respectivas funcoes escala e wavelet.

Figura D.1 - Filtros aproximadamente simétricos de comprimento 13 (A) e 19 (B) para
J =1 e filtros g-shift de comprimento 14 (C) e (D) para J > 1.

A B
0,4} 0,4} :-
T LI 1]
0,4 0,4
1 n 13 1 n 19
0,8 0,8
C D
0,4 0,4
0 o T l J» e l 9. e 0 SRS, ) ?. l $ 1 L ? S
1 n 14 1 n 14

Fonte: Producao do autor.
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As correspondentes fungdes ¢(t) e 1(t) estao representadas na Figura D.2 e foram
obtidas pelo uso das fung¢oes implementadas descritas no Apéndice C. No painel
superior vé-se estas fungdes para o primeiro nivel e no painel superior as fungoes
para os demais niveis correspondentes as arvores superior (parte real dos coeficientes)

e inferior (parte imaginaria dos coeficientes), respectivamente.

Figura D.2 - Funcgoes escala e wavelet correspondentes aos filtros de anélise da Tabela D.1

e visualizados na Figura D.1.
1,27

0,61

0 6,5 13

1,5

-15 -1,5 - -
0 7 14 0 7 14

Fonte: Producao do autor.

Um estudo completo sobre a resposta em frequéncia das fungoes ¢(t) e 1 (t) apre-
sentadas na Figura D.2 esta realizado em trabalho anterior. Para detalhes, consulte
Ferreira (2014).
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APENDICE E - PARTICIPACOES EM EVENTOS CIENTIFICOS E
PUBLICACOES

Neste Apéndice estao incluidas as publicacoes realizadas e participagoes em eventos

cientificos durante o doutorado, em ordem cronolégica.

Inclui-se aqui dois artigos publicados em peridédicos com avaliacao pelos pares, a
publicacdo de um trabalho completo apresentado no XXXVI Congresso Nacional de
Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2016) promovido pela Sociedade
Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional (SBMAC) e publicado nos anais
do evento e de um resumo, apresentado na forma de poster no XXXIX CNMAC

(2019) também publicado nos anais da respectiva edigado do CNMAC.

Inclui-se também duas participagoes no Workshop de Computagao Aplicada (Wor-
cap) promovido anualmente pelo Programa de P6s Graduagao em Computagao Apli-
cada (INPE) com apresentacao de posteres e uma comunicagao oral feita no IX
WWiet - Wavelets € Applications in Signal Processing, evento organizado pelo Co-
mité Tematico “Analise Multiescala e Wavelets — Teoria, Desenvolvimento e Aplica-
coes” (SBMAC), sobre parte das aplicagoes das técnicas wavelet apresentadas nesta

tese.

O artigo publicado no Brazilian Journal Physics e o trabalho completo publicado
nos anais do CNMAC 2016 apresentam a pesquisa desenvolvida sobre a andlise de
séries temporais com falhas e apresentada no Capitulo 5 desta tese (MAGRINT et al.,
2017; MAGRINI et al., 2017) com um adicional estudo sobre a influéncia da localizacao

da falha ao longo da série temporal para os resultados da andlise realizada.

O segundo artigo, publicado no periédico Chaos: An Interdisciplinary Journal of
Nonlinear Science, reporta a metodologia apresentada no Capitulo 6 para a sepa-
racao das dinamicas lenta e rapida em sistemas dinamicos cadticos com multiplas
escalas de tempo via técnicas wawvelet apresentando os resultados para os dados

experimentais descrito nesta tese.

Na edigao do XXXIX CNMAC de 2019 fez-se a apresentacao de um poster, publi-
cado em forma de resumo nos anais do evento sobre estudo realizado acerca das
dificuldades na reproduc¢ao numérica do atrator de Rossler nos casos em que ele
exibe comportamento periddico (MAGRINI et al., 2020).

As participagdes em eventos com apresentacao de trabalho estdo descritas a seguir.

As publicagoes encontram-se anexadas na sequéncia, comecando pelos artigos se-
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guido do trabalho completo e resumos publicados.

e IX WWilet - Wavelets & Applications in Signal Processing

Comunicacao Oral: Multi-scale Identification of Dynamics in Cha-

otic Electrochemical Oscillators

Abstract: Dynamical systems related to climate models, relazation
oscillators (as Van der Pol, cardiac cells or neural activity, for example)
exhibits different timescales in your manifestations. The comprehension
of full dynamics in these dynamical systems whose behavior exhibits two
or more different time scales generally is complicated because each time
scale presents one specific behavior in the time domain and can manifest
together or in specifics time intervals. In this work using wavelet techni-
ques, we calculated approzimations for each dynamics (namely slow and
fast dynamics, respectively) considering only the inverse wavelet transform
applied in specifics frequency bands presents in one-dimensional time-series
related to experimental data obtained from oscillators coupled in a network
where slow dynamics is chaotic and fast dynamics is characterized in time-
domain by irreqular bursting’s. The applied methodology show that it is pos-
sible calculated good approzimations for each different dynamics and that
particularly to slow dynamics the small frequency contributions cannot be
discarded without to introduce deformations in your manifestation in time-
domain. The principal advantage of our approach is that only is necessary
to know one-dimensional time-series about the full multiple time-scale dy-
namical system considered because all process is performed in the frequency

domain by wavelet analysis.
Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.
Gramado/RS.

e XVIII Workshop de Computagao Aplicada (WORCAP 2018)

Poster: Aproximacao de Dindmicas Fast e Slow em Sistemas Cadticos

com Multiplas Escalas de Tempo.

Resumo: Sistemas dindmicos cadticos com multiplas escalas de tempo
constituem a adequada formulagdo matematica para diversos fendomenos
em areas fundamentais como a Fisica, a Quimica, a Biologia e a Neuro-

ciéncia. Em todas estas areas é relativamente comum encontrar modelos
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em que as diferentes variaveis presentes apresentam diferentes taxas de va-
riacdo em relacao a variavel indepente. Estas diferentes taxas de variacao
permitem, no caso mais simples, identificar no sistema duas sub-dinamicas,
chamadas de fast e slow, cujas caracterizagoes é relativamente simples em
modelos tedricos, uma vez que é possivel neste caso analisar as equacoes
diferenciais envolvidas e seus parametros numéricos, mas se mostra desa-
fiadora no caso experimental em que geralmente s6 se dispoe de uma série
temporal na qual tais dinamicas evoluem juntas ao longo do tempo. Neste
trabalho apresentamos uma metodologia, baseada na analise de wavelets,
para obter aproximagoes das dinamicas fast e slow no caso em que as duas
evoluem conjuntamente em uma mesma série temporal e exemplificamos

seu uso em dados experimentais provenientes de osciladores eletroquimicos.
Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.
Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE.
Sao José dos Campos/SP.

XVI Workshop de Computagao Aplicada (WORCAP 2016)

Poster: Reproducao do Comportamento Periédico do Atrator de Ros-

sler por Integracao Numérica: Desafios e Propostas.

Resumo: A dinamica determinada por sistemas de equagoes diferen-
ciais onde pelo menos uma das equagodes é nao linear pode apresentar
comportamento cadtico ou periddico. A alternancia entre estes dois re-
gimes pode ser controlada pela variagao de um conjunto de constantes
proprias de cada sistema. Bem conhecido na literatura, o sistema deRos-
sler constitui-se de um conjunto de trés equagoes diferenciais e uma vez
fixadas duas das constantes que nele aparecem, a alternancia entre os re-
gimes cadtico e periddico é conseguida pela variagdo de uma terceira. A
reprodugao numérica do regime periddico para o sistema de Rossler atra-
vés da integracao numérica via métodos Runge-Kutta ou via integradores
disponiveis em bibliotecas para Python ou Octave apresenta dificuldades
significativas. Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a reproducao
numérica do comportamento periddico no sistema de Rossler e compara-

mos o desempenho dos métodos empregados na integracao.
Autores: Magrini, L.A., Domingues, M.O., Macau, E.E.N.
Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE.
Sao José dos Campos/SP.
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ABSTRACT

A methodology is presented based on wavelet techniques to approximate fast and slow dynamics present in time-series whose behavior
is characterized by different local scales in time. These approximations are useful to understand the global dynamics of the original full
systems, especially in experimental situations where all information is contained in a one-dimensional time-series. Wavelet analysis is a
natural approach to handle these approximations because each dynamical behavior manifests its specific subset in frequency domain, for
example, with two time scales, the slow and fast dynamics, present in low and high frequencies, respectively. The proposed procedure is
illustrated by the analysis of a complex experimental time-series of iron electrodissolution where the slow chaotic dynamics is interrupted
by fast irregular spiking. The method can be used to first filter the time-series data and then separate the fast and slow dynamics even when
clear maxima and/or minima in the corresponding global wavelet spectrum are missing. The results could find applications in the analysis of

synchronization of complex systems through multi-scale analysis.

Published under license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/5.0004719

Complex behavior in natural systems is often generated by inter-
actions of periodic phenomena with largely different time scales.
For example, heart rate variations can be affected by neuronal
firings, breathing, or sleep-wake patterns. When the time scales
of such processes are well separated and the behavior is highly
periodic, the signals can be analyzed with simple low and high-
pass filters. In this work, we consider a very complex electro-
chemical behavior, the corrosion of iron in an acid. A wavelet-
based methodology is presented where the slow and fast time
scales can be separated even with chaotic slow and irregular fast
spiking.

1. INTRODUCTION

Systems with different processes taking place over separate time
scales are ubiquitous in a large range of phenomena in areas such as
physics (e.g., lasers,"” forced Van der Pol oscillators,” and Faraday
waves’), chemistry (e.g., homogeneous reactions’ and electrochem-
ical phenomena®), biology (e.g., neural activity”* and cardiac’ and
B-pancreatic'’ cells), and others.''~"* In the most common scenario,
there are fast and slow dynamics where the slow variable acts as a
slowly varying “parameter” in the fast subsystem. With oscillatory
dynamics, the time-series consist of fast repetitive bursting inter-
rupted by slow, acquiescent, dynamics where the oscillations are
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FIG. 1. Morse wavelet with 8 = 20 and y = 3 in time domain (left) and in frequency domain (right).

smooth, and the wavelength is large in comparison with bursting.
The system description and technological applications require the
separation of the system time scales. This is the case, for exam-
ple, in neuronal and climate systems and the corresponding con-
trol applications. In particular, this separation is of importance to
characterize synchronization phenomena in nonlinear systems.'**'*
Several studies have investigated approaches to separate the fast
and slow dynamics.’~*' For example, one can take advantage of the
known eigenvalues and eigenvectors of the full system'” or apply
computational methods based on identification of low dimensional
surface trajectories in phase space.”’ Separation can help construc-
tion of slow invariant manifolds with fast relaxations’' to overcome
the numerical difficulties of integration of stiff systems.”” Therefore,
with the experimental data, it is essential to properly extract the
fast and slow dynamics so that accurate models can be formulated.

maxima peaks
in low and high
frequencies

CWT

I(t) W(w, 7)

G(w) —

> @°
@ a

a)fast

When the underlying dynamics are relatively simple (e.g., simple
periodic oscillations with a well-defined frequency), combination
of low-pass, high-pass, and bandpass FFT filters can be used to
process data.”’ However, when the underlying dynamics are more
complex (e.g., chaotic or oscillations with largely varying frequen-
cies and amplitudes), automatic processing of a large amount of
data can be challenging. In this paper, a wavelet-based technique is
presented that allows the proper separation of slow and fast dynam-
ics from the experimental data, as well as de-noise the signal at the
same time. The method was developed aiming to analyze an elec-
trochemical process, iron dissolution in sulfuric acid, which exhibits
fast periodic spiking in a large frequency range with a highly com-
plex, chaotic slow dynamics. The data were collected from a coupled
pair of oscillators with different coupling strengths. The occurrence
of the irregular bursting activities affected by the coupling along the
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FIG. 2. General scheme to find sets 20, and 2 in a typical case.
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TABLE I. Results summary of the dataset analyzed. Asterisks indicates values that cannot be obtained from the global wavelet spectrum. We notice that time-series with the

same coupling strength are not independents.

Peaks Local minima Approximation sets

Time-series Length (s) Coupling strength () wlow Wl Mo Mt Qo (Hz) Qs (Hz)
A 60 0.0 4 62 7 33 10,7] [33,434]
B 60 0.0 4 36 14 * 10, 14] [36, 434]
C 235 02 5 * * * 10, 10] [90, 434]
D 235 0.2 4 88 * 50 10, 8] [50, 434]
E 150 0.4 4 66 * 47 1o, 8] [47, 434]
F 150 0.4 5 76 * 66 10, 10] [66, 434]
G 55 0.6 5 176 * 143 10, 10] [143, 434]
H 55 0.6 4 134 5 101 10,5] (82, 434]
1 82 0.7 5 94 % 82 10,5] [82, 434]
J 82 07 5 101 * 82 10, 5] [82, 434]
K 120 0.8 5 94 * 82 10, 5] (82, 434]
L 120 0.8 5 101 ¥ 82 10.5] (82, 434]
M 100 0.9 4 88 8 14 10, 8] [44, 434]
N 100 0.9 4 88 * 41 10, 8] [41,434]

o 80 1.0 4 67 * 36 10, 8] [36, 434]
p 80 1.0 4 67 % 36 1o, 8] [36, 434]

chaotic trajectories demanded a versatile technique to separate noise
and fast and slow oscillations. The method is based on wavelet trans-
form, exploiting its remarkable characteristic that allows time scale
analysis for performing the identification of different behaviors in
time domain,”* associating them with different frequency subbands.
The article is organized as follows. Section II presents the proposed
approach to separate fast and slow dynamics. The data collection
details are described in Sec. I11. Section IV illustrates the application
in detail and discusses the results. Finally, the conclusions are drawn
in Sec. V.

1. METHODOLOGY

This section describes the proposed methodology to unveil fast
and slow dynamics embedded in a time-series. Our approach is
based on a continuous wavelet transform (CWT) that is used to reli-
ably identify dynamics in the frequency of time-series I(t). In the
first step, noise is removed from the time-series using non-linear
filtering.”” In the sequence, the wavelet analysis is performed apply-
ing the continuous wavelet transform (CWT) with L; norm in the
frequency domain according to Ref. 26,

w#’(a,r):%/ FEGo)F s 0.01) (@) do, (1)

where 7 is a translation parameter in time domain, F(I; ) denotes
the Fourier transform of the signal I(t), F*(¥; w,a, 7)(aw) is the
conjugate of wavelet function ¥ (¢) defined in frequency domain and
calculated at aw for each real positive value, a, called a scale and

related to the central pseudo-frequency”’ given by w = %, where
a

At is the sampling time for the measurement signal I(#) and w, is the
central frequency of wavelet ¥ (w). The wavelet function considered

here is the Morse wavelet defined in the frequency domain™~"' by

V(B v, 0) =2yp) Uw) of e, @

where y and p are real positives dimensionless parameters that
control the waveform, regulating the frequency-domain and time-
domain decay, respectively,” U(w) is the Heaviside step func-
tion. The Morse wavelet function is analytic, therefore, in a time-
frequency analysis of any real signal, all non-positive frequencies
are zero. This property is important because it avoids the detec-
tion of small spurious negative frequencies that could influence our
results. It is important to highlight that the real parameters y and
B in Eq. (2) are similar to the parameters scale a and translation t
used in the usual definition of the CWT given by Eq. (1). The cho-
sen parameters are y = 3 and B = 20. The value y = 3 is suggested
in the literature as standard value for analysis of oscillatory signals
as it is highly related with Gaussian with zero skewness.”’~" The
parameter 8 = 20 controls the wavelet length in time domain. Con-
sequently, usually large values are considered. This choice implies
that the wavelet function is highly oscillatory in time domain and,
therefore, the resolution in frequency domain is increased.”” More
details about the choice of parameters y and B can be found in
Refs. 29-31. Figure 1 shows the Morse wavelet in time- and fre-
quency domains. Notice that the behavior in frequency domain is
related to the Gaussian distribution and in time domain exhibits an
oscillatory behavior. The magnitude scalogram defined by the abso-
lute value of measures W‘,"(a,r) allows us to calculate the global
wavelet spectrum G(w),

G(w) = fw WY (w, 7)) dr. (3)

As it was previously noted,”* the high-frequency bursts could not be
easily extracted using the Fourier spectrum, but the global wavelet
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FIG. 3. Typical behavior in time domain to current in data A with ¢ = 0.0 and respective scalogram with the Fourier (gray) and global wavelet spectrum (black). Shifted for

better visualization.

spectrum provides a better approach. (Indeed, roughly speaking,
the global wavelet spectrum can be seen as a smooth version of the
Fourier spectrum.””~"") The central idea in our approach is that by
a careful analysis of G(w), it is feasible to localize subbands Qs
and Qj,y, Whose content corresponds to each time scale. These sub-
bands of the wavelet transform are used to reconstruct time domain
signals associated with the underlying time scales using the inverse
continuous wavelet transform (ICWT). For this purpose, it is neces-
sary to know the upper and lower extremes of the intervals €2,,, and
Qo (Hz). Ideally, the fast and the slow oscillations generate a global
wavelet spectrum with two dominant frequency peaks. Let %" and
a/m”f:x be the frequencies where global wavelet spectrum G(w) exhibits
the largest peaks related to the slow and the high frequency contents.
If the amplitude of the these two peaks is sufficiently large, then there
will be alocal minimum at a frequency e, > wslow Similarly, at the

- max*
peak corresponding to the fast time scale, there will be a minimum
just below the dominant peak my,q < w,ﬁ'ﬁ; The slow dynamics thus
can be represented by the frequency components from zero up to

Mgiow: Riow =10, Moy . The fast dynamics contains frequencies from

My to the maximum frequency Wmax @ Lpust = [Mpust Omax] (see gen-
eral scheme in Fig. 2). After a careful analysis of a large body of
collected experimental data, we found that in some examples g,
My, and/or the peaks wf"g‘;' and wﬁﬁrx cannot be well defined in the
global wavelet spectrum. In these cases, two alternative strategies can
be followed. If the value my,, cannot be determined by the analysis
of global wavelet spectrum G(w), then 2%°” was chosen as upper

'max

extreme for interval Qg,,,. The choice for waﬁ’a‘: was done empiri-

cally: we analyzed each case and possible choices for w,,; the value
2wl presented better results for the slow dynamics approxima-
tion process. In this case, the lower extreme is equal to the smallest
frequency wy,,, detected in time-frequency analysis.

If it is not possible to localize well-defined peak w.C“,;‘x in G(w),
then the lower extreme for Qg must be chosen at an inflection
point in G(w). In this case, the upper extreme is equal to the largest
frequency wy,y detected in the time-frequency analysis. After deter-
mining Qg,,, and Ry, the approximations Iy, () and Iy (f) to slow
and fast dynamics present in the signal I(t) are obtained using the
ICWT, considering the frequency bands 2, and Q2y,, respectively.
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FIG. 4. Scalograms to time-series described in Table |. The frequency band, time, and colorbar ranges are the same as Fig. 3.

Then, we considered the computation in each case as a possible
approximation for each different dynamics. We note that for the
identification of repetitive fast spiking events, one has to set a thresh-
old amplitude at which the event is relevant (limiarization). Such
an additional step is unavoidable to discard isolated spike or other
behaviors close to discontinuities in the time domain.

11l. DATA COLLECTION AND EXPERIMENTAL SETUP

The experimental time-series was collected during iron elec-
trodissolution in 1 mol/l sulfuric acid. The experiments were per-
formed in an electrochemical cell consisting of 0.5 mm diameter iron

working, Hg/Hg,SO,/ sat. K,SO, reference, and Pt counter elec-
trodes. When the potentiostat applies constant circuit potential V'
with respect to the reference electrode, the current I(t) can be mea-
sured with zero resistance ammeter at a sampling rate of 1000 Hz.
In a previous study,’ it was shown that bursting current oscilla-
tions can occur when 1 kOhm external resistance is attached to the
iron wire. The time-series data exhibited slow chaotic variations,
which were interrupted with high-frequency bursting. Here, we con-
sider an even more complex system, where two iron wires dissolve
simultaneously. The electrodes were connected to the potentio-
stat through two individual parallel resistors (Rj,a) and one series
collective resistor (Rey), in such a way that the total resistance

FIG.5. Sets Qg and Q245 to fast and slow approximations
to data A whose & = 0.0: frequency range 7.2, 34.7[ Hz is not
used to build approximations.
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FIG.12. Deformation regions (R, S, and
T) in slow approximation (Ill) computed
with the maximum peak region in low fre-
quency ([2.4,7.2]Hz) and (Il) computed
with proposed methodology (10, 7.2] Hz),
compared with experimental current
(). Representation using data C with
=02

t(s)

Riot = Rina + 2Rcq1 was kept constant, but the collective resistance
fraction & = 2R/ Rior was changed. The collective resistance intro-
duces electrical coupling between the wires, whose strength can
be controlled with €. Such coupling can greatly enhance the com-
plexity of the individual time-series of the chaotic system. As
shown in Table I, such experiments were performed, and two
time-series were collected for wires 1 and 2, respectively. The cou-
pling strength & was varied between 0 (no coupling) and 1 (strong
coupling).

IV. RESULTS AND DISCUSSIONS

This section presents the results obtained with the application
of the proposed methodology in the computation of approximations
for fast and slow dynamics of the experimental dataset described in
Sec. I11.

I(t) (mA)
I(t) (mA)

A. Scalograms with two well-defined peaks

The top panel in Fig. 3 shows the typical behavior of
time-series with chaotic slow dynamics and irregular burstings over
the fast dynamics (only the initial 10s are shown for better visu-
alization). Visual inspection of the scalogram (bottom panel in
Fig. 3) reveals that the fast subsystem (the bursting intervals) cor-
responds to frequencies larger than approximately 30 Hz and the
slow subsystem corresponds to the frequencies between 3 Hz and
10 Hz, approximately. These frequency ranges can be better inferred
from the global wavelet spectrum (right plot in bottom panel);
the spectrum exhibits two different and well-defined peaks: One
around 4Hz and the other around 60 Hz (the exact values are
3.91Hz and 58.37 Hz, respectively). Note that the system exhibits
complex dynamics, whose behavior cannot be localized to narrow
frequency bands. Instead, some contribution to the slow and the fast
subsystems occur with frequencies above and below 100 Hz and

FIG.13. Bursting regions in fast approx-
imation (IIl) computed with the maximum
peak region in fast frequency ([47, 88] Hz)
and (Il) computed with proposed method-
ology (]47,434.1] Hz). Comparing experi-
mental current (I) to data E with & = 0.4
according to Table |. The approximations
are shifted to better visualization.
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3 Hz, respectively. In Fig. 4, the scalograms are shown for the first
10 of the time-series listed in Table 1. While the complexity of
the time-series is certainly different, the fast and slow dynamics
manifest, approximately, in the same frequency ranges. The sepa-
ration of the fast and slow dynamics using the wavelet transform,
in the most trivial case is explained with dataset A (see Fig. 3 for
the time-series). In this example, there are well-defined minima
below the fast (1, = 34.7 Hz) and above the slow (g, = 7.2 Hz)
peaks in the global wavelet spectrum G(w) as can be seen in Fig. 5.
Therefore, the fast and slow dynamics correspond to frequency sets
Qe = [34.7,434.11 Hz and Qg,,, =]0,7.2] Hz. In order to gener-
ate the approximations to dynamics, namely, I (£) and Lo, (t), the
ICWT was performed using the sets Qg = [34.7,434.1] Hz and
Q40w =10,7.2] Hz and considering zero all others frequency con-
tents. The results can be seen in Fig. 6. The slow approximation
Lo, (t) captures very well the behavior of largest amplitude, slow
oscillations in time domain; for example, comparison of panels (I)
and (III) in Fig. 6 reveals that the number of oscillations and their
shapes are preserved. The analysis for fast dynamics is more subtle:
notice that the repetitive fast oscillations are correctly localized in
(II), although there are small amplitude burstings that are not easy
to recognize in the original current I(t). These spurious small burst-
ings correspond to regions in the original data whose time behavior
is very similar to a single isolated spike. As such, we do not consider
them as bursting regions. A possible way to eliminate such regions is
to limiarize Iy, (£): The CWT of Iq(t) is performed, the scalogram
is integrated over frequency. Figure 7 shows that this procedure is
able to detect the seven bursting regions in the given time-series.
The time-series of two of these bursts are shown Fig. 8. The origi-
nal (top) and the reconstructed (bottom) burstings are similar in the
sense that they have the same number of cycles and the cycles have
similar waveforms.

B. Scalograms without two well-defined peaks

While one could expect that the above described procedure
can be routinely applied to datasets with fast and slow dynamics,
the difficulties of separating the two time scales are illustrated using
data C in Table I; the global wavelet spectrum is shown in Fig. 9.
In this case, the maximum of the slow peak is well defined with
%" = 5Hz. However, there is no clear minimum above the slow
peak that could define mg,,,. In such examples, we found that very
good reconstruction of the slow dynamics can be achieved by setting
Mglow = Zw;ﬂ‘:‘;, i.e., in this example myg,, = 10 Hz. The analysis of
the high-frequency region is even more complicated because there
is no clear maximum. However, notice that there is an inflection
point in the global wavelet spectrum at around F = (70, 110] Hz.
In such examples, we found that the fast dynamics can be recon-
structed assuming that my, = 90 Hz (basically, we used the mean
between the 110Hz and 90 Hz), and thus the reconstruction is
made with all the frequencies above this threshold. Using subsets
Qgow =]0,10] Hz and Qpy = [90,434.1] Hz, the approximations
were calculated (see Fig. 10); with these ranges, the largest oscil-
lations were preserved in slow approximation and the burstings
were correctly identified in fast approximation. Figure 11 shows
that the waveform and the number of spikes in burstings in fast
approximation are the same as that in the experimental current.

scitation.org/journal/cha

C. Pitfalls of finding frequency intervals

Finally, we must emphasize that the broad-range frequencies
are essential to properly characterize the complex dynamics of the
system. In other words, a simple pass-through filter can dramati-
cally change the waveform of oscillations, which can misrepresent
the corresponding dynamics. For example, the waveform deforma-
tion is illustrated with dataset A in Fig. 12. If the range [2.4,7.2] Hz
is used instead of the proposed ]0,7.2] Hz, the slow dynamics can
exhibit spurious oscillations close to bursting dynamics or during
a quite acquiescence period (e.g., see time domains I, II, and III). In
relation to fast approximation, similar effect can be observed if high-
frequency components are discarded. Figure 13 shows two bursting
regions in dataset E, where the proposed [47,434.1] Hz range is
replaced with a narrower [47, 88] Hz range around the maximum.
Notice that the bursting regions in the narrow band approxima-
tion [Subfigure III] do not preserve waveform and the number of
spikes, that is, the approximation to fast dynamics is not correct.
Table I summarizes which approximations were applied to recon-
struct the slow and fast dynamics from the experimental data. (The
time and frequency values are rounded to the nearest integer.) Out
of the 16 datasets, only three exhibited a well-defined maximum
and surrounding minima in the global wavelet spectrum that could
be used for the approximations (datasets A, H, M). In one exam-
ple, (dataset B), only myy was missing. In a typical dataset (11
examples), Mg, was not used, and thus we used my,, = Zw;’m
With the most difficult dataset C, only w could be identified.
Nonetheless, as described above, with the proposed methodology
presented, we succeeded in reconstructing the fast and slow dynam-
ics with an automated range identification based on the global
wavelet spectrum.

V. CONCLUSION

The proposed analysis was found to be useful in locating fre-
quency intervals by which the slow and fast dynamics of the complex
multi-scale system can be separated. The method can be used to
first filter the time-series data and then separate the fast and slow
dynamics even when clear maxima and/or minima in the corre-
sponding global wavelet spectrum are missing. The method was
applied to the chaotic iron electrodissolution system where the
chaotic slow dynamics made the identification of the fast bursting
regions challenging. It was demonstrated that with such broad-
frequency dynamics, application of simple pass-through filters are
problematic. The methodology could facilitate the analysis of syn-
chronization of bursting oscillations, where separate analysis could
be performed for the synchronization of the slow and the fast
oscillations.
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Abstract The presence of gaps is quite common in sig-
nals related to space science phenomena. Usually, this
presence prevents the direct use of standard time-scale anal-
ysis because this analysis needs equally spaced data; it
is affected by the time series borders (boundaries), and
gaps can cause an increase of internal borders. Numer-
ical approximations can be used to estimate the records
whose entries are gaps. However, their use has limitations.
In many practical cases, these approximations cannot faith-
fully reproduce the original signal behaviour. Alternatively,
in this work, we compare an adapted wavelet technique
(gaped wavelet transform), based on the continuous wavelet
transform with Morlet wavelet analysing function, with
two other standard approximation methods, namely, spline
and Hermite cubic polynomials. This wavelet method does
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not require an approximation of the data on the gap posi-
tions, but it adapts the analysing wavelet function to deal
with the gaps. To perform our comparisons, we use 120
magnetic field time series from a well-known space geo-
physical phenomena and we select and classify their gaps.
Then, we analyse the influence of these methods in two
time-scale tools. As conclusions, we observe that when
the gaps are small (very few points sequentially missing),
all the methods work well. However, with large gaps, the
adapted wavelet method presents a better performance in the
time-scale representation. Nevertheless, the cubic Hermite
polynomial approximation is also an option when a recon-
struction of the data is also needed, with the price of having
a worse time-scale representation than the adapted wavelet
method.

Keywords Signals with gaps - Adaptive wavelet - Numeric
approximations - Data treatment - Space Geophysics

1 Introduction

Since the middle of the last century [9, 17, 18, 20, 27],
wavelet method has been an important tool for the analysis
of non-stationary signals [25, 28, 31], which nowadays are
easily accessible to different research areas. Among many
other applications or interests, the use of this tool can help to
extract significant information from data and to understand
their multiscale features [13]. To apply the standard wavelet
transform, one requirement is the need of equally spaced
signals. A non-regular data distribution can be interpreted as
an equivalent of the existence of regions of gap in the data
records. In this case, the standard time-scale analysis cannot
be used and adaptive wavelet analysing functions must be
used, as described and proposed in [14]. Unfortunately, gap
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in the data records is a recurrent situation for most data sets,
specially collected in the space environment.

In the Space Sciences, the selection of intervals of
signals is not always applicable directly to develop stud-
ies. Sometimes, some numerical manipulations of the data
are required by technical circumstances. These procedures
interfere in the signals and affect the way that one can
interpret them. Consequently, the understanding of com-
plex systems whose behaviours are represented in signals
requires great attention and consistent numerical treatments.
Naturally, imposed restrictions such as equipment problems,
space weather conditions, broadcasting failures and the stor-
age capacity can be translated into gaps in the records, the
case under study in this work.

Concerning this kind of challenge, interpolating meth-
ods are presented as a useful pre-processing tool. However,
some methods may have difficulty in replacing the expected
values and recomposing features of the studied phenomena,
specially when gaps are relatively large [22]. Some numer-
ical interpolations can lead to an overestimation of the data
set power spectrum, especially at low frequencies (related
to high scales), due to the introduction of artefacts in the
time-scale analysis [14]. The Russian researcher Frick and
his team developed an adaptive wavelet method by modi-
fying the Morlet wavelet, which restores the condition of
admissibility in the gap regions by introducing a correction
parameter [14, 15]. This procedure can recover some of the
local spectral features of the gaped data.

Focusing on a practical use, the goal of this work is to
investigate the effects of gaps of an important geophysi-
cal signal and the role of the more usual approximation
treatments on the time-scale signal analysis. We have devel-
oped a local spectral study applied to a real set of records
obtained from the space environment measured by satellites
at the Lagrangian location known as L1 (a region under
gravitational equilibrium between the Sun and the Earth).
Artificial gap patterns were introduced in an original non-
gaped signal provided in this work. These patterns were
chosen to match a selection of real gap patterns encountered
in these kinds of data sets. Basically, we have investigated
the effects of two approximation methods [3, 32] usually
used to deal with gap cases, namely the approximation func-
tion methods based on the cubic spline function [11, 26, 29]
— the most well known of them —, and the Hermite func-
tion — proposed here as an interesting alternative —, and
have compared them with the gap wavelet method — use-
ful for spectral reconstruction of signals —, proposed by
[14, 15]. These comparisons were based on the local energy
preservation [1, 12] to obtain the scalogram, with refined
details on the signal features and the global wavelet spec-
trum, with the common view of the ordinary users. This
procedure has helped us to reach conclusive interpretations
on the treatments of data sets.

@ Springer

This work has great importance because some inter-
planetary measurements are used to directly investigate the
energy transfer from the solar plasma to the magnetosphere-
ionosphere system [21, 24], and even to model the mag-
netohydrodynamical coupling [5, 16] between the inter-
planetary input (the space forcing) and the geomagnetic
disturbance output (the plasma fluctuation and electrical
current behaviours inside the magnetosphere).

Not only does this evaluation on the use of interpolated
signals help to avoid artefacts, but it also aids in better
understanding numerical artefacts present in a rebuild signal
or in a model-output signal.

The results of this work have very well characterised the
conditions for the use of those methods, the domains of
applications, and the importance of the control on interpo-
lating procedures for space geophysical purposes.

This paper is organised as follows. Section 2 describes
the data set, the identification of gap patterns, the mathemat-
ical methodology, and the analysis approach implemented.
Section 3 presents the results, the discussions done, and
the interpretations reached with the comparisons. Section 4
establishes the conclusions. Finally, in the Appendix, a com-
plete list of the geophysical events that define the intervals
used for the interplanetary measurements is shown.

2 Data Set and Methodology

The first part of this section describes the data set used and
what this kind of information represents in terms of Space
Geophysics. Following, the main gap patterns that exist in
these data sets are identified and some considerations are
made. Then, the mathematical methodology is described in
more details. Last, the scheme of the analysis is established.

2.1 Interplanetary Magnetic Field

Geomagnetic disturbances are manifestations of the influ-
ences of the solar wind plasmas and interplanetary magnetic
field incident upon the Earth’s atmosphere. The region sur-
rounding our planet is composed by ionised gas, composed
mostly by plasmas, involved by a geomagnetic field [21].
The behaviours of the interplanetary parameters, as space
forcing agents or inputs, have great importance concern-
ing to the outputs (e. g. electrical currents and plasma
fluctuations) inside the magnetosphere [24].

Taking into account the geomagnetic disturbance on
the ground as an effect of the solar plasma-magnetosphe-
re-ionosphere coupling, this work deals with periods of
High-Intensity, Long-Duration, Continuous Auroral Eletro-
Ject Activities, connected with the presence of interplanetary
Alfvén wave trains in the interplanetary medium. The north-
south component of the interplanetary magnetic field, taken
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here in the Geocentric Solar Magnetosphere coordinate
frame (a system of references defined by the Sun-Earth
direction and the geomagnetic dipole direction [21]), is an
important aspect in this input-output electrodynamic perfor-
mance. Then, the B, component is used for our purposes of
analysis. We arbitrarily selected a long experimental inter-
val, from 1981 to 2012, with data collected by interplanetary
satellites. These geophysical events were studied in [19]. A
set of 120 time data series (signals) was initially considered.
Data was obtained using a temporal resolution of one minute
provided by the OMNIweb service! from NASA. For every
geophysical event, we considered an anticipation shift of 30
and 90 minutes with respect to the start and end times of
the effect on ground in order to take the interplanetary mea-
surement interval, respectively. That way, we considered
the propagation of the magnetic field signal from the loca-
tion of measurement by the satellite to the boundary of the
Earth’s magnetised atmosphere, i. e. at the magnetopause
[23]. The correspondence between the identification num-
bers used throughout this work and all the events studied
can be found in the Appendix, where complete information
on the dates of occurrences is given.

However, there is a great heterogeneity of the data when
taking into account the gap percentage in the time series.
The first 65 events have higher percentages of gaps. They
correspond to events that occurred before 1992. Later than
this, the records are more complete. In 48 % of the first 109
signals, it is detected some border problem, i.e some miss-
ing records related to the beginning or end of the physical
event. In events before 1993, those kinds of problems occur
more often. To simplify this study and ensure conditions for
the correct application of our methodology, we selected only
53 events whose signals do not have a gap in the edges (bor-
ders), as described in Appendix. Here, we deal with the gap
intervals in the signals. Considering the length of the gap
range (A() related with the total length of the data as pre-
sented in Table 1, we classify the signals related to the gaps
as classified in four patterns, namely A, B, C, and D. Table 2
shows the number of events in which the gap patterns are
observed, according to the higher gap lengths in the records.
One needs to recall that the kind of gap pattern affect the
local and global scale analysis done.

To apply the calculation of our method and plot exam-
ples, a benchmark signal, i.e. a data series without gap, is
created in this work. This series consists of 3,129 records
built based on the event 84, identified in the table at the
Appendix. The reason for this procedure is explained as fol-
lows. Among all the selected events, this event presented
the greatest integrity in the data records, in which only six
are failures. Then, these flawed records were replaced by

Thttp://omniweb.gsfc.nasa.gov/

Table 1 Gap pattern definition

Length of the gap range Pattern
0<ALLS1% A
1<AL<5% B
5<AL<10% C
AlL>10% D

the average of the known records near the gap, giving rise
to the benchmark signal, shown in Fig. 1. The amplitude of
the signal is given in nanoteslas, or nT, because it is related
to the intensity of the interplanetary magnetic field. The
benchmark signal is modified with the introduction of gaps
obeying the Patterns A, B, C, and D to create the data series
to be examined in this work.

Using a real signal (without gap) as the benchmark sig-
nal, we establish an ideal signal and with a defined length
that allow us to investigate the local and global scale analy-
sis in some common basis (signal with the same number of
records). The choices of patterns allows us to examine the
worst condition for each gap pattern and compare them.

2.2 Mathematical Methodology and Analysis Approach

To use signals in analysis, one needs to pay attention to
the conditions of the signals. The ideal condition, when
the signal is sampled with a regular cadence in long peri-
ods without any gap interval, is a very improbable situation
in the geophysical area. Therefore, the treatment or the
analysis procedure of the data collected under the most dif-
ferent purposes is a crucial situation in many occasions. Two
immediate solutions can be applied: either the use of a more
restricted time series or the use of an interpolated time series
done by a proper method that treats the gap in time series.
Both have advantages and disadvantages. In our study case,
we have taken care of the needs of interpolation.

As a primary assumption, the interpolation method is
applied locally. In the remainder of this section consider a
signal s defined in the instants 7o <t} < -- - <t,, assuming
the hypothesis of differentiability when necessary. Among
several techniques for interpolation in time data series, two

Table 2 Distribution of the gap patterns in selected events

Pattern Events

Number % of total
A 39 73.58
B 09 17.99
C 02 3.77
D 03 5.66
Total 53 100.00
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Fig. 1 This benchmark signal s(¢) refers to Event 84 (identified in the
Table 4 at the Appendix)

of them are very popular because they adapt to the gen-
eral behaviour of the pre-existing records. Those techniques
are the cubic spline interpolation and the cubic Hermite
interpolation.

An interpolating cubic spline S(z) for s is a function of
third-degree that satisfies the conditions:

For j =0, 1,... (n— 1) let $;(t;) = 5,(t)):

For j =0, 1,..., (n —2) let Sj(tj41) = Sj41(tj+1);
Forj=0,1,..,(n—2)let S}(l‘,‘_H) = S}+](tj+1);
For j =0, 1, ..., (n = 2) let $7(tj+1) = S}, (tj+1);
§"(tg) = §"(tx) = 0.

RAEEaEE ol e

Condition 1 means that the spline S coincides with the
approximate signal at the known points. Conditions 2, 3,
and 4 imply the continuity of the spline up to the second
derivative, and the sixth condition is commonly called nat-
ural condition [6]. The last condition (called free or natural
boundary) stated allows to determine uniquely the splines
S that approximate the s signal in each of the sub-intervals
[tj,tj4+1] where j = 0,1,...,n — 1. Figure 2 presents a
time series s(¢) with a gap and its version reconstruction
using the cubic spline method. One can observe that the
cubic spline method increases the oscillations on the data,
this effect will be observed in the scale-time analysis as a
strong increase of energy locally in scalogram and globally
in the wavelet global spectrum.

The cubic polynomial H3(¢) is a Hermite interpolating
polynomial for the signal s in the interval [¢;, ¢;4] for j =
0,1,2,....,n—1if:

1. Hs(tj) = s(t));
2. Hg(l‘j):&‘/(lj)‘

@ Springer
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Fig.2 Anexample of the time series presented in Fig. 1 with the intro-
duction of sequential gaps with the Pattern B and then reconstructed
with cubic spline. (Gray intervals indicate the gap regions)

One needs to note that this form of approximation is more
restrictive than the one made via the cubic splines. Here,
equality of interpolating polynomial and the approximate
signal is required in the points in which it is known, and also
in the first derivative. Figure 3 presents a time series s(f)
with a gap and its version reconstructed using the cubic Her-
mite method. One can observe that with this method, smooth
flat connections on the data are introduced. This effect is
also observed in the scale-time analysis as a local increase
of energy in the high scales.

Let H3(r) = at® 4+ bt> + ¢t — d be an explicit
form of the Hermite cubic interpolating polynomial for the

signal s in the interval [;,7;41] with j = 0,1,..,n.
5
N
Q
% o I/
: |
0 / i
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-10 : :
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Fig. 3 Idem Fig. 2 with cubic Hermite reconstruction. (Gray intervals
indicate the gap regions)
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Unequivocally, its coefficients can be determined by solving
the system:

22l a s(t))
B2l b| | s
31221 01 c| | sap
322601/ \d s'(tj1)

In most practical cases, no information about the values
of the derivative of the signal s is held, making unfeasible
direct calculation of the coefficients a, b, ¢, and d using the
matrix system above; a way to handle this difficulty is to
build the polynomial through Newton’s divided differences
for the Lagrange polynomial, as done in [30]. In terms of
divided differences, the Hermite cubic polynomial in the
interval [t;, tj4(]for j = 0, 1, ..., n—1is written as follows:

Hs(1) = s(tj) +s[tj, ;1 — 1) + sltj, 1), tj50) — 1))*
ity 1 tits t4110 — 1) = 1j31),

where S[tj, tj], S[l‘j, tj, tj+1] and S[lj, tj, tjt1, tj+1]
denotes the divided differences of first, second, and third
order, respectively.

In principle, those techniques allow to complete data in
time series following some properties. However, a complete
understanding of the effects of interpolations in the signal
representation is an important requirement for any utilisa-
tion of the rebuilt signal. To compare the local energy and
the contribution calculated in each of the derived signals
and in the original signals, the wavelet method for the signal
analysis can be applied.

Initially, this work presents a wavelet transform. Con-
sider a real nonzero scale parameter a, a real translation
parameter b, and an analysing wavelet function . We
define the continuous wavelet transform of a signal s by the
equation:

1 o t—>b
14 —
W¢(a, b) = \/7'/; v ( P >s(t) dr, (€))

where ¥ is the conjugate of the wavelet function ¥ [1]. On
this transform, the parameters @ and b vary continuously
in closed intervals that are set. Practically, in the numerical
implementation, we choose appropriate ranges and varia-
tions of these parameters. Geometrically, the parameter a
can produce contraction or dilation of the analysing wavelet
function ¢ (as0 < a < 1 ora > 1, respectively) around the
translation parameter b. The variations of these parameters
provide multiscale aspects of the transform [1, 8, 10]. The
number ﬁ is the normalisation constant used to ensure the
energy conservation between time domain and frequency
domain.

A function ¥ is an analysing wavelet if the following
conditions are satisfied:

L. /Ool//(t)dt=0;
2. /w|¢(t)|2dz=1.

The first condition (known as admissibility condition) states
that the function ¥ has mean equal zero and this ensures the
oscillatory nature of the function v. The second condition
(know as unitary energy) implies the existence of a com-
pact support, outside of which, there is a rapid fall in range
of . It is equivalent to a localisation of the energy of the
frequency-domain.

The values W;/' (a,b) are called the wavelet coeffi-
cients and the square of their modules when arranged in a
two-dimensional array of size a x b (in the case of one-
dimensional signals) are interpreted as the energy present
in the time b and scale a. The term energy is used in the
mathematical sense of £2(R) (the space of square integrable
functions on RR) in an analogy of energy sense in physics [4,
10, 12]. Therefore,

EY(a.b) = WY (a, b))

is a local measure of the energy present in the signal s in the
time-frequency plane and is called scalogram.

Interpreting the scalogram by an appropriate colour
palette allows the detection of sudden changes in the signal
behaviour (as discontinuities or frequency changes) versus
time. Its reading identifies the moments when these phe-
nomena occur because these regions readings of wavelet
coefficients indicate higher values of energy.

It is important to note that a scalogram of a signal s is not
unique despite the wavelet coefficients having the energy
conservation property in the sense of Parseval?. The distri-
bution of energy in the time-frequency plan is different for
each choice of wavelet function .

The global wavelet spectrum is defined by

o0
S(a) = / EY (a, b) db,
—00

and it can be interpreted as the distribution of energy present
for their scales a [10]. In the case of periodic signals, it pro-
vides a smooth version of the Fourier spectrum, which is not
true in the case of non-periodic signals [14].

2The Parseval theorem implies the conservation of energy in physical
oo

and Fourier space. In mathematical terms, it has been / |s(t) \2 dt =
00

o0
/ 18(¢)1? d€, where s(t) e §(£) indicate any signal and its Fourier
=~

transform, respectively, where £ is the frequency.
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Well known in the literature, the Morlet wavelets are
defined by

_ 42
(1) =exp (;@) exp(—ion),

where w and o > 1 are constants (the restriction to o ensure
the validity of the admissibility condition). In this work, we
use a standard wavelet where w = 6eo = 1.

The scalogram for the benchmark signal is presented in
Fig. 4. For the signal s(7) (at the top panel), the scalogram
for s(¢) (at the bottom panel) shows the signal energy (quan-
tified by the bar colour representation in (nT)?) per scale
band at each time. Then, one can follow the evolution of the
signal energy and identify relevant signal features.

The wavelet transform defined in Eq. 1 cannot be applied
to data sets with gaps because in the positions where there
is no record, the admissibility condition is not valid, i.e. the
wavelet basis function loses its oscillatory feature.

Frick and his team [15] presented a technique known
as Gap Wavelet Transform, which adapts the wavelet func-
tion by introducing a correction constant, calculated for

8
6
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(a) Benchmark signal s(t).
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(b) Scalogram for the benchmark signal s(t).

Fig. 4 Scalogram of the benchmark signal s(t)

@ Springer

each time and scale for the case in which the signal s(7)
presents gaps so that the admissibility condition is not lost.
‘We observed that, unlike the interpolation methods, the Gap
Wavelet Transform does not reconstruct the analysed series
in the gap positions. For this purpose it is necessary to build
an auxiliary signal s(t) G(t), where

Gty = 1, if s(¢) exists at time ¢,
10, ifs(t) does not exist at time 7.

After, it arises directly that the continuous wavelet transform
of the auxiliary signal is given by:
Y / = . (ﬂ)
Yia,b)y=a sy dr, 2
oo a
where ¥* (1) = ¥ () G(1).

During the analysis in the regions with gaps, the function
¥* is used instead of . The problem of the analysis of
the signals with gaps becomes to determine a basis wavelet
function ¥ to replace the ¥* in (2), for which the condition
of admissibility initially lost is valid.

The construction of 1]/ based on Morlet wavelet presup-
poses that ¥ (t) = h(t) ®(t) could be written, where i and
@ are responsible for the oscillatory part, and for the enve-
lope of v/, respectively. According to [14], the function ¥ is
given explicitly by:

Gt b, a) = [h (%) —C, b)] ® (%) G,
3)

where C(a, b) is the correction parameter responsible for
restoring the condition of admissibility, which must be
calculated for each time b and the scale a

Explicitly, the value of C(a, b) can be obtained imposing
the validity of the condition of admissibility for (3), where

/wh<t7b)q>(%>a(z)dt=

a
Cla, b)/oo @ (ﬂ> G(t)dr.
. a

and isolating C (a, b) in this following equation:

© t—b t—b
/ h( )d:v(—) Gty dt
o a a
/Oo @ (ﬂ> G dr
o a

The gap wavelet transform gave basis to an adaptive
wavelet method, which allowed the identification of the
scales that compose a signal. It allows obtaining an approx-
imated polynomial function for a spectral reconstruction of
signals. The way to compute the inverse gap transform is not
available, therefore there is no way to reconstruct the signal
in the physical space with this method.

Cla,b) =
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Thus, based on these formalisms and related numeri-
cal tools, the analysis approach used in this work can be
established as:

1. We choose a benchmark signal (data series with no gap)
and introduce artificially a sequence of gaps obeying the
patterns A, B, C, and D (as early defined in the text);

2. Then, we approximate values in the gaps to have a time
series without gaps. We use spline or Hermite method
for these approximations (as earlier described in the
text);

3. After that, we compute the wavelet transform and
consequently the scalogram, and the global wavelet
spectrum of these series.

4. Finally, we compare these time-scale results with the
one obtained from the wavelet transform of the original
signal (without gap) and the transformed data using the
adaptive wavelet transform.

5. We repeat steps two and three for data series (derived
from the benchmark signal) with a significant gap
interval located under three conditions: almost at the
beginning, in the middle and almost at the end of the
data series.

As the last remark, one can obtain the global wavelet
spectrum of a signal (similar to Fourier spectrum) and the
local wavelet spectrum (scalogram). The use of both infor-
mation avoids misleading the interpretation based only on
the global wavelet spectrum.

3 Results and Discussions

To allow the evaluation of the effects of gaps on the signal
analysis, two comprehensive study cases were defined. In
the first case, the benchmark signal is modified to reproduce
the data gap patterns A, B, C, and D. In the second case, the
locations of the gap (close to the beginning, in the middle,
and close to the end) in the data series are considered. Using
prepared data series according to the cases, the interpolation
treatments are done and the signal analyses are obtained by
the wavelet methodology.

For the first case, the gap patterns are reproduced by
introducing 19, 8,5, and 4 gap intervals in the original
signal. These intervals are randomly introduced (except at
the edges) in the benchmark signal. The gaps have dif-
ferent lengths but obeying the limits, i.e. a percentage
of the data series extension to obtain each gap patterns.
Figure 5 presents the gap-pattern signals, designated as pat-
tern from A to D. All signals are treated with cubic spline
method and Hermite polynomial method before the signal
analyses.

The wavelet methodology applied for the signal anal-
ysis allows obtaining the scalograms and, from them, to
calculate the global wavelet spectra. Then, the time-scale
analyses related to the spline interpolation, to the Her-
mite interpolation, and to the adaptive wavelet are shown
in Fig. 6. Each column gives the results for patterns from
A to D, respectively. The preservation of the local energy
structures is directly related to the length of gap intervals.
Therefore, the results are worse in the case of patterns B,
C, and D, as can be seen in the Figure. For pattern A, the
existing structures in the benchmark signal were preserved
in these scalograms. That means that minor gaps in the
signal can be satisfactorily processed by the interpolation
techniques earlier discussed.

By comparing the result of the benchmark signal (Fig. 4)
and the results presented in Fig. 6, the influence of the
number of gap intervals in the time-scale analysis can be
evaluated and a quantitative interpretation can be done. Con-
cerning the signal analysis, very compatible results of inter-
polation techniques were obtained for the gap pattern A;
although the Hermite interpolation presents a slightly bet-
ter performance than the spline interpolation. Under other
gap patterns, the use of interpolation techniques (spline and
Hermite) introduced artefacts in the reconstructed signal.
Hermite interpolation might be used in gap pattern B condi-
tion under certain circumstances. Under gap patterns B, C,
and D, the approximation spline function must not be
applied for interpolation purposes. As seen in panels (b),
(c) and (d) in Fig. 6, the signals reconstructed by splines
do not exhibit energy conservation, where the maximum
values of the colour bars indicate this behaviour clearly.
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Fig. 5 Created from the benchmark signal, data series with gaps obeying patterns A, B, C, and D (defined in the text) are shown
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Fig. 6 Modulus of the squared wavelet coefficients (scalograms
showing signal energy) obtained from the approximated time series
computed from the spline and the Hermite cubic polynomial

To obtain signal spectrum analysis, the adaptive wavelet
method presents proper results dealing with all gap pattern
conditions, because it does not create artefacts nor does it
overestimate the features of the signals. In fact, this method
is able to identify the remnant energy of the original signal.

As summary, based on second-column panels to the
fourth-column panels of Fig. 6, one can verify that the rep-
resentation of the signal by spline is not correct; the Hermite
creates artefacts the adaptative wavelet loses energy in the
representation.

Complementary, we discuss now the global wavelet spec-
tra of the signals and take into account all the gap pat-
terns. The reason is that common users usually apply the
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methods, and directly by the adaptive wavelet method. The results for
Gap Patterns A, B, C, and D are shown, respectively in each column

conventional fast Fourier analysis to obtain the spectra of
a signal. The interpretation of the result in this kind of
Fourier analysis may be misleading. Presenting an equiva-
lent result, the global wavelet spectra help one to deal with
this dilemma, aided mainly with detailed view provided by
the earlier scalograms.

Figure 7 shows the global wavelet spectra allowing
comparison among the benchmark signal, the Hermite-
treated data series and the adaptive wavelet result for
the gap Patterns A, B, C, and D. The global spectrum
results obtained with splines are not displayed due to the
energy overestimation caused by this technique. Only in
the analysis of Pattern A, the performance of the splines is
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Fig.7 Global wavelet spectrum of the benchmark signal and the interpolated data series obtained from approximation Hermite function technique,
and the global adaptive wavelet spectrum. The results for the gap Patterns A, B, C, and D are shown
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Table 3 Identification of the

energy peaks in the global Method Pattern B Pattern C Pattern D

wavelet spectrum (the original

signal has four energy peaks) Correct False positives Correct False positives Correct False positives
Gap wavelet 4 0 4 1 4 1
Hermite cubic 3 2 3 3 3

equivalent to the other two treatments. This spectrum anal-
ysis of the signal processed with Hermite polynomials and
via adaptive wavelet reproduced the behaviour of the bench-
mark signal, designated henceforth as the original signal.
At larger sequences of gaps the treatments difference are
noticed at middle-high scales mainly. In these cases, the use
of cubic splines significantly changes the behaviour of the
global wavelet spectrum. An overestimation of the calcu-
lated energy occurs especially in the presence of gaps with
patterns C and D. A problem with the edges is noticed in
all cases, even in Pattern A, except for the adaptive wavelet
method, as discussed in [15]. The main structures present
in the scalogram are reproduced by the adaptive wavelet
technique and the time series reproduced with Hermite
approximation, specially for Patterns A and B; however, the
energy is over estimated locally with the Hermite method.
Strong differences in Patterns C, and D are noticed, as
show in Fig. 7. With the adaptive wavelet strategy there is
more agreement with expected results in scalogram. The
global spectrum of the original signal has four energy peaks.
Note that the Hermite polynomials treatment causes the
appearance of false peaks in the global wavelet spectrum
and overestimate some of them. The performance of adap-
tive wavelet is slightly superior because it more effectively
detects the energy peaks present as in the original signal
and is less sensitive to the detection of false positives; how-
ever, it slightly underestimates the energy. An analysis of
the detection of the energy peaks in the global wavelet spec-
trum is shown in Table 3, where the performance of splines
is not included due to its low performance.

The classification of patterns A, B, C, or D is based on
the percentage lengths of the gap intervals, regardless of the
location of these intervals within the signals, which seem
relevant information for time-scale analyses.

The performance of the interpolation methods with
respect to processing gaps relates (but not exclusively) to
the number of k positions estimated between points #; and
ty, with the continuity and smoothness of the estimated
signals. The softer the behaviour of the approximated sig-
nal, the better the results in terms of time-scale analysis.
In fact, let / be a gap interval in signal s(¢) defined in the
interval [#;, t7]. The local application of the interpolation
depends only on the values f(t; — 1) and f(ty + 1), so
that the position of / becomes a relevant issue for time-
scale analysis. For each offset of 7, new records f(t; — 1)
and f(#; + 1) are obtained by changing the result of the
interpolation.

Suppose I located in a region of low energy signal, i.e.
a region with some regularity in the records, the process-
ing using interpolating methods, even if using third-degree
polynomials, will introduce fluctuations in the estimated
values. The bigger the length I, the less efficient the local
interpolation to approximate the interpolated points and,
thus, irregularities are introduced in the records. These
irregularities cause an overestimation of the calculated
energy. However, given the restrictions on the derivative
signal the interpolated Hermite polynomials used in the
treatment of / results are more consistent than those pre-
sented by the use of splines, where restrictions on the
interpolated signal f are smaller.
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Fig. 8 Significant gap located close to the beginning, in the middle and close to the end of a data series, which are created based on the benchmark
signal
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For the adaptive wavelet technique, the gap location is  comparison. Figure 8 shows the data series, respectively.
also a relevant issue, but for a different reason, since in this ~ The processing techniques have been applied in each case
case any estimate of x in the interval / is not done. The  and scalograms have been calculated with the results seen in
relevance here comes from the nature of the gap. The gap  Fig. 9.
may be located in a region with a lot of variation in the From the comparison with the scalogram of the bench-
time domain, a situation in which losses in the calculated  mark signal, one notices that the adaptive wavelet does not
energy occur. On the other hand, the gap may be located in  detect the largest structure of the signal energy, when the
an undisturbed region (regular region), a situation in which ~ gap lies in the region corresponding in the time domain.
the loss of information in the time-scale area is small or ~ This causes a loss in the estimation of the signal energy.
insignificant. Nevertheless, the cubic spline treatment implies in an over-

In order to illustrate the discussion on the importance of ~ estimation in the signal energy in the locations of the gaps
the gap location interpreted in the preceding paragraphs, we  and distortions in the signal energy structures. One can see
have modified the benchmark signal to generate three data  that (except for pattern A in Fig. 6) the calculated energies
series for tests. Composing the second case in our study, are overestimated. In the worst case, the calculated energy is
an arbitrary gap interval of length equal to 400 records was  a thousand times bigger than the energy in the original sig-
introduced almost at the beginning, at the central region, nal existing (see in Fig. 9). The use of the Hermite treatment
and almost at the end of the data series. It is an empiri- identifies most of the existing energy structures in the sig-
cal approach that allows a common basis for scale analysis ~ nal in a compatible way, but with some distortions in time
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Fig. 9 Local energy structures related to the effect of positions of the gaps in the data series: near the beginning, in the centre and near the end,
for the spline, Hermite, and adaptive wavelet approach. The columns refer to the gap position, respectively
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Fig. 10 Global wavelet spectrum related to the effect of positions of the gaps in the data series: near the beginning, at the centre and near the end
(respectively in the plot), for the spline, Hermite and adaptive wavelet approach. The result for the benchmark signal is given as reference

location and energy intensity. The performance by this tech-
nique depends on the gap location to occur in a less crucial
position in the original signal, i.e. the gap location occurs in
a part of the signal naturally presenting a low signal energy.
With exception of the spline case, high frequency structures
are identified in the signals compatible with the structures
of the benchmark signal.

Last, in order to complement the work, the global wavelet
spectrum analysis is discussed. Figure 10 presents the global
wavelet spectrum related to the effect of positions of the
gaps in the data series: near the beginning, in the centre,
and near the end (respectively in the plot), for the spline,
Hermite, and adaptive wavelet approach.

The result for the benchmark signal is given as refer-
ence. It is verified that for high frequencies the estimated
global wavelet spectra reproduces the behaviour of the orig-
inal signal. However, at low frequencies only the Hermite
polynomial and the adaptative wavelet technique present
results consistent with the original spectrum. In addition to
the relative length and the location, another important factor
affecting the results of the time-scale analysis is the number
of intervals I with gaps in the signal, verified in the previ-
ous first case of data study. The more intervals / throughout
the signal, the greater will be the changes in the energy
calculated at each considered scale.

As summary, based on first-column panel to the third-
column panel of Fig. 9, one can verify using the scalogram
that spline is not useful; Hermite presents a similar scalo-
gram if the main energy is not in the gap region, otherwise
it creates artefacts, and the adaptive wavelet loses energy in
general, and in these cases it also produces some artefacts
with relatively low energy.

From these case studies, the effects of the gaps (length
of the intervals, quantities of gaps interval, locations of the
intervals, and the level of regularity of the function rep-
resented in the data series) are investigated. To attend the

different purposes of the scientific or technical teams, the
results and interpretations as a reference basis help to under-
stand in a practical way the use of interpolating methods that
apply approximation functions, as spline, Hermite, and the
adaptive wavelet.

4 Conclusions

This work investigates the use of approximation functions to
fill up different kinds of gaps on a time-scale approach. The
real data in time series presents general intervals with gaps.
This situation affects the way in which data can be used
in a great number of scientific or technical developments,
for instance, as input to space plasma modelling. Never-
theless, there are many approximations functions defined
in the mathematics which help this task. Three techniques
are considered and evaluated in the context of helping the
use of real data series. They are the cubic spline, the cubic
Hermite function, and the adaptive wavelet function. In a
practical sense, this study helps the analysis of data series of
significant space geophysical events.

A benchmark signal was built using a data series obtained
from the interplanetary magnetic field, which is related
to an important space phenomena, the electrodynamic
coupling between the plasma of the solar wind and the
magnetosphere-ionosphere system. Gaps present in data
series can be classified by the distribution and extension.
Two comprehensive study cases are defined. In the first case,
the benchmark signal is modified to reproduce the main data
gap patterns identified, taking into account the length of the
gap intervals, the quantities of gaps interval, and a random
distribution. In the second case, the locations of the gap
(close to the beginning, in the middle, and close to the end)
in the data series are considered. Using the prepared data
series according to those cases, the approximation functions
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are applied and the signal analyses are performed by the
wavelet transform approach.

As a result, the following information is obtained, as an
important characterisation of the effects of gaps in time-
scale analysis. The time-scale analysis of a time series
that have gaps can be done via cubic splines or cubic
Hermite polynomial approximations of the gaps, creating
an artificial time series without gaps, and then apply the
wavelet transform on it. Alternatively, we can compute the
time-scale analysis direct in time-space with the adaptive
wavelet method. However, all these techniques could intro-
duce changes in the signal energy locally, which also depend
on the extension, location, and amount of the gap inter-
vals in the signal and the level of regularity of the function
represented in the time series. In general, considering gaps
inside the edges, the scale-time analysis performance of
the cubic spline, cubic Hermite and adaptive wavelet meth-
ods have a similar behaviour for small sequential gaps in
the time series. However, the cubic spline method tends to
increase signal energy, this effect tends to be intensified as
the sequential gaps enlarge. Then, for larger and very larger
sequential gaps, cubic spline method is not recommended as
it interferes strongly in the scale-time analysis. This effect
is somehow expected from the spline theory that establish
that this technique is recommended for small sequence of
gaps. For time series with large number of sequential gaps
the cubic Hermite method increases locally the energy in the
main structure and in the high-scales in the scalogram. This
effect can be also noticed in the global wavelet spectrum.
The adaptative wavelet method maintains the energy in the
main structure region. Both methods have a reduction of
energy in low and middle scales and present similar peaks,
except in high scales where the peaks obtained by the cubic
Hermite method are shifted and over estimated. For very
large number of sequential gaps, the cubic Hermite approx-
imation method presents an over estimation of the energy
in high-scales and in middle-scales that are not originally
present on that time intervals. This over estimation effect
is attenuated in the global spectrum, however the energy
peaks are shifted in high-scales. On this gap case, the adap-
tive wavelet method does not produce the over estimation of
the energy in high-scales, however there is a small spread
of the energy in the middle-scales around the main energy
region. In both cases there are energy lost in some low-
scales structures. In summary, in this gap case the global
wavelet spectra present similar energy peaks, however the
scalogram obtained directly with the adaptive wavelet meth-
ods preserves the local signal energy features compared to
the expected scalogram. Another advantage of the adaptive
wavelet method is that it can be used in sequential gaps
in the edges, and also if its time series is not periodic, as
needed in the usual wavelet transform. Nevertheless, the
cubic Hermite polynomial approximation is also an option
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when a reconstruction of the time series is also needed, with
the price of having a worse time-scale representation than
the adapted wavelet technique.

Special care must be taken if large gaps are present. Both
Hermite and adaptive wavelet can be useful sometimes.
Nevertheless, they can create artefacts.

From this case study, a clear understanding and illustra-
tive examples were provided about dealing with gaps in data
series. To attend the different purposes of the scientific or
technical teams, the results and interpretations as a reference
basis may help the researchers interested in a good prac-
tical use of interpolating methods. As a promising recipe,
the content of this work could be used to investigate other
approximation functions and their applications to other data
series.
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Appendix

To allow work reproduction, a complete list of the geophys-
ical events used in this study is shown in Table 4. Comple-
mentary, this information can be used for geophysicists in
further studies. The events are related to the ones analysed
in the work of [19]. Taking into account the geomagnetic
disturbance on ground as an answer of the solar plasma-
magnetosphere-ionosphere coupling, this work deals with
the period of High-Intensity, Long-Duration, Continuous
Auroral Electroject Activities (HILDCAAS), connected
with the presence of interplanetary Alfvén wave trains in the
interplanetary medium. The Auroral Electroject index, des-
ignated as AE, evaluates the geomagnetic disturbance level
in the auroral regions established by magnetometer records
collected on ground, as described in [7] . Relative to the
Geocentric Solar Magnetospheric (GSM) coordinate frame,
the north-south component, B, of the interplanetary mag-
netic field is used for the signal analysis. For each event,
they identify the initial time (Start), the final time (End), and
we verify the number of gaps according to the gap pattern
presented on the time series. Corresponding to each of the
patterns discussed in this work, the count of the gap inter-
vals was done. The not-shown events are those whose data
are not available in OMNIWeb service site? from NASA,
and the events marked with an asterisk (*) are those that do
not have gaps in the edges.

3http://omniweb.gsfc.nasa.gov/ow_min.html
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Table 4 Time series intervals and number of gaps on the B, component of the interplanetary magnetic field

Event Start End Number of gaps in Pattern

A B C D
1 1981/04/20 09:47 1981/04/23 22:58 17 07 02 02
2 1982/01/21 23:43 1982/01/25 00:27 03 01 03 03
3 1982/02/17 06:09 1982/02/21 02:00 24 05 02 03
4 1982/02/23 10:11 1982/02/25 22:49 10 03 03 03
6 1982/08/25 00:59 1987/08/27 01:21 10 01 02 01
8 1983/03/18 15:57 1983/03/21 06:57 11 06 01 02
9 1983/03/31 08:06 1983/04/03 13:18 17 05 03 02
10 1983/04/05 23:55 1983/04/11 08:55 22 01 03 02
11 1983/06/17 11:44 1983/06/20 17:19 04 07 01 02
13 1983/08/23 09:00 1983/08/26 21:39 12 00 01 01
14 1983/08/29 09:11 1983/09/01 05:38 04 06 01 03
15 1983/12/05 02:39 1983/12/07 04:31 10 01 00 04
17 1983/12/30 03:49 1984/01/01 23:59 08 01 03 02
18 1984/05/28 07:22 1984/05/31 02:13 01 00 00 04
19 1984/06/18 08:06 1984/06/20 17:59 03 00 00 01
20 1984/07/16 18:28 1984/07/19 15:11 00 00 01 01
21 1984/08/28 05:34 1984/08/31 03:32 11 03 02 02
24 1984/12/15 20:03 1984/12/18 19:00 03 00 02 02
25 1984/12/28 06:34 1984/12/31 23:29 05 04 00 03
26 1985/06/06 11:11 1985/06/08 13:06 01 00 00 01
27 1985/06/25 06:45 1985/06/30 00:41 11 02 01 03
28 1985/07/03 22:59 1985/07/07 16:44 15 00 01 01
29 1986/01/27 02:35 1986/01/31 06:01 33 03 03 01
*30 1986/02/21 16:23 1986/02/25 22:18 36 02 00 04
*31 1986/05/30 17:34 1986/06/02 09:34 22 02 00 02
33 1986/08/28 23:24 1986/08/31 07:05 15 01 01 02
34 1986/12/22 13:14 1986/12/24 14:42 11 02 00 02
35 1987/08/30 15:24 1987/09/02 14:07 06 01 01 03
36 1987/09/13 20:58 1987/09/17 10:25 09 00 00 02
37 1987/10/13 05:18 1987/10/15 23:11 15 03 01 01
38 1987/10/26 23:30 1987/10/30 14:33 10 02 02 01
39 1988/03/27 15:18 1988/03/30 08:19 19 01 03 01
40 1990/02/28 02:02 1990/03/02 23:11 15 03 01 01
42 1991/06/01 19:33 1991/06/04 01:22 20 07 01 01
43 1991/07/18 11:26 1997/07/23 19:36 48 04 01 03
44 1991/08/31 03:06 1991/09/02 18:19 39 02 00 02
47 1992/09/06 12:10 1992/09/08 18:50 12 01 01 04
48 1992/10/27 23:05 1992/10/29 23:11 10 05 00 01
49 1992/12/07 20:40 1992/12/10 01:31 13 02 02 03
50 1993/01/01 22:02 1993/01/05 13:42 23 03 01 03
51 1993/04/20 01:41 1993/04/22 07:52 04 02 00 02
52 1993/06/23 18:51 1993/06/26 04:41 00 00 00 01
53 1993/11/04 20:58 1993/11/09 05:10 19 02 01 01
54 1993/12/16 09:24 1993/12/18 19:07 05 01 00 02
55 1994/01/11 15:19 1994/01/15 08:59 27 04 02 02
56 1994/01/15 11:39 1994/01/20 00:46 27 05 01 01
57 1994/02/07 01:39 1994/02/16 05:58 42 05 00 01
58 1994/03/07 23:24 1994/03/18 08:45 49 07 00 01
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Table 4 (continued)

Event Start End Number of gaps in Pattern

A B C D
59 1994/04/04 08:15 1994/04/15 19:17 74 09 02 01
60 1994/05/14 20:47 1994/05/17 14:02 27 03 00 01
61 1994/07/15 19:41 1994/07/18 15:12 32 05 02 01
62 1994/09/08 15:29 1994/09/12 00:43 13 00 00 03
63 1994/10/09 23:45 1994/10/12 13:50 01 01 02 03
*64 1994/10/30 02:38 1994/11/02 22:53 00 00 00 02
*66 1995/01/02 14:13 1995/01/06 00:11 77 01 00 00
*67 1995/02/02 00:49 1995/02/04 20:29 49 05 00 00
*68 1995/02/02 00:49 1995/02/04 20:29 49 05 00 00
69 1995/05/30 02:53 1995/06/04 01:48 92 00 00 00
*70 1995/10/06 02:23 1995/10/08 22:59 14 00 00 00
*71 1993/03/12 02:04 1993/03/14 02:58 30 02 00 00
*72 1996/04/18 09:34 1996/04/21 05:01 22 01 01 00
*73 1996/08/28 03:54 1996/08/30 09:02 06 00 00 00
*74 1996/09/19 15:57 1996/09/22 18:27 61 00 00 00
*75 1998/04/24 17:11 1998/04/27 16:46 32 00 00 00
*76 1998/07/22 20:56 1998/07/25 13:32 49 03 00 00
*77 1999/03/30 06:32 1999/04/01 06:58 33 00 00 00
*78 1999/04/29 09:48 1999/05/03 19:35 36 00 00 00
*79 1999/08/31 15:30 1999/09/02 20:10 13 05 02 01
*80 1999/10/23 13:20 1999/10/25 19:08 14 00 00 00
*81 1999/12/03 09:59 1999/12/05 23:58 55 00 00 00
*82 1999/12/30 20:01 2000/01/03 04:04 100 02 00 00
*83 2000/01/27 18:06 2000/01/31 03:02 65 01 00 00
*84 2000/02/05 15:53 2000/02/08 05:26 06 00 00 00
*85 2000/02/24 02:42 2000/02/26 02:53 28 00 00 00
*86 2001/07/15 06:19 2000/07/17 06:50 58 00 00 00
*87 2002/07/22 01:35 2002/07/24 02:20 17 00 00 00
*88 2002/09/11 05:22 2002/09/13 13:16 24 00 00 00
*89 2002/11/29 12:05 2002/12/02 01:34 77 00 00 00
*90 2003/04/20 15:45 2003/04/23 02:01 79 00 00 00
*91 2003/04/24 05:06 2003/04/28 11:05 243 00 00 00
*92 2003/05/05 08:50 2003/05/09 16:59 70 01 00 00
*93 2003/05/13 04:31 2003/05/16 03:50 23 01 00 00
*94 2003/06/26 21:14 2003/06/30 22:16 60 00 00 00
*95 2003/07/03 08:47 2003/07/06 06:00 37 00 00 00
*96 2003/08/20 15:11 2003/08/24 15:43 45 00 00 00
*97 2003/09/15 21:02 2003/09/20 22:03 62 01 00 00
*98 2003/09/23 23:31 2003/09/26 02:36 45 01 01 00
*99 2003/10/15 03:28 2003/10/22 18:35 281 00 00 00
*100 2003/12/09 02:48 2003/12/16 04:02 45 00 00 00
*101 2004/01/02 08:24 2004/01/06 11:11 100 00 00 00
*102 2004/02/12 01:35 2004/02/15 11:36 41 00 00 00
*103 2004/09/15 19:49 2004/09/18 05:39 48 01 00 00
*104 2005/05/15 17:08 2005/05/18 16:03 44 00 00 00
*105 2005/08/05 22:19 2005/08/07 22:54 47 00 00 00
*106 2005/11/03 10:33 2005/11/05 11:58 43 00 00 00
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Table 4 (continued)
Event Start End Number of gaps in Pattern
A B C D

*107 2006/03/18 05:25 2006/03/20 11:19 29 00 00 00

*108 2006/06/06 06:02 2006/06/10 06:28 48 00 00 00

*109 2006/10/13 15:17 2006/10/16 00:16 71 00 00 00

110 2006/10/28 14:15 2006/10/30 16:27 32 00 00 00

*111 2006/12/06 00:00 2006/12/08 21:49 55 02 00 00

*112 2007/01/29 14:02 2007/01/31 14:14 22 00 00 00

113 2007/02/27 15:31 2007/03/01 17:07 122 00 00 00

*114 2007/09/01 16:31 2007/09/03 17:10 60 00 00 00

115 2008/02/28 09:23 2008/03/01 23:42 52 01 00 00

*116 2011/04/30 18:04 2011/05/03 04:56 78 00 00 00

*117 2011/09/11 12:17 2011/09/13 12:42 74 00 00 00

*118 2012/05/08 21:22 2012/05/11 06:35 38 00 00 00

*119 2012/06/04 03:06 2012/06/06 06:10 61 00 00 00

*120 2012/06/29 21:08 2012/07/02 21:01 126 00 00 00
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Resumo. Séries temporais que nao estejam regularmente distribuidas ao longo do tempo
nao podem ser tratadas pela andlise espectral padrao. Nestes casos, é pratica comum usar
algum método interpolatério para estimar os valores nas lacunas e na sequéncia fazer a
andlise tempoescala ou, como alternativa, aplicar uma técnica wavelet adaptada e desenvol-
vida especialmente para estes casos. Neste trabalho, utilizando uma série temporal tipica
de dados medidos em satélites para aplicagoes da Geofisica Espacial e a construcao de uma
série sintética derivada para testes analisam-se as alteragdes que o uso da interpolacdo e
da técnica wavelet adaptada introduzem na energia calculada do sinal e no comportamento
do escalograma e do espectro global wavelet. Os resultados sao bastante esclarecedores dos
efeitos das técnicas de tratamento.

Palavras-chave. Séries temporais. Wavelet adaptativa. Interpolagao. Lacunas em dados.

1 Introducao

A anélise de wavelets tem sido amplamente empregada por pesquisadores ligados a
diversas dreas que possuem interesse em extrair informagoes relevantes de séries temporais.
Neste caso, uma das poucas exigéncias é de que as séries temporais sejam regularmente
distribuidas no tempo, o que principalmente no caso das ciéncias espaciais pode ser um
problema devido a limita¢oes naturalmente impostas, como por exemplo, as condigoes
atmosféricas e de clima espacial, funcionamento dos equipamentos de medicao e capacidade
de armazenamento e transmissao dos dados. Tais limitagoes podem gerar séries temporais
com dados irregularmente distribuidos no tempo, ou seja, séries que apresentam falhas. As
regides com falha causam dificuldades para a andlise tempoescala, porque nessas regioes
ocorre a perda da condicao de admissibilidade da base wavelet escolhida.
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Um possivel tratamento nesses casos consiste em aplicar algum método interpolatério
para estimar numericamente os registros nas regides que apresentam lacunas, sendo co-
mumente empregados splines cibicos neste processo. Alternativamente, Frick et al [1998]
propuseram a introdugao de uma familia de wavelets adaptadas, baseadas na wavelet de
Morlet e caracterizada pela introdugao de um fator de correg@ao a ser computado para
cada tempo e escala considerados de modo a restaurar a condigdo de admissibilidade nas
regioes de lacuna.

Neste trabalho, apresenta-se um exemplo sintético construido de modo a reproduzir um
comportamento bastante observado nas séries de Geofisica Espacial. O objetivo é analisar
séries temporais com lacunas para investigar as variacoes provocadas no escalograma e
no espectro global wavelet quando se estuda o desempenho, no sentido de reproducao
tempoescala, dos dados tratados por trés técnicas. A primeira técnica é a do método
interpolatério por splines cibicos [1,6], escolhida por ser de uso habitual. A segunda é
a do método interpolatério dos polinémios ctibicos de Hermite [1, 6], que permitird uma
comparacao de desempenho com relagao aos splines. A terceira técnica diz respeito a
wavelets adaptadas as regides com falhas [2-4], sendo que aqui a wavelet de Morlet é
usada como funcao base para as andlises espectrais apresentadas.

2 Metodologia

Fazendo uso de uma série temporal de dados sem falhas derivou-se um exemplo sintético
com intervalos de falhas artificialmente introduzidos. O exemplo foi tratado com inter-
polagoes via splines cibicos e via polinomios cibicos de Hermite, aplicando na sequéncia
a tranformada wavelet continua. Fez-se também o tratamento desta série com falhas com
a transformada wavelet continua adaptativa. Os resultados de andlise espectral obtidos
foram comparados com a andlise espectral da série sem falhas, de forma que fosse possivel
comparar as técnicas de tratamento empregadas. A seguir estao descritas, resumidamente,
as trés técnicas.

Polinémios Cibicos de Hermite A interpolagao de Hermite permite aproximar um
sinal f por um polinémio H (chamado polinémio de Hermite) que coincide com f nos
pontos conhecidos, exigindo além disso que as derivadas também coincidam nestes mesmos
pontos. Suponha f conhecido em n + 1 pontos tg,t1,...,t, com ¢; # t; se i # j. Por
construgao, para se obter H impoe-se

H(t;)) = f(ti),i=0,1,...,n

Hl(tl) = f/(t’t)<l =0,1,...,n

que é equivalente a um sistema com 2n + 2 equagoes; tal sistema conduz a um polindémio
interpolador de grau menor ou igual a 2n + 1, conforme [1].

Nota-se que o grau de H tende a ser relativamente alto quando n é grande, e isto,
pode conduzir a erros causados pelo excessivo nimero de oscilagoes deste polinomio; para
contornar tal dificuldade, se forem conhecidos os valores de f e f’ nos pontos ty < t; <
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. < t, faz-se a construgdo de um polindmio ctibico de Hermite em cada subintervalo
[to, t1],[t1, t2]s- -, [tn—1, tn] de modo a se obter uma fungio continua (por partes) no intervalo
[to, tn)-

A construgao do polinémio H pode ser feita por meio da interpolacao por diferencas
divididas de Newton para o polinémio de Lagrange e a demonstragao deste fato pode ser
encontrada em [6]. Em termos de diferencas divididas o polinémio cibico de Hermite no
intervalo [tx, tk+1] para k =1,2,...,n — 1 se escreve

Hs(x) = f(te) + Fltws tr](t — tr) + Fltns tr tran] (£ — te) >+
Pt ths thns b (¢ = 1) (E = t)-
Splines Ctibicos Menos restritiva que a interpolagao de Hermite, a interpolagdo por
splines cibicos nao exige que as derivadas da funcdo interpoladora S coincidam com as
derivadas do sinal aproximado em ponto algum; esta técnica assegura, contudo, que o sinal
S seja continuamente diferencidvel e tenha derivada segunda continua [6].
Considere o sinal f definido no intervalo [tg,t,] e conhecido no conjunto de pontos

to, t1, ..., tn. Define-se um spline cibico S para f como a fungao que satisfaz as seguintes
condigoes:

1. S(t) tem grau trés (denotado S;(t) no intervalo [t;,t;41] para j =0,1,...,n — 1);
2. 8j(t;) = f(t;) e Sj(tjr1) = f(tjr1) para j=0,1,...,n —1;

3. Sjr1(tjt) = Sj(tj41) para j =0,1,...,n — 2;

. S;+1(t]'+1) = S‘;-(tj+1) para j =0,1,...,n —2;

ST (t41) = S (wj41) para j = 0,1, ...,n — 2

. 8"(tg) = 8" (t,) =0

[=2 B2 S

CWT Adaptada A transformada wavelet continua (CWT) de um sinal f ¢ definida

Ccomo
vlad) = € a2 [~y <ﬂ>f<t) i,

o a
em que Cy, é uma constante, a € um niimero real positivo e 1) é o conjugado da funcio v que
satisfaz as condicoes de energia unitaria e de admissibilidade. A primeira condigao garante
a existéncia de um suporte compacto para a fungao ¢ fora do qual acontece uma répida
queda em sua amplitude e a segunda garante que ¢ é uma funcao de média zero com carater
oscilatério e inversivel. Frick et al [1998] apresentaram uma técnica wavelet, conhecida
como wavelet gapped que adapta a fungdo wavelet para o caso em que f apresenta falhas;
para tal, é necessdrio construir um sinal auxiliar fu,, = f(¢)G(t) definido pelo produto de

f por
Glt) = 1, se f(t) é corretamente conhecido
" | 0, se f(t) é uma falha ou estd fora da janela de observagao
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oo p—
A CWT deste sinal auxiliar é ¢(a,b) = CJl/2a_1/2/ Vauz (#)fa,um(t) dt, em
o0

que se define gy, <¥ = (?) G(t), exigindo deste modo que a fungao G seja
”absorvida”pela fungdo de base wavelet.

Durante a anélise nas regioes com falha emprega-se 1q,, a0 invés de 1; deste modo,
o problema de se analisar o sinal f com falhas equivale ao problema de se encontrar
uma wavelet adaptada 1/; que substitua 1., € que garanta a validade da condigao de
admissibilidade. A construgéo de 1/;, baseada na wavelet de Morlet, pressupoe ser possivel
escrever () = h(t)®(t), em que h e ® sdo responsdveis pela parte oscilatéria e pelo
envelope de 1), respectivamente. De acordo com [3], a fungao ¥ ¢é dada explicitamente por

L L]
) [ e(Sh) et (7

(t,ba) = |h ( ) G(t),

3 Dados

Para demonstrar a importancia préatica dos cuidados na utilizagdo de métodos de tra-
tamentos de dados escolheu-se, para a série temporal em andlise, os dados do meio in-
terplanetario relacionados a um importante efeito geoefetivo da interacao do vento solar
com a atmosfera da Terra: o evento geoefetivo HILDCAA (High-intensity, long-duration,
continuous auroral eletroject activity). Foram analisadas 120 séries temporais referentes
a componente B, de dire¢ao norte-sul, do campo magnético interplanetario no periodo
de 1975 a 2012 [5]. Os dados foram obtidos do site OMNIWeb* usando a resolucio de
um minuto. Devido a propagagado do sinal do campo magnético da posicao do satélite
em que é medido até o seu efeito na interagdo com a atmosfera magnetizada da Terra,
considerou-se um tempo de deslocamento de 30 e 90 minutos com relagao aos horarios de
inicio e término dos eventos HILDCA As, respectivamente. Isso definiu o intervalo da série
a ser analisada.

Com o objetivo de analisar o desempenho dos splines ciibicos, dos polindémios ciibicos de
Hermite e das wavelets adaptadas no tratamento das lacunas, bem como as alteragoes que
o uso destas técnicas provocam no espectro global, gerou-se um exemplo sintético por meio
da introdugao artificial de lacunas na série temporal correspondente ao evento HILDCAA
ocorrido entre 28/08/1996 e 30/08/1996, por estar livre de falhas. As falhas introduzidas
reproduzem um dos padrdes observados no conjunto das séries, pois em aproximadamente
53,3% delas encontram-se falhas do mesmo tipo (cujo comprimento é superior a 10% do
comprimento do sinal). Foram introduzidas quatro lacunas de comprimentos 14, 60%,
12,81%, 12,81% e 11,28% nos intervalos [5,461], {1000, 1400], [2200,2600] e [2747, 3099]
respectivamente. Na Figura 1, vé-se a componente magnética B, referente ao evento
HILDCAA e a série sintética, com falha, dela derivada.

“http://omniweb.gsfc.nasa.gov/
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Figura 1: Componente magnética B, do plasma solar referente a evento HILDCAA e a
série derivada sintética com falhas.

4 Resultados e discussoes

Na Figura 2 é possivel ver os escalogramas do evento original HILDCAA e do caso
sintético tratado com as técnicas anteriormente descritas.
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Figura 2: Escalogramas de energia: sinal original (a) e caso sintético: spline (b), Hermite
(¢) e wavelet adaptativa (d).
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A interpretagao dos escalogramas mostra que dentre os métodos empregados para o
tratamento das falhas, somente o baseado na wavelet adaptada foi capaz de preservar as
estruturas de energia presentes no sinal original, ainda que seja possivel notar uma pequena
perda da energia calculada no contexto do Teorema de Parseval® Também se nota que o
uso de splines ctbicos foi responsédvel por superestimar a energia em 3750 vezes. E possivel
verificar o mesmo no caso em que o tratamento se deu por polinomios ctibicos de Hermite,
ainda que em menor proporgao, pois neste caso a energia foi superestimada em 1, 875 vezes
De forma importante, observa-se que nenhum dos dois métodos interpolatérios preservou
as estruturas de energia do sinal original.

A anélise do espectro global (Figura 3) indica que em altas frequéncias os resultados
apresentados pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinomios de Hermite sdo bastante
préximos dos valores calculados para o sinal original; em baixas frequéncias, contudo,
verifica-se que o erro apresentado pelo uso dos dois tratamentos tende a aumentar. Em
consonancia com o verificado no escalograma, o espectro wavelet obtido via uso de spli-
nes apresenta-se superestimado com relagdo ao original, sendo maior o erro em baixas
frequéncias.

le+07 T

le+06
100000 F / B
10000 1 / *

1000

Energia

100
10

Dados Originais
Spline
rmite

1 He
Wavelet Adaptada

0.1 L
1 10 100 1000

Escala

Figura 3: Espectros globais wavelet: Sinal original e casos de estudo.

Identificam-se no espectro global do sinal original cinco picos de energia que nao fo-
ram, na totalidade, corretamente identificados pelas técnicas de tratamento estudadas. A
wavelet adaptada foi capaz de identificar corretamente trés picos de energia, apresentando
dois falsos positivo; o tratamento com splines ndo permitiu identificar nenhum dos pi-
cos exatos e apresentou quatro falsos positivo; e o tratamento com polinémios ciibicos de
Hermite identificou trés dos picos e apresentou apenas um falso positivo. Em outras pala-
vras, no caso da identificagdo dos picos de energia, os resultados apresentados pela wavelet
adaptada e os resultados apresentados pelo uso da interpolacdo de Hermite estao bem
préximos. Contudo, as estruturas identificadas pela wavelet estdao melhor caracterizadas
que as por Hermite.

°0 Teorema de Parseval implica na conservagio da energia nos espacos fisico e de Fourier. Em termos
. oo

oo
matemaéticos, tem-se / \f(t)|2 dt = / \F(£)|2 d¢, onde f e F indicam, respectivamente, um sinal
—

—o0
qualquer e sua Transformada de Fourier.
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5 Conclusao

A qualidade dos sinais disponiveis para andlise espectral apresenta grande importancia.
Quando, por alguma razao, hé restri¢oes a essa qualidade, os tratamentos a que sao sub-
metidos os dados podem criar artefatos nas analises. A andlise local da energia de um sinal
que apresente falhas similares as presentes no caso sintético desenvolvido neste trabaho
mostrou ser mais adequadamente tratada por meio do método da wavelet adaptada. Para
a andlise global, os resultados indicam que em altas frequéncias o espectro é aproximado
de modo satisfatério pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinémios de Hermite. A in-
terpolagao por splines nao constitui uma boa abordagem para o tratamento das falhas do
tipo apresentado, pois provoca mudangas bastante significativas na energia local e global.
Este tipo de estudo revela-se de grande importancia para as aplicagoes espaciais, sobretudo
para as analises feitas na Geofisica Espacial.
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1 Introducao

Para o estudo do regime periédico em sistemas dinamicos é um problema relevante
conhecer e caracterizar as érbitas periddicas existentes cuja computagao via métodos de
integragdo numéricos convencionais (como, por exemplo, métodos Runge-Kutta) pode exi-
bir periodos distintos para érbitas periddicas iguais. Esta aparente contradigao é explicada
pela natureza do periodo a ser reproduzido numericamente: quando T é racional peridédico
com periodo suficientemente grande ou irracional ndo se consegue, por menor que seja o
passo de integragao h usado, reproduzi-lo numericamente. Neste trabalho, considerando
um estudo de caso baseado no Sistema de Rossler [3] definido pelas equagdes 2’ (t) = —y—=z;
y'(t) =z +aye 2 (t) =b+ z(x — c) e para o qual sdo bem conhecidas as caracterizagoes
do regime dinamico periddico em termos da familia F = {a, b, ¢}, tal fato é ilustrado.

2 Metodologia

O sistema de Rossler foi considerado com F = {0.1,0.1,4} responsével pela exibi¢ao
de dindmica periédica [1] . Tal sistema foi integrado considerando métodos Runge-Kutta
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de quarta e quinta ordens (RK4 e RK5) com passo fixo de acordo com o descrito em [2] e
as séries unidimensionais relativas a varidvel z deste atrator foram analisadas quanto ao
periodo exibido, caracterizado numericamente neste trabalho como o tempo T discorrido
entre dois maximos locais sucessivos.

3 Resultados e Conclusao

O uso de passos de integragido cada vez menores nao é suficiente para atingir exa-
tamente o periodo existente ( cf. Tabela 1). As séries unidimensionais geradas exibem
pseudoperiodos de comprimentos bastante proximos mas ainda assim distintos; além disso,

a andlise dos perfodos médios (T) calculados sugere que T' deve ser (i) um racional com
parte decimal cujo perfodo ¢ suficiente longo ou (ii) um ndimero irracional.

Tabela 1: Periodos T calculados para Rossler com parametros a = b= 0.1 e ¢ = 4.

RK4 RK5
h Anidlise dos Periodos 7 Anidlise dos Periodos T
# Periodos Comprimento # Periodos Comprimento
A T |
R R R
0,0005 ?’? g’gggggg 5,998603 ?g ;gggggg 5,999109
0,0001 gg jggi‘;gg 5,998606 gg g:ggg;gg 5,998707
0,00005 ;[2] ;;ggggg 5,998607 I} ;ggg?gg 5,998656
0,00001 gi ‘;’ggggég 5,998607 gi ;ggggfﬁ 5,98617
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1 Objetivos

Demonstrar que o comportamento periddico em sistemas dinamicos com multiplas
escalas de tempo, particularmente diante da ocorréncia de burstings, pode ser corretamente
identificado pelo uso da transformada wavelet continua complexa.

2 Dados e Metodologia

O sistema considerado constitui-se de dois sistemas de Lorentz cadticos acoplados com
um parametro de controle responsével por introduzir escalas de tempo distintas [2] :

¥ =o(y—z)—claX +k)y =re—y—xz+claY +k);2 =ay—bz+c.Z;

X' =eco(Y - X)—clx+k);Y =e(rX =Y —XZ)+cly+k); Z' = e(aXY —bZ) — c,2.

As varidveis mintsculas e maitsculas indicam os sistemas de dindmica rapida e lenta
cujo fator escala de tempo é a constante ¢ = 0,1. A forga de acoplamento ¢ = 0.8
torna o sinal periédico apesar do emprego das constantes o = 10, b = 8/3 e r =28
[2], tipicas do comportamento cadtico. Considerou-se ainda a =1, k =0ec,=c. A
integragao se fez por Runge-Kutta de 4a. ordem com passo At = 0.01 e condi¢ao inicial
(0,01,0,01,0,01,0,02,0,02,0,02).
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Nas varidveis x e y do sistema rapido, que apresentam burstings, aplicou-se a transfor-

2
mada wavelet continua (CWT), com a wavelet complexa de Morlet ¢(t) = exp Tt exp(5it).

Detalhes sobre esta funcdo wavelet e sobre a CWT podem ser encontrados em [1] e re-
feréncias 14 citadas. A andlise do espectro global permitiu identificar a escala sj; de maior
energia, a partir dos coeficientes wavelet complexos associados a essa escala calculou-se a
fase ¢ps. Utilizando essa técnica de obtengao de fase, os periodos existentes na série tem-
poral, cf. Fig. 2 foram identificados corretamente. Para efeitos de comparagao, incluiu-se
também a fase ¢, calculada via Transformada de Hilbert; neste caso, apesar da cor-
reta identificagdo dos perfodos existentes, a fase calculada apresenta variadas flutuagoes e
auséncia de crescimento linear, conforme esperado no caso de séries periédicas.

al (x 10%)

10
15 A
% 0 2 |
[ H
s i
10 £ :
1000 2000 3000 4000 5000 6000 Z 1000 1350 2000
) Tempo d Escala
2
g0 Fo
1000 2000 3000 4000 5000 6000 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Tempo Tempo

Figura 1: A escala sy = 1350 é a de maior energia e foi usada para o cdlculo da fase ¢py.

3 Conclusao e Trabalhos Futuros

Com o uso da CWT identificou-se corretamente os periodos existentes em séries com
ocorréncia de burstings. Essa metodologia se mostrou superior a metodologia de Hilbert
para este caso, uma vez que o incremento da fase calculada em cada periodo aconte-
ceu de modo linear. Como possibilidade de trabalhos futuros citamos a aplicacao desta
metodologia em dados reais relativos a sistemas bioldgicos e/ou quimicos.
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APENDICE F - DEMONSTRACOES DE TEOREMAS

Neste Apéndice apresenta-se as demonstragoes dos principais aspectos tedricos apre-

sentados nos Capitulos (2) e (3) como Teoremas, Lemas, Proposigoes e Corolérios.
F.1 Capitulo 2
Lema 2.1

Para o item (b) recomenda-se a prova descrita em (DAUBECHIES, 1992). Apresentar-
se-a apenas a demonstragao para o item (a). De modo direto, basta computar a
Transformada de Fourier para a fungao ¢(t) para a qual a condigao (I) da Defini-

¢ao 2.1 é satisfeita. Tem-se:
dw) = = [ bl exp(—wt) di (F.1)
W)= —= xXp(—1w , .
V2 ) P

para todo w. Em particular, tomando w = 0 na Equacao F.1 obtém-se zﬂ(O) = 0.
Teorema 2.1

Basta mostrar que 2.6 é o tinico méaximo local para a fungao ¥ (w; 3,~). Para isso
deve-se provar que (a) wg, ¢ o Gnico ponto critico para ¥(w;f,7) e que (b) a

derivada segunda de 1 (w; 3, ) é negativa para wpg..

Para demonstrar (a), como a derivada da fungao U(w) é igual a 1 (DAVIES, 2012),

pela regra do produto para a derivacao tem-se

ou seja,
W =K (5w5_1 e — WPl e %07_1) : (F.3)

wY

Sendo a exponencial e™" e w?~! fatores comuns para os termos da Equacdo F.3

segue que

dip T B
D) =k e W[5 — ] (F.4)
e, considerando que x e " w?~! nunca se anula, deve-se ter

B—yw?=0=w(B,7)=(8/7)",

sendo este o tnico ponto critico para a wavelet de Morse.
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Para demonstrar (b), computando-se a derivada segunda de 1 (w; 3, 7) tem-se

d?h(w; B,7)

dw?

_ W

e ) [B—w ] +re

(W) ——[B— ], (F.5)

que se reescreve como

d? ; ¥ _ —wY _

VD) ) = e ™ (B ) ey ()
=k e (W =B ) — kT (W)

ke ™) (g =3~ )

ke 7w (1w~ 1) - )

= f(w)g(w),

(F.6)

em que f(w) =k e yw ! and g(w) =y Hw —1) — 8.
Como f(w) é positiva para todo w basta mostrar que g(w) < 0 em w = w(3,7).

De fato,

) (F.7)
|

Lema 2.2

Partindo-se do primeiro membro da Equacgao 2.10 mostrar-se-4 a validade do Lema

ao obter-se o segundo membro. Nesta demonstragao também escrever-se-a / f(t)dt
R

oo
ao invés de / f(t) dt para tornar as expressoes mais sucintas.

—00

Seja M o primeiro membro da Equacao 2.10. De acordo com a Equacao 2.9 pode-se
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reescrevé-lo como

M = a/R/R (/R F(w)d(aw) exp(—17w) dw) (/Rg(w)z/;(aw) exp(1Tw) dw) Zde,
(F.8)

Os contetidos do primeiro e do segundo parénteses da Equagao F.8 podem ser lidos
como a transformada de Fourier de F'(w; a) e o conjugado da transformada de Fourier
de G(w;a), ambas multiplicadas por v/27, e vistas como fungoes da varidvel w mas

também dependentes do parametro real a, sendo definidas como

F(w;a) = fw)d(aw) e Gw;a) = jw)i(aw), (F.9)
de modo que a Equacao F.8 assume a forma

a

M= 2m/R/Rf(w)g(m|¢(wa>|2j2 dw. (F.10)

Invertendo a ordem de integracdao, uma vez que a é uma constante e as fungoes

A

f(w) e §(w) sao continuas com derivadas primeiras também continuas, tem-se

M = QW/HQWda/Rf(w)g(w)dw. (F.11)

Como

2

be [ W,

R a

exprime a condigao de admissibilidade para a wavelet ¥(t) e

| flw) gy e
¢ o produto interno usual em L?*(€2), decorre da Equacio F.1 e do Teorema A.4 que

M =Cy < f(t),g(t) >, (F.12)

o que conclui a demonstracao.
Teorema 2.2

Seja f(t) € L*(R2) a fungdo definida no enunciado e considera-se uma funcio g(t)

nao nula para a qual valem as mesmas hipdteses impostas para a fungao f(t). Pelo
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Lema 2.2 e pela Equacdo A.4 que define o produto interno em L?((Q), tem-se:

< f(0).90) > = [ f(@)g(e)
o 1 e e . (F.13)
:/0 (L/w/oow;(a,f)ww() ()dthd—.

Sendo ¢(t) nao nula e considerando a unicidade do produto interno, da Equacao F.13

obtém-se

0= [ [ when b0 (F.14)

Teorema 2.3

Considerando-se o Lema 2.2 e fazendo ¢(t) = f(¢) na Equagao 2.10, tem-se

//me <m)@df_ow<f()f()>, (F.15)

IO C}w/gw /_O;E(a,r)f;dr (F.16)

ou seja,

Proposicao 2.2

Deseja-se que a gapped wavelet @M(t) seja admissivel, isto é, que ela tenha a pro-
priedade de média nula através da correcao numérica em sua parte oscilatéria h, ..

Considerando as Equacgoes 2.20, 2.21 e 2.22, deve-se ter:

| tar® = Clar)ar @ dt = [~ Corlt) har(t) = Cla, ) (1)

:/ Cor(£) har (t) dt — C(a,7) /OO Can(t)dt =0

(F.17)

Isolando C(a,7) na Equagao F.17 e usando 2.20 com a suposi¢ao adicional de que

Ca,7(t) é nao nula no suporte K onde a wavelet estd definida, segue o resultado:

/ Dar(£) dt
[ Gur () dt

(F.18)
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F.2 Capitulo 3
Proposicao 3.1

As propriedades d),e) e f) da Definicao 3.2 implicam que as fung¢oes do conjunto

= {$L(t) = 6(2t — k)jrez, } formam uma base de Riesz para o subespago V7
sendo ¢(t) um multiplo escalar de ¢J,(t); particularmente isto implica que a medida
de energia em ambas, no sentido de Parseval, é a mesma. Considerando a@ € R como

a constante de proporcionalidade entre ¢(t) e ¢;x(t), tem-se:

/ (1) 3() dt = o? / &2t — k) $(271 — k) dt. (F.19)
Fazendo a mudanca de varidvel u = 27t — k segue da Equacao F.19 que

| owedt=a® [~ o(wolw)2 du

ou seja,
| owa@a =5 [ o) ou) du

de onde o = 27/% estabelecendo a Equacéio 3.8.
Proposicao 3.2

Apresentar-se-a a prova para o item a) uma vez que b) tem demonstragdo andloga.

A Equagao 3.11 implica que
| ottyar=v2 23 hk ) [ ot —wat
Fazendo a mudanca de variaveis v = 2t — k nesta igualdade, tem-se
o0 du
| owya=v2 25 hik / ot — k) 5

e portanto,

[

> ho(k) =1 (F.20)
k

de onde segue o resultado.
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