B EeE g B I R R R LS e e g 8 g g g o e A

N2 HTUT O MWL 7T FEW U AS RaFRLiitia

CALCULO RECURSIVO DE GEOPOTENCIAL DE ALTISSIMA
ORDEM E GRAU PARA APLICACOES ESPACIAIS

RELATORIO FINAL DE PROJETO DE INICIACAO CIENTIFICA
(PIBIC/CNPg/INPE)

Natassia Ramos da Silveira (UNESP, Bolsista PIBIC/CNPq)
Email: nati_silveira@ yahoo.com.br

Prof. Dr. Hélio Koiti Kuga (DMEC/INPE, Orientador)
E-mail: hkk@dem.inpe.br

Prof®. Dra. Maria Cecilia F. P. S. Zanardi (DMA/UNESP, Co-orientadora)
E-mail: cecilia@feg.unesp.br

Julho 2010



AGRADECIMENTOS

Ao prof. Dr. Hélio Koiti Kuga pela orientacdo neste projeto, a prof. Maria
Cecilia Zanardi pelo grande auxilio com a co-orientagdo e ao Conselho Nacional de
Pesquisa e Desenvolvimento — CNPq pelo apoio financeiro recebido através da bolsa de

iniciacdo cientifica junto ao programa PIBIC do INPE.



RESUMO

O principal objetivo deste projeto é a implementagdo e andlise de precisdo de um
algoritmo para o calculo recursivo do geopotencial. Um ponto material, por exemplo um
satélite artificial, sujeito a atracdo de um campo ndo-central, no caso a Terra, sofre
perturbagdes devido a distribui¢do ndo-esférica e ndo-simétrica da massa da Terra. Esta
distribuicdo irregular de massa é expressa pelos chamados coeficientes dos harmonicos
esféricos do potencial Terrestre. Para uma maior rapidez de célculo, este potencial é
calculado através de um desenvolvimento em série em termos destes harmonicos
completamente normalizados e dos polindmios de Legendre também completamente
normalizados, associados com a longitude, latitude geocéntrica e altitude do Centro de
Massa do satélite. Este projeto analisa os algoritmos tradicionais e elabora um algoritmo
para o célculo do geopotencial. Em geral, utilizam-se equagdes recursivas de alto grau e
ordem para o célculo dos polindmios de Legendre com o objetivo de obter rapidez de
processamento e precisdo numérica. Esta recursividade pode propiciar erros numéricos
a cada passo da recursdo, de forma que para altas ordens e graus dos harmonicos, o erro
acumulado é bastante pronunciado. A implementagdo computacional deste algoritmo é
realizada em linguagem compilada C. Com a implementa¢@o deste algoritmo € possivel
realizar o cdlculo do geopotencial para diversos pontos da superficie terrestre e diversas
situacdes. Uma vez comprovadas as propriedades numéricas favordveis, o algoritmo
podera ser utilizado na solu¢do do problema pratico da mecanica orbital espacial, e para

a Missao Espacial Brasileira.



CALCULATION OF THE APPEALS GEOPOTENTIAL HIGHEST ORDER
AND DEGREE FOR SPACE APPLICATIONS

ABSTRACT

The main objective of this project is the implementation and analysis of
accuracy of an algorithm for the recursive calculation of geopotential. A material, for
example, an artificial satellite, subject to the attraction of a non-central field, where the
earth is disturbed due to the distribution non-spherical and non-symmetrical mass of
Earth. This uneven distribution of mass is expressed by so-called spherical harmonic
coefficients of the potential of Earth. For a faster calculation, this potential is calculated
through a series of development in terms of fully normalized harmonics and Legendre
polynomials also completely normalized, associated with longitude, geocentric latitude
and altitude of the satellite mass center. This project examines the traditional algorithms
and develops an algorithm for calculating the geopotential. In general, we use the
recursive equations of high degree and order for the calculation of Legendre
polynomials in order to obtain faster processing and numerical accuracy. This recursion
can provide numerical errors at each step of recursion, so that for high orders and
degrees of harmonics, the accumulated error is quite pronounced. The computational
implementation of this algorithm is performed on the compiled language C. With the
implementation of this algorithm is possible to calculate the geopotential for the points
on the surface and different situations. Once proven the favorable numerical properties,
the algorithm can be applied to solve the practical problem of orbital space mechanics,
and the Brazilian Space Mission.
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1 INTRODUCAO

O potencial de um corpo que tem distribuicio uniforme de massa e forma
geométrica simples, geralmente possui uma representacdo matemdtica exata. Porém,
para um corpo que possui distribui¢do ndo-esférica e ndo-simétrica da massa, como, por
exemplo, a Terra, s6 € possivel obter este potencial através de aproximagdes, em geral,
expressas em forma de séries, sendo que o nimero de termos depende dos dados
disponiveis e indica o grau de aproximagao.

O movimento em Orbita dos satélites artificiais terrestres resulta numa elipse de
tamanho e excentricidade constantes num plano fixo. Caso o movimento orbital nio
fosse perturbado, o satélite permaneceria nessa Orbita. Entre os principais efeitos que
fazem com que a Orbita se altere com o tempo estio a ndo homogeneidade da massa da
Terra, além do seu achatamento, e também efeitos decorrentes do arrasto atmosférico e
perturbagdes gravitacionais de outros corpos, notadamente da Lua e do Sol.

O objetivo deste projeto é elaborar um programa para o cilculo do geopotencial
através de um algoritmo recursivo de modo a obter resultados mais precisos para a
trajetoria do satélite.

Realiza-se neste projeto, um programa computacional para o cdlculo do
geopotencial, através dos coeficientes harmonicos esféricos. A utilizacdo de férmulas
recursivas para os cdlculos possibilita a rapidez de cdlculo e economia de
armazenamento. A utilizacdo de pardmetros normalizados permite uma maior precisdo
numérica, pois evitam o surgimento de nimeros muito grandes durante os calculos.

As duas fases iniciais (A e B) consistiram no estudo da teoria e conceitos da
mecdnica orbital, perturbacdes em satélites artificiais, leis de Kepler, modelagem do
potencial gravitacional da Terra e de algoritmos tradicionais de cadlculo recursivo. A
fase C consistiu na modelagem matemadtica do algoritmo proposto para lidar com
problemas numéricos e as fases D e E nas implementagdes numéricas do algoritmo para
diversas situagdes, cujos resultados estio apresentados neste relatério. A implementacio

foi em linguagem compilada C e calcula o geopotencial na superficie terrestre.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Potencial Terrestre

Um ponto material sujeito a atracdo de um campo ndo-central, no caso a Terra,
sofre perturbacdes devido a distribuicdo ndo-esférica e ndo-simétrica da massa da Terra.
Esta distribuicdo irregular de massa € expressa pelos chamados coeficientes dos
harmonicos esféricos. Deste modo, o potencial de um corpo em relacdo a Terra é
calculado de uma forma genérica (Kuga, Medeiros e Carrara, 1983):

U = oM i i (a—"j [C,, cosmA+S, sinmA]P"(siny) (1)
r r

n=0 m=o0

onde:
U - € o potencial do centro de massa (CM),
G — ¢ a constante gravitacional universal,
M — € a massa da Terra,
r — € a distancia do CM ao centro da Terra,
a, — € o raio equatorial terrestre,
A — ¢ a longitude leste do CM relativo a Greenwich,
¥ — € a latitude geocéntrica do CM,

P" — 30 os polinomios de Legendre e

C e S —saoos coeficientes dos harmonicos esféricos.

nm nm

2.1.1 Coeficientes dos Harmonicos Esféricos

De acordo com a Equagio (1), os coeficientes C, e S devem expressar o

nm nm

mais fielmente possivel a forma irregular da distribuicdo de massa da Terra, para que o
modelo do potencial seja representado adequadamente. A determinacdo de tais
coeficientes é obtida experimentalmente através da redug@o e andlise dos dados de
satélites artificiais e também a partir de métodos gravimétricos. Os valores adotados
neste modelo correspondem ao modelo denominado GEM10 — Goddard Earth Model 10
(Kuga, Medeiros e Carrara, 1983). O GEM10 contém os coeficientes dos harmo6nicos

até ordem e grau 30 e utiliza os seguintes valores para os parametros GM e a.:

GM = 3,9860047x10""m?/s>,
a,=6378139m.

Os coeficientes GEM 10 sdo listados na forma completamente normalizada:
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Enm _ 1 (n + m)‘ % Cnm (2)
S, e, @n+1)(n-m)| \s,,

1 se m=0
2 se m=>0

onde C e S sdo os coeficientes harmonicos completamente normalizados. E comum
separar os coeficientes C com indice m igual a zero e definir:

J =—C,. 3)

n

que sdao chamados coeficientes zonais. Os coeficientes S com indices m=0 sio nulos:
S, =0. )

Aos coeficientes C e S restantes (m > 1) da-se o nome de coeficientes setoriais
quando m =n e coeficientes tesserais quando m # n . Portanto, a férmula (2) pode ser
desdobrada em:

o4
J, :[ } J,, ®)
2n+1
— 1
Cnm _ 1 (n+m)‘ A Cnm (6)
§nm 4” + 2 (n - m)! Snm ’
onde J, corresponde A normalizagio dos coeficientes zonais J,, e C, e S,

correspondem a normaliza¢do dos coeficientes setoriais e tesserais C, e S

nm nm *

2.1.2 Polinémios de Legendre Completamente Normalizados

Quando se considera os coeficientes harmdnicos completamente normalizados,

os polindmios associados de Legendre, P, também devem ser completamente

normalizados, a fim de compatibilizar a Equagdo (1) do geopotencial que, em
conseqiiéncia, toma a seguinte forma (Kuga, Medeiros e Carrara, 1983):

i i (%‘j [Enm cosmA+S, sin mﬂlf_’nm (siny) (7)

n=0 m=0

v=M
r
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Para o céalculo dos polindmios de Legendre completamente normalizados, foi
utilizado o Método das Colunas descrito no artigo de Holmes e Featherstone (2002).

Esta recursio é a mais utilizada para a computacio de P, (6) e est descrita abaixo:

nm

an (0) = anmt n—1,m (9) - bnm Fn—lm (9)’ vn >m (8)
onde t=cos@ &)
a, = M (10)

(n—m)n+m)

b :\/(2n+1)(n+m—1)(n—m—l) (11

(n - m)(n + m)(2n - 3)

Quando n=m, a recursdo descrita pela equacdo (12) € utilizada. Os valores
iniciais sdo P, (6) =1, P, (6) = V3t e Fu(é’) = /3u, onde u =sin@.

f_)mm (0) =u %Enl,ml (0)’ vm > 1 (12)
U m

Em termos computacionais esta transformag¢ao produz melhor precisdo numérica
ja que, apdés a normalizacdo, C, S e P possuem valores mais condicionados para

efetuar os cdlculos e ndo introduzem fatoriais, cujo calculo pode produzir valores muito
grandes e, portanto, suscetiveis de erros numéricos.
2.1.3 Calculo Recursivo de cos(ml) e sen(m))

Pode-se também aplicar a férmulas de recursdo para fungdes trigonométricas, de
modo a evitar a avaliagdo das séries cos(mA) e sen(mi), na forma (Kuga, Rao. Carrara,

2000):

cos(mA) = cos(m—1)Acos A —sin(m —1)Asin A (13)
sin(mA) = sin(m —1)Acos A + cos(m —1)Asin A (14)

2.1.4 Sistema de Coordenadas

Uma vez modelado o potencial de um ponto (CM) em relacdo a Terra, obtém-se
a aceleracdo gravitacional através do operador gradiente (Kuga, Medeiros e Carrara,
1983):

r=VU (15)
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Entretanto, o potencial U em geral é descrito no sistema de coordenadas fixo na
espaconave. Porém, pretende-se obter a aceleragdo no sistema inercial OXYZ. Assim,
seja OX’Y’Z’ o sistema de coordenadas local (fixo na espagonave) e OX,Y,Z, o
sistema de coordenadas terrestre (referente a Greenwich); o seguinte procedimento deve
ser efetuado:

1) Calcular as aceleragdes no sistema OX’Y’Z’ local;

2) Converté-las ao sistema OX,Y,Z, terrestre;

3) Converté-las ao sistema OXYZ inercial.

A figura 2.1 mostra a geometria entre o sistema OX’Y’Z’ e o sistema OX Y Z,.
Assim, vale a seguinte relacdo:

X, X'
Y, |=R(y.2)Y" |, (16)
z, zZ

onde R(w,A) é a matriz de rotagdo que relaciona os sistemas, calculada por:

coscosA —sind —sinycosd

R(w,A)=|cosysinA cosA —sinysind |, (17)
siny 0 cosy
onde:
Z
siny =—*% (18)
rg
x2+v2)>
Coswzu (19)
rg
inA f (20)
sinA=——"%——
2
X2+12)?
p) X 21)
cosAl=——-"——
5
(x2+v2)?
ro=(x2eriez2)? (22)

14



Zg

MERIDIANO
DE
GREENWICH

*9 PLARO DO EQUADOR
Figura 2.1 — Sistema local OX’Y’Z’ e sistema terrestre OX,Y oZ.

A figura 2.2 mostra a geometria entre os sistemas OX,YZ, e o sistema OXYZ.
As coordenadas dos dois sistemas se relacionam através de:

X ¢
Yy [=R"(6,), |, (23)
Z Z,
onde R(ﬁg ) ¢ a matriz de rotac¢do calculada por:
cosd, sinf, 0
R(6,)=|-sing, cosh, O (24)
0 0 1
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aZE2Zg

MERIDIANG
DE
GREENWICH

/ PLANO DO EQUADOR Xg

X = Ponto Vernal Yy

Figura 2.2 — Sistema inercial OXYZ e sistema terrestre OX,Y Z,.

O angulo 8, representa o tempo sideral de Greenwich, que por sua vez pode ser
calculado a partir da data Juliana por ( Kuga e Carrara, 1983):

0,, =99°,6909833 +36000°,76897, + 0°,00038708T

u

(25)

onde: €, € o tempo sideral de Greenwich a zero hora TU (tempo universal) e T, € 0
valor em séculos a partir de 0,5 de janeiro de 1900, calculado por:

_ DJ —2415020,0
‘ 36525

(26)

Para o cédlculo da Data Juliana DJ (Kuga, Medeiros e Carrara, 1983) apresentam
um algoritmo a partir do calendério gregoriano:

DJ =367T*A=T*[A+(M +9)/12]/4+275%M /9+ D +1721014,  (27)

onde A € o ano, M é o més e D € o dia. Para o cdlculo do tempo sideral num instante
qualquer do dia, faz-se a propagacao:

6,=6,+6, (28)
onde @ é a taxa de rotacdo terrestre no sistema inercial (0°,25068447/min) e t é o

tempo em minutos contado a partir de zero horas TU do dia. Rotinas FORTRAN para o
cdlculo de DJ e 6, podem ser obtidas a partir de Kuga, Medeiros e Carrara (1983).

16



Uma vez calculadas as aceleracdes no sistema local, torna-se simples leva-las ao
sistema inercial de rotacdes:

X, %
Y, |=R.2) Y (29)
Z, z
X X,
¥ |=R"(6,) 7, (30)
V4 Z,
ou
X X'
¥ [=R"(6, )R(y. ) V" 31)
; 7

2.2  Fluxograma do Programa Para o Calculo do Geopotencial

O fluxograma do programa compilado em linguagem C € mostrado na Figura

3.1. Inicialmente o programa carrega os dados de C

m € S .. do modelo EGM96, neste
modelo o valor maximo de M € igual a 360. Apds carregar os dados, o programa pede
ao usudrio para que entre com o valor de x, y, z e M, lembrando que o médulo de x, y e
z deve ser igual ao raio da Terra, pois o programa calcula o geopotencial na superficie

terrestre.

Com os dados inseridos, o valor de 0, A e r € calculado, € entdo a matriz P, €

nm

calculada. E realizado o cdlculo recursivo de cos(mA) e sin(mA), e obtido o valor do
geopotencial no ponto dado.

O programa entdo pergunta ao usudrio se deseja imprimir a tabela do
geopotencial na superficie terrestre, se o usudrio digitar sim, o programa calcula o

geopotencial para diversos pontos pré-estabelecidos da superficie terrestre, caso

contrario, o programa € encerrado.

17



Inicio

Entre com
x. v,z M

!
Calculo de
e A r
'

Calculo de
B

m

I

Calculo de
cos(m A). sin(m A)

]
Geopotencial

Tabela

Imprimir :
Potencial

tabela

Figura 3.1 — Fluxograma do Programa para o Célculo do Geopotencial
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3 RESULTADOS OBTIDOS

Com o desenvolvimento do programa fizemos vérias simulacdes para diversos

ndmeros de M, que indica o tamanho das matrizes C,,, S,, ¢ P, , quanto maior o

valor de M, maior serd a precisdo do cdlculo. A Tabela 3.1 indica a variacdo do
geopotencial na superficie terrestre devido a nao-esfericidade da Terra, com M =50.
As Tabelas 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7 indicam essa variacdo para M =100, M =150,
M =200, M =250, M =300 e M =360, respectivamente.

A Tabela 3.8 apresenta a diferenca entre os valores obtidos com M =50 e
M =360.

19



Tabela 3.1 - Geopotencial Terrestre Para M = 50

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A =120° A =180°
6 =80° 0.03094419 0.03042708 0.03043100 0.03104020 0.03026061 0.03131422 0.03094419
0 =40° -0.02577475 | -0.02591862 | -0.02586763 | -0.02530480 | -0.02597269 | -0.02581497 | -0.02577475
0=0° -0.06736732 | -0.06736732 | -0.06736732 | -0.06736732 | -0.06736732 | -0.06736732 | -0.06736732
6 =-40° -0.02530480 | -0.02597269 | -0.02581497 | -0.02577475 | -0.02591862 | -0.02586763 | -0.02530480
6 =-80° 0.03104020 0.03026061 0.03131422 0.03094419 0.03042708 0.03043100 0.03104020

Tabela 3.2 - Geopotencial Terrestre Para M = 100

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A =120° A =180°
0 =80° 0.03094202 0.03042812 0.03043615 0.03103464 0.03025500 0.03132708 0.03094202
0 =40° -0.02578071 -0.02592489 | -0.02587032 | -0.02530759 | -0.02597292 | -0.02580935 | -0.02578071
6=0° -0.06736649 | -0.06736649 | -0.06736649 | -0.06736649 | -0.06736649 | -0.06736649 | -0.06736649
6 =-40° -0.02530759 | -0.02597292 | -0.02580935 | -0.02578071 -0.02592488 | -0.02587032 | -0.02530759
6 =-80° 0.03103464 0.03025500 0.03132707 0.03094202 0.03042812 0.03043615 0.03103464

Tabela 3.3 - Geopotencial Terrestre Para M = 150

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A=120° A =180°
0 =80° 0.03094137 0.03042794 0.03043799 0.03103366 0.03025381 0.03132739 0.03094137
0 =40° -0.02579051 -0.02592520 | -0.02587073 | -0.02530939 | -0.02597459 | -0.02581449 | -0.02579051
0=0° -0.06737151 -0.06737151 -0.06737151 -0.06737151 -0.06737151 -0.06737151 -0.06737151
6 =-40° -0.02530939 | -0.02597459 | -0.02581449 | -0.02579051 -0.02592520 | -0.02587073 | -0.02530940
0 =-80° 0.03103366 0.03025381 0.03132738 0.03094137 0.03042794 0.03043799 0.03103366

20




Tabela 3.4 - Geopotencial Terrestre Para M = 200

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A =120° A =180°
6 =80° 0.03094138 0.03042791 0.03043916 0.03103421 0.03025322 0.03132158 0.03094138
0 =40° -0.02579300 | -0.02592833 | -0.02587020 | -0.02531005 | -0.02597417 | -0.02581384 | -0.02579300
0=0° -0.06737173 | -0.06737173 | -0.06737173 | -0.06737173 | -0.06737173 | -0.06737173 | -0.06737173
6 =-40° -0.02531005 | -0.02597418 | -0.02581384 | -0.02579300 | -0.02592833 | -0.02587020 | -0.02531005
0 =-80° 0.03103421 0.03025322 0.03132158 0.03094138 0.03042791 0.03043916 0.03103421

Tabela 3.5 - Geopotencial Terrestre Para M = 250

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A =120° A =180°
0 =80° 0.03094091 0.03042797 0.03043844 0.03103368 0.03025348 0.03131968 0.03094091
0 =40° -0.02579228 | -0.02592734 | -0.02586988 | -0.02530955 | -0.02597452 | -0.02581397 | -0.02579228
0=0° -0.06737306 | -0.06737306 | -0.06737306 | -0.06737306 | -0.06737306 | -0.06737306 | -0.06737306
6 =-40° -0.02530955 | -0.02597452 | -0.02581396 | -0.02579228 | -0.02592734 | -0.02586988 | -0.02530955
6 =-80° 0.03103368 0.03025348 0.03131967 0.03094091 0.03042797 0.03043844 0.03103368

Tabela 3.6 - Geopotencial Terrestre Para M = 300

A =-180° A=-120° A =-60° A=0° A =60° A=120° A =180°
0 =80° 0.03094118 0.03042834 0.03043907 0.03103407 0.03025299 0.03132103 0.03094118
0 =40° -0.02579265 | -0.02592733 | -0.02586960 | -0.02530948 | -0.02597457 | -0.02581400 | -0.02579265
0=0° -0.06737357 | -0.06737357 | -0.06737357 | -0.06737357 | -0.06737357 | -0.06737357 | -0.06737357
6 =-40° -0.02530948 | -0.02597458 | -0.02581400 | -0.02579265 | -0.02592733 | -0.02586960 | -0.02530948
6 =-80° 0.03103407 0.03025299 0.03132103 0.03094118 0.03042834 0.03043908 0.03103407
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Tabela 3.7 - Geopotencial Terrestre Para M = 360

A =-180° A =-120° A =-60° A=0° A= 60° A =120° A =180°
0 = 80° 0.03094085 0.03042823 0.03043898 0.03103405 0.03025336 0.03132184 0.03094085
0 =40° -0.02579179 | -0.02592628 | -0.02587000 | -0.02530964 | -0.02597412 | -0.02581410 | -0.02579179
0=0° -0.06737364 | -0.06737364 | -0.06737364 | -0.06737364 | -0.06737364 | -0.06737364 | -0.06737364
0 =-40° -0.02530965 | -0.02597412 | -0.02581410 | -0.02579179 | -0.02592627 | -0.02587000 | -0.02530965
0 =-80° 0.03103405 0.03025336 0.03132183 0.03094085 0.03042823 0.03043898 0.03103406

Tabela 3.8 — Diferenca Entre os Geopotenciais de M=50 e M=360

A =-180° A =-120° A =-60° A=0° A = 60° A =120° A =180°
0 = 80° -0.00000334 | 0.00000115 0.00000798 -0.00000615 | -0.00000725 | 0.00000762 -0.00000334
0 =40° -0.00001704 | -0.00000766 | -0.00000237 | -0.00000484 | -0.00000143 | 0.00000087 -0.00001704
0=0° -0.00000632 | -0.00000632 | -0.00000632 | -0.00000632 | -0.00000632 | -0.00000632 | -0.00000632
0 = -40° -0.00000485 | -0.00000143 | 0.00000087 -0.00001704 | -0.00000765 | -0.00000237 | -0.00000485
0 =-80° -0.00000615 | -0.00000725 | 0.00000761 -0.00000334 | 0.00000115 0.00000798 -0.00000614
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4 CONCLUSAO

Pelos resultados apresentados observam-se as variacdes do geopotencial com a
variagdo da latitude e longitude para diferentes valores de M. As diferencas entre M=50
e M = 360 sdo da ordem de 10°°.

Na continuidade deste projeto comparacdes das implementacdes tradicionais em
relacdo ao algoritmo proposto deverdo ser realizadas e outras situagdes deverdo ser
simuladas.

Deste modo o as fases A, B, C, D, E e G do cronograma foram cumpridas. Um
trabalho foi aceito para apresentagdo no SINCINPE 2010 e outro trabalho submetido
para apresentacio no Coléquio Brasileiro de Dinadmica Orbital.
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