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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo a continuagdo do estudo de sistemas dindmicos
com comportamento caotico, correspondente ao periodo de Iniciagdo Cientifica de
Agosto de 2003 a Julho de 2004. Nesse trabalho foi dada uma atengdo especial a
problemas envolvendo algoritmos de controle de tais sistemas, em especial ao método
OGY. Uma vez que o comportamento cadtico em sistemas naturais, de modo geral,
corresponde a uma situagdo indesejada, ¢ de grande interesse o estudo de métodos para
eliminar tal caracteristica. De modo semelhante ao projeto anterior, neste foram
desenvolvidas ferramentas computacionais para o estudo de sistemas dinadmicos de

interesse.



CONTROL OF CHAOS AND NON LINEAR DYNAMICS

ABSTRACT

The present work has as principal goal the continuation of the study of dynamic systems
with chaotic behavior corresponding to the Scientific Initiation Period of August 2003
to July 2004. At this work, special attention has been given to problems related to
control algorithms of these systems, especially to the OGY method. Since chaotic
behavior in natural systems in general corresponds to a undesirable situation, is greatly
interesting to study methods that eliminate this characteristic. As the same as in the last
project, computational tools were developed to study dynamic systems of special

interest.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

De modo feral, ao longo do desenvolvimento da ciéncia, o estudo de sistemas dinamicos
sempre foi uma area que muito atraiu o interesse da humanidade. Desde quando Isaac Newton
introduziu a idéia de modelar matematicamente sistemas naturais, através do desenvolvimento
das Equacgdes Diferenciais, de modo que seja possivel fazer previsdes sobre o comportamento
dos mesmos, o tema tem sido continuamente desenvolvido, tanto do ponto de vista de
métodos analiticos para a descricdo dos sistemas, como também expandido nas mais diversas
areas do conhecimento, desde sistemas puramente fisicos a problemas como dindmica

populacional e determina¢do do comportamento do mercado financeiro.

De modo geral, na Otica matematica, os sistemas dindmicos podem ser subdivididos em
sistemas de tempo continuo, e sistemas de tempo discreto. Os sistemas em tempo continuo,
em modo geral, sdo representados por equagdes diferenciais ordinarias ou parciais, juntamente
com condigdes iniciais ¢ condi¢cdes de contorno, de tal modo que a fungdo que satisfaz a
equagdao (ou equacdes), bem como as condi¢des iniciais € de contorno, representa o
comportamento dindmico desse sistema ao longo do tempo. Como exemplo de sistemas

dinamicos de tempo continuo, temos:

- Osciladores massa-mola-amortecedor; Péndulo Amortecido e Forgado — Descritos por

Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s).

- Problema de oscilagdo de uma corda finita; Problemas de Condugao de Calor em estado
transiente; Escoamento de Fluido Viscoso (Equacdes de Navier-Stokes) — Descrito por

Equacdes Diferenciais Parciais (EDP’s).

No caso de sistemas em tempo discreto, normalmente temos uma modelagem através de
mapas, nos quais temos uma lei de recorréncia relacionando os valores de varidveis dindmicas
(variaveis de estado) no instante posterior com seus valores em instantes anteriores. Como

exemplos, temos:

- Mapa logistico (utilizado para estudo de dinamica de populagdes); Mapa de Hendn

(posteriormente apresentado nesse trabalho), dentre outros.



No entanto, também podemos subdividir os sistemas dindmicos em deterministicos (nos quais
uma vez conhecidas as varidveis de estado em um dado instante, seu comportamento em
qualquer instante posterior ¢ determinado univocamente) e sistemas ndo deterministicos (ou

estocasticos), cuja modelagem, de modo geral, envolve teorias probabilisticas.

No entanto, um fato que chama bastante ateng¢ao ¢ o de que existem sistemas deterministicos
que apresentam um comportamento dindmico irregular. Esse fato foi constatado pelo
matematico francés do século XIX Henri Poincaré, em seu estudo classico do chamado

problema de trés corpos.

Nesse problema, Poincaré estudava o comportamento dindmico de trés corpos sujeitos a agao
de forca gravitacional em um plano, segundo a lei universal de Newton do inverso da

distancia ao quadrado.

Esse comportamento estranho foi novamente observado por Edward Lorenz, na década de
1960 ao estudar problemas de convecgdo atmosférica em um modelo simplificado. Nesse
modelo, aparentemente solugdes que partiam das mesmas condigdes iniciais, ao serem
simuladas, levavam a orbitas que divergiam, o que seria uma contradi¢do ao fato do sistema
ser deterministico. No entanto, temos que o problema da divergéncia estava associado a
imprecisdo na determinagao das condigdes iniciais. Dessa forma, o que de fato ocorria era que
orbitas que partiam de condi¢des iniciais suficientemente proximas, eram repelidas ao longo

do tempo, um fendmeno hoje conhecido como sensibilidade a condicées iniciais.

Dessa forma, o fato que sistemas deterministicos ndo implicam necessariamente em presenca
de comportamento regular tornou-se uma das maiores descobertas da humanidade, e o
interesse por sistemas com tal comportamento (cadtico) cresceu de modo vertiginoso,
principalmente pelo desenvolvimento de métodos numéricos que passaram a ser
implementaveis, em computadores com capacidades de processamento cada vez mais

elevadas.

Sistemas caéticos sdo constantemente observados na natureza, em problemas que envolvem
desde dinamica populacional, a situagdes de arritmia cardiaca e modelos de turbuléncia. No
entanto, de modo geral, os sistemas cadticos representam situagdes ndo desejadas. Assim, o
objetivo do desenvolvimento de métodos para controle de caos é centrado em tornar periddica
a dindmica do mesmo, considerando que, de modo geral, ndo temos um grau de liberdade

muito elevado para alterar parametros do sistema.
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1.1 Esboco Geral

De modo a termos uma maior organizacdo na defini¢do de conceitos e apresentacdo de

resultados, o presente trabalho foi subdividido da seguinte forma:

SUBITEM 2.1 - Estudo do Comportamento do Péndulo Amortecido e Forgado:
Neste topico os conceitos apresentados no projeto anterior de Iniciagdo Cientifica
sdo retomados, para a definicdo de aspectos essenciais para a aplicacdo de

algoritmos de controle de caos;

SUBITEM 2.2 - Localiza¢do de UPO’s no Pendulo Amortecido e Forc¢ado: Este
topico aborda a descricao do algoritmo de OGY, bem como mostra os resultados

preliminares de localizagdo de UPO’s no sistema dindmico em questao.

SUBITEM 2.3 - Localizagdo de UPO’s no Mapa de Henon: Apresenta resultados

para a localizagdo de UPO’s em um mapa bidimensional.
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CAPITULO 2

DESENVOLVIMENTO

Passemos agora a uma descrigdo dos aspectos tedricos, bem como dos resultados obtidos no

trabalho em questdo, seguindo a subdivisdo apresentada anteriormente.
2.1 - Estudo do Comportamento do Péndulo Amortecido e For¢ado

O pendulo amortecido sujeito a uma forga de modo cossenoidal, conforme vemos em [1],
pode ser modelado simplesmente considerando a Segunda Lei de Newton e rearranjando os

termos para a equacao em espaco de estados conforme mostrado a seguir:

(b:—a)/q—sem9+gcos¢
0=w

¢:a70

Onde 0, o e ¢ sdo as variaveis de estado, representado respectivamente a posi¢do angular, a
velocidade angular e a fase do forgante; e g, g € wp sdo parametros correspondentes ao fator

de amortecimento, a amplitude do forgante externo e a freqiiéncia do forgante.

O fato de termos trés variaveis de estado, bem como as equagdes dindmicas possuirem termos
ndo lineares faz com que sejam satisfeitas as condi¢des necessarias para a observacdo do

comportamento cadtico.

No periodo anterior do projeto, foram desenvolvidas ferramentas computacionais em
plataforma Visual Basic para a analise dinamica do péndulo. Para termos a evolugdao do
sistema a partir de condicOes iniciais, as equacdes diferenciais acima foram integradas

numericamente utilizando o algoritmo de Runge-Kutta de 4" ordem [2].

As solugdes das equacgdes diferenciais, sendo fixados valores para os trés parametros, levam a
orbitas no espago de fase (0, o, ¢). Tomando proje¢des no plano (6, ), temos uma idéia da

evolucdo das mesmas, uma vez que a fase do forcante cresce de modo linear com o tempo.
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As figuras a seguir nos mostram simulacdes feitas para g=1,07 e g=1,15, com valores de g e
wp fixados, sendo desprezadas as solugdes transientes (de modo geral sé estamos interessados

em solucdes de regime).

w| Simuladon de Pendulo H E|

Informagdes  Pendulo

Projegdn do espago de fase Segdo de Paincaré
E quagdes Diterenciais
“arigvel independente [t]
Intervala (h]:
0,01
Instante final:
1000 Parémetros Ajustaveis
Transiente: Fatar de Amartecimenta (q):
100 2
Amplitude do Forgante [g):
1.07
Condigties Iniciais
Limpar Frequiéncia Angular do Fargante [wd):
Posicio inicial:  [q 0.5E6GRRRE
st BreRATe i e (B Freqiiéncia estrobozcdpica [Poincaré)
Fase inicial do Forgante: [ 0.6E6E6666

Figura 1: Simulacéio da projecio de espaco de fase do péndulo amortecido e for¢cado 1,07

= Simulador, de Péndulo

Infarmagdes  Pendulo
Projecdo do espago de fase Secdo de Poincaré
Equagities Diterenciaiz
>
Varidvel independente [t
Intervala [h):
0.m
Instante final:
2000 Parimetros Ajustaveis
Transiente: Fatar de Amartecimenta [q):
100 2
Amplitude do Forgante (g):
Iniciar " A 115
CondigBes Iniciais
Limpar Freqligncia Angular do Forgante [wd):
Posicno inicial:  [4 0),566EE566
FesiErEnsr e iR, P Frequiéncia estroboscdpica (Poincaré):
Fase inicial do Forgante: | 0.6EEEEEEE

Figura 2: Simulacio da projecio de espaco de fase do péndulo amortecido e forcado para g =1,15
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Através de tais simulagdes, pode-se observar a variedade de comportamento dinamico
mostrado no sistema em questdo. Para a primeira combinagdo de pardmetros, notamos que o
sistema ¢ peridodico (com periodo 2). Ja na segunda combinagdo, observamos o

comportamento irregular da trajetoria, evidenciando o comportamento cadtico.

A sec¢ao de Poincaré, apresentada nos cantos superiores a direita, ¢ uma forma de
transformarmos um sistema continuo de ordem n=3 em um sistema discreto de ordem n-1=2.
Essa ¢ definida como o conjunto de pontos projetados em (6, @) toda vez que inicia-se uma
novo ciclo de forcante. Numericamente, a se¢do de Poincaré ¢ obtida comparando as fases @
em dois instantes sucessivos do método de Runge-Kutta, reduzidas ao intervalo [-z, z]. O
entendimento da se¢dao de Poincaré serd de suma importancia para o entendimento do
algoritmo OGY de controle de caos. Observa-se que, na Figura 1, existem dois pontos
distintos na sec¢do, enquanto que na Figura 2 tem-se uma estrutura fractal, correspondente a

um atrator cadtico.

A variedade de comportamentos que o péndulo em questdo apresenta pode ser melhor

visualizada pelo diagrama de bifurcacdo mostrado a seguir:

& Bifurcacdo - dindmica do péndulo

Diagrama de bifurcagdo - frequéncia angular Eixo horizontal [amplitude do forgante]
como funcio da amplitude do forcante
minima:  [q
Condigties iniciais -
méximo:  [{ 5
fase inicial: (01
. Eixo vertical [frequéncia angular]
freq. angular inicial: g1
minima; .4
fase doforgante:  [p 1
masimo: (3
Parametros
fatar de Controle do método numérico
amortecimento:
2 Intervalo (h): 0,05
freq. angular do -
lieErE tempo maximo: [
EEEEEEET

Limpar

Figura 3: Diagrama de bifurcacio do péndulo mostrando séries de ® a cada ciclo de forcante

Na simulacdo em questdo, sdo fixados os parametros g € wp e variado no eixo horizontal o

parametro g. Para cada valor de g, o sistema de equagdes diferenciais ¢ resolvido
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numericamente, sendo plotados no eixo vertical os valores de @ a cada inicio de ciclo,
também desprezando um tempo transiente. Pode-se observar que, na regido onde g=1,07
temos dois valores de @ correspondentes, de modo coerente com o observado na Figura 1. De
modo semelhante, tem-se que, na regido onde g=/,15, um conjunto valores de @ indicando
que, dado um ponto na regido varrida por ®, existe uma iteragao finita tal que esse valor sera

atingido, o que ¢ caracteristica do comportamento cadtico.

A seguir ¢ mostrada uma simulagdo semelhante, sendo que com condic¢des iniciais distintas,

pertencentes a uma bacia de atragdo diferente.

w. Bifurcagdo - dindmica do péndulo

Diagrama de bifurcagio - frequéncia angular Eixo horizontal [amplitude do fargante]
como fungdo da amplitude da fargante
minima:  [q
CondigBes iniciaiz .
méximo:  [15

fase inicial: |3

0o Eixo vertical [frequéncia angular)

freq. angular inicial:  [p 1 Sy B
fase do forgante: (9 . Lll' i |E
maxima: |3
Pardmetroz . '
. i
fator de 2XE Controle do método numérico
amartecimenta: i
2 .
Interyvalo [k 0,05
freq. angular do .
et tempo maxime: (5
EEEEEEET

Limpar

Figura 4: Diagrama de bifurcacio do péndulo para outras condicdes inciais

Passemos agora a descri¢do tedrica do método de controle de caos a ser estudado, bem como

das técnicas a serem implementadas.
2.2- Localizagdo de UPO's no Pendulo Amortecido e For¢ado

Conforme visto no subitem anterior, o péndulo amortecido e forcado apresenta uma grande
variedade de comportamento dinamico, seguindo sucessivas bifurcagdes de periodo até que
tenhamos Orbitas completamente irregulares (periodo infinito), a medida que um dos

parametros ¢ variado.
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Desta forma, poder-se-ia pensar que, para levarmos o sistema que tenha comportamento
cadtico (indesejado) a um comportamento periddico, bastariamos ajustar os pardmetros em
valores tais que garantam essas novas condi¢cdes. No entanto, em situacdes reais, ¢ muito
provavel que nao se tenha liberdade suficiente para alterar significativamente os valores de

parametros do sistema.

Por outro lado, nos intervalos de combina¢des de pardmetros com comportamento cadtico, a
natureza fisica do problema nos garante a existéncia de infinitas Orbitas periodicas instaveis
(unstable periodic orbits, ou simplesmente UPO’s), de todos os periodos possiveis. Uma vez
que tais oOrbitas sdo instaveis, o sistema deve passar na vizinhanga dessas oOrbitas apenas por

um pequeno numero de ciclos.

Dessa forma, se for possivel fazer o sistema operar nas proximidades dessas oOrbitas, pode-se
ndo apenas tornar o mesmo periddico, como ter a possibilidade de escolher o periodo no qual

0 mesmo deve evoluir.

Na década de 1990, Ott, Grebogi e Yorke [3] desenvolveram um método elegante para o
controle de sistemas cadticos, baseado na existéncia de tais Orbitas periddicas instaveis no
atrator caotico, supondo que seja possivel aplicar, a cada ciclo, pequenas perturbagdes em um

dos parametros do sistema. O mesmo ¢ descrito sucintamente a seguir:

« Inicialmente, devem ser localizadas, em um atrator caotico, as proximidades de possiveis
oOrbitas periodicas instaveis de determinados periodos. Tal método pode ser aproximado,
em um mapa, por exemplo, através da resolu¢do numérica (método de Newton-Raphson

[2]) da equagdo x, = x,+1 =f(x4).

. Feito isso, deve-se verificar o efeito da variagdo de um parametro (por exemplo, ¢) do

sistema na posicao de uma orbita periodica instavel.

. Deve-se, portanto, ap6s cada tempo discreto (ciclo) avaliar qual a perturbacdo no

parametro dq para manter o sistema na vizinhanga dessa Orbita.

Vale lembrar que, no caso de mapas, cada ciclo corresponde a um tempo discreto, € as orbitas

periddicas dos diversos periodos correspondem a pontos fixos de periodos semelhantes.

No caso do péndulo amortecido e for¢ado, temos que o método deve ser aplicado na se¢ao de

Poincaré, que corresponde a um mapa de ordem 2. Nessas condi¢des, dada uma orbita
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periodica instavel, teremos uma variedade de atragdo e outra de repulsdo, definidas pelos

autovalores e autovetores da matriz m(6, ®), que define uma aproximagao linear do mapa:

() = (%)
'::1'5“-1 n

Um método para a localizacdo de orbitas periddicas instaveis de periodo 1, por exemplo, €
baseado no mapa do retorno, o qual foi implementado para o problema do péndulo em
ambiente Visual Basic. Nele, as equacdes diferenciais que regem o problema do péndulo sao

resolvidas numericamente, sendo definida uma secao de Poincaré.

Os pontos (6, w) da se¢do sdao plotados em eixos de 6;1; versus 6; € w;+; versus w,. Dessa
forma, os pontos da se¢do correspondentes a proximidade de orbitas periddicas isntdveis
devem satisfazer simultanecamente as duas condigdes de proximidade abaixo, sendo & um

numero pequeno que definird a precisao do algoritmo.
o |0-0i|<e
. | Wi+] ~; | <e¢

Assim sendo, o programa mostra o conjunto de pontos correspondentes ao mapa do retorno,
nos dois quadros superiores, para a posi¢ao angular e a velocidade angular. Nos quadros
abaixo, sdo plotados apenas os pontos que satisfazem simultaneamente os dois critérios de

proximidade.

Devem ser definidos, tal qual no programa desenvolvido anteriormente, pardmetros de
controle do método numérico, tais como o tempo total de simulagdo, o passo do método de
Runge-Kutta e o tempo transiente a ser desprezado, além dos parametros do sistema e

condi¢des iniciais para a integra¢do das equagdes diferenciais.

Tem-se, portanto, a Figura 5 mostrada a seguir:

17



. Mapa do Retorno [pendulo) _ O] x|

Mapa do retarno em teta Mapa do retarno em omega

Entradaz da simulacao

Pre-selecan de pontos proximos das bizssetrizes

tempa max.  {100000

freq. snapshot |0 GEREREET

amortec. |2—
amp. forc. IT
freq. forc. Im
teta inic. I‘I—
omega inic. |2—
phiivic. [0
pazzn [h] Ilj‘l—
I‘I—
I—
I—

terpa tranz. 00

Figura 5: Simulacio do mapa do retorno para o péndulo em 0 e ® com pré-selecio dos pontos fixos

No desenvolvimento do programa em questdo, foram encontrados diversos problemas em
relacdo a simulagOes realizadas concomitantemente. Primeiramente, torna-se necessaria a
simulacdo para um tempo total suficientemente elevado, do modo que a se¢do de Poincaré
numérica possua um numero consideravel de pontos. Isso acarreta em um grande esforco
computacional, levando muitas vezes a inviabilidade da simulagdo em plataforma Visual
Basic. Vale lembrar que, para cada ponto obtido na se¢do o método numérico para resolugao
do sistema de equacdes diferenciais ¢ implementado durante um ciclo completo de for¢ante, o
que corresponde a varios passos. Caso seja definida uma se¢do de Poincaré com um menor
numero de pontos, evitando o esforco computacional excessivo, tem-se uma grande chance de

nenhum dos pontos da secdo satisfazerem ambos os critérios de proximidade (em 6 e em w)

Por outro lado, a escolha do valor de ¢ ¢ também afetada pelo esforco computacional. Um
valor muito pequeno restringe o nimero de pontos que possam satisfazer os critérios,
exigindo novamente uma maior secdo se Poincaré a ser simulada. Por outro lado, um valor

mais elevado acarreta em pouca precisao.
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Assim sendo, a simulacdo da Figura 5 foi feita de modo a ajustar o valor da precisao

simultaneamente no cddigo fonte, bem como do tempo total de simulagao.

Como etapas posteriores, teremos a implementacdo dos dois passos posteriores do algoritmo

OGY de controle de sistemas cadticos.
2.3- Localizagdo de UPO’s no Mapa de Henon

De modo a estender o principio de localizagdo das oOrbitas periddicas instdveis, optou-se por
implementar um método alternativo, que engloba ordens superiores, para um sistema descrito
por uma mapa bidimensional, para que posteriormente a aplicagdo a se¢do de Poincaré do

péndulo amortecido e for¢ado fosse implementada.

O mapa de Hen6n € descrito pela forma recorrente mostrada a seguir:
Xpi1=A—x," + By,

Y+l = Xp

Onde 4 e B sdo parametros do sistema e x e y as variaveis dinamicas. Para os parametros 4 e
B respectivamente iguais a /,2 e 0,3 o sistema apresenta comportamento caodtico. Nessas
condi¢des, foi desenvolvido um programa em ambiente MATLAB para a definicao do atrator,

correspondente aos pontos x, € y, sendo desprezado o transiente.

Primeiramente, o atrator caotico é definido, sendo os pontos X, € y, armazenados em dois
vetores. Feito isso, na implementacdo do método descrito em [4], temos que existirda um valor
m de iteracdo na qual o ponto (x, , y») entrard na vizinhanga de uma 6rbita periddica instavel.
Por outro lado, 2 medida que passamos desse valor, iteracdes sucessivas mostrardo que a
orbita tende a sair dessas vizinhancas a medida que temos uma dire¢do de atracdo e outra de

repulsao.

A Figura 6 a seguir mostra o atrator de Henon obtido com o programa desenvolvido, sendo os

parametros A e B iguais a /,2 e 0,3, respectivamente.
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Figura 6: Atrator de Hendn para A=1,2 e B=0,3

Pode-se proceder com uma aproximacdo no atrator para verificar a estrutura fractal do

mesmo:

I I I I
0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 0.95

Figura 7: Zoom do atrator de Henén para os mesmos parametros A e B
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Dessa forma, temos um critério de comparagdo sendo realizado a medida que os valores que
armazenam x e y sdo percorridos para quando estivermos na vizinhanca de uma UPO, e um
critério de saida. Assim os valores de iteragdo de inicio e fim das varidveis em tais
vizinhang¢as sdo anotados. Esse critério depende do periodo que se deseja. Por exemplo, no

caso de drbitas de periodo 2, o critério de proximidade é:

| (6 Vv = (6 p)i | < g alémde [ (x, )iv1 = (x, ¥)i | > &

Caso apenas a primeira condi¢do fosse implementada, dentro das oOrbitas instaveis de periodo
2 seriam contabilizadas as drbitas de periodo 1. Para periodo 4, por exemplo, deve-se também
excluir as orbitas de periodo 1 e 2, através de uma condi¢cdo de negagdo de proximidade,

como feita no exemplo para periodo 2.

Por fim, os pontos correspondentes as Orbitas periddicas encontradas sdo plotados juntamente
com o atrator, mas com cor diferente. A nos mostra esse resultado, com os pontos em

vermelho representando uma orbita instavel de periodo 2:

095 .

05 0.65 0.7 075 0.a 0.85 0.s 0.95 1

Figura 8: Orbita periédica instavel de periodo 2 no atrator de Henén
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Novamente, procedeu-se com um zoom da Figura 8 para uma melhor visualizagdo dos pontos

correspondentes a UPO de periodo 2.

DEE T T T T T T T T T T T —
0.86 |- ]
0B4F -
ngzl i .

=
ogk 5 oy -

0.76

0.74 R s IV .

0.7 g .

063 ™ “ —
o,
! 1 1 ! 1 ! ! 1 L P !

0.72 0.74 0.78 0.7g 0.8 0.52 0.84 0.66 0.55 0.9 0.92

Figura 9: Zoom na regiio do atrator onde estiio os pontos correspondentes a UPO localizada

A programacdo em MATLAB permite uma série de vantagens com relagdo ao ambiente
Visual Basic, uma vez que os dados podem ser manipulados com maior facilidade e liberdade,

além de reduzir consideravelmente os problemas com esfor¢o computacional.

Feito isso, deve-se refinar a aproximagdo com um método numérico, tal qual descrito no

subitem anterior, bem como implementar as duas etapas conseqiientes do algoritmo OGY.
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CAPITULO 3

CONCLUSOES

Com base nos resultados mostrados nesse relatério, pode-se concluir que os métodos para
localizagdo de orbitas periodicas instaveis realmente comprovam tal existéncia em atratores

cadticos, o que possibilita a implementacao futura das outras etapas do algoritmo de OGY.

Como proximas etapas do presente trabalho, a definicdo da perturbacdo em um dos
parametros, tanto para o problema do pendulo, através da secdo de Poincaré, como no atrator
de Henon de modo direto serdo implementadas novamente em ambiente MATLAB, para a

verifica¢do dos resultados obtidos por Ott, Grebogi e Yorke [3].
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