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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é aplicar a teoria clássica de controle no projeto de um sistema 
de controle de atitude de satélites. Pretende-se apresentar os procedimentos de projeto 
para um sistema de controle de atitude contendo um volante de inércia suspenso por 
dois eixos cardan (gimbals), para um satélite estabilizado em três eixos numa órbita 
geoestacionária. A utilização de um volante de inércia com dois eixos cardan é uma 
opção bastante interessante porque, com apenas um dispositivo, é possível controlar o 
torque em torno dos três eixos do veículo, através do controle de velocidade da roda e 
do fenômeno do girotorqueamento com dois graus de liberdade. Se o tamanho da roda e 
a velocidade são determinados adequadamente é possível cancelar torques cíclicos sem 
empregar jatos de gás, usando-os apenas periodicamente para cancelar torques de 
perturbação seculares (que crescem linearmente com o tempo). Nesse sistema, baseado 
em um volante de inércia, é necessário apenas um sensor de arfagem/rolamento (sensor 
de Terra) para a manutenção precisa da atitude, diferentemente de sistemas de controle 
baseados em expulsão de massa os quais têm necessidade de utilização contínua de 
propulsores, além dos sensores de rolamento, arfagem e guinada. Considera-se que o 
satélite está na trajetória nominal em órbita e, portanto, que a fase de aquisição da 
atitude já tenha transcorrido. Serão determinadas propriedades específicas, leis e 
parâmetros de controle com o intuito de anular o torque de perturbação de pressão de 
radiação solar e o torque devido ao desalinhamento dos propulsores do sistema de 
correção de órbita. Será analisada a estabilidade do sistema de controle e serão obtidas 
respostas para torques de perturbações do tipo impulsivo, em degrau e cíclico. As 
equações do movimento são desenvolvidas partindo do pressuposto que o satélite é um 
corpo rígido com uma roda de inércia capaz de gerar momento angular internamente, o 
qual somado com o momento angular do veículo fornece o momento angular total. Os 
torques que agem sobre o satélite considerado no modelo são os torques de distúrbio 
devido à pressão de radiação solar, torques de desalinhamentos do vetor empuxo dos 
jatos de gás e o torque devido ao gradiente de gravidade. 
 
Palavras-chave: Controle. Atitude. Satélite. 
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DESIGN OF A CONTROL SYSTEM THAT USES A WHEEL 
ATTITUDE OF INERTIA SUSPENDED FOR TWO GIMBALS 

 
ABSTRACT 

The objective of this work is to apply the classical control theory in designing a system 
for satellite attitude control. It is intended to present the design procedures for an 
attitude control system containing a flywheel suspended by two gimbals, for three axis 
stabilized satellite in geostationary orbit. The use of a flywheel with two gimbals is an 
interesting option because with only one device it’s possible to control the torques about 
vehicle’s three axes; through the wheel speed control and gyrotorquing phenomenon. If 
the wheel size and speed are determined properly it’s possible to cancel cyclic torques 
without using gas jets, using them only periodically to cancel secular disturbance 
torques. In this system, based on a momentum wheel, just a sensor pitch/roll sensor 
(Earth) is necessary for the maintenance accurate of attitude, differently from control 
systems based on mass expulsion, which need continuous use of propellants besides the 
sensors roll, pitch and yaw. It is considered the satellite is in nominal orbit and, 
therefore, that the attitude’s acquisition phase has already elapsed. Specific properties, 
control laws and system parameters are determined in order to cancel the torque 
disturbance of radiation pressure and the torque due to misalignment of the thrusters of 
the orbit control system. The stability control system is analyzed and responses to 
impulsive disturbance torques in step and cyclic are obtained. The equations of motion 
are obtained assuming that the satellite is a rigid body with inertia wheel capable of 
generating angular momentum internally, which coupled with the angular momentum of 
the vehicle, provides the total angular momentum. The torques acting on the satellite, 
which was considered in the model, are the disturbance torques due to solar radiation 
pressure, torque thrust vector misalignments of gas jets and the torque due to gravity 
gradient.  
 
Key-words: Control. Attitude. Satellite. 
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1 INTRODUÇÃO 

O lançamento do primeiro satélite artificial da Terra, Sputnik I, em 1957 marcou o 

inicio da famosa corrida espacial entre EUA e União Soviética, ficando em órbita por 

seis meses antes de cair. O primeiro satélite dos EUA, Explorer I, devido a problemas 

de dissipação de energia em suas antenas, teve alteração do seu eixo de giro e ficou fora 

de controle. Em 1962 o Alouette I, e em 1964 o Explorer XX, ambos sofreram rotação 

rápida e degradação devido ao torque de radiação solar. Em 1969, o Applications 

Technology Satellite 5 (ATS5) ficou instável devido à dissipação de energia no tubo de 

calor, entrando em uma rotação perturbada. Atualmente os satélites exigem expectativa 

de vida cada vez maior para conclusão de missões espaciais, consequentemente a 

melhoria contínua do controle da dinâmica de atitude é algo inquestionável. 

Existem várias formas de controlar e estabilizar a atitude de um satélite em órbita, 

dentre elas estão as mais utilizadas como estabilização em três eixos, por rotação e por 

gradiente de gravidade. Neste projeto será utilizado o conceito de controle e 

estabilização ativa em três eixos, onde a atitude do veículo espacial é mantida através do 

uso de uma roda de inércia suspensa por dois eixos cardan (gimbals).  

Segundo Wertz (1978), dispositivos para armazenamento de momento angular são 

usados em satélites para diferentes propósitos, tais como aumentar a estabilidade contra 

torques de distúrbio, fornecer um momento angular variável permitindo operações a 1 

rpo (rotação por órbita) em missões orientadas para a Terra, absorver torques cíclicos e 

para transferir momento angular para o corpo do satélite para executar manobras de 

correção de atitude. 

Kaplan (1976) reporta que torques de controle de atitude produzidos por dispositivos de 

transferência de momento angular são geralmente utilizados quando o torque devido ao 

gradiente de gravidade, sozinho, não é suficientemente capaz de permitir uma 

satisfatória correção devido às perturbações ocasionadas pelo desalinhamento dos 

propulsores de correção de órbita e torques de pressão de radiação solar.   
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De forma geral sobre a lógica empregada neste projeto é que se os sensores detectarem 

que o satélite adquiriu qualquer movimento de perturbação, automaticamente as rodas 

de inércia mudam a direção do momento angular interno através da deflexão do eixo 

cardan (gimbals), de tal modo a anular os torques de distúrbio e manter a orientação 

adequada do satélite. 

1.1 OBJETIVOS 

O objetivo deste trabalho é aplicar a teoria clássica de controle no projeto de um sistema 

de controle de atitude de satélites. A teoria de controle automático aplicada neste projeto 

pode ser pensada como um conjunto de técnicas especiais para resolver equações 

diferenciais lineares. 

Necessita-se obter o modelo matemático que forneça as três equações linearizadas para 

os movimentos de rolamento, arfagem e guinada, em torno das condições nominais e 

posteriormente realizar o controle adequado e com precisão nos três eixos do satélite. 

1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Trabalhos semelhantes a este projeto foram citados em artigos e livros de dinâmica de 

atitude e controle. Barret (1992) relatou em seu artigo publicado pela NASA que para 

elaborar um sistema de controle de atitude é de extrema importância uma avaliação 

antecipada dos torques predominantes que poderão agir e influenciar a dinâmica do 

satélite em órbita. Em seu artigo foram feitas análises do critério de estabilidade para 

encontrar o dimensionamento necessário da roda de inércia e os parâmetros de controle 

adequados para os eixos de rolamento, arfagem e guinada. 

Kaplan (1976) por sua vez, em seu projeto de controle de atitude utilizando volantes de 

inércia, conseguiu estimar com perfeição os parâmetros de controle através de duas 

considerações: tempo de resposta do sistema e analisando analiticamente os requisitos 

de precisão e comparando com o erro em regime permanente para cada saída. A 

estabilidade e estimativa do ganho de autopilotagem escolhido teve uma análise mais 

detalhada usando como meio de avaliação o diagrama do lugar das raízes.  
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Wertz (1978) resume em seu trabalho que sistemas de controle de atitude que utilizam 

volantes de inércia basicamente são bastante comuns em projetos de veículos espaciais 

orientados para a Terra. Wertz (1978) relata que a vantagem deste tipo de projeto é que 

o volante de inércia pode ser usado como um atuador para o controle sendo uma 

ferramenta para responder mudanças da orientação nominal, por outro lado a 

desvantagem é que este equipamento é pesado e tem um custo relativamente elevado, 

sendo usado exclusivamente em veículos espaciais de grande porte.  

1.3 METODOLOGIA 

Os métodos a serem utilizados para atingir o objetivo são classificados nas seguintes 

etapas:  

a) aprofundamento nos estudos teóricos dos assuntos relacionados ao 

projeto: Notoriamente nas áreas da física (dinâmica de corpos rígidos), 

cálculo diferencial, cálculo vetorial, fundamentos da dinâmica orbital e de 

atitude, manobras de atitude, dispositivos para controle de atitude e teoria 

clássica de sistemas de controle automáticos; 

b) análise do sistema: Observar, interpretar e avaliar os requisitos do projeto;  

c) modelagem matemática do sistema: Através da utilização do conhecimento 

da física e matemática, esta etapa consiste em obter as equações do 

movimento. A base fundamental para formulação desta etapa está na teoria 

da Equação do Movimento de Euler, que correlaciona o torque com a 

derivada absoluta do momento angular total; 

d) linearização da Equação Diferencial: O objetivo nesta etapa é obter a 

equação do linearizada do movimento. Uma vez que a equação preliminar do 

movimento para este projeto é classificada como sendo uma equação 

diferencial não linear, é de extrema importância aplicar métodos de 

linearização das equações diferenciais de tal modo a facilitar assim a 

aplicação do controle; 
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e) aplicação da teoria clássica de controle: Após a obtenção da equação linear 

do movimento, será então aplicada a teoria clássica de controle para que 

assim seja feita a elaboração das leis de controle adequadas para o projeto;  

f) analise de estabilidade e das respostas: Analise da estabilidade será feita 

através do diagrama do lugar das raízes. Para averiguar qual o 

comportamento do satélite, serão testados diferentes tipos de entradas, o 

sistema será excitado com torques de tendências constantes (entrada degrau), 

impulsivas e cíclicas;  

g) apresentação das respostas e simulações: As respostas obtidas e as 

simulações do projeto assim como analise dos parâmetros de controle 

escolhidos serão apresentadas pelo software Matlab; 

1.4 CONTEÚDO DO TRABALHO 

O trabalho será divido em cinco partes, onde serão abordadas as etapas necessária para a 

obtenção do resultado final. Segue o descritivo de cada etapa: 

a) Introdução: São detalhados os conceitos iniciais do trabalho, tais como a 

base introdutória para elaboração dos demais capítulos; 

b) Fundamentos teóricos: nesta etapa são apresentadas as bases teóricas do 

projeto, em sua maior parte assuntos relacionados à dinâmica de atitude do 

satélite, controle linear e todos os conceitos relacionados; 

c) Projeto e implementação: Após coletar toda a base teórica necessária, será 

então aplicado o conhecimento adquirido para elaborar o projeto de controle 

de atitude do satélite com seus parâmetros pré-estabelecidos; 

d) Resultados e discussões: Os cálculos, gráficos e simulações implementados 

até esta etapa serão testados e seus resultados serão apresentados de forma 

clara e objetiva; 
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e) Conclusão: Os resultados obtidos serão analisados e por fim será dada uma 

conclusão satisfatória do que foi feito no projeto. Espera-se com esta etapa 

analisar o que se esperava no inicio do projeto e o que foi encontrado. 
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

2.1 DEFINIÇÃO DE ATITUDE 

Segundo Wertz (1978) a atitude de um veículo espacial é definida como sendo a 

orientação em relação a um referencial conhecido. O movimento capaz de alterar a 

atitude é, de forma resumida, qualquer rotação do veículo em torno do seu centro de 

massa.  

2.2 PRINCÍPIOS FÍSICOS 

Algumas propriedades físicas foram largamente utilizadas a fim de conhecer e controlar 

a atitude do veiculo espacial. Estes princípios são muito importantes e é extremamente 

fundamental uma breve base teórica sobre os principais conceitos. 

2.2.1 LEIS DE NEWTON 

Newton pode ser identificado como sendo a pessoa responsável por formalizar as leis 

físicas com as quais é possível determinar completamente o movimento linear. Ele 

provou três leis mecânicas sendo elas: 

1) A taxa de variação temporal da quantidade de movimento retilíneo de um corpo 

é proporcional à resultante das forças aplicadas sobre o corpo, ou seja, 

۴ ൌ 	 ௗ
ௗ௧
ሺ݉ܞሻ,                        (2.1) 

onde m é a massa do corpo e v é o vetor velocidade linear do corpo. Se a massa é 

constante, então a Equação 2.1 pode ser expressa como: 

  ۴ ൌ  (2.2)                             ,܉݉
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O vetor quantidade de movimento retilíneo da partícula de massa m da Figura 2.1, 

também denominado de momento linear, é definido por 

ܘ ≜ ሶ܀݉ .                        (2.5) 

O momento do momento linear em relação a um ponto arbitrário O é definido por 

ைܐ ≜ ሶ܀݉ܚ ,              (2.6) 

Uma vez que ܀ሶ ൌ ሶ܀ ை 	ܚሶ, a Equação 2.6 pode ser escrita como: 

ைܐ ൌ ሶܚ݉ܚ	  ሶ܀݉ܚ ை.                       (2.7) 

O primeiro termo do lado direito da Equação 2.7 é definido como o momento angular 

aparente no sistema de referência x,y,z, que está em movimento e o segundo termo do 

lado direito da Equação 2.7 é a correção devido ao movimento do ponto O. 

A taxa de variação temporal de h é de grande importância para o desenvolvimento das 

equações de movimento de atitude. Expandindo a derivada com relação ao tempo na 

Equação 2.7, é obtido: 

ሶܐ ை ൌ ሶܚሶ݉ܚ  ሷܚ݉ܚ  ሶ܀ሶ݉ܚ ை  ሷ܀݉ܚ ை. 

Porém ܚሶܚሶ ൌ , então: 

ሶܐ ை ൌ ሷܚ݉ܚ  ሶ܀ሶ݉ܚ ை  ሷ܀݉ܚ ை.            (2.8) 

Cada termo do lado direito da Equação 2.8 tem um significado físico. O primeiro 

representa a taxa de variação aparente do momento angular no sistema não inercial x,y,z. 

O segundo termo representa a correção devido à velocidade do ponto O. O último termo 

representa o efeito da aceleração do ponto O. 

A taxa de variação do momento angular pode ser equiparada com um torque aplicado 

com relação o mesmo ponto O. O momento de uma força agindo em m com relação ao 

ponto O é expresso por: 
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ைۻ ൌ  ۴,             (2.9)ܚ

onde ۻை representa o torque com relação ao ponto O aplicado sobre a partícula de 

massa m e, neste caso, ۴ ൌ ሷࡾ݉  que substituído na Equação 2.9 resulta: 

ைۻ ൌ ሷ܀݉ܚ ൌ ሷ܀݉൫ܚ ை   ሷ൯ܚ

ைۻ ൌ ሷ܀݉ܚ	 ை   ሷ.               (2.10)ܚ݉ܚ	

Substituindo a Equação 2.10 na Equação 2.8 e rearranjando os termos, é obtido: 

ைۻ ൌ ሶܐ ை െ ሶ܀ሶ݉ܚ ை.              (2.11) 

Ou, por equivalência, 

ۻ ൌ ሶܐ   ሶ܀ ை݉ܚሶ.                                             (2.12) 

Uma importante observação pode ser feita imediatamente da Equação 2.12. Se o ponto 

O é fixo no espaço ou r é constante, então: 

ைۻ ൌ ሶܐ ை.                                                      (2.13) 

Através da Equação 2.13 conclui-se que se o torque aplicado em relação ao ponto O é 

nulo, então não existe variação do momento angular da partícula em relação ao mesmo 

ponto O, neste caso ܐை é constante. Em outras palavras, o momento angular da partícula 

é conservado sob a condição de um torque nulo. 

2.3 SISTEMAS DE COORDENADAS E SUAS TRANSFORMAÇÕES 

Segundo Wertz (1978), para todo o descritivo de qualquer movimento de ponto material 

ou corpo rígido, deve-se necessariamente ter um ou mais sistemas de referência que 

possam orientar sobre a posição, velocidade, aceleração, rotação, quantidade de 

movimento; enfim, sistemas que possam dar a visão geral do movimento e como 

descrevê-lo. Nesta etapa do trabalho foi obtida a base teórica sobre o sistema inercial, 
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As componentes dos vetores mostrados na Figura 2.2 são representadas por: 

܀ ൌ ܺ۷  ܻ۸, 

ࡻ܀ ൌ ܺை۷  ைܻ۸, 

ܚ ൌ ܑݔ   .ܒݕ

Notando que ܀ ൌ ܗ܀    :as componentes X, Y são representados da seguinte forma ,ܚ

ܺ ൌ ܀ • ۷ ൌ ሺ܀ை  ሻܚ • ۷ ൌ ܺை  ۷ݔ • ܑ  ۷ݕ •  (2.14a)            ,ܒ

ܻ ൌ ܀ • ۸ ൌ 	 ሺ܀ை  ሻܚ • ۸ ൌ ைܻ  ۸ݔ • ܑ  ۸ݕ •  (2.14b)                .ܒ

Os produtos escalares I•i, I•j, J•i, J•j, são os cossenos diretores que representam a 

orientação de cada eixo de um sistema em relação ao outro. Considerando um sistema 

com duas dimensões mostrado na Figura 2.2, os cossenos diretores são: 

۷ • ܑ ൌ cos ߠ ൌ ۸ •  ܒ

۷ • ܒ ൌ െ senߠ ൌ െ۸ • ܑ 

Rearranjando os termos da Equação 2.14: 

ܺ െ ܺை ൌ ۷ݔ	 • ܑ  ۷ݕ • ܒ ൌ ݔ cos ߠ െ ݕ senߠ,                       (2.15a) 

ܻ െ ைܻ ൌ ۸ݔ • ܑ  ۸ݕ • ܒ ൌ ݔ	 sen ߠ  ݕ cos  (2.15b)                       .ߠ

A Equação 2.15 pode ser representada na forma matricial: 


ܺ െ ܺை
ܻ െ ைܻ

൨ ൌ ቂcos ߠ െ senߠ
sen ߠ cos ߠ

ቃ ቂ
ݔ
 ቃ     (2.16)ݕ

A matriz dos cossenos diretores é chamada de matriz de transformação. Por definição, 

quando se trata de uma transformação feita de um sistema ortogonal para outro sistema 

ortogonal, então a inversa da matriz de transformação é igual a sua transposta. Desta 

forma as componentes x, y são facilmente obtidas: 
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ξ
η
ζ
൩ ൌ 	 

cos ߠ 0 െ sin ߠ
0 1 0

sin ߠ 0 cos ߠ
൩ 
ξ’
η’
ζ’
൩ ൌ 	 

ξ’
η’
ζ’
൩,                           (2.18b) 

ቈ
ݔ
y
ݖ
 ൌ 	 

1 0 0
0 cos߮ sin߮
0 െ sin߮ cos߮

൩ 
ξ
η
ζ
൩ ൌ 	 

ξ
η
ζ
൩.                           (2.18c) 

Agora é possível fazer a transformação direta de X,Y,Z para x,y,z apenas combinando 

esta sequência de rotações, 

ቈ
ݔ
y
ݖ
 ൌ 	 

ξ
η
ζ
൩ ൌ  

ξ’
η’
ζ’
൩ ൌ 	઼ 

ܺ
ܻ
ܼ
൩. 

Observando que ઼ devem permanecer nesta ordem, porque rotações finitas não 

podem ser representadas como vetores e, portanto, não são comutativas. Isso 

corresponde a uma sequência de rotação em ߰, ߠ, e  ߮, com o qual também devem ser 

feitas nesta sequencia. Concluindo assim que a matriz de transformação de um sistema 

para o outro sob regime destas rotações é expresso da seguinte forma: 

હ ൌ ઼ 

હ



























coscossinsincoscossincossincossinsin

cossinsinsinsincoscoscossinsinsincos

sinsincoscoscos

. (2.19) 

Assim, હ transforma as componentes de um vetor expresso no sistema X,Y,Z para 

componentes expressos no sistema x,y,z e vice-versa: 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
 ൌ 	હ 

ܺ
ܻ
ܼ
൩,                                                    (2.20) 


ܺ
ܻ
ܼ
൩ ൌ 	હିଵ ቈ

ݔ
ݕ
ݖ
.                                                  (2.21) 
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em que ࣓ట,࣓ఏ	e	࣓ఝ são vetores que representam a taxa de variação angular de ߰,ሶ ሶߠ , ሶ߮  

respectivamente. Dependendo da escolha do sistema de coordenadas, estes vetores 

ficam com apenas uma componente ao longo de um único eixo. 

࣓ట - Rotação de ሶ߰  exclusivamente no eixo Z; 

࣓ఏ - Rotação de ߠሶ  exclusivamente no eixo η; 

࣓ఝ - Rotação de ሶ߮  exclusivamente no eixo x. 

Através das matrizes de transformação dadas pelas Equações 2.18 e 2.19, pode ser feita 

a transformação das componentes de cada vetor ࣓ట,࣓ఏ	e	࣓ఝ para o sistema de 

referência das coordenadas x,y,z 

࣓ట ൌ 		હ 
0
0
ሶ߰
൩ ൌ 	 

െ ሶ߰ sin ߠ
ሶ߰ sin ߮ cos ߠ
ሶ߰ cos߮ cos ߠ

,                                        (2.24a) 

࣓ఏ ൌ 	 
0
ሶߠ
0
൩ ൌ 

0
ሶߠ cos ߮
െߠሶ sin߮

,                                                 (2.24b) 

࣓ఝ ൌ 
ሶ߮
0
0
൩,                                                                           (2.24c) 

Assimilando as Equações 2.24 e 2.23, é obtido: 

 ൌ 
߱௫
߱௬
߱௭
൩ ൌ 

െ ሶ߰ sin ߠ
ሶ߰ sin ߮ cos ߠ
ሶ߰ cos߮ cos ߠ

  
0

ሶߠ cos߮
െߠሶ sin߮

  
ሶ߮
0
0
൩ 

߱௫ ൌ ሶ߮ െ ሶ߰ sin  (2.25a)                                                     ,ߠ

߱௬ ൌ ሶ߰ sin߮ cos ߠ  ሶߠ cos߮,                                         (2.25b) 

߱௭ ൌ ሶ߰ cos ߮ cos ߠ െ ሶߠ sin߮.                      (2.25c) 
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A Figura 2.5 mostra o movimento de um corpo rígido B em relação a um ponto fixo O’. 

O corpo B possui um sistema de referência x,y,z, fixo no corpo, com origem no centro 

de massa O. A velocidade absoluta de um elemento de massa mi que se encontra a uma 

distância ri de O é dada por: 

ܞ ൌ ைܞ	 	ሾܞሿ  	 ൈ  ,                                          (2.27)ܚ

em que ܞ ≜ ሶ܀ ; ܞை ≜ ሶ܀ ை é a velocidade absoluta da origem O do sistema de referência 

móvel x,y,z; ሾܞሿ ≜ ሾܚሶሿ é a velocidade de mi relativa ao sistema de referencia móvel 

x,y,z e ൈ   é a velocidade de mi devido à velocidade angular  do referencial móvelܚ

x,y,z em relação ao referencial fixo X,Y,Z. 

Devido ao fato de B ser considerado um corpo rígido, obviamente a velocidade relativa 

de ݉ é nula, pois as partículas estão fixas em relação ao referencial x,y,z, desta forma 

ሾܞሿ ൌ 0, então, 

ሶ܀  ൌ ܞ ൌ ሶ܀ ை   ൈ ܚ ൌ ைܞ   ൈ  .                               (2.28)ܚ

Aplicando a Equação 2.28 na definição do momento angular da Equação 2.6, 

ைܐ ൌ ܚ ൈ  ܞ݉

ைܐ ൌ ܚ ൈ ݉ሺܞை   ൈ  ሻ.                                      (2.29)ܚ

Se o corpo for pensado como um grande número de pequenas massas, então o momento 

angular total em relação ao ponto O de B é: 

ைܐ ൌܐை


ൌܚ ൈ ݉ሺܞை   ൈ ሻܚ


 

No qual é mais conveniente ser representado da seguinte forma: 

ைܐ ൌ 	∑ ܚ ൈ ሺ ൈ ሻ݉ܚ െ ைܞ ൈ ∑ ݉ܚ .                            (2.30) 

Pela definição, o centro de massa O é definido com o ponto sobre o qual 
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∑ ݉ܚ ൌ .                                                          (2.31) 

Agora a Equação 2.30 pode ser escrita da seguinte forma 

୭ܐ ൌ 	∑ ܚ ൈ ሺ ൈ ሻ݉ܚ .                                               (2.32) 

A Equação 2.32 também pode ser verdadeira se ܞ ൌ 0 na Equação 2.30, que seria 

fisicamente se O fosse fixo no espaço. Agora, se ݉ for pensando com uma massa ainda 

menor, aumentando assim o numero de elementos de massas, então a Equação 2.32 

pode ser expressa na forma de integral com relação ao corpo B. 

ைܐ ൌ 	 ܚ ൈ ሺ ൈ ݀݉	ሻܚ .                                             (2.33) 

Expandindo o termo do integrando na Equação 2.33, a expressão resultante é: 

ܚ ൈ ሺ ൈ ሻܚ ൌ ൣ߱௫ሺݕଶ  ଶሻݖ െ ߱௬ሺݕݔሻ െ ߱௭ሺݖݔሻ൧ܑ 

ൣെ߱௫ሺݕݔሻ  ߱௬ሺݔଶ  ଶሻݖ െ ߱௭ሺݖݕሻ൧ܒ 

	ൣെ߱௫ሺݖݔሻ െ ߱௬ሺݖݕሻ െ ߱௭ሺݔଶ   (2.34)             ,ܓଶሻ൧ݕ

em que x,y,z  e  ߱௫, ߱௬, ߱௭   são as componentes dos vetores ܚ	e	, respectivamente. 

A forma integrada da Equação 2.34 sobre as dimensões do corpo é rigorosamente uma 

função de distribuição de massas, notando que as componentes da velocidade angular 

são independentes da distribuição de massa. Assim, qualquer corpo rígido pode ser 

caracterizado por uma dada configuração constante a fim de estudar o momento angular 

e consecutivamente o movimento de atitude. Essas constantes são definidas como: 

௫ܫ ൌ  ሺݕଶ  ଶሻݖ ௬ܫ				,݉݀ ൌ  ሺݔଶ  ଶሻݖ ௭ܫ						,݉݀ ൌ  ሺݔଶ  ଶሻݕ ݀݉,            (2.35) 

௫௬ܫ ൌ 	 ሺݕݔሻ ௫௭ܫ										,݉݀ ൌ 	 ሺݕݔሻ ௬௭ܫ											,݉݀ ൌ 	 ሺݕݔሻ ݀݉,                    (2.36) 

em que ܫ௫, ,௬ܫ  ,௭, são os momentos de inércia do corpo em relação aos eixos x, y, zܫ

respectivamente e ܫ௫௬, ,௫௭ܫ  ௬௭ são os produtos de inércia do corpo B. Notando queܫ
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௫௬ܫ ൌ 	 ௫௭ܫ ,௬௫ܫ ൌ ௬௭ܫ ௭௫ eܫ ൌ 	  ௭௬, e também que os produtos de inércia podem assumirܫ

valores positivos ou negativos, enquanto os momentos de inércia só podem assumir 

valores positivos. Finalmente, o momento angular de B pode ser simplificado da 

seguinte forma 

ைܐ ൌ 	݄௫ܑ  ݄௬ܒ  ݄௭(2.37)                                                  .ܓ 

Utilizando como base as Equações 2.33, 2.35, 2.36 e 2.37, ܐ pode ser representando da 

seguinte forma: 

݄௫ ൌ 	 ௫߱௫ܫ െ ௫௬߱௬ܫ െ  ௫௭߱௭,          (2.38a)ܫ

݄௬ ൌ െܫ௫௬߱௫  ௬߱௬ܫ െ  ௬௭߱௭,            (2.38b)ܫ

݄௭ ൌ 	െܫ௫௭߱௫ െ ௬௭߱௬ܫ െ  ௭߱௭,           (2.38c)ܫ

que também pode ser expresso na forma de matriz: 

ܐ ൌ 	 
݄௫
݄௬
݄௭
 ൌ 	 

௫ܫ െܫ௫௬ െܫ௫௭
െܫ௫௬ ௬ܫ െܫ௬௭
െܫ௫௭ െܫ௬௭ ௭ܫ

 
߱௫
߱௬
߱௭
൩.             (2.39) 

A matriz que contem os momentos e os produtos de inércia é conhecida como tensor de 

inércia e é identificado aqui como I. Desta maneira, a Equação 2.39 pode ser escrita de 

forma mais simplificada, como sendo 

h = Iω,                (2.40)  

em que o subscrito O é descartado pois geralmente h é considerado como sendo medido 

em relação ao centro de massa, não havendo assim necessidade de ficar discriminando o 

ponto de referencia adotado. 

2.4.2 EQUAÇÕES DE EULER DO MOVIMENTO 

Quando considerado um corpo rígido, as equações que envolvem torque e momento 

angular normalmente são desenvolvidas através da equação geral de movimento de 
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atitude. Através da Equação 2.13 foi provado que um torque agindo sobre um ponto é 

equivalente à taxa de variação do momento angular deste mesmo ponto. Esta afirmação 

é valida para um corpo rígido quando o ponto em questão é fixo no espaço ou é o 

próprio centro de massa. No desenvolvimento a seguir, o torque pode ser pensando 

como sendo aplicado em relação ao centro de massa do corpo rígido, desta forma sem 

perder a generalidade,  

ۻ ൌ	ௗܐ
ௗ௧

.                                                          (2.41) 

A taxa de variação absoluta é  

ۻ ൌ	 ቂௗܐ
ௗ௧
ቃ

 	 ൈ  (2.42)                                                ,ܐ

em que o primeiro termo do lado direito da Equação 2.42 representa a taxa de variação 

aparente do momento angular no sistema de referência x,y,z fixo no corpo em 

movimento, e ൈ  é o complemento da variação do momento angular devido à ܐ

rotação do corpo.  

Expandido a Equação 2.42 em termo dos componentes vetoriais, 

ۻ ൌ ൫ ሶ݄ ௫  ߱௬݄௭ െ ߱௭݄௬൯ܑ  ൫ ሶ݄ ௬  ߱௭݄௫ െ ߱௫݄௭൯ܒ  ൫ ሶ݄ ௭  ߱௫݄௬ െ ߱௬݄௫൯(2.43)   ,ܓ 

representando assim três equações diferenciais que relacionam o torque aplicado com a 

taxa de variação do momento angular: 

௫ܯ ൌ 	 ሶ݄ ௫  ߱௬݄௭ െ ߱௭݄௬,                                      (2.44a)                             

௬ܯ ൌ 	 ሶ݄ ௬  ߱௭݄௫ െ ߱௫݄௭,                                      (2.44b) 

௭ܯ ൌ 	 ሶ݄ ௭  ߱௫݄௬ െ ߱௬݄௫.                                      (2.44c)                             

Estas são conhecidas como Equações de Euler do Movimento. Assim, de forma geral, o 

movimento de atitude de um corpo rígido pode ser modelado através dessas três simples 

equações. Nota-se que a Equação 2.44 é uma equação diferencial de primeira ordem em 
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e sua taxa de variação absoluta com relação ao tempo é expressa da seguinte forma: 

ௗܐ

ௗ௧
ൌ 	 ቂௗܐ

ௗ௧
ቃ

 	 ൈ  .ܐ

Substituindo o termo h já fornecido pela Equação 2.46, notando também que ܚሶ ൌ 0, 

pois o corpo é considerado rígido e não há variação do vetor r, então a derivada 

absoluta do momento angular é: 

ௗܐ

ௗ௧
ൌ 	 ሾݎሶ 	െ ሺܚ • ሶ ሻܚሿ	݀݉ 	 ሺܚ • ሻሺܚ ൈ ሻ ݀݉.                 (2.47) 

Por outro lado G também pode ser decomposto em sua uma forma mais completa. 

Começando por analisar a definição da Equação 2.9: 

ۻ ൌ ܚ ൈ ۴. 

Para o torque devido ao Gradiente de Gravidade existe um conjugado de vários torques 

sendo aplicados sobre o corpo, ou seja, o torque total G é a somatória de todos os 

torques sendo aplicados em cada partícula de massa: 

۵ ൌ  ܚ ൈ ݀۴	 .                                                  (2.48) 

Pela lei da Gravitação Universal expressa na Equação 2.4 e com base na representação 

vetorial dada pela Figura 2.7, a força F pode ser referenciada da seguinte forma: 

݀۴ ൌ െீሺ܀ೀାܚሻௗ

య|ܚ	ೀା܀|
.                                              (2.49) 

Onde ்݉ é a massa da Terra, e ሺ܀ை   ሻ representa o vetor posição que aponta doܚ	

centro da Terra para a partícula dm cujo modulo é |܀ை   pode ser ்݉ܩ O termo .|ܚ	

expresso pela constante ߤ⊕. Com essas informações, a força gravitacional agindo na 

partícula dm é 

݀۴ ൌ െ
ఓ⊕ሺ܀ೀାܚሻ

య|ܚ	ೀା܀|
.                         (2.50) 

Substituindo a Equação 2.50 na Equação 2.48: 
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۵ ൌ  ܚ ൈ ቂെ
ఓ⊕ሺ܀ೀାܚሻ

య|ܚ	ೀା܀|
ቃ ݀݉ .                                         (2.51) 

O termo |܀ை   :ଷ pode ser simplificado, notando que|ܚ	

ை܀|  ଶ|ܚ	 ൌ 	 ሺ܀ை  ሻܚ	 • ሺ܀ை   ሻܚ	

ை܀|  |ܚ	 ൌ 	ටܴை
ଶ  2ሺܚ • ைሻ܀   ଶݎ

ை܀|  |ܚ	 ൌ 	ඨܴை
ଶ ቆ1 

2ሺܚ • ைሻ܀

ܴை
ଶ 

ଶݎ

ܴை
ଶቇ 

ை܀|  |ܚ	 ൌ ܴைඨቆ1 
2ሺܚ • ைሻ܀

ܴை
ଶ 

ଶݎ

ܴை
ଶቇ 

ை܀|  ଷ|ܚ	 ൌ ܴை
ଷඨቆ1 

2ሺܚ • ைሻ܀

ܴை
ଶ 

ଶݎ

ܴை
ଶቇ

ଷ

 

ை܀|  ଷ|ܚ	 ൌ ܴை
ଷ ቆ1 

2ሺܚ • ைሻ܀

ܴை
ଶ 

ଶݎ

ܴை
ଶቇ

ଷ
ଶൗ

 

ை܀|  ଷି|ܚ	 ൌ 	 ଵ
ோೀ
య ൬1 

ଶሺ܀•ܚೀሻ

ோೀ
మ  మ

ோೀ
మ൰

ିଷ
ଶൗ

.                           (2.52) 

A fim de simplificar a Equação 2.52, aplica-se a expansão em Serie de Taylor no termo 

൬1 
ଶሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ  మ

ோೀ
మ൰

ିଷ
ଶൗ

, notando que ܴ ≫  :desta forma a expressão resultante é ,ݎ	

൬1 
ଶሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ  మ

ோೀ
మ൰

ିଷ
ଶൗ

ൌ 1 െ 3
ሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ  .ܱ.ܪ ܶ,                       (2.53) 

em que H.O.T é definido como Higher Order Terms. Pela expansão utilizando a serie de 

Taylor H.O.T é um valor que tende para zero, portanto: 
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൬1 
ଶሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ  మ

ோೀ
మ൰

ିଷ
ଶൗ

≅ 1 െ 3
ሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ .                                  (2.54) 

Substituindo os termos da Equação 2.54 em 2.52:  

܀|  ଷି|ܚ	 ≅ ଵ

ோೀ
య ൬1 െ 3

ሺ܀•ܚሻ

ோೀ
మ ൰.                                       (2.55) 

Substituindo os termos da Equação 2.55 em 2.51:  

۵ ൌ න ܚ ൈ ቈെߤ⊕ሺ܀ை  ሻܚ
1
ܴை
ଷ ቆ1 െ 3

ሺܚ • ைሻ܀

ܴை
ଶ ቇ ݀݉


 

۵ ൌ න ܚ ൈ ቈቆ
⊕ߤ3
ܴை
ହ ሺܚ • ை܀ைሻሺ܀  ሻቇܚ െ

⊕ߤ
ܴை
ଷ ሺ܀ை  	ሻܚ ݀݉


 

۵ ൌ න ቈቆ
⊕ߤ3
ܴை
ହ ሺܚ • ܚைሻ܀ ൈ ሺ܀ை  ሻቇܚ െ

⊕ߤ
ܴை
ଷ ܚ ൈ ሺ܀ை  ሻܚ ݀݉


 

۵ ൌ න ቈ
⊕ߤ3
ܴை
ହ ሺܚ • ܚைሻሺ܀ ൈ ሻ܀ െ

⊕ߤ
ܴை
ଷ 	ሺܚ ൈ ைሻ܀ ݀݉


 

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோೀ
ఱ  	ሺܚ • ܚைሻሺ܀ ൈ ைሻ݀݉܀ 

ఓ⊕
ோೀ
య  ሺ܀ை ൈ ݀݉	ሻ	ܚ , 

notando que RO do segundo termo do lado direito é independente da distribuição de 

massa sobre o corpo B e pode ser colocado fora da integral, 

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோೀ
ఱ  ሺܚ • ܚைሻሺ܀ ൈ ைሻ݀݉܀ 

ఓ⊕
ோೀ
య ை܀ ൈ  ݉݀	ܚ .                    (2.56) 

onde  r está referenciado no centro de massa, ou seja: 

 ݉݀	ܚ ൌ 0, 

permitindo assim que a Equação 2.56 seja escrita da seguinte forma: 

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோೀ
ఱ  ሺܚ • ܚைሻሺ܀ ൈ ைሻ݀݉܀ .                                    (2.57) 
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A fim de encontrar a condição de equilíbrio da Equação 2.57, o próximo passo é 

desenvolver analiticamente a equação referente à taxa de variação do momento angular 

ௗܐ

ௗ௧
. Primeiramente assume-se que o sistema de referencia nominal tenha os vetores 

unitários I,J,K na direção Zênite, trajetória da orbita e orbita normal respectivamente. 

Se a única variação angular do corpo é decorrente do movimento orbital ߠሶ , então a 

Equação 2.47 fornece:  

ܐ݀
ݐ݀

ൌ 	නሺܚ • ሻሺܚ ൈ ሻ


݀݉ 

ܐ݀
ݐ݀

ൌ 	නൣሺ۷ݔ  ۸ݕ  ۹ሻݖ • ሶ۹൧ൣሺx۷ߠ  y۸  z۹ሻߠሶ۹൧


݀݉ 

ܐ݀
ݐ݀

ൌ 	නߠሶൣݖሺߠሶ۷ݕ െ ۸൧ݔሶߠ


݀݉ 

ܐ݀
ݐ݀

ൌ ሶߠ	 ଶ නሾሺ۷ݖݕ െ ۸ሿݖݔ


݀݉ 

Usando a definição do produto de inércia fornecida pela Equação 2.36, então: 

ௗܐ

ௗ௧
ൌ ሶߠ	 ଶ൫ܫ௬௭۷ െ  ௫௭۸൯,                                           (2.58)ܫ

em que ܫ௬௭,  ௫௭ são os produtos de inércia com relação aos eixos x,y,z fixo no corpo emܫ

movimento, com o qual estão instantaneamente paralelos para I,J,K, respectivamente.  

Fazendo a mesma analogia sobre as referencias adotadas e notando através do modelo 

dado pela Figura 2.7, é conclusivo que ܀ ൌ ܴை۷. Desta forma a equação do torque 

devido ao gradiente de gravidade fornecido pela Equação 2.57 pode ser representada da 

seguinte forma: 

۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴை
ହ නሺ۷ݔ  ۸ݕ  ۹ሻݖ • ሺܴை۷ሻሾሺ۷ݔ  ۸ݕ  ۹ሻሺܴை۷ሻሿ݀݉ݖ
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۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴை
ହ නሺܴݔைሻሾሺܴݖை۸ െ ை۹ሻሿܴ݀݉ݕ


 

۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴை
ଷ නሺ۸ݖݔ െ ۹ሻ݀݉ݕݔ


 

Usando a definição do produto de inércia fornecida pela Equação 2.36: 

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோೀ
య ൫ܫ௫௭۸ െ  ௫௬۹൯.                                          (2.59)ܫ

Relacionando as Equações 2.58 e 2.59 e substituindo pelas componentes encontradas: 

۵ ൌ
ܐ݀
ݐ݀

 

ଷఓ⊕
ோೀ
య ൫ܫ௫௭۸ െ ௫௬۹൯ܫ ൌ ሶߠ	 ଶ൫ܫ௬௭۷ െ  .௫௭۸൯ܫ

Por definição de movimento de uma órbita ߠሶ ଶ ൌ ⊕ߤ	 ܴை
ଷ⁄ , desta forma a equação de 

equilíbrio fica: 

ଷఓ⊕
ோೀ
య ൫ܫ௫௭۸ െ ௫௬۹൯ܫ 	

ఓ⊕
ோೀ
య ൫ܫ௬௭۸ െ ௫௭۷൯ܫ ൌ 0.                           (2.60) 

É conclusivo através da Equação 2.60 que para haver equilíbrio é necessário que 

௫௬ܫ ൌ ௫௭ܫ ൌ ௬௭ܫ ൌ 0, ou seja, o corpo deve ter seus eixos principais de inércia alinhados 

com o sistema de referencia I,J,K de tal forma que os produtos de inércia sejam nulos. 

O movimento estável utilizando como referência as coordenadas I,J,K já pode ser 

investigado, no entanto, de forma mais geral, é conveniente expressar as componentes 

vetoriais no sistema de referencia que seja fixo ao corpo rígido em movimento x,y,z  

com os vetores unitários i,j,k respectivamente, sendo esta direção não necessariamente 

coincidente com a direção nominal I,J,K. Desta forma a Equação 2.57 é reescrita: 

۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴ

ହ නൣሺܑݔ  ܒݕ  ሻܓݖ • ሺܴ௫ܑ  ܴ௬ܒ  ܴ௭ܓሻ൧


• ൣሺܑݔ  ܒݕ  ሻሺܴ௫ܑܓݖ  ܴ௬ܒ  ܴ௭ܓሻ൧݀݉ 
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۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴ

ହ නൣ൫ܴݔ௫  ௬ܴݕ  ௭ܴݕ௭൯൧ൣ൫ܴݖ െ ௬൯ܑܴݖ  ሺܴݖ௫ െ ܒ௭ሻܴݔ


 ൫ܴݔ௬ െ  ൧݀݉ܓ௫൯ܴݕ

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோ

ఱ  ൣ൫ܴݕݔ௫ܴ௭  ଶܴ௬ܴ௭ݕ  ௭ܴݖݕ
ଶ െ ௫ܴ௬ܴݖݔ െ ௬ܴݖݕ

ଶ െ ଶܴ௬ܴ௭൯ܑݖ 
	


൫ܴݖݔ௫
ଶ  ௫ܴ௬ܴݖݕ  ଶܴ௫ܴ௭ݖ െ ଶܴ௫ܴ௭ݔ െ ௬ܴ௭ܴݕݔ െ ௭ܴݖݔ

ଶ൯ܒ  ൫ݔଶܴ௫ܴ௬  ௬ܴݕݔ
ଶ 

௬ܴ௭ܴݖݔ െ ௫ܴݕݔ
ଶ െ ଶܴ௫ܴ௬ݕ െ  .൧݀݉ܓ௫ܴ௭൯ܴݖݕ

Usando novamente a definição da Equação 2.36 sobre produtos de inércia: 

۵ ൌ
ଷఓ⊕
ோ

ఱ ൣ൫ ሺݕଶ െ ଶሻܴ௬ܴ௭ݖ
	
 ݀݉  ௫௬ܴ௫ܴ௭ܫ  ௬௭ܴ௭ܫ

ଶ െ ௫௭ܴ௫ܴ௬ܫ െ ௬௭ܴ௬ܫ
ଶ൯݀݉൧ܑ 

ൣ൫ ሺݖଶ െ ଶሻܴ௫ܴ௭ݔ
	
 ݀݉  ௫௭ܴ௫ܫ

ଶ  ௬௭ܴ௫ܴ௬ܫ െ ௫௬ܴ௬ܴ௭ܫ െ ௫௭ܴ௭ܫ
ଶ൯݀݉൧ܒ 

ൣ൫ ሺݔଶ െ ଶሻܴ௫ܴ௬ݕ
	
 ݀݉  ௫௬ܴ௬ܫ

ଶ  ௫௭ܴ௬ܴ௭ܫ െ ௫௬ܴ௫ܫ
ଶ െ   ܓ௬௭ܴ௫ܴ௭൯݀݉൧ܫ

Neste projeto e na maioria dos casos, os eixos fixo ao corpo em movimento x,y,z 

apontados na direção i,j,k respectivamente são considerados como sendo os eixos 

principais de inércia, então por definição e por simplicidade os produtos de inércia 

,௫௬ܫ   :௬௭ são nulos pois não há anti-simetria na distribuição de massas. Assimܫ	e	௫௭ܫ

۵ ൌ
⊕ߤ3
ܴ

ହ ቈቆܴ௬ܴ௭ නሺݕଶ െ ଶሻݖ


݀݉ቇ ܑ  ቆܴ௫ܴ௭ නሺݖଶ െ ଶሻݔ


݀݉ቇ ܒ

 ቆܴ௫ܴ௬ නሺݔଶ െ ଶሻݕ


݀݉ቇܓ 

.             (2.61) 

Comparando a Equação 2.61 com as expressões encontradas na Equação 2.35 para os 

momentos principais de inércia, é notável que: 

 ሺݕଶ െ ଶሻݖ ݀݉ ൌ  ሺݔଶ  ଶሻݕ ݀݉ െ  ሺݔଶ  ଶሻݖ ݀݉ ൌ ௭ܫ െ  ௬,             (2.62a)ܫ

 ሺݖଶ െ ଶሻݔ ݀݉ ൌ  ሺݕଶ  ଶሻݖ ݀݉ െ  ሺݔଶ  ଶሻݕ ݀݉ ൌ ௫ܫ െ  ௭,             (2.62b)ܫ

 ሺݔଶ െ ଶሻݕ ݀݉ ൌ  ሺݔଶ  ଶሻݖ ݀݉ െ  ሺݕଶ  ଶሻݖ ݀݉ ൌ ௬ܫ െ  ௫.             (2.62c)ܫ
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Substituindo as expressões da Equação 2.62 em 2.61, é obtido: 

௫ܩ ൌ
ଷఓ⊕
ோ

ఱ ൫ܫ௭ െ  ௬൯ܴ௬ܴ௭,                                           (2.63a)ܫ

௬ܩ ൌ
ଷఓ⊕
ோ

ఱ ሺܫ௫ െ  ௭ሻܴ௭ܴ௫,               (2.63b)ܫ

௭ܩ ൌ
ଷఓ⊕
ோ

ఱ ൫ܫ௬ െ  ௫൯ܴ௫ܴ௬.               (2.63c)ܫ

Seguindo o modelo da Figura 2.7, a Equação 2.63 representa o caso mais geral do 

torque devido ao gradiente de gravidade, desde que os eixos fixos ao corpo sejam os 

eixos principais de inércia conforme já citado anteriormente. Para o projeto e 

implementação deste trabalho, um novo sistema de referencia nominal será descrito. 

Considera-se o sistema de referência que tem suas componentes X,Y,Z e os vetores 

unitário I,J,K alinhadas com a trajetória da orbita, orbita normal e nadir 

respectivamente, conforme orientação da Figura 3.1. Através da consideração 

preliminar do modelo dado pela Figura 2.7, o vetor R é definido como tendo sua origem 

no centro da Terra e apontando para o centro de massa do satélite. Desta forma, no novo 

sistema de referencias adotado X,Y,Z, o vetor R terá apenas uma componente na direção 

oposta de nadir, ou seja, na direção de zênite. Para transformar a componente de R para 

as coordenadas que tem como referencia os eixos principais de inércia x,y,z fixo ao 

corpo em movimento, basta aplicar a matriz de transformação dada na Equação 2.19 

para uma sequencia de rotação 3-2-1: 

܀ ൌ 
ܴ௫
ܴ௬
ܴ௭
 ൌ હ 

0
0
െܴ

൩ ൌ 
ܴ sen ߠ

െܴ sen߮ cos ߠ
െܴ cos߮ cos ߠ

൩.                                (2.64) 

Considerando que os desvios angulares ocorridos do corpo rígido em movimento com 

relação ao referencial nominal sejam pequenos, desta forma as aproximações sen ߠ ≅

,ߠ sen߶ ≅ ߶	e cos ߠ ≅ 1 são validas. Aplicando esta aproximação na Equação 2.64: 

ܴ௫ ൌ  (2.65a)    ,ܴߠ
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ܴ௬ ൌ െܴ߮,                             (2.65b) 

ܴ௭ ൌ െܴ.                                (2.65c) 

Substituindo os termos da Equação 2.65 na Equação 2.63, o torque devido ao gradiente 

de gravidade para pequenas deflexões angulares é obtido: 

௫ܩ ൌ െ
ଷఓ⊕
ோయ

൫ܫ௬ െ  ௭൯߮,                (2.66a)ܫ

௬ܩ ൌ െ
ଷఓ⊕
ோయ

ሺܫ௫ െ  (2.66b)                ,ߠ௭ሻܫ

௭ܩ ൌ െ
ଷఓ⊕
ோయ

൫ܫ௬ െ ߮ߠ௫൯ܫ ≅ 0.                                    (2.66c) 

Notando que ܩ௭ ≅ 0 porque o produto resultante de ߮ߠ é aproximadamente nulo devido 

as pequenas deflexões consideradas. 

Para uma órbita geoestacionária pode-se relacionar a velocidade angular com a seguinte 

definição: 

ఓ⊕
ோయ
ൌ ߱ଶ, 

onde ߱ representa a taxa de variação orbital ߱ ൌ 7,28 ൈ 10ିହ	ݏ/݀ܽݎ 

Usando esta definição, a Equação 2.66 fica: 

௫ܩ ൌ െ3߱ை
ଶ൫ܫ௬ െ  ௭൯߮,          (2.67a)ܫ

௬ܩ ൌ െ3߱ை
ଶሺܫ௫ െ  (2.67b)          ,ߠ௭ሻܫ

௭ܩ ൌ 0.                       (2.67c) 

A Equação 2.67 representa o torque devido ao gradiente de gravidade com relação aos 

eixos principais de inércia sob a condição de pequenos desvios angulares com relação 

ao referencial nominal. Esta equação será posteriormente utilizada no projeto como 

sendo um dos torques responsáveis pelo movimento de atitude do satélite.  
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௪ܐ ൌ ሺcos ߜ sin ሻ݄௪ܑߛ െ ሺcos ߜ cos ܒሻ݄௪ߛ െ ሺsin  (3.4)                ,ሻ݄௪ߜ

em que  e   são os ângulos de rolamento e guinada do cardam, respectivamente. 

Substituindo o primeiro termo do lado direito da Equação 3.1 com as componentes das 

Equações 3.2, 3.3 e 3.4, é obtido: 

ቂௗܐ
ௗ௧
ቃ

ൌ ቂௗ

ሺூೣ ఠೣሻ

ௗ௧
 ௗሺೢ ୡ୭ୱఋ ୱ୧୬ఊሻ

ௗ௧
ቃ ܑ, 

														 ቂ
ௗ൫ூఠ൯

ௗ௧
െ ௗሺೢ ୡ୭ୱఋ ୡ୭ୱఊሻ

ௗ௧
ቃ  ,ܒ

				 ቂௗሺூఠሻ

ௗ௧
െ	ௗሺೢ ୱ୧୬ఋሻ

ௗ௧
ቃ  .ܓ

Expandindo e resolvendo as derivadas em relação ao tempo: 

ቂௗܐ
ௗ௧
ቃ

ൌ ௫ܫൣ ሶ߱ ௫ െ	ߜሶሺsin	ߜ	sin	ߛሻ݄௪  ሶሺcosߛ ߜ cos ሻ݄௪ߛ  ሺcos ߜ cos ሻߛ ሶ݄௪൧ܑ 

௬ܫൣ ሶ߱ ௬ 	ߜሶ	ሺsin ߜ cos ሻ݄௪ߛ 	ߛሶ ሺcos ߜ sin ሻ݄௪ߛ െ ሺcos ߜ cos ሻߛ ሶ݄௪൧ܒ 

௭ܫൣ ሶ߱ ௭ െ ሶሺcosߜ	 ሻ݄௪ߜ െ ሺsin ሻߜ ሶ݄௪൧(3.5)   .ܓ 

Combinando o segundo termo do lado direito da Equação 3.1 com as Equações 3.2, 3.3 

e 3.4:  

ൈ 	ܐ ൌ 	 ൫߱௫ܑ	  	߱௬ܒ	  	߱௭ܓ൯ሼሾܫ௫߱௫  ሺcos ߜ sin 	ሻ݄௪ሿܑߛ  ௬߱௬ܫൣ െ

ሺcos ߜ cos ܒሻ݄௪൧ߛ  ሾܫ௭߱௭ െ ሺsin ሻߜ ݄௪ሿܓሽ. 

Resolvendo o produto vetorial, então: 

ൈ 	ܐ ൌ 	 ൣ߱௬ሺܫ௭߱௭ െ ݄௪ sin ሻߜ െ ߱௭൫ܫ௬߱௬ െ ݄௪ cos ߜ cos ൯൧ܑߛ  ሾ߱௭ሺܫ௫߱௫ 

݄௪ cos ߜ sin ሻߛ െ ߱௫ሺܫ௭߱௭ െ ݄௪ sin ܒሻሿߜ  ߱௫൫ܫ௬߱௬ െ ݄௪ cos ߜ cos ൯ߛ െ

߱௬ሺܫ௫߱௫  ݄௪ cos ߜ sin  (3.6)                  .ܓሻሿߛ

Substituindo os termos encontrados nas Equações 3.5 e 3.6 na Equação 3.1, então:  
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܂  ۵ ൌ	 ௫ܫൣ ሶ߱ ௫ െ ሶሺsinߜ ߜ sin ሻ݄௪ߛ  ሶሺcosߛ ߜ cos ሻ݄௪ߛ  ሺcos ߜ sin ሻߛ ሶ݄௪ 

߱௬ሺ߱௭ܫ௭ െ ݄௪ sin ሻߜ െ ߱௭൫߱௬ܫ௬ െ ݄௪ cos ߜ cos ൯൧ܑߛ 

௬ܫൣ ሶ߱ ௬ 	ߜሶ	ሺsin ߜ cos ሻ݄௪ߛ 	ߛሶ ሺcos ߜ sin ሻ݄௪ߛ െ ሺcos ߜ cos ሻߛ ሶ݄௪  ߱௭ሺܫ௫߱௫ 

݄௪ cos ߜ sin ሻߛ െ ߱௫ሺܫ௭߱௭ െ ݄௪ sin ܒሻ൧ߜ  ௭ܫൣ ሶ߱ ௭ െ ሶሺcosߜ	 ሻ݄௪ߜ െ ሺsin ሻߜ ሶ݄௪ 

߱௫൫ܫ௬߱௬ െ ݄௪ cos ߜ cos ൯ߛ െ ߱௬ሺܫ௫߱௫  ݄௪ cos ߜ sin  (3.7)           .ܓሻ൧ߛ

A Equação 3.7 é classificada como sendo uma equação diferencial ordinária de primeira 

ordem não linear. A equação do movimento pode ser linearizada considerando que as 

deflexões angulares que ocorrem no eixo cardan sejam pequenas. Esta aproximação 

permite fazer as seguintes substituições: 

sin ߜ ൌ  ,ߜ

sin ߛ ൌ  (3.8)                ,ߛ

cos ߜ ൌ cos γ ൌ 1. 

Desvios do momento nominal da roda hn também são considerados pequenos, permitido 

assim que ݄௪ ൌ ݄. Aplicando a Equação 3.8, os componentes de controle da roda de 

momento podem são definidos usando como base a Equação 3.4: 

݄௫ ൌ  ,݄ߛ	

݄௭ ൌ െ݄ߜ,                           (3.9) 

ሶ݄
௬ ൌ 	െ ሶ݄

௪. 

Evidentemente o vetor velocidade angular ω depende linearmente das rotações ሶ߰ ሶߠ	, , ሶ߮ , 

e ߱ tal que : 

 ൌ ࣓ట ࣓ఏ  ࣓ఝ ࣓,                                        (3.10) 

em que ࣓ట, ࣓ఏ	e	࣓ఝ representam os vetores rotação no eixo de guinada, arfagem e 

rolamento, respectivamente e ࣓ representa o vetor velocidade angular decorrente da 
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órbita geoestacionária. Juntos e somados esses vetores representam a velocidade angular 

total do veiculo. O vetor velocidade angular deve ter suas componentes representadas 

com relação aos eixos principais de inércia x,y,z, e para realizar esta conversão basta 

aplicar a matriz de transformação expressa nas Equações 2.18 e 2.19. Uma vez que a 

conversão dos vetores ࣓ట,࣓ఏ	݁	࣓ఝ já foram obtidas através da Equação 2.24, resta 

converter o vetor ࣓ para as componentes dos eixos principais de inércia: 

࣓ ൌ 	 
߱௫
߱௬
߱௭
൩ ൌ હ 

0
െ߱
0
൩ ൌ 	 

െ߱ cos ߠ sin߰
െ߱ሺcos߮ cos߰  sin߮ sin ߠ sin߰ሻ
െ߱ሺെ sin߮ cos߰  cos߮ sin ߠ sin߰ሻ

,         (3.11) 

notando que a componente ߱ da velocidade angular orbital é negativa porque é oposta 

ao sentido da rotação de arfagem já adotado, conforme mostra a Figura 3.1. 

Combinando as Equações 2.24, 3.11 e substituindo na Equação 3.10, a velocidade 

angular em termo das componentes ao longo dos eixos principais de inércia é obtido:  

 ൌ	 
െ ሶ߰ sin ߠ
ሶ߰ sin߮ cos ߠ
ሶ߰ cos ߮ cos ߠ

  
0

ሶߠ cos ߮
െߠሶ sin߮

  
ሶ߮
0
0
൩  

െ߱ cos ߠ sin߰
െ߱ሺcos߮ cos߰  sin߮ sin ߠ sin߰ሻ
െ߱ሺെ sin߮ cos߰  cos߮ sin ߠ sin߰ሻ

 

 ൌ 
ሶ߮ െ ߱ cos ߠ sin߰ െ ሶ߰ sin ߠ

ሶߠ cos ߮ െ ߱ሺcos߮ cos߰  sin߮ sin ߠ sin߰ሻ  ሶ߰ sin߮ cos ߠ
ሶ߰ cos ߮ cos ߠ െ߱ሺെ sin߮ cos߰  cos߮ sin ߠ sin߰ሻ െ ሶߠ sin߮

.        (3.12) 

Novamente considerando que as deflexões angulares ocasionadas no corpo rígido em 

relação ao referencial nominal sejam pequenas, a Equação 3.12 pode também ser 

linearizada: 

 ൌ 
߱௫
߱௬
߱௭
൩ ≅ 

ሶ߮ െ ߰߱
ሶߠ െ ߱
ሶ߰߮߱

,                                           (3.13) 

cuja derivada com relação ao tempo é: 
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ሶ ൌ 
ሶ߱ ௫
ሶ߱ ௬
ሶ߱ ௭
 ൌ 

ሷ߮ െ ሶ߰߱
ሷߠ

ሷ߰ ሶ߮ ߱

.                    (3.14) 

Aplicando as aproximações fornecidas nas Equações 3.8 e 3.9 na Equação 3.7, é obtido: 

܂  ۵ ൌ	 ௫ܫൣ ሶ߱ ௫  ሶ݄
௫  ߱௬ሺ߱௭ܫ௭  ݄௭ሻ െ ߱௭൫߱௬ܫ௬ െ ݄൯൧ܑ

 ௬ܫൣ ሶ߱ ௬ െ ሶ݄
௬  ߱௭ሺܫ௫߱௫  ݄௫ሻ െ ߱௫ሺܫ௭߱௭ െ ݄௭ሻ൧ܒ

 ௭ܫൣ ሶ߱ ௭ 	 ሶ݄ ௭  ߱௫൫ܫ௬߱௬ െ ݄൯ െ ߱௬ሺܫ௫߱௫  ݄௫ሻ൧ܓ 

.           (3.15) 

Substituindo ۵ pela Equação 2.67,  pela Equação 3.13, ሶ  pela Equação 3.14 e 

isolando ܂ em 3.15, a equação linearizada do movimento é obtida: 

௫ܶ ൌ ௫ܫ ሷ߮  ൣ4߱ଶ൫ܫ௬ െ ௭൯ܫ  ݄߱൧߮  ൣെ߱൫ܫ௫ െ ௬ܫ  ௭൯ܫ  ݄൧ ሶ߰  ሶ݄
௫ െ ݄߱௭,                            

(3.16a) 

௬ܶ ൌ ሷߠ௬ܫ  ൣ3߱
ଶሺܫ௫ െ ߠ௭ሻ൧ܫ  ሶ݄

௬,                                                  (3.16b) 

௭ܶ ൌ ௭ܫ ሷ߰  ൣ߱ଶ൫ܫ௬ െ ௫൯ܫ  ݄߱൧߰ െ ൣെ߱൫ܫ௫ െ ௬ܫ  ௭൯ܫ  ݄൧ ሶ߮  ሶ݄
௭  ݄߱௫.

  (3.16c) 

3.2 PROJETO DE CONTROLE PARA O EIXO DE ARFAGEM 

Projeto de controle automático de arfagem é relativamente mais simples do que os 

outros eixos, uma vez que seu movimento é independente e desacoplado dos demais 

eixos. Pelas especificações do satélite dados na Tabela 3.1, temos que ܫ௫ ൌ  ௭, destaܫ

forma a equação linearizada do movimento de arfagem pode ser simplificada para: 

௬ܶ ൌ ሷߠ௬ܫ  ሶ݄
௬,        (3.17) 

em que ሶ݄ ௬ representa a taxa de variação do momento angular da roda de inércia e tem 

o objetivo de impor diretamente o torque de controle sobre o eixo de arfagem. Uma vez 

que os sensores disponíveis podem fornecer apenas as medições angulares e para haver 
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Combinando as Equações 3.25 e 3.23, então a função de transferência assume a seguinte 

forma: 

ሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ଵ

ூሺ௦ାఠሻమ
.                        (3.26) 

A seleção do ganho de autopilotagem ܭ é baseada em duas considerações, tempo de 

resposta do sistema e erro no estado estacionário. Uma vez que o requisito de precisão 

em arfagem é especificado na Tabela 3.1, então o erro no estado estacionário deve ser 

ߠ ൏ 0,05°. Além disso, a Tabela 3.1 mostra também que o principal torque externo é a 

pressão de radiação solar que é senoidal com frequência orbital e tem um máximo de 

௬ܶ ൌ 10ିସܰ.݉. Assumindo que a constante de tempo derivativo ߬ seja muito menor 

do que o período orbital, então haverá determinados períodos em que o sistema se 

comportará como um sistema do tipo entrada degrau, e esses instantes serão os picos da 

resposta senoidal. Desta forma o erro máximo no estado estacionário pode ser estimado 

utilizando o teorema do valor final. 

௦௦ߠ ൌ lim௦→ sΘሺݏሻ.                            (3.27) 

Considerando entrada do tipo degrau na variável de Laplace, ௬ܶሺݏሻ ൌ
ଵషర

௦
ܰ.݉ , então 

a saída é: 

Θሺݏሻ ൌ ଵ

௦

ଵషర

ூሺ௦ାఠሻమ
.                       (3.28) 

Substituindo a Equação 3.28 na Equação 3.27 temos que: 

௦௦ߠ ൌ
ଵషర

ூఠ
మ ൌ

ଵషర


.               (3.29) 

Através da Equação 3.29 e usando o método de tentativas e erros, um valor 

aparentemente adequado para a seleção do ganho é de ܭ ൌ  que pela ,݀ܽݎ/݉.ܰ	0,275

Equação 3.24 fornece ߱ ൌ e ߬ ݏ/݀ܽݎ	0,02622 ൌ  Esta seleção gera um máximo .ݏ80

erro de arfagem de: 
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௦௦ߠ ൌ
ଵషర

,ଶହ
ൌ 3,6336 ൈ 10ିସ	݀ܽݎ ൌ 0,0208°, 

ou seja, bem abaixo do requisito de precisão de 0,05°. 

Para analisar a estabilidade do sistema e avaliar o ganho pré-selecionado ܭ ൌ

 será plotado o diagrama do lugar das raízes utilizando a ferramenta ,݀ܽݎ/݉.ܰ	0,275

Matlab. Para realizar tal procedimento, inicialmente é necessário obter a função de 

transferência em malha aberta que atribui às condições de localização dos pólos no 

gráfico do lugar das raízes. Através da Figura 3.5, é deduzível que: 

ሻݏሺܩ ൌ ଵ

ூ௦మ
ሻݏሺܪ   , ൌ ݏሺ߬ܭ  1ሻ,   (3.30) 

em que G(s) é a função de transferência referente à dinâmica do satélite ou, em termos 

de controle, pode ser chamada de planta do sistema. Já a função H(s) é a função de 

transferência de realimentação do sistema, decorrente do controle proporcional 

derivativo (PD). 

De forma geral, a função de transferência do sistema é: 

ሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ீሺ௦ሻ

ଵାீሺ௦ሻுሺ௦ሻ
.                   (3.31) 

Segundo Ogata (1997), através da teoria clássica de controle, conclui-se que a condição 

de pólo da função de transferência seja: 

1  ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൌ 0                 (3.32a) 

ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൌ െ1           (3.32b) 

Ou na forma pólar,  

|ሻݏሺܪሻݏሺܩ| ൌ 1            (3.32c) 

ሻݏሺܪሻݏሺܩ∠ ൌ േ180°, േ540°,…                (3.32d) 

Onde a função de transferência de malha aberta é: 
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Tabela 3.2 – Parâmetros de controle (eixo de arfagem) 

Parâmetros de controle (eixo de arfagem) Valores 

 , ganho de autopilotagem. 0,275 N.m/radܭ

߬, constante de tempo derivativo. 80s 

߱, frequência natural. 0,0262 rad/s 

 , fator de amortecimento. 1ߞ

3.3 PROJETO DE CONTROLE PARA OS EIXOS DE ROLAMENTO E GUINADA 

Segundo Kaplan (1976), o acoplamento entre os eixos de rolamento e guinada é 

resultado da orientação da roda de momento, no qual é nominal ao longo do eixo normal 

a orbita. Um conveniente recurso da roda de momento é que ela pode fornecer 

acoplamento entre os eixos de rolamento e guinada permitindo um controle preciso sem 

usar um sensor angular direto para guinada. Os torques de controle são produzidos 

através da deflexão dos eixos cardans. Uma vez que os desvios angulares do eixo de 

rolamento são monitorados inteiramente pelo sensor de horizonte, este eixo pode ser 

controlado diretamente de acordo com os erros angulares de rolamento. Os desvios 

angulares do eixo de guinada são sentidos indiretamente através do acoplamento com o 

eixo de rolamento. Esta técnica é algumas vezes referenciada como gyrocompassing. A 

magnitude do momento angular nominal da roda ݄ e os ganhos do sistema são 

escolhidos de tal forma a fazer com que o controle do eixo de rolamento consiga sentir 

os erros de guinada (Ex. , artificialmente aumentando o efeito de acoplamento). No 

entanto, isso deve ser feito de tal forma que os erros de rolamento não sejam 

transformados em erros de guinada e vice versa. Um efeito significante de acoplamento 

é alcançado através de valores altos do momento angular da roda. Isso implica que uma 

condição favorável seja aplicada para o momento angular nominal da roda: 

݄ ≫ max	ሾܫ௫߱, ,௬߱ܫ  ௭߱ሿ.         (3.34)ܫ

Desta forma as equações linearizadas para os eixos de rolamento e guinadas dadas pelas 

Equações 3.16a e 3.16c podem ser simplificadas para: 
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௫ܶ ൌ ௫ܫ ሷ߮  ݄߱߮  ݄ ሶ߰  ሶ݄
௫ െ ݄߱௭,                    (3.35) 

௭ܶ ൌ ௭ܫ ሷ߰  ݄߱߰ െ ݄ ሶ߮  ሶ݄
௭  ݄߱௫.                 (3.36) 

Colocando entre colchetes os torques de controle, ou seja, os termos que podem ser 

ajustados através das deflexões angulares, desta forma: 

௫ܶ ൌ ௫ܫ ሷ߮  ݄߱߮  ݄ ሶ߰  ሾ ሶ݄ ௫ െ ݄߱௭ሿ,                    (3.37) 

௭ܶ ൌ ௭ܫ ሷ߰  ݄߱߰ െ ݄ ሶ߮  ሾ ሶ݄ ௭  ݄߱௫ሿ.                (3.38) 

Esses termos em colchetes serão os responsáveis por manterem o controle dos eixos de 

rolamento e guinada. Eles irão gerar torques necessários que ajustarão o sistema de 

acordo com as especificações do projeto. Uma vez que este sistema não possui um 

sensor direto de guinada, ߰, a lei de controle deve ter seus termos apenas relacionados 

com ߮ e ሶ߮  que são quantidades medíveis pelos sensores. Usando novamente um 

pseudorate modulator, a lei de controle que satisfaz esse critério é:  

௫ܯ ൌ 	݄௫ሶ െ ݄߱௭  ݄߱߶ ൌ ሺ߬߶ሶܭ  ߶ሻ,                  (3.39) 

௭ܯ ൌ ݄௭ሶ  ݄߱௫ െ ݄߶ሶ ൌ െ݇ܭሺ߬߶ሶ  ߶ሻ,       (3.40) 

onde ܯ௫ e ܯ௭ representam os torques de controle de rolamento e guinada 

respectivamente, ܭ é o ganho de autopilotagem ,  ߬ é o tempo constante derivativo e ݇ é 

a taxa de ganho proporcional de rolamento para guinada. 

Para o ajuste adequado de controle a ser utilizado, é conveniente definir novos termos 

de comando do momento angular que desacoplam a taxa orbital. 

݄௫ௗ ൌ ݄௫ e  ݄௭ௗ ൌ ݄௭ െ ݄߶          (3.41) 

Substituindo os novos termos de comando na lei de controle, então: 

௫ܯ ൌ ሶ݄
௫ௗ െ ݄߱௭ௗ ൌ ሺ߬߶ሶܭ  ߶ሻ                (3.42) 

௭ܯ ൌ ሶ݄
௭ௗ  ݄߱௫ௗ ൌ െ݇ܭሺ߬߶ሶ  ߶ሻ,               (3.43) 
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Desta forma as Equações 3.42 e 3.43 representam um oscilador não amortecido com 

frequência orbital ߱. Segundo Kaplan (1976) a oscilação dos comandos de momento 

angular sob esta taxa tem o efeito de desacoplar as dinâmicas de rolamento e guinada 

que surgem com a frequência orbital. Em outras palavras, os comandos para a deflexão 

do cardan são referenciados em um sistema inercial, assim como o vetor momento 

angular, mesmo que o satélite esteja arfando em taxa orbital ߱. 

Fisicamente, para que as leis de controle dadas pelas Equações 3.42 e 3.43 sejam 

verdadeiras, é necessário o ajuste contínuo apenas nas deflexões angulares do cardan 

 Desta forma faz-se necessário encontrar qual deve ser a equação necessária capaz .ߛ	݁	ߜ

de aferir o ângulo necessário para o ajuste em cada instante de tempo. Em termos de 

deflexão angular do cardan, a Equação 3.41 é reescrita da seguinte forma: 

݄௫ௗ ൌ  ݄ߛ

݄௭ௗ ൌ െ݄ߜ െ ݄߶ 

Substituindo ݄௫ௗ na Equação 3.42 e aplicando a transformada de Laplace temos que a 

saídas ߛ é: 

݄ݏΓሺsሻ െ ߱ܪ௭ௗሺݏሻ ൌ ሻݏΦሺݏ߬ܭ   ,ሻݏΦሺܭ

Γሺsሻ ൌ ሾܭሺ߬ݏ  1ሻΦሺݏሻ  ߱ܪ௭ௗሺݏሻሿ
ଵ

௦
 ଵ


 .     (3.44) 

Substituindo ݄௭ௗ na Equação 3.42 e aplicando a transformada de Laplace temos que a 

saída Δ é: 

െ݄ݏΔሺݏሻ െ ݄ݏΦሺݏሻ  ߱ܪ௫ௗሺݏሻ ൌ െ݇ݏ߬ܭΦሺݏሻ െ  ,ሻݏΦሺܭ݇

Δሺݏሻ ൌ െሾെ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻΦሺݏሻ െ ߱ܪ௫ௗሺݏሻሿ
ଵ

௦
 ଵ


െ Φሺݏሻ.               (3.45) 

 Com base nas Equações 3.44 e 345 é deduzível a formulação de um diagrama de blocos 

para o sistema de controle: 
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௫ܶሺݏሻ ൌ ሻݏଶΦሺݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻΦሺݏሻ  ݄ݏΨሺݏሻ,               (3.47a) 

௭ܶሺݏሻ ൌ ሻݏଶΨሺݏ௭ܫ  ݄߱Ψሺݏሻ െ ݏሺ߬ܭ݇  1ሻΦሺݏሻ.          (3.47b) 

Que em sua forma matricial fica: 

 ௫ܶሺݏሻ
௭ܶሺݏሻ

൨ ൌ 
ଶݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻ ݄ݏ
െ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻ ଶݏ௭ܫ  ݄߱

൨ 
Φሺݏሻ
Ψሺݏሻ൨ 

Aplicando a regra de Cramer para encontrar as saídas Φሺݏሻ e Ψሺݏሻ, então: 

Φሺݏሻ ൌ
ฬ ௫ܶሺݏሻ ݄ݏ

௭ܶሺݏሻ ଶݏ௭ܫ  ݄߱
ฬ

ฬ
ଶݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻ ݄ݏ
െ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻ ଶݏ௭ܫ  ݄߱

ฬ
 

e 

Ψሺݏሻ ൌ
ฬ
ଶݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻ ௫ܶሺݏሻ
െ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻ ௭ܶሺݏሻ

ฬ

ฬ
ଶݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻ ݄ݏ
െ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻ ଶݏ௭ܫ  ݄߱

ฬ
 

É notável que os denominadores de ambas saídas são idênticos, desta forma é 

conveniente definir a equação característica como sendo: 

.ܧ .ܥ ൌ ฬ
ଶݏ௫ܫ  ݏሺ߬ܭ  1ሻ ݄ݏ
െ݇ܭሺ߬ݏ  1ሻ ଶݏ௭ܫ  ݄߱

ฬ 

.ܧ ൌ.ܥ ସݏ௭ܫ௫ܫ  ଷݏ௭߬ܫܭ  ሺܫܭ௭  ௫݄߱ܫ  ଶݏሻ݄߬ܭ݇  ሺ݄߱߬ܭ  ݏሻ݄ܭ݇

 ݄߱ܭ 

           (3.48) 

Desta forma, a resposta angular de rolamento é obtida: 

Φሺݏሻ ൌ
்ೣ ሺ௦ሻ൫ூ௦మାఠ൯ି ்ሺ௦ሻ௦

ா..
.           (3.49) 

Quando ௭ܶ ൌ 0, a função de transferência é: 
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ሺ௦ሻ

்ೣ ሺ௦ሻ
ൌ ூ௦మାఠ

ா..
.                 (3.50) 

Quando ௫ܶ ൌ 0, a função de transferência é: 

ሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ି௦

ா..
.       (3.51) 

Da mesma maneira a resposta angular de guinada é obtida: 

Ψሺݏሻ ൌ ்ሺ௦ሻ൫ூೣ ௦మାఛ௦ା൯ାሺఛ௦ାଵሻ்ೣ ሺ௦ሻ

ா..
   (3.52) 

Quando ௫ܶ ൌ 0, a função de transferência é: 

ஏሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ூೣ ௦మାఛ௦ା

ா..
          (3.53) 

Quando ௭ܶ ൌ 0, a função de transferência é: 

ஏሺ௦ሻ

்ೣ ሺ௦ሻ
ൌ ሺఛ௦ାଵሻ

ா..
          (3.54) 

A seleção dos valores dos parâmetros de controle de rolamento e guinada inicia-se 

examinando a equação característica, no qual pode ser fatorada em um produto de dois 

polinômios quadráticos: 

.ܧ .ܥ ≅ ሺܫ௫ݏଶ  ݏ߬ܭ  ଶݏ௭ܫሻሺܭ  ݄݇ݏ  ݄߱ሻ ൌ 0.           (3.55) 

Essa equação só é verdadeira desde que 

௭ܫ߬ܭ  ≫ ݄݇ܫ௫.                      (3.56) 

As raízes da Equação 3.55 leva a obtenção dos parâmetros de frequência natural e taxa 

de amortecimento: 

߱ଵ ൌ ට


ூೣ
ଵߞ  , ൌ

ఛ

ඥସூೣ
ൌ ఛ

ଶ
ට


ூೣ
,               (3.57a) 
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߱ଶ ൌ ට
ఠ
ூ
ଶߞ  , ൌ


ඥସఠூ

ൌ 

ଶ
ට


ఠூ

 .        (3.57b) 

Segundo Kaplan (1976), as raízes de altas frequências (߱ଵ, ߞଵ) são características da 

dinâmica de rolamento, enquanto as raízes de baixas frequências (߱ଶ, ߞଶ) são 

características da dinâmica de guinada durante a correção do desvio angular ߰. Um 

grande valor de ݄ resultaria em um rápido ajuste de guinada em respeito ao período 

orbital. 

O ganho de autopilotagem K é selecionado a partir da aplicação do teorema do valor 

final na Equação 3.49, considerando ௭ܶ ≅ 0 e um torque constante no eixo de 

rolamento, ou seja, ௫ܶ= constante, desta forma: 

ϕ௦௦ ൌ lim௦→ ݏ
்ೣ

௦

ூ௦మାఠ
ூೣ ூ௦రାூఛ௦యାሺூାூೣ ఠାఛሻ௦మାሺఠఛାሻ௦ାఠ	

. 

ϕ௦௦ ൌ
்ೣ


           (3.58) 

Levando em consideração que o máximo torque que possa ocorrer no eixo de rolamento 

seja decorrente do desalinhamento dos propulsores ௫ܶ ൌ ிܶ ൌ 8,5 ൈ 10ିହܰ.݉ dado 

pela Tabela 3.1, e que o valor permissível do desvio angular no eixo seja de até 0,05º, 

então pela Equação 3.58 leva a um valor mínimo requerido de ܭ ൌ  ݀ܽݎ/݉.ܰ	0,097

com uma frequência natural correspondente de ߱ଵ ൌ  Grandes valores de .ݏ/݀ܽݎ0,007

K resultam em pequeno erro no estado estacionário e rápido tempo de resposta, desta 

forma uma frequência natural de ߱ଵ ൌ  que corresponde ao ganho ݏ/݀ܽݎ	0,025

ܭ ൌ  é escolhida de momento. O valor definitivo de K também ݀ܽݎ/݉.1,25ܰ

dependerá de uma analise do lugar das raízes. Valores de ߬ (tempo constante de 

rolamento) e k (ganho proporcional de rolamento para guinada) são selecionados de tal 

forma a fornecer amortecimento critico para as dinâmicas de rolamento e guinada, 

assim, a partir da Equação 3.57, ajustando ߞଵ ൌ ଶߞ ൌ 1 , ݄ ൌ 200	ܰ.݉.  é então ,ݏ

encontrado ߬ ൌ ݇ e ݏ80 ൌ 0,054.  

Para justificar a escolha de ݄ ൌ 200ܰ.݉.  é aplicado o teorema do valor final na ,ݏ

Equação 3.52 considerando as entradas ௫ܶ	e	 ௭ܶ entradas do tipo degrau, desta forma: 
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߰௦௦ ൌ lim௦→ ݏ
்ାሺఛ௦ାଵሻ்ೣ

ூೣ ூ௦రାூఛ௦యାሺூାூೣ ఠାఛሻ௦మାሺఠఛାሻ௦ାఠ
. 

߰௦௦ ൌ
்ା்ೣ

ఠ
.                 (3.59) 

Uma vez que a contribuição do torque no eixo de rolamento é pequena (porque 

k=0,054), apenas o torque no eixo de guinada precisa ser considerado para a estimação 

do valor de ݄, 

݄ 
| ்|

ఠ|టೞೞ|௫
.       (3.60) 

Considerando que a máxima amplitude do torque no eixo de guinada seja ௭ܶ ൌ ிܶ ൌ

8,5 ൈ 10ିହܰ.݉, e que o desvio angular máximo permissível no eixo de guinada seja de 

0,40º conforme Tabela 3.1, então pela Equação 3.60 esses parâmetros levam a um valor 

mínimo que o momento angular nominal da roda deve trabalhar: 

݄  167,25	ܰ.݉.  ݏ

Portanto, o valor de ݄ ൌ 200	ܰ.݉.  satisfaz esse critério além de assegurar que ߰௦௦ ݏ

mantenha as especificação do limite angular até que a correção seja feita. Além do mais, 

a seleção em conjunto destes parâmetros satisfazem as condições das Equações 3.34 e 

3.56.  

Para o ajuste final de todos os parâmetros do sistema, é de extrema importância uma 

analise do diagrama do lugar das raízes usando como base a equação característica em 

sua forma completa dada pela Equação 3.48. No entanto, é preciso primeiramente 

encontrar a função de transferência de malha aberta ܩሺݏሻܪሺݏሻ. 

Seja a função de transferência em malha fechada escrita na sua forma geral da seguinte 

forma: 

ܨܯܶܨ ൌ ீሺ௦ሻ

ଵାீሺ௦ሻுሺ௦ሻ
. 
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Definindo os numeradores de G(s) e H(s) como ଵܰሺݏሻ e ଶܰሺݏሻ respectivamente e os 

denominadores de G(s) e H(s) como ܦଵሺݏሻ e ܦଶሺݏሻ respectivamente. Dessa forma, 

ܨܯܶܨ ൌ ேభሺ௦ሻమሺ௦ሻ	

ேభሺ௦ሻேమሺ௦ሻାభሺ௦ሻమሺ௦ሻ
ൌ ேభሺ௦ሻమሺ௦ሻ	

ா..
,                            (3.61) 

e por definição a função de transferência de malha aberta escrita da seguinte forma: 

ܣܯܶܨ ൌ ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൌ ேభሺ௦ሻேమሺ௦ሻ

భሺ௦ሻమሺ௦ሻ
          (3.62) 

Segundo Ogata (1997) e por definição na teoria clássica de controle, quando o ganho 

K=0 no lugar das raízes então os pólos de malha fechada são os mesmos pólos de malha 

aberta. Fazendo ܭ ൌ 0 na Equação Característica 3.48 é obtido o denominador da 

Equação 3.62, 

ሻݏଶሺܦሻݏଵሺܦ ൌ ସݏ௭ܫ௫ܫ   ଶ.          (3.63)ݏ௫݄߱ܫ

Pela Equação 3.61 é observável que: 

ଵܰሺݏሻ ଶܰሺݏሻ  ሻݏଶሺܦሻݏଵሺܦ ൌ .ܧ  (3.64)          .ܥ

Expandindo E.C. e substituindo os termos da Equação 3.63 em 3.64: 

ଵܰሺݏሻ ଶܰሺݏሻ  ସݏ௭ܫ௫ܫ  ଶݏ௫݄߱ܫ ൌ ସݏ௭ܫ௫ܫ  ଷݏ௭߬ܫܭ  ሺܫܭ௭  ௫݄߱ܫ  ଶݏሻ݄߬ܭ݇ 

ሺ݄߱߬ܭ  ݏሻ݄ܭ݇  ݄߱ܭ, 

Colando ଵܰሺݏሻ ଶܰሺݏሻ em evidencias: 

ଵܰሺݏሻ ଶܰሺݏሻ ൌ ଷݏ௭߬ܫܭ  ሺܫܭ௭  ଶݏሻ݄߬ܭ݇  ሺ݄߱߬ܭ  ݏሻ݄ܭ݇  ݄߱(3.65)    ܭ 

Substituindo as Equações 3.63 e 3.65 na Equação 3.62 é obtida a função de 

transferência em malha aberta para o sistema de rolamento e guinada 

ܣܯܶܨ ൌ ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൌ ேభሺ௦ሻேమሺ௦ሻ

భሺ௦ሻమሺ௦ሻ
ൌ ܭ ூఛ௦యାሺூାఛሻ௦మାሺఠఛାሻ௦ାఠ		

ூೣ ூ௦రାூೣ ఠ௦మ
.    (3.66) 
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A fim de analisar com mais precisão todos os possíveis casos que possam vir a ocorrer 

em situação realista, é interessante investigar qual seria o comportamento do satélite se 

a roda de inércia fosse fixa. Isso poderia acontecer se os eixos cardan (gimbals) por 

algum motivo viesse a falhar e assim não proporcionando a deflexão angular, ou 

simplesmente se o sistema fosse inicialmente projetado para trabalhar desta forma. 

Reescrevendo as Equações 3.37 e 3.38 considerando os torques de controle iguais à 

zero, são obtidas as novas equações do movimento em que roda de inércia seja fixa,  

௫ܶ ൌ ௫ܫ ሷ߮  ݄߱߮  ݄ ሶ߰ ,                         (3.68) 

௭ܶ ൌ ௭ܫ ሷ߰  ݄߱߰ െ ݄ ሶ߮ .                         (3.69) 

Aplicando a transformada de Laplace: 

௫ܶሺݏሻ ൌ ሻݏ௫sଶΦሺܫ  ݄߱Φሺݏሻ  ݄sΨሺݏሻ,                         (3.70) 

௭ܶሺݏሻ ൌ ሻݏ௭sଶΨሺܫ  ݄߱Ψሺݏሻ െ ݄sΦሺݏሻ.                         (3.71) 

Reescrevendo as Equações 3.70 e 3.71 na forma matricial: 

 ௫ܶሺݏሻ
௭ܶሺݏሻ

൨ ൌ 
௫sଶܫ  ݄߱ ݄s

െ݄s ௭sଶܫ  ݄߱
൨ 
Φሺݏሻ
Ψሺݏሻ൨.                      (3.72) 

Aplicando o método de Cramer para encontrar as saídas de Φሺݏሻ e Ψሺݏሻ, 

Φሺݏሻ ൌ
ฬ
்ೣ ሺ௦ሻ ୱ

்ሺ௦ሻ ூୱమାఠ
ฬ

ฬ
ூೣ ୱమାఠ ୱ

ିୱ ூୱమାఠ
ฬ
, 

Ψሺݏሻ ൌ
ฬூೣ ୱ

మାఠ ்ೣ ሺ௦ሻ
ିୱ ்ሺ௦ሻ

ฬ

ฬ
ூೣ ୱమାఠ ୱ

ିୱ ூୱమାఠ
ฬ
, 

onde, ฬ
௫sଶܫ  ݄߱ ݄s

െ݄s ௭sଶܫ  ݄߱
ฬ ൌ ସݏ௭ܫ௫ܫ  ݄ሺܫ௫߱  ௭߱ܫ  ݄ሻݏଶ  ߱ଶ݄

ଶ	. 

Desta forma, a saída do eixo de rolamento com os termos de controle nulos é: 
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Φሺݏሻ ൌ ்ೣ ሺ௦ሻሺூୱమାఠሻି ்ሺ௦ሻୱ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.          (3.73) 

Se ௭ܶሺݏሻ ൌ 0, a função de transferência é: 

ሺ௦ሻ

்ೣ ሺ௦ሻ
ൌ ூୱమାఠ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.       (3.74) 

Se ௫ܶሺݏሻ ൌ 0, a função de transferência é: 

ሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ିୱ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.                  (3.75) 

Da mesma forma, a saída do eixo de guinada com os termos de controle nulos é: 

Ψሺݏሻ ൌ ்ሺ௦ሻ൫ூೣ ୱమାఠ൯ା்ೣ ሺ௦ሻୱ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.                         (3.76) 

Se ௫ܶሺݏሻ ൌ 0, a função de transferência é: 

ஏሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ூೣ ୱమାఠ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.                  (3.77) 

Se ௭ܶሺݏሻ ൌ 0, a função de transferência é: 

ஏሺ௦ሻ

்ೣ ሺ௦ሻ
ൌ ୱ

ூೣ ூ௦రାሺூೣ ఠାூఠାሻ௦మାఠ
మ

మ.             (3.78) 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Neste capítulo serão apresentados os testes realizados com o projeto de controle de 

atitude do satélite para os eixos de arfagem, rolamento e guinada nesta sequencia. Os 

resultados serão expostos na forma de tabelas e gráficos gerados pelo Matlab. 

4.1 RESULTADOS OBTIDOS PARA O CONTROLE DO EIXO DE ARFAGEM 

Uma vez que os parâmetros de controle já foram definidos, serão analisadas agora as 

respostas decorrentes de perturbações degrau, impulsiva e cíclica. Basicamente as 

entradas do tipo degrau e impulsiva são ocasionadas pelo desalinhamento dos 

propulsores de correção de órbita que funcionam em tempos intercalados de maneira 

contínua ou não. Já a entrada do tipo cíclica é inteiramente ocasionada pelo torque de 

pressão de radiação solar. Conforme Tabela 3.1, as entradas são: 

    ௬ܶ ൌ 10ିସሺcos߱ݐሻܰ.݉,   ிܶ ൌ 8,5 ൈ 10ିହܰ.݉,             (4.1) 

onde ௬ܶ é o torque decorrente da pressão solar e ிܶ é uma estimação do torque devido 

ao desalinhamento dos propulsores. 

Seja a função de transferência dada pela Equação 3.22 e substituindo os valores dados 

pela Tabela 3.2: 

ሺ௦ሻ

்ሺ௦ሻ
ൌ ଵ

ସ௦మାଶଶ௦ା,ଶହ
.               (4.2) 

Considerando primeiramente uma entrada degrau e aplicando a transformada de Laplace 
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Comparando a Tabela 4.1 com a Tabela 3.1 é notável que os valores em regime 

permanente estão todos abaixo do limite de erro angular permissivel. 

O próximo objetivo é analisar a interferência que a entrada na sua forma puramente 

cíclica pode ocasionar na resposta dos eixos de rolamento e guinada. De uma forma 

geral, o torque de perturbação solar é essencialmente cíclico com período orbital. O 

primeiro passo para obtenção deste resultado é aplicar a transformada de Laplace nas 

equações de entrada ௫ܶሺݐሻ e ௭ܶሺݐሻ fornecidas pela Tabela 3.1, 

௫ܶሺݐሻ ൌ 2 ൈ 10ିହሺ1 െ  ሻ߱	݊݁ݏ2

௫ܶሺݏሻ ൌ
ଶൈଵషఱ

௦
െ ସൈଵషఱఠ

௦మାఠ
మ ൌ ଶൈଵషఱ௦మାଶൈଵషఱିସൈଵషఱఠ௦

௦యାఠ
మ௦

,   (4.17) 

e  

௭ܶሺݐሻ ൌ െ5 ൈ 10ିହ cos߱ݐ 

௫ܶሺݏሻ ൌ െ ହൈଵషఱ௦

௦మାఠ
మ               (4.18) 

Aplicando as Equações 4.17 e 4.18 na Equação 3.49, é obtida a resposta do eixo de 

rolamento devido à entrada cíclica do torque de pressão de radiação solar ocasionado 

nos eixos de rolamento e guinada:  

Φሺݏሻ ൌ

,ସ௦లା,ଽଽଽସ௦ఱାଶ,ଽଵൈଵషళ௦రାଵ,ହൈଵషభభ௦యାଷ,଼଼ൈଵషభఱ௦మିଶ,ଶସൈଵషభవ௦ା଼,ଵଽൈଵషమర

ସൈଵల௦వାଶସଽ௦ఴାସସଽ௦ళାଵ଼,௦లା,ଶଶ௦ఱାଵ,ଽଽൈଵషళ௦రାଶ,ସଽൈଵషభబ௦యାହ,ଶସଷൈଵషభల௦మା,ଷ଼ൈଵషభవ௦
  

(4.19) 

Através do Matlab é obtido o gráfico da Figura 4.13:  
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A Figura 4.18 mostra que, em regime permanente, a resposta angular do eixo de 

guinada com o cardan fixo entra em ressonância e tende para amplitudes infinitas. 

Conclui-se com esta ultima analise que o projeto não teria eficácia se a roda de inércia 

fosse fixa, mostrando assim a importância do dispositivo que faz a deflexão angular do 

cardan e a necessidade de que ele esteja sempre funcionando adequadamente, caso 

contrário haveria a inevitável perda do controle da atitude do satélite. 
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5 CONCLUSÕES 

O projeto de controle de atitude para um satélite estabilizado em três eixos numa órbita 

geoestacionária que utiliza um volante de inércia suspenso por dois eixos cardan 

(gimbals) mostrou ser bastante promissor. Em evidente fator conclusivo, os resultados 

apontaram eficácia na obtenção das respostas respeitando os requisitos de precisão de 

atitude. Dentre todos os resultados deste trabalho, merece destaque a obtenção da 

equação linearizada do movimento que por sua vez desacoplou o movimento de 

arfagem dos movimentos de rolamento e guinada, simplificando assim a aplicação da 

teoria de controle. Vale ressaltar que devido às leis de controle desenvolvidas e ao 

acoplamento entre os eixos de rolamento e guinada, torna-se possível à aplicação deste 

projeto utilizando apenas um sensor de horizonte, facilitando assim a medição angular. 

Diferentemente da maioria dos projetos que utilizam CMG (Control Moment Gyros) 

sendo necessárias três rodas de inércia, uma para cada eixo, este projeto conseguiu êxito 

e precisão nos resultados apenas com uma roda de inércia, alcançando assim vantagens 

significativas como a diminuição de gastos, melhoria na dinâmica de movimento e 

redução da massa do satélite. Através dos cálculos realizados e das respostas obtidas, a 

simulação feita para o caso em que o satélite ocasionalmente esteja com a roda de 

inércia fixa mostrou ser instável nesta situação, concluindo dessa maneira a importância 

do correto funcionamento do dispositivo que gera a deflexão angular nos eixos cardan, 

pois caso contrário haveria a inevitável perda do controle da atitude do satélite. Todos 

os resultados obtidos para este projeto vieram através da aplicação do conhecimento 

teórico de controle e dinâmica de atitude auxiliados por ferramentas de simulações 

computacionais, no entanto, pretende-se para trabalhos futuros implementar este 

desenvolvimento para efetivação de testes práticos e na possível aplicação em novos 

satélites. 
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