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RESUMO

O obijetivo do presente trabalho é resolver a equacao de Einstein para um corpo mas-
sivo e com carga elétrica que possua simetria esférica. Para tal obtemos a métrica de
Reisner-Nordstrom com a utilizacdo do teorema de Birkhoff, que apresenta a métrica
de uma forma generalizada para casos onde ha simetria esférica. O tensor de curva-
tura é calculado e o tensor de Ricci, que aparece na equacao de Einstein, é obtido.
Como o corpo possui carga elétrica, o tensor momento-energia é ndo nulo. Este tensor
é calculado a partir da segunda lei de Newton para o caso relativistico. Os coeficientes
da métrica sao obtidos através da equacao de Einstein e as quantidades relacionadas
ao tensor momento-energia sao obtidas a partir das equacoes de Maxwell.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

No inicio do século XX prosperou a ideia de que as leis fisicas nao podem depender do
observador, o que significa que as formas matematicas que as representam devem ser
invariantes frente a mudancas no sistema de referéncia. Uma ideia bastante simples
e razoavel, mas que colocava em contradicdo os dois conjuntos de leis conhecidas
na virada do referido século: as leis de Newton para a mecanica e as de Maxwell
para o eletromagnetismo. Isto porque as transformagdes no sistema de referéncia que
deixavam um conjunto de leis invariante nao mantinham o outro.

E neste contexto que surge a Teoria da Relatividade de Einstein, estabelecendo
as adequadas transformacoes frente as quais as leis fisicas tornam-se invariantes
ou independentes do observador. As ideias iniciais, contidas no desenvolvimento da
Relatividade Restrita, estabelecem transformagdes entre sistema de referéncia que se
movem relativamente com velocidade constante, portanto entre referencias inerciais.

A Teoria da Relatividade Geral proposta por Einstein alguns anos depois surgiu da
necessidade de estender estas ideias para um referencial qualquer. Isto pode ser visto
no principio da Relatividade Geral, que pode ser formulado de uma maneira simples
COMo se segue:

Principio da Relatividade Geral - Todos os referenciais sdo equivalentes
para a descricao de sistemas fisicos, independente de seu estado de mo-
vimento.

Uma vez que as leis da Fisica devem ser universais, parece obvio que elas de-
vam ter as mesmas formas matematicas independentes do referencial utilizado. Do
contrario, dois observadores ao aplica-las chegariam a conclusdes contraditérias a
respeito dos mesmos fendmenos naturais. Porém foram necessarios mais de 400
anos de estudos até que se chegasse a uma formulacao consistente da Mecanica
onde este principio pdde ser incorporado. Foi estudando a interagao gravitacional
que, em 1915, Albert Einstein com a publicacao da sua Teoria Geral da Relatividade
apresentou pela primeira vez uma maneira sistematica de entender como fazer com
que referenciais nao inerciais possam ser utilizados para a descricao de fenémenos
naturais apartir de suas leis universais.

1.1 O Principio da Relatividade

Aquilo que conhecemos como mecanica newtoniana é representada pelo seu conjunto
de trés leis. A primeira estabelece a distingdo entre referencias inerciais e acelerados.
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A segunda estabelece a relagao entre causa e efeito propriamente dita, com formas
diferentes para os dois tipos de referencias acima mencionados, ao passo que a ter-
ceira estabelece a necessidade de vinculos entre entes interagentes. Neste contexto,
devido a interagao gravitacional entre particulas massivas, € possivel estabelecer a
equacao de movimento para qualquer uma delas de acordo com a lei da gravitacao
classica como - . .

dl’N_GZmMmA{(l’M—JIN) (11)

N B 23 — anP

dt?

onde 2y é o vetor posicdo da particula de massa my e G = 6.674 x 107 1tm3kg—ts2
€ a constante da gravitacao universal. A equacao acima € a equacao que descreve 0
movimento da N-ésima particula na presencga das demais que fazem parte do sistema
e foi escrita tendo como escolha um referencial inercial. Evidentemente que haverao
outras M-1 equacoes, cada qual representando a equagao de movimento das demais
particulas. O conjunto de equacgdes sera por isso acoplado. O aspecto interessante
para nossos propdsitos é o fato de esta equagdo ser invariante frente ao seguinte
conjunto de transformagoes:

(1.2)

onde #,d,a sdo vetores constantes e a matriz R é ortogonal, isto é, R = R”. Este
conjunto de transformagodes estabelece o chamado grupo de transformacoes de Ga-
lileu. A forma matematica da lei de interagao permanece a mesma para quaisquer
dois observadores em referenciais inerciais e para qualquer escolha do sistema de
coordenadas dentro de cada referencial.

Em 1864 J.C. Maxwell publicava a sua teoria sobre o Eletromagnetismo, nesta
teoria estava previsto que ondas eletromagnéticas se propagam em um meio com uma
velocidade bem determinada que depende apenas das propriedades eletromagnéticas
deste meio. No vacuo a velocidade de tais ondas e, portanto, da luz, € denominada c.

Alguns anos depois, Michelson e Morley verificaram em um célebre experimento
que a velocidade da luz € constante e € independente do referencial inercial, ou
seja, dois observadores em movimento relativo percebem a luz se propagando com a
mesma velocidade. Isto é claramente conflitante com a relatividade de Galileu, uma
vez que esta previa que observadores com velocidades relativas perceberiam a luz
se propagando com velocidades diferentes. Esta constatagao colocou em conflito os
dois conjuntos de leis até entdo consagradas validas: as de Newton da Mecanica e
as de Maxwell para o eletromagnetismo. Isto porque enquanto as leis de Newton sao
invariantes frente a transformacoes de Galileu as de Mawell ndo o sdo. E como ficou
demonstrado no experimento de Michelson e Morley, as transformacoes de Galileu
nao poderiam explicar a velocidade constante e idéntica para a luz num mesmo meio
para dois observadores com movimento relativo.

Neste momento historico ja se sabia que as leis do eletromagnetismo apresenta-
vam invariancia frente a um tipo particular de transformagdes, as transformacoes de
Lorentz. Nestas transformacoes era possivel estabelecer a observacao de Michelson
e Morley. Assim em 1905 Albert Einstein propds algo que levaria a uma mudanca ra-
dical na concepcao das leis da mecanica newtoniana. Ele adotou as transformacoes
de Lorentz como sendo as corretas transformacoes entre referenciais inerciais frente
as quais as leis fisicas devem exibir invariancia. Com isso a teoria de Maxwell estava
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correta e a de Newton deveria receber modificagdes para exibir covariancia, ou seja
invariancia frente a transformagodes de Lorentz.

Assim, seguindo estas ideias Einstein construiu a Teoria da Relatividade Restrita
fundamentada em dois postulados.

Principio da Relatividade - As leis da Fisica sGo as mesmas em todos 0s
referenciais inerciais.

Principio da Invariancia da Velocidade da Luz - No vacuo a velocidade da
luz é a mesma em todos os referenciais inerciais.

E importante frisar o conceito de referencial inercial: Sao um conjunto 3-dimensional
de objetos para medir distdncias espaciais onde em cada ponto existe um relégio,
além disto, todos os reldgios estao sincronizados. Assim, um objeto que faz parte ou
esta atrelado a um referencial inercial € um objeto que nao perturba a sincronia dos
rel6gios e permanece em posicao espacial constante naquele referencial. [1]

A proposta de Einstein estabeleceu implicagdes surpreendentes a respeito do com-
portamento de entes com velocidades significativas comparadas a da luz no vacuo,
portanto com energias muito altas. Entre as mais notaveis estao a dilatagao do tempo,
a contragao do comprimento e a equivaléncia entre massa e energia, esta ultima ex-
pressa pela famosa equacao £ = mc?.

Apesar de surpreendentes as predi¢cdes foram pouco a pouco confirmadas em
diversos experimentos. A aceitacdo da teoria além de contar com 0s novos experi-
mentos levou em consideragao o fato de a nova mecanica, a relativistica, tornar-se
equivalente a mecanica Newtoniana no regime de baixas velocidades relativas, onde
as transformacdes de Lorentz se reduzem aquelas de Galileu. A teoria de Einstein
para movimento relativo entre referencias inerciais ficou conhecida como Relatividade
Especial ou Restrita. O proximo passo de Einstein seria desenvolver a teoria da Rela-
tividade Geral, ou seja, para referenciais com movimentos relativos quaisquer.

1.2 Equivaléncia entre massa inercial e massa gravita-
cional

A construgdo das ideias da Relatividade Geral invariavelmente leva a modificagoes
conceituias importantes relativamente a Relatividade Restrita.

Na teoria Newtoniana a atragao gravitacional é explicada através de uma lei de
forcas de acao a distancia, isto €, quando se pergunta “Por que um objeto cai em
direcao a Terra quando solto de determinada altura acima do solo?” a resposta é
“Porque a Terra o atrai’. Em Relatividade Geral a abordagem é um pouco diferente. A
interagao gravitacional é entendida da mesma maneira que entendemos a interagao
eletromagnética, ou seja, através de campos que permeiam o espaco na presenga de
corpos “carregados” (neste caso a carga seria a massa).

E fato que a acdo da gravidade é universal, pois o carater desta interagéo é inde-
pendente de qualquer propriedade fisica do corpo que sofre acado do campo gravita-
cional, i.e. forma geométrica, massa, tamanho. Este é um indicio de que a interacao
gravitacional se da por intermédio de propriedades que estao relacionadas somente
ao espaco no qual esta inserindo o corpo responsavel pela acao gravitacional. Essa
universalidade deve-se a um fato experimental amplamente verificado: a equivaléncia
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entre a massa inercial e massa gravitacional dos corpos que possuem essa proprie-
dade.

Massa inercial é definida pela segunda lei de Newton F' = m,a. Nesta lei a massa
€ a constante de proporcionalidade entre a forga aplicada a um corpo e a aceleragao
adquirida pelo corpo devido a forca aplicada e € uma propriedade intrinseca do corpo
no qual a forga foi aplicada.

Ja massa gravitacional é a fonte geradora do campo gravitacional. Em uma regiao
onde temos um campo gravitacional uniforme dado por g, estabelecido por uma distri-
buicao de massa gravitacional, entdao a forga gravitacional associada a um corpo mas-
sivo é dada por F = m,g. A universalidade da interagdo gravitacional deve-se ao fato
de que quando esta forga € utilizada para descrever a dinamica deste corpo massivo
€ que possui massa inercial m;, isto nos leva a:

i= (%) 7. (1.3)

A razdo 22 medida experimentalmente difere da unidade de uma parte em 10", de
acordo com os resultados experimentais[2]. Este fato ja era conhecido e vastamente
difundido antes do surgimento da Teoria Geral da Relatividade. Consta que o proprio
Newton tinha conhecimento deste fato, porém nao o havia interpretado.

Considere a seguinte situacao: em uma regiao onde da presenga de campos ca-
pazes de gerar acao de forgas, encontra-se uma caixa, dentro da qual esta um obser-
vador que dispde de aparelhos para realizar medidas. Naturalmente, este observador
nao sente nenhuma forga capaz de alterar seu movimento. Imagine também que uma
forca, cuja origem nao tem importancia, atua sobre a caixa em alguma direcao, fa-
zendo com que a caixa comece a adquirir velocidades cada vez mais altas. Assim,
a aceleracao sera transmitida ao observador através do “chao” da caixa, e o obser-
vador tera de realizar uma forga contra o fundo da caixa. Se esse observador agora
solta algum objeto a certa distancia do fundo da caixa, essa forga nao sera transmi-
tida ao objeto, mas o observador ha de verificar que o objeto se desloca para o fundo
da caixa com movimento acelerado. Além disto, o observador podera notar que este
experimento pode ser realizado com os mais variados corpos, sendo que todos os cor-
pos reagirao da mesma maneira, independente de sua massa, forma, etc. Assim, este
observador ha de concluir que sé pode estar em uma regiao onde existe um campo
gravitacional.

Matematicamente, podemos verificar esta equivaléncia considerando a seguinte
transformacao na segunda lei de Newton [2]: #/ — & — 1qt?,

&>z’ d>7
me s 0=m (1.4)
ou seja, no referencial acelerado o campo gravitacional desaparece.

Com o que foi dito acima, ficamos inclinados a pensar que um campo gravita-
cional como o da Terra, por exemplo, também pode ser substituido por um referencial
acelerado. Porém note que tudo o que foi mencionado trata apenas de experimen-
tos locais, enquanto o campo gravitacional terrestre € homogéneo apenas localmente.
Globalmente sabemos que o campo gravitacional possui simetria esférica, e portanto
seria simples verificar que, em uma situagao analoga a do experimento acima, obje-
tos abandonados pelo observador em regides diferentes responderiam de maneiras
diferentes (Figura 1.1). Concluimos assim que apesar de tudo o que foi dito, campos

—

mg =
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gravitacionais ainda possuem alguma propriedade especial, a qual veremos adiante,
€ a manifestacao da curvatura no espaco-tempo.

a) b)

Figura 1.1: (a) Dois objetos sdo abandonados de pontos diferentes dentro da caixa e o efeito
€ similar ao efeito gerado por um campo gravitacional uniforme; (b) Dois objetos sao aban-
donados em pontos diferentes porém a trajetdéria de cada um deles € levemente diferente do
outro devido ao campo ter diregao radial.

Afim de ilustrar a necessidade da geometria nao-Euclidiana considere o seguinte
exemplo: um disco esta em rotacdo em torno de um eixo que passa pelo seu cen-
tro. Sobre o disco encontram-se dois observadores que dispoem de aparelhos para
realizacao de medidas, um sob o centro e outro na periferia. O observador no centro
do disco mede o perimetro e o diametro, e ao realizar a divisdo do primeiro pelo se-
gundo ira obter o valor 7 = 3, 14159... . Por outro lado, o observador que se encontra na
periferia do disco podera medir o mesmo diametro que o observador do centro, porém
o perimetro que ele ira obter sera diferente devido a contragao de Lorentz. Assim, ao
realizar a mesma divisao que o observador do centro, 0 observador na periferia do
disco obtera = # 3,14159... . A conclusao a que chegamos entao é que a geometria
percebida pelo observador na periferia do disco nao pode ser Euclidiana.



Capitulo 2
GEOMETRIA E GRAVITACAO

O conteudo discutido neste capitulo foi baseada nos capitulos 2 e 3 de [3].

A interacdo gravitacional € a manifestagao da curvatura do espago- tempo. Essa
ideia vem do fato de que a interagao gravitacional € universal, pois todos os corpos
reagem a gravidade. Entao o mais provavel € que isto seja um efeito provocado devido
as condicdes as quais o espaco no qual estamos inseridos se encontra do que uma
interacao de acao a distancia definida em cada ponto do espaco. Dito isto, precisamos
entender de maneira mais precisa o significado da palavra curvatura neste contexto, e
esta descricao pode ser encontrada na Geometria Diferencial.

A Geometria Diferencial pode ser vista como a uniao da Geometria Analitica e da
Analise (Calculo diferencial e integral). Portanto, sao utilizadas técnicas de analise
para o estudo de propriedades locais e globais de curvas e superficies no espaco
n-dimensional. Uma definicdo de importancia fundamental em Relatividade Geral é
a de Variedade Diferenciavel: é a generalizacdo de uma superficie n-dimensional,
que possui parametrizagdes locais que sao continuas e diferenciaveis. Além disso,
localmente a superficie pode ser aproximada pelo espaco Euclidiano de dimensoes
equivalentes, de forma que as definicoes para calculo como as conhecemos sejam
validas.

As variedades diferenciaveis sao importantes porque (i) fornecem a estrutura ma-
tematica necessaria para definirmos objetos como vetores, tensores e operadores li-
neares em espacos curvos; (ii) conceitos de geometria como curvatura, torsao, etc...,
passam a ter uma definicao de propriedade intrinseca da variedade. Para o estudo
da curvatura, especificamente, € necessario a introducao de alguns conceitos que tor-
nam claros o modo como entendemos a curvatura do espago-tempo, sao eles o Tensor
Métrico, Derivada Covariante, Transporte Paralelo e a Geodésica.

O Tensor Métrico g,,, € uma fungéo bilinear definida em todos os pontos de uma va-
riedade diferenciavel, M. Esta fungao tem como argumento dois vetores definidos no
espaco tangente ao ponto em questao, 7, M, e leva esse par de vetores nos nimeros
reais. Formalmente:

G (T,M, T,M) — R. (2.1)

Este tensor é utilizado para definicdo do produto interno em cada ponto, portanto,
carrega informacao sobre distancias e angulos na variedade. Algumas propriedades
do tensor métrico que devem ser destacadas sdo: o tensor métrico é simétrico g, =
gvu, tem determinante ndo nulo, e portanto, possui fungao inversa definida da seguinte
maneira:

g'uygua = g)\ag)\u = 5(5 (22)



A Derivada Covariante é o operador diferencial que substitui derivadas parciais
quando generalizamos este conceito para espacos curvos. Logo, para o caso particu-
lar quando consideramos o espaco plano (i.e. espaco Euclidiano) devemos obter a de-
rivada parcial. A derivada covariante, portanto, devera ter um termo de corregdo para
a derivada parcial no caso de espacos que nao sao planos. Esse termo de correcao
sao os chamados coeficientes de conexao, e veremos adiante que esses coeficien-
tes contém toda a informacao necessaria sobre a curvatura - no caso da Relatividade
Geral. A Derivada covariante de um vetor é definida da seguinte maneira:

v,V'=09,V¥ + F;AVA, (2.3)
onde I';, sao os chamados simbolos de Christoffel ou, coeficientes da conexao de
Levi-Civita. Os coeficientes dessa conexao especifica tem algumas propriedades es-
pecias, a primeira delas é que eles podem ser descritos completamente pela métrica
e suas derivadas

1
,LVI)\ = §g>\p(augup + al/gpl/ - apguu)y (24)

neste ponto ja podemos notar porqué no espaco Euclidiano ndo ha necessidade de
introduzir este tipo de operador. Como a métrica é dada por ¢,; todos os coeficientes
de conexao sao identicamente nulos. Note que apesar da notacao utilizada, os coe-
ficientes de conexao nao sao tensores. Assim, como a derivada parcial convencional
nao &, porém a soma desses dois objetos forma um tensor.

De maneira analoga a maneira como foi definida a derivada covariante de um vetor,
definimos a derivada covariante de 1-forma da seguinte maneira:

V,w, = 0w, — Ffww,\, (2.5)

para qualquer 1-forma w.
Com estes conceitos define-se a derivada covariante de um tensor misto como se
segue:
Vo = 0, Tl A D Tl AT Ty =Ty, T2t =T, T2~
(2.6)
Tendo em maos as ferramentas para comparar tensores em uma variedade, agora
veremos brevemente o significado de Transporte Paralelo. Quando calculamos deriva-
das no espaco Euclidiano, queremos comparar duas quantidades e o “quao rapido”elas
variam. Introduzimos a derivada covariante a fim de poder fazer o mesmo com tenso-
res, a derivada covariante cumpre o papel de comparar um tensor como se ele fosse
“transportado paralelamente”. Em outras palavras, uma conexao define uma maneira
especifica de manter tensores constantes (ao longo de uma trajetéria), assim pode-
mos comparar dois tensores na vizinhanga de um ponto.
Como exemplo da importancia deste conceito, consideremos o transporte paralelo
de um vetor sobre uma superficie esférica como ilustrado na figura 2.1.



Figura 2.1: Dois vetores transportados paralelamente ao longo de trajetos diferentes em uma
superficie esférica.

Note que apesar dos dois vetores serem paralelos no inicio da trajetoria, ao final
dela os dois vetores formam um angulo diferente de zero entre si.

Seja z*(t) uma curva parametrizada, exigimos que o tensor T/1/2- = sgja constante
ao longo desta curva através da seguinte equacgao:

D ppsizecgin — 907G priapaein g (2.7)

dt V1V32...Um dt ViV2...Um

Na primeira igualdade temos a definicao de derivada covariante direcional (na direcao
z*(t)), e dizemos que o tensor T}22-#= & transportado paralelamente ao longo da
curva se a segunda igualdade é satisfeita.

Com a definicao de transporte paralelo é facil introduzir as geodésicas. As geodé-
sicas sdo uma generalizacdo para o que sao linhas retas no espaco Euclidiano, isto €,
a trajetoria que minimiza a distancia entre dois pontos. Apesar de pensarmos sempre
em linhas retas como o caminho que minimiza a distancia entre dois pontos em um
plano, podemos pensar em em uma linha reta de outra forma: a linha reta é a curva
que transporta paralelamente o seu préprio vetor tangente. Acontece que estes dois
conceitos sao coincidentes apenas se a conexao adotada for a conexao de Levi-Civita.

Assim, as geodésicas em um espaco curvilineo sao os trajetos que transportam

paralelamente o vetor tangente a curva. O vetor tangente a curva z*(t) € d“‘”st(t), pelas
definicoes acima, esse vetor é paralelamente transportado se
D dx*(t
ou, expandindo a definicao da derivada covariante direcional
d2 m dr? d A
S T (2.9)

dt? A dt dt

Esta € a equagcao da geodésica, e talvez uma das equagdes mais importantes da
teoria.



9

Finalmente, estamos em condicdes de falar sobre curvatura. Esta quantidade é
expressa através do Tensor de Riemann, que é obtido através dos coeficientes de
conexao. O tensor de Riemann é definido pela seguinte expressao:

RY,, = 0,0, — 9,10, + 0T, — T4, (2.10)
note que este tensor é anti-simétrico nos ultimos dois indices. Por esta definicao po-
demos fazer uma série de observagdes a respeito desse tensor: como ele contém
quatro indices, em principio possui 4 componentes independentes. Isto deixa evi-
dente o porque é dificil falar em curvatura. Obviamente, com tudo o que ja foi exposto
até aqui, é claro que este tensor possui diversas propriedades de simetria devido aos
termos que estao na sua definicdo reduzindo consideravelmente o nimero de com-
ponentes independentes deste objeto, mas mesmo assim, os resultados obtidos com
a utilizacao dele sao bastante contra-intuitivos. Outra propriedade interessante € que
por ser dependente apenas dos coeficientes de conexao, podemos afirmar que se o
tensor de Riemann é identicamente nulo, entao necessariamente a métrica tem com-
ponentes constantes, implicando assim que o espaco em questao é plano.

2.1 A Gravidade como Curvatura do Espaco-Tempo

Com tudo o que foi visto até agora ficara claro como é a interpretacao da gravitagao no
contexto da RG. Imaginemos dois referenciais O e O’: um inercial e outro na presenca
de um campo gravitacional (ndo inercial portanto). Uma particula atrelada a O’ per-
cebe seu movimento como se fosse uma trajetoria retilinea, porém O percebe a tra-
jetéria como se fosse uma curva determinada pela acao do campo gravitacional sobre
aparticula. A equacao (2.9) se encaixa perfeitamente nesta situacao, pois é a equacao
gue descreve a trajetoria equivalente a uma linha reta no plano.

Quando falamos que a interacao gravitacional € interpretada como um campo que
permeia o espago-tempo estavamos nos referindo ao tensor métrico g¢,,,.. E a relagéao
entre as propriedades do espago-tempo e a matéria/energia se da através da Equacao

de Einstein: . -
Rw—é%JHwWA:lLﬂw (2.11)

C4
onde i, v =0,1,2,3, R,, é o tensor de Ricci, g,, € a métrica do espago-tempo, R é a
curvatura escalar, A é a constante cosmoldgica e 7),, é o tensor de energia-momento.
Esta equacao estabelece a relagao entre a métrica do espago-tempo e o tensor de
energia-momento do(s) corpo(s) em questao.

O tensor de Ricci é obtido tomando a contragéo no tensor de Riemann: R, |, = R,,,.
Para o caso da Conexao de Levi-Civita esta é a Unica contracao independente, isto
€, todas as outras contracoes sao nulas ou estao relacionadas a esta. A curvatura
escalar, consequentemente, é obtida tomando-se o trago do tensor de Ricci R = R, =
g" R,,. Para uma discussdo sobre o significado geométrico e interpretacoes fisicas
do tensor de Riemann, tensor de Ricci e curvatura escalar ver [4].

Como podemos perceber, a equacao (2.11) fornece um conjunto de Equacoes
Diferenciais Parciais (EDPs) nao lineares que, em principio, sdo 16 equacgoes aco-
pladas, uma para cada componente do tensor métrico, o que torna o problema ex-
tremamente complexo. Felizmente o tensor métrico € um tensor simétrico, reduzindo
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imediatamente as 16 EDPs a um conjunto de 10 EDPs acopladas. Outro vinculo im-
posto €, que reduz ainda mais a quantidade de equagodes € a identidade de Bianchi
V*(R,, — Rgw) = 0. As equagdes obtidas a partir de (2.11), entdo, sao de fato 6
equacoes independentes.

A equacao (2.11) satisfaz todos os critérios necessarios que uma equacao deve
satisfazer para descricao do campo gravitacional como o entendemos hoje, sao elas:
(i) Satisfaz o principio da covariancia de Lorentz, isto €, na auséncia de campo gra-
vitacional a Teoria da Relatividade Restrita emerge naturalmente; (ii) € invariante por
sistema de coordenadas (0 que é evidente visto que a equagao é escrita em tensores);
(ii) prevé todos os fatos verificados experimentalmente, como por exemplo, o redshift
gravitacional, deflexao de raios luminosos e o atraso de pulsos eletromagnéticos; (iv)
se reduz a teoria da gravitacao de Newton quando consideramos o limite de campo
fraco no regime de baixas velocidades [5].
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Capitulo 3

O PROBLEMA DE
REISNER-NORDSTROM

O problema que investigaremos pode ser formulado de um modo simples: Considere-
mos um corpo de massa M e com carga elétrica ¢ e estatico, ou seja, com momento
angular identicamente nulo. Queremos estudar as propriedades do espacgo-tempo na
regiao externa deste corpo (vacuo).

Trata-se de um problema relativamente simples, que surge no contexto de bura-
cos negros. Embora tenha significativa relevancia tedrica, ndo corresponde a uma
situacao experimental possivel, pois um buraco negro carregado atrairia cargas de
sinal oposto e se tornaria eletricamente neutro.

Na relatividade geral, propriedades do espaco-tempo estdo, todas, relacionadas
com o tensor métrico g,,. Assim, utilizamos as chamadas equagdes de Einstein-
Maxwell para obter esta quantidade. As equacoes relevantes sao:

1

R, — 2ng/ = 871G, (3.1)
g)\yv)\Fu,u, = 07 (32)
D1, F,py = 0. (3.3)

A primeira é a equacao de Einstein enquanto que as demais nada mais sao que as
equagOes de Maxwell escritas em termos do tensor do campo eletromagnético, F),,,
dado pela expressao:

0 E E, E;
| -, 0o By -B
Fo=|_m B o B | (3.4)

—bks By, —-B; 0

Como é comum em Relatividade Geral, na equacao (3.1) adotamos ¢ = 1. Além disso,
a notacao na equacao (3.3) indica que esta € uma equacao antissimétrica nos indices
entre os colchetes. Assim, temos a forma expandida:

Vb, +V, b, +V,F, =0

onde o fator de normalizagao foi omitido, uma vez que a equagao é identicamente
nula.
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Devido a simetria esférica do problema, aplicamos o Teorema de Birkhoff [3], que
fornece a prova de que a solugao da forma genérica

ds? = —e?* D2 4 280D g2 4 12402, (3.5)
onde
dQ? = d6? + sin? 0d¢?,

€ a Unica solucao da equacao de Einstein para o caso estatico com simetria esférica
no vacuo.

O referido teorema é o ponto de partida para a obtengao do tensor métrico. Através
das equacdes de Einstein-Maxwell determinaremos «a(r,t) e 5(r,t). Ja sabemos qual
€ a solucao de Scharwchild (3.43) [3], assim, a solugao a ser obtida devera reduzir-se
a esta no caso em que a carga elétrica tender a zero.

O tensor momento energia que aparece no lado direito da equacao de Einstein é
identificado com o tensor momento energia do campo eletromagnético;

1
T, = F,,F! — ZgWFpOFP". (3.6)
Para determinar explicitamente a forma do tensor métrico precisamos resolver a
equacao (3.1). Antes de fazer isto vamos calcular todas as quantidades que aparecem
nesta equacao. Este sera o objetivo das proximas duas sessdes. Para auxiliar na
compreensao da notagao utilizada, o apéndice A é recomendado.

3.1 Tensor Momento-Energia do Campo Eletromagnético

Componentes do Tensor Campo Eletromagnético

Comecgamos pelo lado direito de (3.1), considerando o Tensor momento-energia do
campo eletromagnético 7),,. Como podemos perceber em (3.6), este tensor é escrito
em termos do tensor do campo eletromagnético F),,. Devido a simetria esférica e o
fato da fonte do campo nao estar em movimento a equacao (3.4) tem todas as suas
componentes angulares nulas. Isto porque, caso houvesse alguma diregao na qual o
campo elétrico ou magnético fosse mais intenso, entdo a simetria esféricas nao seria
satisfeita, isto é: £, = F3 = B, = B3 = 0. Entdo as Unicas componentes nao nulas
serdo: Fi, = —F,; € Fyy = —Fyy.

0
0
B,

0

0
0
X (3.7)

B

Sem perda de generalidade podemos assumir que as componentes do campo asso-
ciadas ao campo elétrico, sdo dadas por uma funcao da forma:

Fy. = Er(rv t) = f(’f’, t)‘ (3.8)
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Ja as componentes associadas ao campo magnético devem ser examinadas com mais
cuidado. Seja a quantidade totalmente antissimétrica ¢,,,, definida da seguinte ma-
neira:

1, se uvAp € permutacao par de 0123,
€Eurp = § —1, Se uvp € permutacdo impar de 0123,
0, no caso de dois ou mais indices repetidos.

Esta quantidade € um pseudo-tensor (para mais informacdes sobre isto ver [6]). O
tensor de Levi-Civita € definido em termos desta quantidade pela seguinte expressao:

Euvdp = V ’g’g,w//\p; (39)

Onde: g € o determinante do tensor métrico. Podemos utilizar a métrica para “subir”
(ou “descer”) indices de €,,,, mas nao de €,,,.
De acordo com (3.7) e (3.9) temos entao:

01
B’r‘ =g11€ “VFMV

g11 ~01uv
= ouwp

Vgl
_ 911 0123 ~0132 (3.10)
——(6 F23 + € Fgg)

Vgl

2
_ g11 F9¢.
V9l

Tomando o determinante da métrica, dada pela equacao (3.5), é imediato que g
r*sin? §. De maneira similar ao campo elétrico, o0 campo magnético ndo depende das
coordenadas 6 e ¢. Assim temos:

B,

Fys = B, = g(r,t)r’sin6. (3.11)

Onde r2sin 6§ é um fator de escala.

Tensor momento energia

Ha varias maneiras de se obter este tensor. Em textos mais avangados normalmente é
usado o formalismo variacional para obtengao desta quantidade (por exemplo [7],[8])-
Aqui adotaremos uma abordagem mais simples, que € a adotada em [6], onde se faz
uso da segunda lei de Newton.

Primeiramente escrevemos: J

F=—jp
dtp’
onde F ¢ a forga resultante que atua sobre a particula e 7 = m# é o momento linear

associado. Na forma covariante esta equacao toma a forma:

du*
fr=mZ (3.12)
dr
onde f” é acomponente do quadrivetor for¢a, u,, € o quadrivetor velocidade da particula

e 7 é o tempo proprio. Uma abordagem mais detalhada sobre estes conceitos pode
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ser encontrada em diversos livros de relatividade restrita. Como tal, nas referéncias
[2],[3],[6]. Antes de apresentar os calculos, ainda cabe ressaltar que a métrica que
estamos considerando, dada em (8.5), possui uma propriedade denominada compati-
bilidade métrica, isto &, V*g,,, = 0.

Por outro lado, a forga de Lorentz na forma covariante é escrita da seguinte maneira

= qF"u,, (3.13)

onde ¢ € a carga elétrica associada a particula. A partir da igualdade entre (3.12) e

(3.13) obtemos:

o
m Iy, (3.14)
dr

O lado esquerdo da equagao (3.14) corresponde a particula, enquanto que o lado di-
reito a0 campo eletromagnético. E nesta parte da equagéo que estamos interessados.
A fim de usarmos as equacdes de Maxwell vamos reescrever (3.14) em termos das
distribuicoes de carga e massa. Assim, fazemos a substituicao m — e g — p:

P = pF" . (3.15)

Sendo j* = (p,]’) 0 quadrivetor corrente elétrica, as equagdes de Maxwell para
uma particula com distribuicao de carga e corrente j* sao:

(3.16)

VAFA/L == 471']'/“
VMFl,)\ + VVF)\M + VAFM,/ =0.

Utilizando estas equacgdes juntamente com a identidade j* = ~vpu*, onde ! =
W1 - 2—2 a lei de Newton (3.15) pode ser escrita da seguinte maneira:

du’ v 1 VA
p—— =V, [FVF" — —gPFF\F" (3.17)
dt 4
o desenvolvimento detalhado das operacdes acima, encontra-se no apéndice B. Como
foi mencionado acima, a segunda lei de Newton diz que a forga resultante que atua
sobre a particula é igual a taxa de variagcdo do momento linear associado a particula.
No caso relativistico podemos escrever a forma mais geral:

=y, (3.18)

onde T"” é o tensor momento energia associado a particula. De acordo com (3.17),
temos entao:

1
T = (FUF") — Zg’“’Fp,\F”’\. (3.19)

Este é o tensor momento-energia do campo eletromagnético. Suas componentes
estao associadas ao vetor de Poynting e as componentes do momento associadas
ao campo eletromagnético. Uma propriedade que pode ser vista diretamente é que
este tensor € simétrico, i.e. T = T"*. Isto nao poderia ser diferente, uma vez que
este tensor aparece do lado direito da equacao de Einstein. Outra propriedade, que



15

nao é tao diretamente obtida, € o fato de que o tensor momento-energia associado ao
campo eletromagnético tem trago nulo:

v v 1 v
gu T;w :gu F,uprp - Zgu g;wFp/\Fp)\

:FMPFW _ Fp,\Fp’\ (3-20)
:O’

onde usamos ¢ g,, = 4.

As componentes relevantes do tensor momento energia sao as seguintes:
( _

Ty = 3% % + Lgte,

T, = _%f2€_2a - %QQGQﬁJ
T, =0, (3.21)
Tyo = %QQT‘Q + %742f2672(oz+6)7
L T¢¢ = ng sin2 0.

A titulo de ilustracao apresentamos detalhadamente o calculo de uma das componen-
tes:

1
Ty = Ftht)\g/\p - thtFV)\FV)\
1
=F,F,9" — Egtt(—f2€2(a+ﬂ) + 92)
- 1 a —2(o
=f2€ 25+§€2 (—fze 2( +B)+g2)

1y 9s 1y oo
Ttt:§f26 25+§92€2.

O caélculo explicito das demais quantidades € apresentado no apéndice (C). No
mesmo apéndice encontra-se uma prova de que T =T,,,,.

3.2 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci, R,,, € uma das quantidades que aparecem no lado esquerdo da

equacao (3.1). Como ja foi mencionado anteriormente, € este tensor que contém

informacao sobre a curvatura do espaco-tempo. Antes de calcular suas componentes,

vamos demonstrar que a curvatura escalar, R, é nula. Isto é, o trago de R,,, € zero.
Tomando o trago de (3.1) obtemos

9" Ry, — %g’“’g,wR =81Gg"'T,,.
Utilizando (3.20) e ¢ g,,, = 4 obtemos
R—-2R=0—R=0.
Portanto, a equacao (3.1) é reduzida a:

R, = 87GT,,. (3.22)
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Na sessao 2 foi mencionado que o tensor de Ricci é obtido a partir da contracao de
dois indices do tensor de Riemann (2.3). Retomando a expressao para este tensor:

Ry = 0.1, — 0,15, + g, 0, =T, 7. (3.23)

Como este tensor esta relacionado com os simbolos de Christoffel, primeiro devemos

calcular estas quantidades. Poderiamos explicitar todos os termos aplicando direta-

mente a equacado (2.4). Todavia, como estamos trabalhando com uma métrica diago-

nal vamos fazer uso de 4 identidades que facilitam muito o calculo dos simbolos de
Christoffel. Sao elas:

Ffw =0,
- _lg)\Aa)\g
K 2 BiLs
, HFEVFEN (3.24)
F;)A = (‘3“(111 vV lgnl)s

Fﬁx = O\(In AY4 |9A>\|)'

Estas equagdes estdo demonstradas no apéndice E. Com o conjunto de identidades
(3.24) construimos a tabela 3.1, que sera muito Util no calculo das componentes do
tensor de Ricci.

t r 0 ¢
Mhi=0a | Tj=ePoa Ty =10 T =0
I, = d,a I7, = 0,3 I% =0 IY =0

— roo__ 0 .

I, =0 [r,=0 [ =0 rg. =0
1—%9:0 F:T: TB Fgrzo FZSOZO
Il = e26-2)9, T, = —re 2 szb — —sinfcosd Ff¢ _ %
Iy =0 Fg(ﬁ = —re 2Pgin?0 Ffa = % Ff¢ -0
I, =0 Iy =0 Y =0 Iy, = cotf

Tabela 3.1: Coeficientes de Conexao para a métrica dada por (3.5). As colunas indicam a
coordenada que aparece no indice superior dos coeficientes de conexao.

Utilizando a tabela 3.1 e (3.23) obtemos o0s seguintes valores para as componentes
nao nulas do tensor de Ricci:

(Rtt = —(0:B)* — 00 + 0, 60px + [(0rx)* + 02x — D0, 3 + %3ra]€2(a_’8)7
R,y = —0%a+ 0,00, + 20,8 — (0,0)* + >~ [02B + (0,8)* — 0,00,
Ry = 20,5, (3.25)
Rog = e 2[r(0,8 — 0,a) — 1] + 1,

| Ryy = Rypsin 6.

Os resultados dos calculos desta sessao podem ser encontrados em [3] e [9], os
quais apresentam pequenas discordancias entre si, em passos intermediarios. Os que
apresentaremos aqui concordam com [9]. O resultado final, entretanto, € o mesmo.
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O calculo explicito de cada uma das componentes (3.25) pode ser encontrado no
apéndice D. A titulo de ilustragao no que se segue, apresentaremos o calculo de uma
das componentes em detalhes:

Rtr = _aTF?a + 80]1%’ - ngrﬁa + ngrgﬂ
Ry = —0,(Tf, +T7,) + (0T, + 0,17,) — (T4, 10, + T7,07) + (T4, 17, + Ty, 00 + 19,10 + T9,T7,)
RtT = Fit]‘—‘it + Ff"r‘rzt + F:r]‘—‘ir + I Ft - Pitrf’t

rr—rt

- th”tr:t - F:trfﬂt - I, + thrtt + Fgrrrt + thrtt + Firr:t

T T T T

Ry, = Firfit - F:tFit + Fgrrrt + Fzrr:t

T

1 1
= 0,p.0,a0 — Oy 3.0,c0 + ;&tﬁ + ;atﬁ
2
Rtr = _8t6
r

Com isso determinamos todas as quantidades que estao na equacao (3.22). Pode-
mos, finalmente, resolvé-la.

3.3 Resolvendo as equacoes de Einstein-Maxwell

Se colocamos as componentes das equacoes (3.21) e (3.25) na equacao (3.22) ob-
temos um conjunto de equacoes diferenciais acopladas. As expressoes sao signifi-
cativamente longas e por isso, nao vamos apresentar todo o sistema explicitamente.
Ao invés disto, vamos usar as equacgdes individualmente para obter formas explicitas
para as quantidades, até entao, indeterminadas.

Para a componente ¢r da equacgao (3.22) temos:

2
;&B = 0. (3.26)
Ou seja, g € independente da variavel ¢, 3(r,t) = p(r). Utilizando isto e a equagao
(3.8), podemos perceber que:
626(T)Rtt + €2a(T’t)Rrr =0.

Resolvendo esta equagao obtemos «(r,t) + B(r) = const.. Agora, redefinimos a
componente temporal na equacao (3.5) para dt — e“"'dt, e assim escrevemos:
a(r,t) + B(r) = 0. Portanto, temos

a(r,t) =a(r) = —p(r). (3.27)

Todas as outras componentes fornecem equacoes diferenciais que dependem das
fungdes f(r,t) e g(r,t), que sdo as fungdes que descrevem os campos elétrico e
magnético, respectivamente. Para obter essas func¢des explicitamente, vamos resolver
as equacoes de Maxwell para o tensor F),, da equagao (3.7).

Resolucao das equacoes de Maxwell

As equacodes de Maxwell, (3.2) e (3.3), sdo as seguintes:

gV, =0,
Vo +V,Fy, + VaF, =0.
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A equacao (3.3) esta escrita sem abreviagao nos indices, ja que vamos utiliza-la neste
formato. Nossa tarefa nesta sessao é obter uma forma explicita para as funcoes
que aparecem no tensor do campo eletromagnético, isto é, resolver as equacgodes de
Maxwell para o tensor (3.7):

0 f 0 0

-f 0 0 0 B B
Fw=1"0 o 0 grsing | 0N S =F(nt)eg=yg(rt).

0 0 —gr’sind 0

Primeiro vamos obter a forma explicita de f(r,t), que é a fungdo associada ao
campo elétrico. Para a primeira equacao de Maxwell (3.2), temos a componente radial
dada pelo seguinte:

gV, F, =0

X (3.28)
Vit = atFtr - FgFar - PrtFtoz =0,

Levando em conta as componentes do tensor F),, pode-se ver que esta € a Unica
componente nao nula para a coordenada r. Desenvolvendo a soma em «:

OiFy — T Fy — T Fyp = 0,Fy — Fp(Tf, +17,) = 0 (3.29)
Olhando na tabela 1 vemos que: I, + I'", = d,a + 0,3 = 0 assim, (3.29) se reduz a
OFy, =0,f =0 (3.30)
Isto &, f = f(r).

Agora vamos calcular a componente ¢ da equacao (3.2). Para isto, faremos o uso
da identidade (E.21), demonstrada no apéndice E.
1
VT = —0M(\/|g|T“”). (3.31)

Vol

Onde ¢ € o determinante da métrica e 7" um tensor antissimétrico. Neste ponto
podemos garantir que /|g| = r?sin 6, e, portanto, se usarmos a métrica para escrever
F,,, com indices contravariantes obteremos:

12 1 : 1%
Vil = g Oulr?sin 09 g ). (3.32)
Entao a componente ¢ fica:
1 .
vV, F* = S O (r* sin QQ“Agth)\p)
1 2 ” (3.33)
— Tr F
7’2 sin 687“<T Sin 99 g T‘t)

= 0,(r’Fyy) = 0,(r f(r)) =

Na passagem da segunda para a terceira igualdade utilizamos ¢'"¢"* = —1. A equacao
(8.33) admite f(r) = const/r* como solugdo. Utilizando o teorema de Gauss para
o fluxo de um campo vetorial e identificando const = \/LH sendo ¢ a carga elétrica
associada ao corpo. Portanto:

flr) = (3.34)

q
Vanr?
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Para o campo magnético utilizamos a equacao (3.3). Utilizando a definicao de
derivada covariante obtemos o seguinte:
OuFox =T Fax = T8, Fua + 0, Fy = T\ Fay — T\ Fua 4 OAFpuy — TS, Fow — TS, Fag = 0.

pv

Note que devido a antissimetria do tensor F),, os termos contendo coeficientes de
conexao se anulam, restando apenas:

By For + 0, Fyu + OnF,, = 0. (3.35)

Calculando (3.35) para u = t; v = 0; A\ = ¢ e levando em consideracao que Fj, =
Fis = 0, encontramos
OrFpy =0 — g =g(r). (3.36)

Calculando a mesma equacao, mas agora para u = r; v = 0; A = ¢ € notando que as
componentes F,y = F,, = 0, temos:

Oy Fps = 0:(rg(r)) = 0,

e, da mesma forma que para o campo elétrico, temos que g(r) = const/r?. Utilizando o
teorema de Gauss para o fluxo de um campo vetorial neste caso, obtemos a equacao
associada ao campo magnético;

p
g(r) = ——. (3.37)
(r) VAamr?
A constante p esta associada a “carga magnética’do corpo. Este termo sera le-
vando em consideragao, porém para que este termo nao seja nulo seria necessaria a
existéncia de monopdlos magnéticos, o que até hoje nao foi observado [10].
Portanto, o tensor do campo eletromagnético tem a seguinte expressao:

0 qr2 0 0
I | —=¢r2 0 0 0

Fyw = Vir| o 0 0  psinf (3.38)
0 0 —psind 0

Expressao da Métrica

Agora nos resta apenas uma variavel a ser determinada, «(r). Vamos determina-la a
partir da equacao
Rgg = 87TGT99. (339)

Pelas equacoes (3.21) e (3.25) temos a seguinte equacao diferencial:
(10,3 — Dha] — 1) + 1 = 876G Br2g2 + %72 fre—20+8)| (3.40)
substituindo (3.27), (3.34) e (3.37) em (3.40)
—e2e {27» (%a) + 1] +1= % [+ 17 - (3.41)

Como os dois lados da equacao (3.41) dependem apenas da variavel r substituimos
a derivada parcial por uma derivada total. Agora, notemos que o lado esquerdo é
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uma diferencial exata, entao utilizamos técnicas de Equacdes Diferenciais Parciais
Ordinarias para obter uma solugao:

d d
—(re?™) = ** + e**2r—a.

dr dr

Portanto a equagao pode ser reescrita como:

d 1
%(7“62 ): 1-— G?”_Q (q2+p2) .

Esta equacao pode ser resolvida por integracao direta em dr

1
re’® :/ [1 —GT—2((12+]92) dr

1
=1+ G;(q2 + p?) + Const. (3.42)

Const. G

=¥ =1+ +T—2(q2+p2).

r

Para identificar a constante, vamos exigir que a solucao (3.42) seja idéntica a
solugao de Scharwzchild [3], ou seja, quando ¢ — 0, p — 0, devemos ter uma solugao
do tipo

R
€2 =14 -2, (3.43)
T
Onde Rs = —2GM é chamado de Raio de Scharwzchild. M é a massa da particula e
(G a constante da gravitacao de Newton. Assim, temos

R G
2o — 1 + TS + 73<q2 +p2) (344)

Substituindo este resultado na equacao (3.27) e (3.44) em (3.5) obtemos a ex-
pressao da métrica de Reisner-Nordstrom

Rs G -
ds? = — |1+ % + g((f +p2>] dt* + {1 S (@ P | dr 0P, (3.45)

Com dQ? = dQ? = d#?* + sin® Odp?, a métrica de uma superficie esférica. Uma forma
mais compacta de escrever (3.45) é fazendo

R G
A:1+TS+ﬁ(q2+p2),

assim:
ds® = —Adt* + A dr? + r2d02.

Isto conclui o calculo do tensor métrico.
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Capitulo 4
CONCLUSAO

No presente trabalho, nos propomos ao estudo das propriedades de um corpo car-
regado e massivo, com simetria esférica, porém estatico. Para tal, resolvemos as
equagodes de Einstein-Maxwell. Na relatividade geral a geometria do espaco tempo
estd associada ao campo gravitacional. O tensor métrico é o que define a distancia
entre dois pontos de certo intervalo no espago-tempo. Consequentemente isto altera a
trajetdria das particulas para observadores em referenciais inerciais. Isto é identificado
como a acao do campo gravitacional.

Ha uma consequéncia da expressao (3.45) que pode ser vista diretamente da ex-
pressao, e podemos interpreta-la a luz de conceitos apresentados e discutidos em [3].
A equacao obtida para a métrica nao contém nenhum termo que depende do tempo,
isto significa que ha um vetor de Killing associado a coordenada ¢t. Geometricamente
significa que ha uma isometria relacionada a esta coordenada. Fisicamente isto €
interpretado como a conservacao de energia (através do teorema de Noether) relaci-
onada ao movimento de particulas sob a acao do campo gravitacional produzido pelo
corpo.

Quando descrevemos o problema, foi dito que apesar de nao descrever nenhum
sistema fisico real, esta analise tem relevancia tedrica. Esta relevancia reside no
fato de a carga elétrica (e magnética) associadas ao corpo alterarem a geometria do
espaco tempo em sua vizinhanga. Note que na equacao (3.45) ha um termo que de-
pende de ¢ € p, ou seja, quanto maior a carga elétrica (e magnética) do corpo, maior
a curvatura atribuida a presenga do corpo naquela regiao do espago-tempo. Fisica-
mente isto significa que as cargas elétrica e magnética também estao associadas ao
campo gravitacional. Como perspectiva seria interessante estudar um corpo estatico
com massa M e carga Q distribuidas uniformemente em outras formas geométricas
tais como a cilindrica. Porém um desafio ainda mais significativo seria considerar o
corpo girando, isto €, tendo momento angular.
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Apéndice A

Notacao e conceitos basicos

Dedicamos este apéndice apenas para explicar alguns conceitos fundamentais para
compreensao dos calculos realizados no trabalho. A ideia ndao é que o leitor aprenda
matematica a partir do material contido aqui, mas que facilite a compreensao através
da relagao de conceitos familiares com simbolos que num primeiro momento parecem
abstratos, como 7,,.

No que se segue os indices latinos vao de 1 a 3, e indices em grego de 0 a 3.
Assim i, j... = {1,2,3} e pu,v... = 0,1,2,3. As coordenadas serao representadas por
ot = {2% 2! 2% 23} - os indices ndo devem ser confundidos com expoentes. Além
disto, utilizaremos a chamada convencao de Einstein para somatorias. Trata-se de
uma simplificagao da notagao para as somas de indices: toda vez que indices apare-
cem repetidos em uma expressao esta implicito uma soma naquele(s) indice(s), por
exemplo:

3
Zmux“ = z,z". (A.1)
0

Os indices que sao somados sdo chamados indices mudos, e podem ser substituidos
por outros indices desde que a equacao mantenha consisténcia, portanto:

ot = z,2”. (A.2)

Ja os indices que nao sao somados, mas aparecem na equacgao, sao indices livres e
nao podem ser substituidos.

Um simbolo de grande importancia é o delta de Kronecker, definido da seguinte
maneira:

5 = {0’ w7y (A.3)
1. p=v

Este simbolo nada mais é que a matriz identidade escrita em componentes. Quando
utilizamos a notacao indicial este simbolo é bem frequente, pois como representa a
identidade a Unica mudanca que sua atuagcao exerce é a substituicdo de um indice,
isto é:

Gt = (A.4)
Note que a representagao com um indice em cima e outro em baixo € mera convengao,
o delta de Kronecker € um invariante, por isto pode ser representado com dois indices
em baixo ou em cima sem perder seu significado.
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Vetores

Para fazermos a transicao entre a notacao usual e a notagao indicial, devemos esten-
der o conceito de vetores. Na fisica classica estamos acostumados a trabalhar com
vetores no espago euclidiano tridimensional, neste contexto vetores sao representa-
dos da seguinte maneira:

17: (’01,1}2,1)3), (A5)
Ou, ainda:
U=11T + 027 + v32. (A.6)

Note que na segunda representacao (A.6) adotamos um sistema de coordenadas
(cartesiano) explicitamente. Devido a particularidades do espago euclidiano estamos
acostumados com diversas propriedades que podem ser utilizadas para operar com
vetores, dentre elas o fato de que neste caso todos os vetores pertencem a mesma
classe de objetos, assim um vetor que liga o ponto (1,1,1) ao ponto (2,2,2) sera repre-
sentado pelo mesmo vetor que liga (0,0,0) a (1,1,1).

A Relatividade (Restrita e Geral) € formulada em 4 dimensdes devido a neces-
sidade de incorporar a coordenada temporal junto com as coordenadas espaciais.
Neste contexto utilizamos a nogcao de quadrivetores, que podemos pensar como uma
extensao de vetores do espaco tridimensional.

Aqui é importante uma observacdo. Ha outras propriedades que sao diferentes
no espago euclidiano, no espacgo-tempo de minkowski (da relatividade restrita) e nos
espacgos-tempos utilizados em relatividade geral. Essas propriedades dizem respeito
ao comportamento dos vetores frente a algumas transformagdes de coordenadas,
porém esta discussao esta além do proposito deste texto mas pode ser encontrada
com grandes detalhes em [3] e [6].

Uma diferenca imediata do espaco-tempo da relatividade para o espaco euclidiano
€ que perdemos a operagao que chamamos de produto vetorial. Isto porque nao é
possivel definir tal operagcao num espaco com 4 dimensoes.

Vetores sao objetos geométricos, e por isto carregamos uma nocao intuitiva sobre
isto. Porém ha um plano de fundo matematico que estabelece as regras com as quais
operamos com vetores, assim faz-se necessario lembrar o conceito de espacgo vetorial.
Dizemos que um conjunto de objetos que podem ser somados entre si e multiplicados
por escalares (numeros) de maneira linear € um espaco vetorial. Matematicamente:
Se V' € um espago vetorial, v,w € V e (a,b) € R, entao

(a+0)(v+w) = av + aw + bv + bw. (A.7)

Como em Relatividade Geral trabalhamos com espago-tempo com curvatura, todos
esses conceitos devem ser levados em consideracao no ambiente de variedades. Por
isto, os vetores sao definidos no plano tangente a cada ponto da variedade, que em
geral é chamado de 7,M. A figura A ilustra essa ideia em duas dimensdes. A uniao
de todos os espacgos tangentes de uma variedade é chamado de Tangent Bundle.

Apesar de todas as definicoes geométricas que temos para um vetor, para fins
de calculo, precisamos introduzir uma maneira de realizar operagées de uma maneira
mais eficiente. Fazemos isto introduzindo uma base de vetores, assim podemos repre-
sentar diferentes vetores em um espaco vetorial através de suas componentes. Uma
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i

Figura A.1: Base de vetores representada no plano tangente do ponto p da variedade M em
duas dimensodes.

base de vetores é um conjunto de vetores linearmente independente. Para um dado
espaco vetorial € possivel definir um nimero infinito de conjunto de vetores linear-
mente independentes, porém qualquer que seja o conjunto de vetores que forma esta
base, seu nimero sera sempre 0 mesmo. A este numero damos o0 nome de dimensao
do espago vetorial.

Agora consideremos que para cada ponto p de uma variedade M definimos uma
base para o espago vetorial 7,/ associado ao ponto - chamaremos esta base de ¢(,.
Nao vamos especificar qual é esta base, ao invés disso vamos imaginar que esta é
uma base “adaptada’para o0 nosso sistema de coordenadas z*. Assim o vetor &)
aponta na "direcao z” do nosso sistema. (Note que isto nos permite fazer uma analise
bem mais geral, apesar de mais abstrata!)

Nesta base um quadrivetor sera escrito da seguinte maneira:

A= Ae,. (A.8)

Os coeficientes A* sdo as componentes de A na base é(,). Como ficara claro mais
adiante, normalmente nao é feita mencao a base, mas nos referimos “ao vetor A*”.

Um exemplo simples de vetor no espaco tempo é o vetor tangente a uma curva
parametrizada. Uma curva é caracterizada pelas coordenadas como fungdes de um
parametro, xz#(\). O vetor tangente V() tem as seguintes componentes:

dxt

V=S
dA

(A.9)
Estas sdao as componentes do vetor, o vetor enquanto entidade geométrica é dado por
V =VFre,.

Antes de darmos o proximo passo cabe ressaltar algumas coisas: (i) Vetores sao
entidades matematicas independentes de um sistema de coordenadas a ser adotado
ou nao, um sistema de coordenadas nos da uma representacao do vetor através das
suas componentes. Obviamente 0 mesmo vetor pode ser representado em diferentes
sistemas de coordenadas, para isto devemos respeitar a relagao de transformacao
entre os sistemas em questdo. (ii) A notagao para os vetores da base é(,) é apenas
uma maneira de lembrar que estas nao sao componentes de um vetor, mas formam
um conjunto de vetores sob as quais definimos as componentes do vetor propriamente
dito.
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Vetores duais (1-forma)

Tendo definido vetores no espago vetorial vamos definir outro espago associado (de
dimensao igual), que € chamado de espaco dual. Vetores duais sao definidos no cha-
mado espaco cotangente, e &€ denotado por um asterisco. Assim, o espaco cotangente
a um ponto p de uma variedade M é denotado por 7,y M. Este espago € o conjunto
de todas as aplicacoes lineares que levam vetores do espaco tangente nos niumeros
reais. Em termos matematicos: se w € 7, M entao

w(av 4+ bw) = aw(v) + bw(w) € R (A.10)
Estas aplicagoes lineares formam um espago vetorial entre si, isto é:
(aw + bn)(v) = aw(v) + bn(v). (A.11)
Por causa disto podemos definir uma base para o espaco dual, 8% , exigindo que:
0v) (é()) = 0. (A.12)
Assim, escrevemos 0s duais em componentes como:
w=w, W, (A.13)

De modo anélogo aos vetores, normalmente denotamos os duais apenas por w,,.
A notacao de componentes facilita a compreensao da atuagcao de um dual em um
vetor:

w(v) :wyé(”)v“é(u)

=0 e (A.14)

1%
:wl,v“éu

=w,v" € R.

Por este motivo normalmente nao se representam vetores e seus duais utilizando
a base explicitamente: a representacao se encarrega de eliminar esta necessidade.
Como vetores e seus duais sao independentes da representacao, este nimero nao
depende do sistema de coordenadas adotado (é um invariante).

Campos vetoriais sao definidos em 7'M como uma fungao que atribui um vetor a
cada ponto do espaco tempo. Da mesma forma vamos definir um campo de vetores
duais como sendo uma aplicagao que atua em um campo vetorial produzindo uma
funcao escalar.

Através de (A.14) podemos ver que vetores sao os duais dos seus proprios duais.
Em outras palavras, podemos interpretar vetores como objetos que “atuam inversa-
mente” nos seus duais, gerando numeros reais:

V(w) =w(V) = w,vt. (A.15)

O exemplo mais simples de um vetor dual no espago-tempo € o gradiente de uma
funcao escalar - o conjunto de derivadas parciais com relacdo as coordenadas z* -
qgue (na linguagem da geometria diferencial) & denotado por um d:

do = 99 4w, (A.16)

o Oz
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Como ja foi dito na observacao acima, ha uma diferengca quando objetos como os da
equacao (A.16) se transformam frente a mudancas de coordenadas e os da equacao
(A.9). Em alguns casos ha convenc¢ao de nomes para vetores e seus duais devido a
colocagao dos indices na representagao: Vetores (indices em cima) sao ditos vetores
contravariantes enquanto que vetores duais (indice em baixo) sao chamados vetores
covariantes.

Tensores

Tensores sao a generalizacao natural de vetores e vetores duais. Assim como defini-
mos 0s vetores duais como uma aplicagao linear que atua em vetores para produzir
um numero real, definimos um tensor de ordem (ou rank) (k,l) como uma aplicagao
multilinear que leva k vetores e [ vetores duais nos numeros reais:

T:T; x..lvezes .. x T xT, x ... kvezes ... x T, = R. (A.17)

Onde x denota um produto cartesiano, por exemplo: 7, x T, € o espago de pares
de vetores ordenados (em analogia com os nimeros reais: R*> é o espaco formado
por pares de numeros reais ordenados). Multilinearidade significa que um tensor atua
linearmente em cada um de seus argumentos. Para um tensor de ordem (1,1), por
exemplo, temos:

T(aw 4 bn, cv + dw) = acT (w,v) + adT (w,w) 4+ bcT'(n,v) + bdT(n, w). (A.18)

Nesta perspectiva, escalares sao tensores de ordem (0,0), vetores ordem (1,0) e duais
tém ordem (0,1).

O espago de todos os tensores de ordem fixa (k,!) formam um espaco vetorial de
acordo com a definicao que foi dada anteriormente. Para construir uma base para
estes objetos devemos introduzir uma operacao chamada produto tensorial, denotada
por ®. Seja T um tensor de ordem (k, ) e S um tensor de ordem (m, n) entdo o produto
tensorial de T com S é um tensor de ordem (k + m, [ + n) denotado por

T®S(w(1), ey w® D tREm) () @) U Lot

=T(wW, ..., w® o™ D) x S . wm O ™) (A-19)
Note que w® e V#) s&do duais e vetores distintos, ndo componentes.
Com isto, podemos definir uma base para tensores de ordem arbitraria tomando
0 produto tensorial das bases dos vetores e duais. Para evitar exposicao de mais
equacoes com diversos fatores consideremos exemplos de tensores escritos em com-
ponentes para 3 ordens diferentes: (0,2), (1,1) e (2,0).

T =T,,0W"), (A.20)
T =Treén0", (A.21)
T :T"”’é(u)é(y). (A22)

Assim como para os vetores e para os duais, 0s tensores geralmente sao denotados
por suas componentes.

Note que apesar da definicao que demos para tensores como sendo aplicacoes
lineares que levam um certo numero de vetores e duais nos numeros reais, nada nos
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forca a atuar todas as componentes de um tensor em um conjunto de vetores e duais.
Assim, um tensor (1,1), € uma aplicagao linear que leva vetores em vetores:

TH VY — THVY, (A.23)

Da mesma forma esta ideia pode ser estendida para tensores de ordem arbitraria.
Uma operagdo bem comum quando trabalhamos com tensores é chamada de
contracao. Esta operagao reduz a ordem do tensor, produzindo um novo objeto. Um
exemplo claro é o tensor de Ricci, que é a contracao do tensor de Riemann. A fim de
ilustracao, considere a contragao do tensor 7}, nos indices a e v:
T, — T, (A.24)

pa

Desta forma um tensor de ordem (1,2) passa a ser um vetor dual (tensor (0,1)).

Tensor Métrico

Um exemplo de tensor que tem uma grande importancia, ndo somente em Relativi-
dade Geral, mas em diversos ramos da Fisica e da Matematica é o tensor métrico.
Este tensor é o que define o produto interno entre dois vetores na variedade, isto &,
define distancias e angulos. Além disto, outra propriedade deste tensor é que ele nos
permite transformar vetores em seus duais e vice versa: em termos dos simbolos
dizemos que a métrica pode ser utilizada para“abaixar” e “levantar” indices.

A métrica é um tensor simétrico e nao degenerado (que possui inversa). Como foi
definido na sessao 1.X, é um tensor (0,2) que tem como argumento dois elementos do
espaco tangente ao ponto (vetores). Por convengao denotamos o tensor métrico por
g~ Quando nos referimos & métrica estamos falando do elemento de linha do espago
em questdo, que é chamado de ds? e tem a seguinte definicao

ds® = g, dxtdx”. (A.25)

Como exemplo considere o espaco euclidiano, que tem a métrica dada pelo Delta de
Kronecker ¢,;. Temos entao o
ds® = 6;;dz’dx?, (A.26)

desenvolvendo as somatdrias obtemos a bem conhecida expressao para a distancia
entre dois pontos no espaco tridimensional:
ds® = dr* + dy* + dz*. (A.27)

Podemos representar tensores de ordem 2 como matrizes, assim é possivel utilizar
todo ferramental fornecido pela algebra linear sobre este assunto. Um teorema, que
pode ser encontrado em textos elementares sobre 0 assunto, prova que a inversa de
uma matriz € Unica, assim definimos a inversa do tensor métrico da seguinte maneira:

Gy =0, (A.28)

Como g, € simétrico, ¢ também é. Do ponto de vista de matrizes esta relagao
estabelece que [g,,] ! = ¢".
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De acordo com a equacao (A.23) podemos utilizar a métrica para transformar um
vetor de um dual da seguinte maneira:

Uy = Guat’™ (A.29)

Observe que a consisténcia nos indices € mantida. O mesmo pode ser feito para
tensores de ordem superior, porém devemos usar um tensor métrico para cada indice,
desta forma temos:

Tp,u = guAgVUT)\U' (ASO)

O presente apéndice tem por objetivo introduzir ou esclarecer alguns aspectos
crucias da linguagem matematica usual da relatividade geral, essencial para o o de-
senvolvimento ou leitura de qualquer texto do assunto. Entre estes aspecto, questdes
basicas a respeito da notacao indicial e o significado de objetos representados por
esses simbolos. O importante é perceber que isto € apenas uma notagao que sim-
plifica bastante as equacdes e que reduz significativamente os calculos. Um bom
exemplo da aplicacdo desses conceitos em outra area da Fisica pode ser encontrado
no apéndice C, onde sao utilizadas diversas operagdes com tensores no contexto do
eletromagnetismo.
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Apéndice B

Calculo do Tensor Momento-Energia
do Campo Eletromagnetico

Neste apéndice vamos obter o tensor momento energia do campo Eletromagnético:

1
T = (FJE") = 29" FpF*. (B.1)

Onde estamos utilizando unidades gaussianas.
Partimos da lei de Newton que, para uma particula com quadrivetor velocidade u*,
e c.f. (3.15)

po = P, (B.2)
e das equacgoes de Maxwell para uma distribuicao associada ao quadrivetor corrente
elétrica j*, (3.16)

VAEy, = 47, (B.3)
v,qu)\ + VVFAu+vAFuV = 0. (B4)

Vamos ainda precisar da seguinte identidade [6]:

gt = ypu*, (B.9)
onde v = /1 — %. Substituindo p de (B.5) em (B.2) temos:

du’ -1 "
P =7 L Fr (B.6)

O fator v pode ser eliminado utilizando a seguinte relagao dr = ~dt. Entao

du*
/L% = j,/FM . (B?)

O lado direito desta equacgao, que diz respeito ao campo eletromagnético, é a parte

que vamos reescrever daqui por diante.
Multiplicando (B.3) por F'** em ambos os lados e substituindo em (B.7) obtemos

1
_qulW =

1
I = (VR P, B3)
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utilizando a regra do produto temos V*(Fy, F*) — F\,VAFH = (VAF),)F* e reescre-
vemos (B.8)
1 1
e .VF'U,I/ —_
4WJ 4

Fazendo alguns desenvolvimentos algébricos podemos reescrever o segundo termo:

[V)\<F/\VF'MV) - F)\VVAFMV]' (Bg)

1 1
F\NAFY =SBV 4 SV FY
1 1
= PV 4 SRV (B.10)
1

= S EW(VIF 4+ VAR),
Onde na passagem da segunda para a terceira linha utilizamos o fato de que F,,VV FM =
F\, V*F#, Usando a equacéo de Maxwell (B.4) para reescrever o termo entre parénteses

de (B.10)

%FA,,(V”F“A + V) = —%FA,,V“F”A. (B.11)

Vamos usar a regra do produto outra vez, porém agora atentando para os indices do
tensor F'*¥, que sao iguais:

—%FMWF'/A = iquMF”. (B.12)

Assim, (B.9) tem a seguinte expressao:

1 1 a1 ,
T = E[VA(FMF“ ) = V' EF 4. (B.13)

Ainda podemos desenvolver um pouco mais os termos do lado direito em (B.13). O
primeiro termo do lado direito pode ser reescrito da seguinte maneira:

VMNENF*™) = VN (gr,FPF™) =V ,(EPFM™), (B.14)
ja o segundo
VEEAF"™ =V ,g"  F, F™. (B.15)
Assim, (B.13) toma a seguinte forma
LI E ) - torm | = v, | L (F ) - g, (B.16)
A A g P lar 1677 ' '

Agora voltamos a segunda lei de Newton (B.2) uﬁt—: = pF"u,, a cada lado da
equagdo associamos a derivada de um tensor momento-energia i.e. V, 7" = f*.
No presente caso, o lado esquerdo refere-se a particula enquanto o direito ao campo
eletromagnético. Portanto, o tensor momento energia do campo eletromagnético é

identificado com a quantidade entre colchetes em (B.16):

1
47

(F#FVP) _ LQ#VFI,)\FW\, (B1 7)

T
P 167

gue em unidades gaussianas (B.17) é exatamente o tensor apresentado em (B.1).



Por fim, vamos mostrar que 7" = T,,:

Toz,B = ga,ug,BuTuV

1 1
= Gapgpy(— (FFF"P) — —— g I, A
1

1
= 7 _Ya VFMFVP_ « VMVVFV)\
1 Jandp (F5F"?) L6 Jandsvg" Fox

1 1
—(F,F?) — —— g F A\ F"
47r( pﬁ) 167?96 A

Substituindo «, f — uv e utilizando unidades gaussianas:

1
Ty = FupFy) — ZLQWF/\/)FAP-

32

(B.18)

(B.19)



33

Apeéendice C

Componentes do Tensor Momento
Energia do Campo Eletromagnético

Vamos calcular as componentes do tensor momento energia do campo eletromagnético

T, = F,,FF — ;lgm,F,\pFAp. (C.1)
O tensor F),, é calculado no capitulo 3.1, e tem a seguinte expresséao:
0 f(rt) 0 0
Fw = _fg)h t) 8 8 qg(r, t)?“Q sinf |- (C.2)
0 0  —g(r,t)r*sinf 0

A métrica g, e suainversa ¢ possuem as seguintes componentes de acordo com
(5.5):

Gie = —€**; grr = €75 gog = 1% gyp = r¥sin’ 0, (C.3)
1 1
20, v —2B. 00 __ R - C 4
e e = —; 5 - .
g ;g 97 =59 Y (C.4)

Antes de determinar cada uma das componentes vamos fazer o calculo do fator
F\,F* que aparece em (C.1), pois esta quantidade ndo depende das componentes
deT,,.

FV)\FV/\ — U}\Faﬁgavgﬁz\
=F Fapg™ 9" + FuFapg™ " + FooFasg®g"® + FyoFupg™®g”

=F Fung"g" + FriFrig™ 9" + FooFosg” 9% + FooFy09%% 9™ (9
:2(_f26—2(a+6) + gz)_
As componentes relevantes sao as seguintes:
T =FppFiag™ — ingyAF“
=FuFug = S0 (— 2 1 g?) (C6)

I ISR Y
= 2fe 59 €
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1
Too :FOPFOAQM - ZQGOFI/)\FV)\

1 Oé
=FpsFpsg®” — 5999( fre72et8) 4 g?) o7
: 1 1 e .
=(gr’sin 9>2r2 ke §T2<—f26 2(a+8) +¢?)
1

1
=50'r? gt fre e,

1 14
T¢>¢> :F¢pF¢>\g)\p — Zg¢¢Fy>\F A

1
=FoFp0g” — 5900(— fre 2eth) 4 g?)

1 1
=(gr*sinb)’ 5 — 2r*sin 6(— [P 4 ) (C.8)
1 1
—¢?r?sin? 0 + =r?sin® 0 f2e~2(+H)
2 2
:ng sin (9
Ty =F Fxg’\p—lg FF"
tr tptr g Jir Ly (C.9)

:FtrFrtgtr = 0.

A componente T}; é calculada nno capitulo 3.1. Todas as outras componentes de
T,, sao nulas.
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Apeéndice D

Componentes do Tensor de Ricci

No capitulo 3.2 apresentamos uma expressao para as componentes do tensor de
Ricci:
Ry, = 01", — 0,1, + T, T, =Ty I (D.1)

Nos calculos a seguir apresentamos a resolugao passo a passo para cada com-
ponente. Os passos sao basicamente desenvolver somatorias (indices repetidos)
nas componentes e identificar as que nao sao nulas, utilizando a tabela 3.1 (sessao
3.2), cancelar e reorganizar termos. Realmente nao ha nenhum passo que exija al-
guma espécie de artimanha ou reescrever algum termo fazendo desenvolvimentos
algébricos nos calculos.

As componentes nao nulas do tensor de Ricci sao as seguintes:
o Ry

Rtt :aarg - 8,5Ffa + ngftpt - F?prfa
:(@Fit + @FQ) — (atl—‘it + 0,5F;)
o (T} 0% + T T + 19 T, + ngrft)...
o= (T TG+ T T + T T + T 1)

tp~ tr tp tp

(D.2)

Devido a extensao do segundo e do terceiro termo vamos expandi-los separadamente
e depois colocar o resultado na expressao (D.2)

(L}, 0% + Ty, 05 + T, I0 + 19 %) = T T, + Tpy 4+ T7
+ F:TF;‘, + FZTF;‘, + F(ﬁrr:t
(Fipré)t + F:prtpr + prrtpe + Ffprtpqﬁ) = Fitrit + FirF;& + F:trir + F:r]‘—‘:r
Voltando para (D.2)
Ry :(@Fit + &T;) - (atrit + atr;«) + Fltttrlttt---
A DT T T D+ T T+ T T (D.3)

T

o= (P Ty + T4 TG + T3S, + T,17)
Cancelando alguns termos

Ry = 0, — &L}, + T}, Ty, + Ty, Ty, + Tg Iy, + 15 Ty, — DTy, — T T, (D.4)



36

Reorganizando e substituindo os simbolos da tabela 1:

Rtt :8TF;t - F:TF:’I‘ + P:trit + (F:r + Fgr + F¢r - Pir)rzt - atr;r
2 (D.5)
= — (8tﬁ)2 — @&ﬁ + 3tﬁ(9toz + [(aroz)Z + 8306 — &oz@rﬂ + ;87«0[]62(a_5)

. R,
RTT‘ :aargr - aTF?a + ngrgr - Fvofprgr

=L, +9,I7,) — (O,T%, + 0,7, + 9,10 +9,I%)...
A (TP 4 T7 TP T TP +T917)

tp= rr rp- T Op~ rr op- T

. — (0,00 4+ 17,10, + rﬁprgr + r;?prggr)

rp-rr

(D.6)

Terceiro e quarto termo

r're 4000 41917 +T9 17 =T8T 4017 410,00 + 10T + 191" +T% 1"

tp~ rr rp- T Op~ rr op- T tr-rr T T Or= rr T rT

[0 D R R 0 D N W S D B0 A B0 R B e 1 R e it

rpT Y rpT ¢r r T TT T roT Pr
(D.7)
Entao
Ry, =(OTL, +0,I7,) — (0,T%, + 0,I7, + 0,T, + 0,T¢,)...
+ (Fitrf"r + Pirl—‘:r + F:trir + F:TF:’I‘ + PgTF:r + Fd)rl—‘:r)‘” (D8)
e T (Fitrir + Ff“rF:r + F:trf‘r + F:TF:T + Ffarzr + qubrir)
Cancelando alguns termos iguais
Ry, =(0LL, + 0,I7,) — (0,T%, + 0,I7, + 0,Ty + 0,T%,)... 09)

ot (DQTy, + DLy, T, I7, 4 TG Ir) — (D51, + D7, + Dol + 0,15,

tr rr Or+ rr rrT T

Substituindo os valores e reorganizando os termos
—(9,2(B—a) 1 41
RT’I‘ —((%e atﬁ) - (&&a + 87«; + 8T;)
o+ (0,0€* P9, 8 + 9,00,8 + %&,B + %&/3)--- (D.10)

-

1
o = ((0r0)? 4 0,362~ 9, 3 + ] + 2

Ry, =028eXF=2) 4 20-2)9(9,8)? — 25=929,00,8 — da...
9 (D.11)
oo+ 0,00, P + 0,00, 8 + ~0, — (9,0)* - (8,8)%e2F=)

R,y = —0%*a + 0,00, + %&ﬂ — (0,a)? 4+ 25928 + (0,8)? — 000, 3)  (D.12)



e Ryo
Rog =0,y — 0L, + 1'c prge — ngl“ga
=0, Ty — 0oL, + (T4, 050 + 7, + To,Top +T5,T5).
o= (T}, Tf, + T, T + 14,10 + T4 T%,)
Terceiro e quarto termo
(D3, T59 + Ty L6y + Lo, T50 + T, Tog) =T, Ty + Ty, Tgg + 15,15 + 15, T,

(FZpFZt + ngrgr + ngrge + Fg)prgqb) :Fgerzr + FngEG + F?(ﬁrg(ﬁ

Cancelando os simbolos repetidos e substituindo os simbolos na expressao
Rgp =0,y — 89FZ’¢ + (T}, Tpg + T7, T + T6,L5 + T5,T5)..
e T (Fgﬂrgr + PgTFZG + ngbrggb)

= — (e —2re™80,.8) + csc? 0 — (roae™ 4 10,8e7 % + 7).
o (—6_26 + cot? 0)

=(—1+7[0,8 — O,a])e * + csc?  — cot? 6.
Usando csc? @ — cot? § = 1 obtemos
Roo = e (1[0, — Opa] — 1) + 1.
* Ry
Rys =0aT5, — 0T, + 1,10, — T4 T,
=0, + 0T + (T}, + T7, T4, + 19,10, +T5,1%,)...
o= (T, T8, + T, T8 4+ 1% T4, + 15 T%,)

Terceiro e quarto termo

37

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(T}, 05, + Ty, 06, + g0, + 16 1) =04 I, + T7, 10, + 1,10, + T9 I, + T9,0%,

tp™ ¢ Pp~ PP

t r 0 @ _1r ¢ 0 1o ¢ 7 ¢ 10
(Tl + Lol + ToplGo + T,T60) =Loolar + Toslg0 + 6 Tas + Tgel s
De volta na expressao original
_ r (2] t r r 9 1r ¢ 1r ¢ 10
r e 0 o ¢ ¢ 10

=— 0.re 2P sin? 6 — 9 sin b cos O + (—@are’zﬁ sin? — &ﬁre’w sin?f...

o — e P sin?0) + (e ¥ sin? 0 + cos? 0)

={[r(0,8 — 9,a) — 1]e > + 1} sin*@

(D.18)

(D.19)
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Ou seja
R¢¢ = Rgg sin2 0 (DZO)

Como a componente R, foi calculada no capitulo 3.2 isto finaliza o calculo das com-
ponentes nao nulas do tensor de Ricci.



39

Apeéndice E

Identidades

Neste apéndice vamos demonstrar as relagoes (3.24) e (3.31). Comegcamos com o
conjunto de 4 relagOes dadas por (3.24):

T, =0,
M = 19
e 2 o)
;W FVFEN (E.1)
Ffm = Gu(ln vV |9 l);

Fﬁx = Ox(In vV lgaal)-

Queremos mostrar que estas relacoes sao validas para uma métrica diagonal, em
particular:

ds? = =2 q? 4 PO ar? 1 p24Q. (E.2)

Estamos tomando como definicao dos coeficientes de conexao a seguinte expressao:
1

F;);u = §g>\a(augl/0 + augau - aagul/)' (E3)

A primeira das identidades é trivial, pois pela expressao (E.3) com i # v # ) a
Unica componente ndo nula de ¢*° seria tomando esses dois indices iguais. Porém
quando isto é feito o termo entre parénteses é todo nulo pelas condigbes sobre os
indices.

Para a segunda relacao tomamos a contragao

1
Fﬁu = §9A0(8uglw + 0pGou = O Gpupn), (E.4)
Agora para nao anular (E.4) tomamos o = A
1
qu - 59’\’\(@9“)\ + 0pugou — OrGup)- (E.5)
Portanto .
Fz,u = _EgAAaAguu (E6)

Na terceira identidade temos a seguinte contracao, seguida da selecao de indices
gue nao anulam a expressao

1
F/);)\ :EgAU(aMgAU + akgau - aagu)\)
(E.7)

1
:ggM(augM + O\ — a,\g;m)
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Ou seja
1
Ffm = 59»\(8#%\)\)- (E.8)
Fazendo ¢ = (g\\) ! obtemos
11
La=75 - (0ugar), (E.9)

Note que gax — /(9a1)? = |gxn| N0 altera a fungdo. Como

1
BV — = ©
utilizamos (E.10) para escrever
Fl);/\zﬁﬂ(ln\dg)\)\]). (E11)
A quarta relagao € a seguinte contragao
1 1
Iy = §9M(3A9M + Oxgax — Oagan) = EQAA((?AQM)- (E.12)

Utilizando o mesmo raciocinio para a demonstragao anterior, porém tomando p — A

obtemos
Iy = Oh(In /] gan)- (E.13)

Agora vamos a demonstracao de (3.31)

1
VI = —=0.(V/1gIT"") (E.14)

Vol

Considere (E.11) escrita da seguinte maneira:
1
Tix = 0u(Inv/[gal) = Fu(V |gan)- (E.15)
S Vignl

Aplicando a definigcao de derivada covariante e contraindo os indices como em (E.14)
temos

VT = 0,7 + T8 T + Ty, T — vV, " = 9,T" + T\ T + I, T**.  (E.16)

Fazendo a troca de indices FZATA” — FQHTW e aplicando (E.11)

Vv, T" =9, T" + (Vg )T + T\ TH . (E.17)

1
vV |9M|

Observe que os termos contendo derivadas parciais podem ser escritos como uma
Unica derivada utilizando a regra do produto

1
V1" = —=0,(\/|9|T") + FﬁpT”“. (E.18)

Vol
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Como T"” em questao é anti-simétrico (lembre que esta identidade aparece na resolucao
das equagodes de Maxwell ddo capitulo 3.3) o ultimo termo € nulo:

0, T = =) T — T TP 4+ T T = 0, (E.19)
ou seja
(T, —Th TP =0, (E.20)
pois I}, = T',. Portanto
vV, T = LGH(\/ET‘“’). (E.21)

Vgl
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